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4
Aspectos Avancados de Singularidades

4.1
Sela-N6 em Dimensdo 2

4.1.1
Propriedades Basicas

Conforme foi visto anteriormente, para uma folheagdo F (ou campo
vetorial) com uma singularidade do tipo sela-né em (0,0) € C? existe uma
troca de coordenadas holomorfa, através da qual F pode ser dada pela seguinte

1-forma (i.e, Forma Normal de Dulac).

w(yr,y2) = (1 + M) + v R(y1, y2) dyo — vo' " dyn

onde A € C, p € N* e a ordem de R em (0,0) com relagao a y; é pelo menos
p+ 1.
Consideremos a seguinte troca de coordenadas formal:

(y1,92) = (0(y1,92), Y2) , (4-1)

levando w em sua forma normal formal w,, x, onde ©(y1,y2) = y1+Y oy @i(y1)ys,

€

wpr (Y1, y2) = [ (1 + M) dya — v5™ dy, .

A existéncia de uma tal troca formal de coordenadas se resume a um
caso particular do caso de dimensao 3, analizado na secao anterior. Revendo o
argumento com um pouco mais de cuidado, observamos que as fungoes a;(y1)
sao holomorfas em uma vizinhanca de 0 € C, apesar da troca de coordenadas
nao ser necessariamente convergente. Ou seja, as 1-formas, w e wy, y na@o sao
holomorficamente conjugadas, em geral.

Exemplo: Consideremos o seguinte exemplo dado por Euler:

(y — 2®)dw — 2*dy = 0.
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Observe que ela admite uma solucao formal dada por

y(x) =Y nla",
n=1

que nao converge em nenhuma vizinhanga de 0.

Nesta secao iremos discutir o problema da classificacao analitica de selas-
né, seguindo (Ma-R]). Nosso objetivo é resumir os principais pontos de (Ma-R)),
evidenciando o papel das normalizagoes setoriais e abordando os invariantes
analiticos que surgem com a “troca de setores”.

Denominamos um setor V' com vértice em 0, um setor angular de angulo
0 < 2w, intersectado com a bola B, C C centrada em 0 € C de raio 7.

Seja f uma fungao holomorfa em U x V| onde U é uma vizinhanca de
0 e CeV C C ¢é um setor com vértice am 0. Dizemos que f possui uma
ezpansdo assintdtica em 0 € C, se dado f = S ai(y1)ys, para cada y; € U
e todo n € N, existir A,(y1) > 0 tal que

—_

n—

|f(y192) = > ar(yi)ysl < An(yr)ys -

T

Il
o

A idéia é que determinadas séries formais podem ser realizadas como
expansoes assintéticas de funcoes holomorfas, definidas em setores de angulos
0 < 2w e de raio r suficientemente pequeno. Em outras palavras, elas nao estao
definidas em uma vizinhanca de zero, pois se este fosse o caso, a série teria que
convergir, ja que coincidiria com a série de Taylor das fungoes.

O préximo teorema devido ao trabalho em conjunto de H. Hukuara, T.
Kimura, T. Matuda (H-K-M) implica que, embora em geral as 1-formas w e
wpx ndo sejam holomorficamente conjugadas em vizinhangas de (0,0) € C?,

elas 0 sdo em setores convenientemente escolhidos.

Teorema 4.1.1 (Hukuara-Kimura-Matuda (H-K-M))) Seja ¢ uma série

formal conforme definido em ({-1), i.e, a troca de coordenadas que leva w

em wp . Entao para cada setor V- € C de angulo menor que 2?“, existe uma

aplica¢ao holomorfa limitada

Py B, x (V\{0}) — Cx(V\{0})
(Y1,92) = (Pu(y1,92),92) ,

tal que:

1. DLw Awpy = 0;
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2. v € uma expansao assintotica em 0 € C de .

®y, chamada aplicacao normalizante.

Simplificando, consideremos o caso particular em que p = 1. Note que os
casos em que p > 1 podem ser lidados de maneira similar, exceto que o niimero
de setores necessarios para que se cubra a bola centrada em 0 € C aumenta.
O procedimento geral seria uma generalizagao do caso p = 1.

Segundo o Teorema de Hukuara-Kimura-Matuda [£.1.1] é possivel cobrir
uma vizinhanca B, de 0 € C com dois setores de angulos menores que 27. Para
fixar idéias, vamos supor que V; = B, N{z € C;arg € [0,57/4) U (77w /4, 27|}
e Vo = B, N{z € Cyarg € [0,7/4) U (3n/4,27]}. Observe que Vi N V4
possui duas componentes conexas. A bissetriz de uma delas é o semi-eixo real
positivo, assim iremos denotd-lo por V. Analogamente denotaremos por V
a componente cuja bissetriz é o semi-eixo real negativo.

Consideremos a folheacao induzida pela equagao w;, = 0 em uma
vizinhanga de (0,0) € C2. Seja F; (resp. F2) a folheagao restrita a B, x V}
(resp. B, x V,). Naturalmente, F; e F» coincidem na interse¢ao dos dominios,
entao denotamos a folheagdo em B, x VT (resp. B, x V) por F* (resp. F~).
O Teorema [T garante a existéncia de aplicagoes normalizantes H; e Ho
definidas em B, x (V} \ {0}) e B, x (V5 \ {0}), respectivamente.

No que se segue, nosso objetivo é o de entender o comportamento das
aplicagoes que sao responsaveis pela troca de setores. Primeiramente, a troca
de setores Hy o Hy ' d4 origem a dois difeomorfismos, que denotaremos por g+
e g~, dependendo se estamos analizando a troca dos setores de Ft para F~
ou de F~ a FT. A proposi¢ao seguinte nos dd uma caracterizagao para estas

funcoes.

Proposigao 4.1.2 O difeomorfismo gt = H, o Hy |4 € uma translagdo e o

difeomorfismo g~ = H, o Hy ‘|~ ¢ tangente a identidade.

Antes de comecarmos a demonstracao da proposi¢ao, daremos uma
abordagem geométrica para g* e g~. Observe que as solugoes de w;, = 0,

i.e, as folhas da folheacao sao dadas por

() = e expg—j) , (4-2)

para ¢ € C. De forma que cada folha de F* (resp. F ) estd em correspondéncia
com ¢ € C. Em outras palavras, o espaco das folhas é isomorfo a C,
sendo parametrizado pelas constantes ¢ € C. Portanto, g™ (ou g~, conforme
Re(z) > 0 ou Re(x) < 0) esta definido em C e g™ (c) (ou g~ (c¢)) é a folha

correspondente quando trocamos de setores.
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O que se segue ¢ classico apds (Ma-R)), entretanto seguimos a discussao
em (RI). Consideremos o grupo dos automorfismos A, ,(V), tal que cada
elemento ¢ um difeomorfismo ¢ definido em um setor V' com as seguintes

propriedades:

L ¢(y1,y2) = ((Y1,Y2), ¥2),

2. ¢ é uma expansao assintotica da identidade,

3. ¢ preserva a folheacao F induzida por w; y = 0.

Assim, a aplicacao normalizante obtida no Teorema .I.1] ndo é uni-
camente determinada. De fato, se H; é uma aplicacao normalizante em
B, x (Vi \ {0}), entdo Hy o ¢, com ¢ € A, (B, x Vi) também admite a
troca de coordenadas (4=Il) como expansdo assintdtica. Ou seja, a aplica¢ao
normalizante estd unicamente definida a menos de uma composi¢ao com um
elemento de A, , (V). E por isso que a troca Hy o Hy ' ndo ¢ a identidade, em
geral. Na realidade, a troca é uma expansao assintotica da identidade. Mais
precisamente, trata-se de um elemento de A, (B, x V7). O case especial em
que a “colagem” das folhas é a identidade é exatamente o caso em que a forma
normal formal é holomorficamente conjugada a Forma Normal de Dulac.

Um elemento ¢(y1,y2) = (y1+bo(y2) +> ey bi(y2)ui, y2) estd em A, (V),
se for assintético a identidade e se preservar a folheacao. Esta tltima condicao

implica que

onde X = (y1(1 + \y2),93), i.e, o campo vetorial associado a w; , = 0. Além
disso, ¢ ¢é assintdtico a identidade se e somente se as funcoes b;(y2) forem
assintoticas a funcao nula quando gy, tende a 0 € C. Levando em conta estas
consideracoes, podemos mostrar o resultado.

Prova da Proposicao [{.1.4. Conforme foi visto anteriormente, a troca de
w1 De fato, o Teorema LIl garante

que as condicoes 1 e 2 sao satisfeitas. Quanto a terceira, observamos que H;

setores ¢ = Hy o Hy ' é um elemento de A

(1 =1,2) sao tais que

onde X é como antes e Y = (y1(1 + Ay2) + y2R(y1, y2), y3). Logo,

d(Hy o Hy Y)(X)(H, 0 Hy')™' = dH, o dHy \(X)Hy 0 H; "
= dH,odH; ' odHy(Y) o H{!
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= dH\(Y)o H;?
= X(H,)oH;!
= X.

Portanto, a folheacdo é preservada. Usando o fato que ¢ = H, o H,*

preserva a folheagao, obtém-se

(y1(1 + M) (14> byl ™) + w3t (v2) + 43 > Vi(w2)y, y%) =

J J

([yl +boly2) + Y bj(yz)y{] (14 Aya), y%) :
J
0 que nos leva a seguinte equacao diferencial ordinaria:

Vi (y2)ys + bi(y2)(j — V(L + Aya) = 0.

Uma solucao desta equagao é dada por

j—1y 1
b, = ¢; exp (—)—,
i (Y2) J Yo yéjfl)/\
onde ¢; ¢ a condicao inicial.

Assim, para j > 1, tém-se

y2—0t

lim b;(y2) = o0
lim b;(y2) =0
y2—07
Por outro lado, a hipétese de ¢ ser assintotica a identidade implica que
quando y2 — 0, bj(y2) é assintético a fungao nula. Estas duas condigoes
somente sao vélidas simultaneamente quando y, € V* se ¢; = 0 para j > 1.
Finalmante, observamos que

lim by(y2) =0

y2—0t

lim bo(yg) =0
y2—0~

um argumento analogo implica que ¢y = 0 quando y, € V~. Assim, chegamos

a seguinte conclusao

if Y2 S V+7 g+ = ¢(y17y2)|v+ = (yl + CanZ)
if 1€V, g =0Wy)lv- =1+ 2oy b+ i(y2)yl, v2)
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E o resultado segue. 0O

Consideremos agora duas folheagbes com singularidades sela-né que sao
holomorficamente conjugadas. E interessante estudar a relacao entre os seus
difeomorfismos responsaveis pelas trocas de setores (no caso em que p = 1 nds
os denotamos por gt e g7). Veremos que se as selas-né sdo holomorficamente
conjugadas, entao os difeomorfismos que fazem as trocas de setores sao
conjugados por um automorfismo do espaco das folhas.

Sejam F; e F, folheagoes holomorficamente conjugadas, dadas pelas 1-
formas w; e woy, respectivamente. Ou seja, existe um difeomorfismo H que
leva as folhas de F; nas folhas de F5. Também existem trocas formais de
coordenadas hy e hy que levam w; e wq, respectivamente, em formas normais
formais @, e @y. Conforme vimos anteriormente, apesar de hy (resp. hy) nao ser
analitico em uma vizinhanca de 0 € C, existem setores em que a série converge
e as fungoes g, g; (resp. g5, g5 ) que “colam” as folhas dos setores Ve V'~
(no caso de p = 1).

Definiremos a seguinte relacao de equivaléncia: dois difeomorfismos f e
f sao ditos equivalentes (e denotados por f ~ f) se existe o € Diff(C,0) com
o’'(0) =1 tal que:

f=0lofoo.

Em outras palavras, funcoes conjugadas pertencem a mesma classe de
equivaléncia. Neste sentido, se as folheacoes sao holomorficamente conjugadas,
as funcoes de transicao g e g; sdo equivalentes, respectivamente, a g5 e g, . De
fato, observe que a funcdo o = hy o H o hy' € Diff (C,0) é um automorfismo
do espaco das folhas (que é isomorfo a uma vizinhanga de 0 € C conforme
observado pela Férmula[4-2)) tangente a identidade. Denotando por o, = ol +

e o_ =o|y- segue que g =o' ogi oo, e gy =0 !

0g, OO0_.

Em resumo os tipos analiticos de sela-né com p = 1 estao em corre-
spondéncia com as classes de equivaléncia dos difeomorfismos gt e g~. Como
a classe de conjugacao das translagoes é ébvia, vemos que a informacao esta
totalmente contida na conjugacao do difeomorfismo g~ tangente a identidade.
Logo, ¢é natural estudarmos o espago modular dos difeomorfismos de (C,0)
tangentes a identidade, de forma a termos realmente invariantes para singula-

ridades do tipo sela-no.

4.1.2
Automorfismos de (C,0) Tangentes a ldentidade

Agora iremos estudar os automorfismos o de (C, 0) tangentes a identidade

que foram utilizados na relacao de equivaléncia na secao anterior. A descri¢ao
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desses espacos modulares foi feita independentemente por Ecalle e Voronin.
Seguiremos a construcao dada por Voronin para o caso prototipico, p = 1.

Mais precisamente, faremos uma classificacao analitica de aplicagoes do
conjunto A = {f € Diff(C,0) ; f(z) = 2+ az*+---, a # 0}. Como sempre,
definimos duas aplicagoes fi, fo € A como sendo equivalentes se e somente se
existir um difeomorfismo holomorfo H tal que H o f; = f, o H. Aqui iremos
descrever estas classes de equivaléncia.

Comecamos com alguns resultados de Analise e definicoes que serao

utilizadas ao longo desta secao.

Definicao 4.1.3 Um homeomorfismo f : Q@ — C de um dominio Q2 C C €

quasiconforme se

|zl < Kl

para k < 1 em quase todo ponto.

A funcgdo hy = f;/f. é denominada a caracteristica da aplicagdo quasi-

conforme f, e

Sup\z—zo|=r |f(Z) - f(ZO)|
inf|z—zo|:7‘ ’f(Z) - f(ZO)| '

K (z) = lim sup,_,q

é o desvio quasiconforme da aplicacao f no ponto zy. Observe que se g

1

for quasiconforme com caracteristica hy = hy, entao go f~* é conforme.

Proposicao 4.1.4 Uma aplicacdo € quasiconforme em §) se e somente se

K{(20) < 00 para todo zg € Q e K = || Kf||1..) < oc.

Teorema 4.1.5 (Teorema Mensuravel de Riemann) Para qualquer
fungdo mensurdvel h tal que ||h||r., < 1, existe uma aplicagdo quasicon-

forme f do plano C em si mesmo, tendo h como fungao caracteristica h = hy.

A seguir, vamos considerar o caso especifico da funcao fo(z) = z/(1 — 2)
em A. Observe que a inversao Ap(z) = —1/z conjuga f, conformemente a

translagao T'(z) = z + 1 em C*, isto é,
AoofOITOAo. (4-3)

Veremos que esta ltima observagao de fato vale em geral. Ou seja, para
cada funcao f pertencente a A, existem certos dominios de C em que f é
quasiconformemente conjugada a T'. Provamos isto usando os seguintes dois

resultados.
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Teorema 4.1.6 (A. Shcherbakov) Seja f € A, fo(2) = 2/(1 — 2). Para
cada € > 0 eziste § e um homeomorfismo H(z) = z + h(z) do disco K5 (de

raio 0) em si mesmo tal que:

Hofy = foHemKs (4-4)
|h(z1) — h(z2)] < elz1 — 22|, 2; € K5 (4-5)

Este teorema basicamente afirma que toda funcao tangente a identidade
¢é conjugada, em um disco suficientemente pequeno a fy por uma aplicacao de

Lipschitz com constante de Lipschitz proxima de 1.

Lema 4.1.7 Suponha que para o homeomorfismo H(z) = z+ h(z), a Estima-

tiva (4-3) € vdlida para ¢ < 1, entao H € quasiconforme em K.

Prova. Este lema segue diretamente da Proposicao T4l De fato, nestas
condigbes, o desvio quasiconforme de H, K (z) é tal que K(zy) < (14¢)/(1—¢)
para z € K. 0

Proposigao 4.1.8 Para cada f € A existem dominios R, L € C e uma

aplicacao quasiconforme G definida em R U L, satisfazendo

-~ GoT=foG em R,
-~ GoT'=f"1oG em L.

Escolhemos ¢, 0 < ¢ < 1 e pelo Teorema 1.6, obtém-se um homeo-
morfismo H : K5 — Kj, conjugando f e fy como em (4=4]). Além disso, pelo
Lema .17 ele é quasiconforme.

Seja R = {z € C; |Im z| > ¢, Re > ¢} para um nimero complexo fixado
c=1/p, para p < 6.

A aplicagao G = H o Aj ' em R estd bem-definida e é quasiconforme,
sendo a composi¢cao de uma aplicagao conforme com uma quasiconforme. Seja
Q; = G(R). Segue de ([@=3)) e (=4 que G é precisamente a conjugacao desejada.
Em conclusao, f é quasiconformemente conjugada a uma translacgao.

Além disso, como T'(R) C R, O ¢ invariante por f (i.e, f(21) C ).
Analogamente, podemos definir um dominio Q, que seja invariante por f—1.
Mais precisamente, 2y = G(L) onde L = {z € C; |Imz| > ¢, Re < —c¢} com
c igual ao anterior. Naturalmente, no dominio L, f~! é quasiconformemente
conjugada & translacao T~!. O que estabelece a proposicao. 0O

Equivalentemente, pode-se definir dominios R e L de forma que suas
fronteiras dejam suaves (cf. (Car-Gl)). Nestas circunstancias, A;'(R) é a

conhecida regido no formato de um cardidide (cf. Secao 3.2.2).
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O seguinte lema, garante a existéncia de coordenadas analiticas A; e A
definida nos dominios §2; e €25. No que se segue, podemos tracar um paralelo
entre o caso sela-nog, analizado na secao anterior, e a “colagem” dos dominios
Q1 e 5. Neste sentido, ainda estamos considerando conjugacoes que nao estao
definidas em toda uma vizinhanga da origem. No caso sela-nd, obtivemos
normalizagoes setoriais através do Teorema de Hukuara-Kimura-Matuda. O

analogo a este teorema na presente situagao é o seguinte

Lema 4.1.9 (Lema Bésico) Sejam R e €y como antes. Considere a
translagao T(z) = z+ 1 e o homeomorfismo quasiconforme Gy do dominio R

em €y. Suponha que f € analitica em 1 e tal que
GioT = foG,. (4-6)
Entao existe uma aplicacao analitica Ay : Qy — C satisfazendo

1. A; € univalente em €.
2. Alof:TOAl.

3. Se A} € outra aplicagao analitica em y verificando as condigoes 1 e 2,

entao existe ¢ € C tal que A} = A1+ ¢ em §)y.

Observe que um lema analogo pode ser formulado para a existéncia de
uma aplicagao analitica As : 29 — C com as modificagoes ébvias.

Prova. Conforme visto, f € A é equivalente a uma translagao. Este lema
assegura que a equivaléncia é, de fato, analitica.

O espago quociente R/T é conformemente equivalente ao plano perfurado
C*, com projecao my : R — C*. Como G; é uma aplicagao analitica satis-
fazendo (4=6l), as érbitas de f sdo discretas e 21/f = S é uma Superficie de
Riemann. Seja 7 : €3 — S a projegao do espago quociente. De (E=6]), obtemos
um homeomorfismo quasiconforme G : C* — S entre os espacos quocientes.

Afirmacao 1 : Se existe uma aplicacao conforme B : S — C* entao existe
uma aplicacao analitica A; : €2y — C verificando 1, 2 and 3.

De fato, observe que €2; é um recobrimento de C* com projecao holomorfa
m = B o 7. Entretanto, o recobrimento universal de C* é C com projecao 7.
Como €2 é um recobrimento simplesmente conexo de C* entao existe uma
inclusao A : Q; — C tal que m = 7 o A. Esta aplicagao satisfaz 1, 2 e 3 (para
mais detalhes confira (Val)).

Afirmacdo 2 : Se existe uma aplicacdo quasiconforme G : C* — S, entdo
S é conformemente equivalente a C*.

Como G~': S — U é uma aplicagao quasiconforme de S em um dominio

U, a caracteristica A do seu inverso independe da escolha de um parametro
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local em S, e ||h|.w) = k < 1. Definindo, h|c\v, h ainda é mensuravel e
|P||Ly = k. Pelo Teorema existe um homeomorfismo quasiconforme F’
de C em si mesmo com caracteristica h e podemos supor que F(0) = 0. De
forma que a aplicacio B = F o G : § — C* é conforme. 0O
Agora analizamos as fungoes que fazem a troca de setores, i.e., os analogos
a g+ no caso sela-né.
Seja ®r = Ay 0 A7y, onde V, = Q; N Dolrzimes0p € Vo = Q1 N

QQ‘{Z: Im 2<0}-

Observacgao 4.1.10 Nao ¢é obvio, mas com algum esforco, ¢é possivel

obter uma expresssio para ®., mais precisamente, P, (z) = =z +
> k>0 i exp(£2mikz) (cf. (Va)).

Para cada f € A associamos um par ¢4 de fungoes holomorfas. Como
estamos interessados em estudar as classes de equivaléncia de elementos de A,
é natural compreender as relacoes entre as aplicacoes ®, e d, associadas a
difeomorfismos conjugados f, e f, respectivamente. A vantagem da construgio
precedente reside no fato que as aplicacoes de transi¢ao correspondentes estao
relacionadas de uma maneira particularmente simples.

De fato, pelo Lema [£.1.9 temos A; e, analogamente, existe A, tais que:

Alof = TOAl
Ayo f71 = T71oA,.

Por hipétese, f = Hy' o f o Hy de forma que

AjoHylof = ToA oH;"
AQOHo_lof_ = T l'oAyoHy!

Suponha que A; seja dada pelo Lema 1.0 para f. Entdo pelo item 3 deste
mesmo lema, segue que
AloH[;lETlOAl.

Similarmente,
AQOHO_:lETQOAQ,

onde 71 e Ty sao translacoes. Entao

@i == AQ O A1_1|Vi
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= TQOAQOHOOHO_IOAl_loTl_l

= modior !
Em conclusao, obtivemos o seguinte

Teorema 4.1.11 Se f e f pertencem a mesma classe de equivaléncia
analitica, entao as fungoes de transicio L e P sao conjugadas por uma

translacao.

Observacgao 4.1.12 O leitor deve ter percebido que, comecando com o pro-
blema de classificar selas-né, iteramos duas vezes o procedimento de “nor-
malizacao setorial”. Talvez isso dé a impressao de que nao fizemos nenhum
progresso efetivo no sentido de descrever concretamente o espago modular. En-
tretanto, este nao é o caso. De fato, no caso sela-nd, usamos as normalizagoes
setorias obtidas pelo Teorema de Hukuara-Kimura Matuda a fim de ter difeo-
morfismos ¢g*, g~ em que classes de conjugacao determinam o tipo analitico
de uma sela-né. A dificuldade é que g~ é tangente a identidade mas nao é
unicamente determinado. Apenas a classe de conjugagao de g~ em Diff(C, 0)
é canonica, no sentido em que ela é unicamente determinada. Assim, em uma
comparacao ‘concreta” entre duas selas-né, seriamos reduzidos a ter que de-
cidir se dois difeomorfismos tangentes a identidade “distintos” sao conjugados
em Diff(C,0). A resposta para esse problema nao é de maneira alguma Gbvia.
A fim de lidar com esta questao, novamente aplicamos normalizacoes setoriais
(desta vez, obtidas pelo Lema Bésico) para se ter novas fungoes ¢.. A vantagem
seta segunda normalizacao e que ¢4 estao “quase” unicamente determinados,
no sentido que dois deles sao conjugados por uma translcao. Em particular, é
facil decidir se dois deles definem ou nao o mesmo ponto no espago modular

correspondente.

4.2
Reducao de Singularidades em Dimensao 2

Até agora estivemos analizando apenas campos vetoriais com singula-
ridades simples. Porém, ficara evidente ao longo desta secao, que existe um
método particularmente efetivo de lidar com singularidades de ordem supe-
rior. O Teorema de Seidenberg basicamente afirma que através da composicao
de um numero finito de aplicagoes de “blow-up”, é possivel reduzir a ordem de
uma singularidade isolada até que se obtenha uma superposicao de singulari-

dades simples. Nesta secao pretendemos mostrar como isso € feito.
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Esta exposicao esta fortemente inspirada no tratamento apresentado em
(M-M)), que, por sua vez, é uma mistura do trabalho original de A. Seidenberg
(Sel) e o de de Ven den Essen.

Comecamos fixando notagoes e com algumas defini¢oes. Seja F a fo-
lheagao singular holomorfa associada ao campo vetorial holomorfo X com uma
singularidade isolada em (0,0). Ou, podemos pensar em termos de 1-formas,
afinal, a 1-forma w = Adz + Bdy e o campo X (z,y) = B(xz, y)a% — A(z, y)a%
definem a mesma folheagao F.

Os autovalores de w = Adx + Bdy em (0, 0) sdo definidos como sendo os
autovalores A, Ay de X.

Lembramos que o “blow-up” da 1-forma w = Adxz+ Bdy nas coordenadas

(x,t) é dado por:
7 (w) = [Ax(1, ) + tBy(1, ) + z(th(x, t) + a(x, t))]dz + x[Bi(1,t) + 2b(z, t)]dt .

Nas coordenadas (t,y) obtemos

T (w) = y[Ak(t, 1) +yalt,y)ldt + [Br(t, 1) + tAL(t, 1) + y(b(t, y) + ta(t, y))|dy,

onde |
d(flj’,t) = Ak-i—l(lat) + xAk+2(17t) +oe= ﬁa(ia tl’),

ca(w,tr) =3 . Ay(x,tx), usando A para denotar a componente homogénea
de grau k da série de Taylor de A centrada em (0,0). Adotamos uma notagao
analoga para B.

Seja J(1070)(w) = Ai(z,y)dx + Bi(z,y)dy, e defina C, como sendo o
subconjunto do divisor excepcional F = CP(1) formado pelas singularidades
da “nova” folheacao F (i.e, a folheacao associada a © = 7w, onde 7 é a
aplicacao de blow-up). Observe que no caso nao-dicritico (A;(1,t) + tB;(1,t)
ndo é identicamente nulo), o conjunto C,, é dado pelas solugdes de A;(1,t) +
tB1(1,t) = 0. Seja p. a ordem da singularidade ¢ € C,,.

Suponha que F seja uma aplicacio definida em U C C? com uma
singularidade em (0,0) € C2% A ordem de F em 0, denotada por vy(F) é
o grau da primeira componente homogénea nao-trivial da série de Taylor de
F com centro na origem. Também definimos a ordem de um campo vetorial
(conforme feito na Secao 2.4). Se X(z,y) = (F(z,y),G(z,y)) é singular em
(0,0) a ordem de X é o minimo entre as ordens de F' e G. Analogamente, é
possivel definir a ordem da 1-forma w em 0.

Considere duas curvas algébricas V e W

V ={(z,y) € C* f(z,y) =0}, W = {(z,y) € C*% g(z,y) =0},
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suponha que elas se intersectam em (0,0) € C?. Lembramos que se g for

irredutivel, entdo existe uma normalizacao local (Parametrizacao de Puiseux)
(o)
vt (87 Z anty)
n=m

para um certo k e m < k. O nidmero de interse¢io de Ve W em (0,0) é

definido como sendo
I(f,9;0) = vo(f o).

~ . ’ (e} ~ . ’ .
Se g nao for irredutivel e g = g7 ... gp", onde gy, ..., gP sdo irredutiveis,

entdao o numero de interse¢ao de V-e W em (0,0) é dado por

I(f,9:0) =Y oil(f,9::0).
=1

Finalmente, definimos o nimero de intersecdao da 1-forma w = Adx+ Bdy

como sendo

Iy(w) = I(A, B;0).

Agora podemos enunciar o teorema de Seidenberg.

Teorema 4.2.1 (Seidenberg) Seja F a folheagao singular holomorfa asso-
ciada a 1-forma w = Adx + Bdy definida em U € C? com uma singularidade
isolada em (0,0). Eziste uma aplicagcdo propria analitica m : V. — U (obtida
por uma composi¢ao de blow-ups) de uma variedade complexa bidimensional

V em U, tal que:

~- 7740,0) = E, onde E é o divisor excepcional de V;
- 7m:V\E—U\{(0,0)} éuma difeomorfismo holomorfo;
~ Vp(m*(w)) < 1 para todop € V

Em outras palavras, o “blow-up” de U é uma variedade complexa V' tal

que todos 0s seus pontos p sao requlares ou singularidades simples.

Prova . Suponha que (0, 0) seja a tinica singularidade de w em U. Seja k a ordem
de w em (0,0). Se k£ > 1, utilizamos o procedimento de blow-up, descrito na
Secao 2.4. Em outras palavras, existe uma aplicacao propria 7 : C? — C? dada
por 7(xz,t) = (z,tz), com 7~ (0,0) = E, onde E ¢é o divisor excepcional. Além

disso, o blow-up de w nas coordanadas (z,t) é dado por

& = m'w = [Ap(1, 1) +tBy(1, 1) +2(th(z, t)+a(z, t))|de+z[By(1, t) +zb(z, t)]dt .
(4-7)
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Conforme visto anteriormente, o comportamento de w varia significativa-
mente na vizinhanga de E dependendo se Ay(1,t) + tBg(1,t) é identicamente
nulo ou nao. Analizando estes dois casos, nao ¢é dificil obter igualdades que

relacionam o numero de intersegao de w com a sua ordem em (0,0) (confira

(M-M))).
— Se Ak(1,t) + tBg(1,t) ndo for identicamente nulo, entao

Lw) =k —k+1+> L@). (4-8)

lembramos que neste caso o divisor excepcional é invariante pela fo-

lheacao.

— Se Ap(1,t) +tBg(1,t) = 0, entdo

Lw)=k+k-1+> L@). (4-9)

ceE

Este é o caso dicritico, i.e, as folhas da folheagcao F associada a @ sao

regulares e transversas a F.

Existem duas possibilidades, ou a 1-forma @ possui apenas singularidades
simples e pontos regulares em 7 1(U), e o teorema estd provado. Ou ainda
existem pontos ¢ € 7~ 1(U), tais que v (@) > 1.

No 1ultimo caso, primeiramente definimos
-1 .
Vi=r(U), m=mny:V—U.

A seguir, simultaneamente fazemos o blow-up de todos os pontos ¢ €
E C Vj tais que v.(w) > 1. Seja my : Vo — V} a aplicagdo correspondente a

estes blow-ups. Entao definimos
mP=mom: Ve —oU

Por inducao, construimos applicagoes m; : V; — V;_4, fazendo o blow-up
de todos os pontos ¢ de V;_; tais que v.((7"1)*(w)) > 1, onde
7Ti_1 =T O -Ti_1.
As Equagoes ([=8) e ([#=9) garantem que este procedimento é finito. De
fato, apesar dos dois comportamentos distintos que F possa assumir, em ambos

os casos, o numero de intersecao I. decresce se k > 1. Assim, repetindo este

procedimento, havera um ¢ suficientemente grande, tal que para todo ¢ em V;,
ve((m')"(w)) < 1. O
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A seguir, trataremos do caso em que a folheacao F possui apenas
singularidades simples. Realizando aplicacoes de blow-ups adicionais, é possivel
obter uma expressao mais simples para a 1-forma w = Adx + Bdy associada
a F. Esta 1-forma correspondente nao pode ser simplificada realizando mais

aplicacoes de blow-up. Por isso elas sao chamadas de “irredutiveis”.

Teorema 4.2.2 Considere a folheacdo singular holomorfa associada a 1-
forma w = Adx + Bdy definida em U € C? com uma singularidade isolada

m (0,0). Seja w: V — U a aplicagao de blow-up obtida pelo Teorema [{.21]
Entao para cadap € V onde v,(m*(w)) = 1, existe uma carta coordenada (u,v)

centrada em p tal que:

T (w) = [M+ (- )vldu — [Ae + (- ) Judv, (4-10)
onde M. A2 # 0, e A1/, Ao/ A1 ndo pertencem a N. Ou,

™ (w) =[v+(--)]|du. (4-11)

Comecamos enunciando o seguinte

Lema 4.2.3 Suponha que a 1-forma w = Adx + Bdy seja ndo-dicritica. Se
existir c € CP(1), tal que p. = 1, entao J*(@.) = Aydz+ Bidy # 0. Em outras
palavras, o blow-up de w em c, &., ndo eleva a ordem pi.—1(cy. Além disso, &,

possut um autovalor nao-nulo.

Prova do Teorema[4.2.9. Suponhamos que a ordem de w em (0,0) seja k = 1.
De acordo com os autovalores de w, existem 5 situacoes distintas que devem

ser analizadas separadamente:
1. Ay =X =0
2. A =X =A#0;
3. A1 # Ao, A A2 # 0 e A/, A2/ pertencem a N ;
4. A1 # Aoy A A2 £ 0 e A/ Xa, Ao/ ndo pertencem a N ;
5. A1 # A, A A =0,

Observe que os casos 4 e 5 correspondem precisamente as situacoes
refletidas pelas Equagoes ([=10) e (4=I1]), respectivamente. Agora mostraremos
que fazendo o blow-up da variedade em certos pontos, os 3 casos anteriores se

reduzem aos casos 4 ou 5.
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Caso 1

Nesta situacdo, a matriz jacobiana do campo vetorial X = (B, —A) em (0,0)

0 1
00/
Assim, J(IO,O) (w) = ydy, de forma que o conjunto C, é formado pelo ponto

c=(1,0) e p. = 2.

Agora fazemos o blow-up da folheacao em ¢, obtendo

é semelhante a

@ = [t2 + z(th(x, 1) + a(z,t))|dx + z[t + zb(x, t)]dt

Suponha que As(1,t) = ay + ast + azt?.
Observe que a ordem de @ pode ser 1 ou 2 dependendo se o € igual a zero ou

nao. Analizemos as duas possibilidades separadamente

- (1a) (07] 7£ 0

Neste caso, v(©) = 1 e para simplificar a notacao, denotamos @ por:

n =" +a(yb(z,y) + alz,y))lde + zly + zb(z, y)ldy
Observe que C, é dado pela equacao

a1z? =0,

logo formado pelo ponto ¢ = (0,1) com p. = 2. Agora realizamos o

procedimento de blow-up em ¢ e nas coordenadas (¢,y), t = x/y obtemos

e = ylant +y(1 +--)]dt + [ant? +y(2t + - --)]dy.

Portanto, Cj, ¢ dado pela equagao

ty(3y + 2a4t) =0,

logo contendo apenas pontos simples. Aplicando o Lema [4.2.3], conclui-se
que nestas coordenadas A; # 0. Assim, reduzimos w a uma 1-forma que

nao pertence ao Caso 1.

- (1.b) vy =0
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Neste caso, v(w) = 2, como antes, denotamos @ por 7. O conjunto C,, é

dado por
z(2y* + yry + 02%) = 2(y — a17)(y — axw) =0,

para certas constantes v, 9, a; e as.

— Se a; # ay aplicamos o Lema [4.2.3] e chegamos a mesma conclusao
anterior.

— Se a; = as = a # 0 entao
i=[t—a)?+ax(-))dz+ [t +x(--)]dt.

x X

Entao a matriz jacobiana associada a w ¢é ( ), portanto

2a
admitindo um autovalor nao-nulo.

— Se a = 0 entao o ponto ¢ = (1,0) € C,, tem multiplicidade p. =2 e
o = [26* + 2(- - )|dx + 2[t + 2(---)]dt

Logo, n ainda ¢ do mesmo tipo que 7. Observe que pelo Teo-

rema [L.2.1] v(77) = 1. Portanto esta possibilidade nos leva ao Caso

(1.a).

Em conclusao, sempre existe um meio de fazer o blow-up de w de maneira
que ambos os seus autovalores sejam diferentes de zero.

Caso 2

Sem perda de generalidade, podemos supor que A = 1. Assim, existem

basicamente duas possibilidades a serem consideradas:

— A matriz jacobiana do campo vetorial X em (0,0) é semelhante a

(o)

Nesta situacao, J(loyo)(w) = ydr — xdy. Trata-se, portanto do caso
dicritico. Fazendo o blow-up de w em cada ¢ € CP(1), observe que @,

nao possui singularidades (v,(&.) = 0 para todo p € V).

— A matrix jacobiana do campo vetorial X em (0,0) é semelhante a

(1)
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Aqui, J(lo,o) (w) = —zdz + (z + y)dy, e o conjunto C,, resume-se ao ponto

¢ = (1,0) com p. = 2. Fazendo o blow-up de w em ¢ obtém-se:
We = [t* +x(--)|dv + o[l + ¢ + x(--)]dt

Observe que a matriz jacobiana associada a @ em c¢ é equivalente a

10

0 ) Isto corresponde ao Caso 5, de forma que w se reduz a
Equagao ([E=11]).
Caso 3

Neste caso, J(lo,o)(w) = —Xydx + A\xdy. Podemos supor que \; = 1 e

Ao = n. Assim, w pode ser escrito como
w=[—ny+ (--)]de + [z +(--)|dy.

Observe que existem exatamente dois pontos em C,, mais precisamente
g = (1,0) e ¢g = (0,1). Realizando o procedimento de blow-up w em ¢;

nas coordenadas (z,t), t = y/x obtém-se
Wy = [t(1 —n) +2(--)]dx + x[1 + z(---)]dt

de forma que a matriz jacobiana ¢é dada por:

A 0 1 0
* /\2—>\1 0 n—1

Portanto, w se reduz & 1-forma com autovalores \; = 1 ¢ existem trés
possibilidades para A:
— Se n =0 entdo Ay = —1 e a reducdo de w pertence ao Caso 4.
— Sen =1 entdo Ay = 0 ¢ a reducio de w pertence ao Caso 5.
— Sen>1entdo Ay = n— 1 e fazendo o blow-up n — 1 vezes, temos que a

reducao de w pertence ao Caso 2.

Analizemos agora o procedimento de blow-up de w em ¢y nas coordenadas
(ty), t = y/z onde

@y =yl +y(--)|dt + [t(1 —n) +y(--)]dy .
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Assim, a matriz jacobiana é dada por:

/\1—/\2 * 1—-n 0
0 )\2 0 n

— Sen=0entdo \ = 1 e Ay = 0, logo a reducéo de w pertence ao Caso 5.
~Sen=1entdao A\ =0e X =1, logo a reducao de w pertence ao Caso 5.

~ Sen>1lentdo A\; <0e Xy >0, logo a reducao de w pertence ao Caso 4.

Isto completa a demonstragao do teorema. 0

4.3
Existéncia de Integrais Primeiras

[lustraremos com um problema concreto uma aplicacao das técnicas
utilizadas na secao anterior. Nesta secao faremos a demonstracao detalhada
de um teorema fundamental de J.-F Mattei e R. Moussu (M-M) acerca da
existéncia de integrais primeiras para determinadas folheagoes.

Lembramos que uma integral primeira holomorfa para uma folheacao
holomorfa F é uma funcao holomorfa nao-constante f : (C% 0) — C que ¢é
constante quando restrita as folhas de F. Se w representa a 1-forma que define
F, f étal que wAdf = 0. Equivalentemente, as folhas de F sao as componentes
irredutiveis das superficies de nivel de f.

Nesta secao, pretendemos caracterizar topologicamente folheagoes que
admitem uma integral primeira holomorfa. Trata-se do principal resultado de
(M-M)).

Seja F uma folheacao holomorfa definida em U C C?, com uma singula-
ridade isolada em (0,0). Suponha que f seja uma integral primeira holomorfa

para F. Entao as seguintes condi¢oes sao validas:
1. Apenas um numero finito de folhas de F acumulam em (0, 0).
2. As folhas de F sao fechadas como subconjuntos de U \ {(0,0)}.

De fato, se uma tal funcao existe, o conjunto f~'(0) é o conjunto
das separatrizes de F. Lembramos que uma separatriz é apenas uma curva
analitica irredutivel, invariante por F, contendo a singularidade. Mas f possui
necessariamente um numero finito de fatores irredutiveis, i.e. f = g]fl .gtH
(onde H(0,0) # 0). Logo o niimero de separatrizes também tem que ser finito,
ja que sdo dadas pelas equagoes {g; = 0}. Este é precisamente o conteiudo da

Condigao 1.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521440/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0521440/CA

Capitulo 4. Aspectos Avangados de Singularidades 64

Como f é constante quando restrito as folhas, a Condicao 2 também
é valida. Em particular, uma folha L de F que nao esteja contida no con-
junto f~1(0) nao pode se acumular em uma separatriz. Iremos utilizar esta
observagao frequentemente ao longo do texto.

Reciprocamente, uma folheacao satisfazendo as Condicoes 1 e 2 admite
uma integral primeira. Este é o conteido do seguinte teorema, que desempen-

hara um papel fundamental nesta secao.

Teorema 4.3.1 (Mattei-Moussu (M-M))) Considere a folheagio holo-
morfa F definida em U C C? com uma singularidade isolada em (0,0).

Suponha que ela satisfaca as sequintes condigoes:
1. Apenas um namero finito de folhas de F acumulam em (0,0).
2. As folhas de F sao fechadas como subconjuntos de U\ {(0,0)}.

Entao F admite uma integral primeira holomorfa nao-constante f : U —

Antes de dar inicio & demonstracao do teorema, considere duas folheagoes
holomorfas com singularidades isoladas, F e F' definidas em uma vizinhanga
U da origem. Dizemos que F e F' sao topologicamente equivalentes se existe
um homeomorfismo h : U — U, tal que h(0,0) = (0,0) levando as folhas de
F nas folhas de F’. Segue do teorema acima que a exist encia de uma integral
primeira holomorfa obedece o seguinte critério topoldgico: se if F admite uma
integral primeira, entao F’ também admite.

Podemos dizer que a demonstracao do Teorema [4.3.1] consiste de trés
etapas:

Parte 1: Se F satisfaz as Condigoes 1 e 2, entao realizando sucessi-
vas aplicagoes de blow-up (confira a Se¢@o 4.2), as unicas singularidades ir-
redutiveis encontradas na arvore de Seidenberg sao aquelas em que ambos os
autovalores A; e g, e, além disso, A1 /Ay € R_. Dizemos que estas singularida-
des pertencem ao dominio de Siegel.

Parte 2: Estudo de F em uma vizinhanga de uma singularidade no
dominio de Siegel. Em particular, encontramos uma caracterizagao para aque-
las que possuem integral primeira holomorfa.

Parte 3: Extensao das “integrais primeiras” locais obtidas na Parte 2 a
uma vizinhanca do divisor excepcional E. Se f representa esta extensao, entao
f =m.f éa integral primeira desejada.

Agora abordamos cada uma destas etapas nas 3 segbes subsequentes.

Juntas, elas concluem a prova do Teorema de Mattei-Moussu.
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4.3.1
Parte 1: Analise das Singularidades da Arvore de Seidenberg de F

Comecamos analisando as singularidades irredutiveis obtidas pelo pro-
cedimento de Seidenberg. De agora em diante assumiremos que F satisfaz as
hip6teses do Teorema 311

Proposicao 4.3.2 Seja F uma folheacao satisfazendo as Condigoes 1 e 2.
Entdo as unicas singularidades irredutiveis existentes na drvore de Seidenberg
de F sao aquelas que possuem autovalores nao-nulos A1 e Ay tal que o quociente

A1/ Ao pertence a R_.

Conforme visto na secao anterior, toda singularidade de uma dada
folheacao F pode ser reduzida por sucessivas aplicacoes de blow-up, até que a
folheagao F apenas contenha singularidades simples com autovalores A\; e Ay

em um dos seguintes casos:

— A1.A2 = 0, i.e., uma singularidade sela-né.

— A A2 # 0, nem A; /A2, nem Ay/\; sdo inteiros positivos.
Discutiremos as diferentes possibilidades separadamente.
Lema 4.3.3 A drvore de Seidenberg nao contém singularidades sela-ng.

Prova. Por absurdo, suponha que o enunciado seja falso. Conforme visto
em segoes anteriores, existem coordenadas locais (z,y) em torno de uma

singularidade sela-n6 em que a folheagao F é dada por
w(w,y) = [2(1+\y") + yR(z,y)ldy — y"da.

Observe que {y = 0} é invariante pela folheagao F. A seguir, considere-
mos a aplicagao de holonomia associada a F e em relacao a um circulo contido
em {y = 0} em torno na origem. J4 vimos na Se¢ao 3.2.1 que a holonomia é
dada por h(z) = z + 2P™! + ... para z em alguma secao local transversa Y.

Da estrutura dindmica de h (em particular, da existéncia de coordenadas
de Fatou) observamos que existem infinitos pontos acumulando em 0 € C ~ ¥
sob a iteracao de h. Estes pontos naturalmente correspondem a folhas de F
que se acumulam na parte regular de {y = 0}. Temos duas possibilidades.

Se {y = 0} estiver contido no divisor excepcional, entao serd projetado
em (0,0). Logo existiriam infinitas folhas acumulando na origem. Isto nao é
possivel, ja que estamos levando em conta a Condicao 1.

Por outro lado, se {y = 0} for transversal ao divisor excepcional,

entao serd projetado por 7m como uma separatriz (lembramos que 7w é uma
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aplicagao prépria). Existem infinitas folhas acumulando nesta separatriz, o
que novamente é impossivel, ja que contradiz a Condicao 2.
Em conclusao, a reducao de w nao contém nenhuma singularidade sela-
no. 0O
A seguir discutimos o caso de singularidades irredutiveis com autovalores

A1, A9 diferentes de zero. Este tipo de singularidade é denominada hiperbdlica

se A\1/Ay € C\R.
Lema 4.3.4 Nao existem singularidades hiperbolicas na drvore de Seidenbery.

Prova. Pelo Teorema de Linearizagdo de Poincaré (cf. Section 3.1)
podemos supor que o campo vetorial associado a F é dado em coordenadas
locais por

= 0 0

X =M Mr— + y—
156(%4‘ 2y8y

Novamente, {y = 0} é invariante pela folheagao. Como antes, a fim de
estudar o comportamento das folhas perto de {y = 0}, consideraremos a sua
holonomia local.

Seja X uma secao transversal com parametro z. A folha da folheacao
passando por (1,z) € C? é dada por F(t) = (eM! ze*!). A préxima vez
que a folha atravessa ¥ ocorre quando t = 6;, de forma que e*?=1. Em
outras palavras, 0, = 2/\—“11 Assim, a aplicacao de holonomia é dada por
h(z) = e?™2/X1 2 Entretanto, temos que Re(27iAy/A1) # 0 j& que Mg/ ndo

estd em R. Agora, iterando h, obtém-se
h"(z) = zr*a”.

—2rim(2/M) < 1. Se este nao fosse o caso, seria

Podemos supor que r = e
suficiente trocar os papéis de A; e Ay desde o inicio. Como |r|"|a|™ tende a zero
na medida em que n aumenta, segue que as folhas vizinhas se acumulam em
{y =0}

Como antes, as Condicoes 1 e 2 impedem que este tipo de comportamento
aconteca e concluimos que a folheagao reduzida nao pode conter este tipo de

singularidade. O

Lema 4.3.5 A drvore de Seidenberg nao contém singularidades com autova-

lores nao-nulos tais que A /As € Ry.

Pelo Teorema B.1.2] o campo vetorial ainda é linearizével e {y = 0} é
invariante. Observe que neste caso, aplicacao de holonomia nao nos ajudara

a concluir que este tipo de singularidade nao ocorre. De fato, a holonomia é
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2mi% i.e. a holonomia é conjugada a uma rotacao por @ de

da forma z — e
Diff(C, 0).
Entretanto, seguindo as retas radiais que conectam um ponto xy do plano
{y = 0} a origem, observamos que as folhas vizinhas acumulam na origem. De
fato, a folha passando pelo ponto (zg,10) € C? é dada por (wget, yoet2t).

At

Supondo que A\; > 0, entao zge™'* tende a 0 se e somente se t — —oo. Como Ao

22t tende a zero. Finalmente, isso implica que existem

também ¢ positivo, yge
infinitas folhas acumulando em (0, 0).
Novamente, este tipo de singularidade nao pode ocorrer. 0
Finalmente, chegamos a conclusao de que podemos assumir que F possui

apenas singularidades com autovalores tais que A; /A, € R_. Um tltimo lema:

Lema 4.3.6 Todas as componentes invariantes da drvore de Seidenberg sao

mvariantes pela folheacdo correspondente.

Prova. Se nao fosse assim, existiriam infinitas separatrizes, o que contradiz

nossas hipdteses. 0O

Observagao 4.3.7 O argumento utilizado no lema precedente pode ser esten-
dido de forma a mostrar que uma singularidade possui infinitas separatrizes
se e somente se, ao realizarmos uma sequéncia finita de blow-ups, obtivermos
uma componente irredutivel do divisor excepcional total que nao seja invari-
ante pela folheagao correspondente. Este tipo de sinularidade é chamada de

dicritica.

Estes lemas nos levam a demonstracao da Proposicao [4.3.2] correspon-

dendo a primeira parte da prova.

4.3.2
Parte 2: Existéncia de Integrais Primeiras Locais

Estudaremos em mais detalhes as tnicas singularidades que aparecem
na arvore de Seidenberg, i.e, aquelas que possuem autovalores tais que A;/Aq
pertence a R_. Obtemos do Lema [2Z3.7 que em coordenadas locais (z,y), o

campo vetorial é dado por:

Azl + h.o.t.]0/0x + Ay[l + h.o.t.]0/0y, (4-12)
para A;/A2 € R_. Primeiramente, é preciso verificar se este campo vetorial é
linearizavel ou nao. Estamos interessados em saber quando que dois campos
vetoriais como acima (com Aj, Ap fixos) sdo conjugados. A préxima proposi¢ao
devida a J.-F. Mattei e R. Moussu é de importancia fundamental, ja que nos
permite reduzir o problema ao de saber se a holonomia correspondente é ou

nao linearizavel (conjugada).
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Proposicao 4.3.8 (Mattei-Moussu (M-M)), (M))) Suponha que Fi,Fs
sejam dadas em coordenadas (x,y) pela Equacdo ([4-13) com A\i/Ay € R_.
Denote por hy (resp. hy) a holonomia do eizo {y = 0} relativa a F; (resp.
Fy). Entao existe uma difeomorfismo analitico ¢ definido em uma vizinhanga
de (0,0) € C? conjugando Fi,Fy se e somente se existe um difeomorfismo

analitico ¢ definido em uma vizinhanga de 0 € C, conjugando hy, hs.

Existem dois casos bem diferentes a serem considerados quando a razao
A1/Ag é racional ou nao.
Primeiramente, suponha que A\;/Ay = —m/n onde m,n € N. Neste caso,
a holonomia associada a F e a uma volta em torno da origem na separatriz
{y = 0}, ¢ dada por
h(Z) _ 6—27rin/mz 4. 7

onde z é uma parametro em uma se¢ao local transversa a {y = 0}. Esta
aplicagao ¢ linearizavel se e somente se h™(z) = z. Estd claro que se h for
linearizavel, entdao h™(z) = z. A reciproca nao é ébvia, mas pode ser verificada
observando que f = (L 3™ 1 A~h?)~! lineariza h. Quando a holonomia ndo
for linearizavel (i.e, h™(z) = z + ---) obtemos novamente o caso estudado
anteriormente. Precisamente, a dinamica das pétalas, analizada na Secao 3.3.2.
Similar ao caso de uma sela-nd, isto nao pode ocorrer ja que haveria infinitas
folhas acumulando em {y = 0}, o que contradiz nossas hipéteses.

Assim, podemos supor que h é linearizavel. Da Proposicaold.3.8, o campo
vetorial associado a F admite a forma local, dada em coordenadas (z,y) por

= 0
X—mxa—x—nya—y.

(4-13)

Agora iremos lidar com o caso em que a = A;/Ag é irracional. Como
antes, a aplicagao de holonomia é dada por h(z) = €™z + ---. Entretanto,
como « ¢ irracional, a dificuldade de saber se h é ou nao linearizavel aumenta
significativamente. O problema de encontrar os valores irracionais de a que
fazem com que a holonomia h seja linearizavel é conhecido como o “Problema
de Siegel”. De fato, para certos valores de «, é possivel obter difeomorfismos

locais h como acima que nao sao linearizaveis.

Observagao 4.3.9 Observe que nao ¢ dificil obter uma conjugacgao formal f
que linearize qualquer h. Mais precisamente, resolvendo formalmente f~!oho
f(2) = Az, obtém-se f(z) = > /% fiz', com fi=1e

i—1

1
fi:m[fﬂrzjcp Z hj, -+ Iy,

P=2  jitetp=i, by >1
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A fim de lidar com os valores irracionais de «, primeiramente conside-
ramos o caso linearizavel. Entao h é conjugado a uma rotacao irracional de
Diff(C, 0). Seja C' o conjunto dos pontos de intersec¢ao entre a folha de F pas-
sando por (1,2p) € C? e o cicrulo S = {z € &; |z| = 25}. Como sempre, ¥ é a
segao transversa a {y = 0} passando por 1 € C. Como uma rotacao irracional
possui Orbitas densas, segue que C' é denso no circulo S. Em outras palavras,
as folhas nao sao fechadas, o que contradiz a Condigao 2. Em particular, qual-
quer possivel integral primeira f, seria constante. De fato, a restricao de f a
Y. é constante em circulos em torno de 0 ~ ¥ N {y = 0}. Como resultado, f
seria sempre constante.

Entao ficamos reduzidos a discutir o caso em que h nao é linearizavel.
Iremos mostrar que existem folhas de F que nao sao fechadas em vizinhancas
arbitrariamente pequenas de 0 € Y. Comegamos com um lema simples
atribuido a J. Lewowicz.

Antes de enuncia-lo, daremos algumas defini¢coes que serao uteis ao longo
do texto. Seja U uma vizinhanca de 0, onde h € Diff(C,0) esteja definida,

holomorfa e injetiva. Seja V' um subconjunto de U e x € V.

Definicao 4.3.10 A V-orbita de x € o conjunto de pontos de V', obtidos ao
iterarmos h positivamente (i.e., h? = ho---oh, p vezes) e negativamente (i.e.,
h™ = h=to---0h™t p vezes), juntamente com o préprio x (denotando por

ho(z) = x). Em outras palavras,
Ov(z)={yeV; y=h'(a), i € Z}

O numero de iteracoes de x é o nimero de vezes que h é iterado, levando
x em um ponto em Oy (z). Ele é denotado por puy () e pertence a N U {oco}.

Observe que existem pontos z em V tais que uy (x) = oo mas #0y (x) <
oo. Estes pontos sao chamados de periddicos em V. Naturalmente, se py ()

for finito, entdo #Oy (x) é necessariamente finito.

Definicao 4.3.11 Dizemos que um elemento h € Diff(C,0) possui drbitas
finitas se existe uma vizinhanca aberta V' arbitrariamente pequena de 0 onde

h esteja definida, holomorfa e injetiva,
#OV (ZE) < 00,

para todo x € V.
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Lema 4.3.12 Seja K uma vizinhanga compacta conexa de 0 € R™ e h um
homeomorfismo de K em h(K) € R", verificando h(0) = 0. Entdo existe um

ponto x na fronteira 0K de K tal que o seu niumero de iteragoes em K € finito

(e () = 00).

Prova. Denotando o interior de K por int(K). E seja pix () (resp. fing(i)(2)) 0
nimero de iteragoes de z em K (resp. int(K)). Suponha, por contradigao, que
[Lx apenas atinge um numero finito de valores na fronteira 0K de K. Como K
é compacto, ux € uniformemente limitado em 0K . Em outras palavras, existe
N € N tal que

pilok < N < oo.

Os seguintes nao conjuntos abertos nao-vazios de K:

A = {zeK; pug(r) <N} DIOK
B = {zeint(K); pimx)(r)>N}>30

Além disso, como fuing(i)(®) < ik, 0s conjuntos sao disjuntos. Observe
que existe xg € K tal que xg nao pertence a A U B. De fato, se nao existisse,
entao todo x € K seria tal que x € AU B, ou seja, K = AU B. Como K ¢é
conexo, terfamos que K = A ou K = B, o que é impossivel. Portanto, existe xg
tal que pug (o) > N > piing(i)(@0). Segue que as orbitas zy em K e int(K) sao
diferentes (O (o) # Oint(k)(%0)). Em outras palavras, a érbita de o passa
por K. Seja y € Ok (xg) NOK, entdo, uk(y) = px(ro) > N, o que contradiz
Lrlox < N. 0

O Lema de Lewowicz (Lema[d.3.12)) assegura a existéncia de pontos cujas
6rbitas nunca saem de uma vizinhanga de 0 € C. Entretanto, nao exclui a
possibilidade de todos os pontos serem periddicos. Nesta direcao, a seguinte

proposicao sera de importancia fundamental.

Proposicao 4.3.13 Se h € Diff (C,0) nao € periddica, entio existem vizin-
hancas abertas U de 0 em C em que h é holomorfa, injetiva e para cada U, o
conjunto de pontos x € U com U-orbita infinita é nao-enumerdvel e 0 ¢ um

ponto de acumulacao.

A idéia basica por tras desta demonstracao é a de con-
siderar conjuntos U,, para n € N tais que U, = {x €
U; h(x),---,h™"(x) estdo definidos, e h™(z) = x}. Se o dominio de h" fosse
conexo, e h" # id entao cada U, seria um conjunto finito. Em particu-
lar, (J,cy Un seria enumerdvel. Pelo lema, o conjunto de pontos com um

nimero infinito de iteragoes é nao-enumeravel, logo existiria um conjunto
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nao-enumeravel de pontos com orbita infinita. A dificuldade deste argumento
estd no fato que talvez o dominio de h™ seja desconexo e h™ talvez coincida
com a identidade em uma componente conexa, mas nao na que contém 0.
E por isso que a prova desta proposicao ¢ um pouco mais sutil. De fato,
precisamos levar em conta as diferentes componentes conexas do dominio de
hTL

Prova da Proposi¢io [{.5.15. Seja D,, um disco fechado centrado em 0
de raio pg. Usando as mesmas notacoes do Lema[£.3.12] definimos os seguintes

conjuntos:

P = {zx € D,; pp,,(v) = o0, #0p, (x) < oo}
F = {r € D,; pp,,(z) < oo, #0p, (v) < oo}
I = {x € Dy; pp,,(z) =00, #0p, (v) = oo}

Naturalmente, D,, = P U F U I. Além disso, o Lema implica que para
todo p < po
(PUI)NOD, #0.

Afirmagdo: Um dos conjuntos, ou P ou I (ou ambos) é nao-enumeravel.

De fato, pelo Lema [£.3.12] para cada disco compacto D,, p < p, existe
um ponto xy em sua fronteira com um nimero infinito de iteragoes. Logo existe
um nimero ndo-enumerdvel de pontos xo em D, tais que pip, (z9) = oo. Estes
pontos pertencem a I U P, assim, ou P ou I tem que ser nao-enumerdvel.

Com estas notacgoes, basta mostrar que conjunto I é nao-enumerdavel.
Assim, devemos mostrar que se P é nao-enumeravel, entao I necessariamente
também o é. Faremos isso a seguir.

Antes de continuar, definimos os seguintes conjuntos contendo 0:

A =D Ay =D,y Nh ' (Ay), - A,=D,Nh (A1),

PO

Observe que A,, é precisamente o dominio de definigao de h™.

Seja C), a componente (compacta) conexa de A, que contém 0. Seja

C=()Cn.

neN

Em particular C' é conexo.

Lema 4.3.14 Podemos supor, sem perda de generalidade, que C € enu-

meradvel.
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Prova. Considere o caso em que C' é nao-enumeravel. Suponha por
absurdo, que I seja enumerével (e P nao-enumeravel). Entao I N C' também
seria enumeravel. Agora consideramos C'N P e observamos que este conjunto
tem que ser nao-enumerdvel, caso contrario, C' seria enumeravel, ja que
C C PUI. Seja

CNpP= U P,,

neN
onde P, é o conjunto dos x € C'N P de periodo n.

Observe que existe um certo ny € N tal que P, € infinito, caso contrario,
todos os P, seriam finitos e C'N P seria enumeravel. Sendo infinito, P,, possui
um ponto de acumulagdo nao-trivial em C,,. A aplicagao h"™ ¢é holomorfa
em uma vizinhanca aberta Uy de C,,, e é a identidade em P, N Uy, como este
conjunto possui um ponto de acumulacao em C,,,, pelo Teorema de Identidade,
h™(z) = z em Uy. Por construgao, C,, contém a origem, de forma que U,, é
uma vizinhanca de 0 € C. Isto contradiz a hip6tese de nao-periodicidade de h.
Logo, I é nao-enumeravel. 0O

Levando em conta o lema precedente, iremos assumir que C' consiste de
um nimero enumeravel de pontos.

Primeiramente observamos que existe p < po tal que C' N 9D, = 0.
Senao, C iria conter um ponto xy na fronteira de D, para todo p < py. Isto
¢ naturalmente impossivel, ja que C' é enumeravel. Daqui em diante, iremos
fixar um certo p > 0.

A seguir, observamos que os conjuntos C1N9D,, (C1NC2)NID,, (C1NCeN
Cs5) N 0D, ... formam uma sequéncia decrescente de compactos encaixados.
Logo a intersegao (), Cn N 0D, é nao-nula, a nao ser que exista ny € N tal
que Cpy NID, = . O dltimo caso tem que ocorrer, ja que p foi escollhido de
maneira que C' N 9D, = 0.

Seja K um compacto conexo em uma vizinhanca de C,,, nao inter-
sectando as outras componentes conexas de A, (se elas existirem). Em par-
ticular, tem-se 0K N A,, = 0.

Lema 4.3.15 Para todo v € 0K eziste m < ng tal que h™(x) ndo pertence a
D,. Além disso, 0K N P ={.

Prova. Para verificar a existéncia de m, vamos supor por contradicao que
para todo m < ng, h™(x) pertence a D,, para x € OK. Neste caso, x teria pelo
menos ng iteragoes positivas de h. Isto significa que = € A,,,, o que contradiz
a construcao de K.

Além disso, se existisse um ponto periédico de D, em K, entao x
pertenceria a todo conjunto A,,. Em particular pertenceria a A,,,, o que é uma

contradicao. O
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Antes de continuar a mostrar que I é nao-enumeravel, iremos definir os

seguintes conjuntos:

P = {zr e K; pug(x) =00, #0k(x) < oo}
F' = {z € K; pg(r) < oo, #O0k(x) < oo}
I' = {z € K; pg(z) = oo, #0k(z) = oo}

Seja
P=|]Jp,
neN

onde P é o conjunto dos pontos periédicos em K de periodo n.

Lema 4.3.16 P, =int(P)) UOP., onde int(P.) é aberto sem fronteira e 0P,

¢ finito, consistindo de pontos isolados.

Prova. Seja p o limite de uma sequéncia de pontos em P!. Observe que
nao estamos assumindo que esta sequéncia seja constituida por pontos dois-
a~dois distintos, de forma que todo ponto pertencente a P, automaticamante
satisfaz esta condicao. Claramente, é suficiente mostrar que existe uma vizin-
hanga de p contida em P). Por defini¢ao, existe uma vizinhanga aberta conexa
W de p, onde h™ esta definida e holomorfa. Além disso, se p nao for um ponto
isolado, h™ é a identidade em P/ N W. Logo, segue do Teorema de Identidade,
que h™(z) = z em W. Por outro lado, a K-6rbita de p ndo intersecta 0K (cf.
Lema [£.3.15]). Logo W pode ser escolhido suficientemente pequeno de forma
que h(W), h2(W), -+, h"(W) C int(K). Isto mostra que W C int(P"). Assim,
P’ consiste de pontos isolados e de int(P!). Claramente, o nimero de pontos

isolados tem que ser finito, o que implica o lema. 0

Lema 4.3.17 A fronteira de P’ é enumerdvel (consistindo da uniao dos pontos
idolados de P/, paran € N).

Prova. Primeiramente consideremos J, oy int(F;,). Naturalmente é um
conjunto aberto, iremos mostrar que é sem fronteira. Suponha por absurdo,
que exista p na fronteira de (J, .y int(F;,). Existe uma sequéncia de pontos {p;}
convergindo para p. Fixe um disco suficientemente pequeno em torno de p e
escolha um ponto pi € |J, oy int(F;) pertencendo a esta bola. Logo existe ng
tal que py € P, . Claramente p; pertence a K, ja que P’ C K. Além disso, p
pertence a K também, ja que K é fechado. Como K é conexo (por construgao),
existe um caminho ¢ : [0,1] — K unindo px a p (i.e., ¢(0) = px, c(1) = p).

Como p; pertence a P, e p nao, existe to € [0,1] tal que c(ty) pertence a
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fronteira de int(P), ). Isto contradiz o lema anterior. Assim, P’ é enumeravel,
como uniao de conjuntos finitos 0P 0O
Finalmente, temos um tltimo lema simples que nos permitira concluir a

prova.
Lema 4.3.18 F' € um conjunto aberto de K.

Prova. Observe que, por defini¢do, para pontos x € F', ug(x) +1 =
#Ok (). Seja
Fr={]JF;,

n>0
onde F) é o conjunto dos pontos de F’ tais que ug(x) = n. Afirmamos que
F! sao conjuntos abertos. De fato, por continuidade de h, todo ponto de F
possui uma vizinhancga de pontos que também tém n iteragoes em K. Como
F' é a uniao de abertos, ele proprio é um conjunto aberto. 0

Para concluir a proposicao procedemos da seguinte maneira. Claramente

temos
K=imt(PYUF U(I'UJP).

Iremos analizar separadamente as seguintes possibilidades:

— Suponha que F' = ().

Entao 0K C int(P")U(I'UOP’). Porém, pelo LemalL3.T5, 0K nao contém
pontos periédicos, logo, 0K C I' U JP'. Mas 0P’ é enumerdvel, pelo
Lema [£3.17 e por construgao 0K é nao enumeravel. Entao concluimos

que I’ é nao-enumeravel.

— Suponha que F’ # ) e int(P") = {).
Neste caso, temos que K = F' U (I’ UJP’). Observe que para valores
suficientemente pequenos de r > 0, os discos compactos D, estao
contidos em K. Assim, pelo Lema de Lewowicz (Lema [L3.12]), temos
que 0D, N (I"UOP’) é ndo-vazio. Portanto, (I’ UJP’) é ndo enumerdvel,
e como antes, I’ também tem que ser nao-enumeravel.

— Suponha que F’ # () e int(P") # 0.
Observe que int(F") e int(P’) sdo conjuntos abertos nao-vazios de int(K).
Logo K\ (int(F")Uint(P’)) é ndo-vazio, entao é nao-enumeravel. Natural-

mente, ele estd contido em (I"UOP’) assim, I’ também é nao-enumeravel.

Isto completa a demonstracao da Proposicao [4.3.13 0O

Proposicao 4.3.19 Suponha que a holonomia associada a F e a uma Se¢ao

local transversa ¥ seja dada por h = e*™®z + .- onde « € irracional. Entdo
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existem folhas de F que ndao sao fechadas em vizinhancas arbitrariamente

pequenas de 0.

Prova. Segue da proposicao precedente que existe uma sequéncia de
pontos p, € L N 3, dois-a~dois disjuntos, acumulando em p (i.e., existe
r € 0K C X, tal que pg(r) = o0 e #0k(x) = 00). Mostraremos que a
folha L passando por p, nao é fechada.

Suponha que o ponto de acumulacao p pertence a L, caso contrario a
afirmacao seria trivial. Suponhamos que exista um ponto isolado ¢ de L N X.
Considere um caminho em L ligando estes dois pontos, por continuidade da
aplicacao de holonomia, existe uma sequéncia de pontos de L N> accumulando
em ¢. Ou seja, LNY nao possui pontos isolados. Portanto, o fecho L NS de LNY
¢é nao-enumeravel (sendo um conjunto perfeito). Todavia, L NY é enumeravel,
ja que toda folha da folheagao pode intersectar uma secao transversal apenas
um numero enumeravel de vezes. Assim, L N Y possui pontos de acumulacao

que nao estao contidos nele mesmo. Em particular, L nao é fechado. 0O

Proposicao 4.3.20 Seja F uma folheagao satisfazendo as Condicoes 1 e 2,
entao a sua drvore de Seidenberg contém apenas singularidades que admitem
integral primeira local. Em particular, a holonomia local das suas separatrizes

€ finita.

Prova . De fato, a discussao precedente nos permite concluir que a unica
possibilidade que nao contradiz as hipdteses é quando A\;/A\y = —m/n é um
numero racional. Segue da Proposi¢ao[4.3.8 que o campo vetorial associado a F
¢ holomorficamente conjugado a um linear, localmente dado pela Equagao (4
[MI3]). Observe que ele tem como solugao (zge™, yoe ™), logo existe uma integral
primeira local. Mais precisamente, f(z,y) = 2™y™ é constante sobre as érbitas
do campo vetorial. 0

Agora retornamos a Proposicao 3.8 e damos uma idéia dos principios
bésicos por tras da sua demonstracgao.

Prova da Proposi¢ao [{.3.§. Suponha que exista um difeomorfismo holo-
morfo ¢ conjugando as holonomias h; e hy relativas as folheacoes F; e Fa,
respectivamente e a um circulo S contornando a origem. Seja D(¢) um disco
em uma se¢ao local ¥ transversa a {y = 0} no ponto 1, de raio € > 0 cuja
imagem por h; ainda esteja contida na vizinhanca préviamente escolhida.

Lembramos que o campo vetorial X, assocido a F é dado por:

X = Mz[l + h.0.t]0/0x 4+ Ay[l + h.0.t.]0/0y .
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Observe que longe de {z = 0}, as folhas da folheacao F sdo transversas
as retas verticais complexas, i.e., as fibras de m(x,y) = x.

Primeiramente, definimos uma aplicacao holomorfa ¢ no toro sdlido
St x D(e). Fazemos isso, levantando caminhos v, em relagao a 71, ao longo
de S' que ligam 1 a €%, a um caminho v, na folha L; de F; que passa
por z € 0. Observe que esse levantameto estd bem-definido, ja que as folhas
sao transversas as fibras de . Também levantamos, com relacao a m, v a
um caminho 7, na folha L, de Fy passando por ¢(z). Agora estendemos o
difeomorfismo ¢, declarando que ¢ leva a extremidade final de 7, a extremidade
final de 5. Devemos mostrar que esta extensao de ¢ esta bem-definida quando
v trata-se de uma volta em torno de 0 € {y = 0}. Mas isso é claro, ja que
a extremidade final de v, (resp. 72) é, por construcao a imagem de z por hy
(resp. hs) e temos que wohy = hyop. Logo concluimos que ¢ estd bem-definido
em S! x D(e).

A seguir, pretendemos estender ¢ holomorficamente para uma vizinhanga
de (0,0) e de forma que ainda conjugue as folheagdes. Considere as retas
radiais Ry, ligando cada ponto ¢ em S' & origem. Seja L; a folha de F;
passando por (e, 2) € S x D(e) e 7y, 0 caminho em L; tal que I1(7p,) = Ry, .
Analogamente, seja Lo a folha de F, que passa por ¢(e'® 2) e 1y, o caminho
em Lo que se projeta em Ry, por m. Definimos ¢ levando 7y, em ny,. Por
construgao, ¢ é uma conjugacao holomorfa entre F; e Fy em seu dominio.
Observe que o dominio de ¢ é precisamente o saturado de ¥ por F, que
denotaremos por Fy.

Todavia, note que a priori, na medida em que seguimos as retas radiais
em diregao & origem, a uniao de Fy, e {x = 0} talvez nao defina uma vizinhanga
de (0,0).

Mais precisamente, revisitemos a construcao de ¢ ao longo das retas
radiais Rp,. Por exemplo, considere esta construg¢ao sobre a reta radial Ry,
unindo 1 = X N{y =0} e 0 € C ~ {y = 0}. Por defini¢do, comegamos com
um ponto zg € ¥ e consideramos o caminho 7, : [0,1] — L., v(0) = 2y, que
levanta apenas um segmento da reta radial Ry em {y = 0}, indo de 1 até o
ponto ¢, perto de 0 € C. Seja X,, o conjunto consistindo das extremidades
finais, v,,(1) dos caminhos 7., como acima, para todo z € ¥. Em particular,
Y., estéd contido na reta vertical {z = ¢}. A dificuldade em assegurar que ¢ nos
conduzird a uma conjugacao definida em torno de (0,0) € C?, esta relacionada
com o fato de que X, talvez nao contenha um disco uniforme em torno de
0 € C na medida em que ¢ — 0 =~ (0,0).

Em seu manuscrito, (M), J.-F. Mattei estima o tamanho dos conjuntos

¥,, como acima (para todas as folhas radiais envolvidas e ndo apenas no
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exemplo especifico de Rp). O resultado fundamental em (M) é a existéncia
de um € > 0 uniforme, tal que todo conjunto ¥,, contém uma bola de raio

em torno de 0 € C. Em particular, ele obteve:

Proposigao 4.3.21 (Mattei (M)) Seja F uma folheacao com autovalores
A1 e Ay, tais que Re(A1/A2) < 0, entao Fx U {x = 0} contém uma vizinhanga
de (0,0) € C2.

A estimativa de um & > 0 uniforme como acima é feito integrando ao
longo de Ry, a equacao diferencial que induz a folheagao Fy (resp. F3). Neste
ponto é que a suposicao de A\;/Ay € R_ desempenha um papel importante.

Este comportamento fica particularmente claro quando consideramos
EDOs reais com autovalores reais \; e Ay satisfazendo A;/Ay € R_. De fato,

isto nos daria a figura cldssica do plano de fase de uma sela. (cf. Figura [A.1]).

Y

Figura 4.1: Espaco de Fase de uma sela.

Observe ainda, que se considerarmos o caso em que A\;/As € Ry, a
afirmacao seria falsa. De fato usando uma notacao andloga, os conjuntos X,
estariam contidos em bolas com raios convergindo a zero quando ¢ — 0 =~
(0,0).

Apesar do manuscrito do Mattei nao ter sido publicado, pode-se encon-
trar uma extensao deste resultado para dimensoes superiores em (R2).

Retornemos entao a demonstragao da Proposicao [4.3.8l Enquanto que ¢
¢ holomorfa em seu dominio, este dominio claramente nao contém {x = 0}.
Para estender ¢ a {z = 0} é suficiente notar que ¢ é limitado por construcao.
Por outro lado, também sabemos que ¢ estd definido em U \ {x = 0}, onde
U é uma vizinhanca de (0,0) € C2. Assim, a extensao de ¢ a {x = 0} segue
imediatamente do Teorema de Extensao de Riemann. Com isso finalizamos a
demonstracao de Proposicao 3.8 0O

Isto conclui a segunda parte da demonstracao do Teorema de Mattei-

Moussu.
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4.3.3
Parte 3: Extensao a uma Integral Primeira Global

Nesta parte, pretendemos extender as integrais primeiras locais, obtidas
na secao anterior, a uma integral primeira global definida em uma vizinhanca
do divisor excepcional do “blow-up” da folheacao. Naturalmente, isto implica
a existéncia de uma integral primeira da folheacao original, resultando o
Teorema [4.3.11

Para explicar a idéia da construgao, primeiramente suponha que uma
unica aplicacao de “blow-up” seja suficiente para obter singularidades reduzi-
das p1,- -+, pn no divisor excepcional E ~ CP(1). Segue do que precede que
estas singularidades admitem integrais primeiras locais. Também ficara evi-
dente que este caso contém as principais dificuldades da construcao geral.

A idéia basica é a de estender as integrais primeiras em torno de
singularidades ao longo das folhas da folheacao. Se mostrarmos que uma
tal extensao estda bem-definida, entao a integral primeira estara definida em
uma vizinhanca do divisor excepcional. De fato, pela estimativa de Mattei
(Proposi¢aod3:21]), o saturado de uma segao transversal local ¥; pela folheagao
contém uma vizinhanca das singularidades p; (exceto pelas separatrizes em
cada p; que sao transversas a £ = 7 1(0,0)). Consequentemtente, a extensao
estaria definida em uma vizinhanga de CP(1), j4 que pode ser novamente
estendida as separatrizes transversas gracas ao Teorema de Extensao de
Riemann.

A fim de estender a integral primeira mencionada, é necessario estudar a
holonomia projetiva de F. Observe que £ = 771(0,0) menos as singularidades
{p1,...,pn} é uma folha regular de F. A holonomia associada a esta folha,

denominada holonomia projetiva de F (ou de F), nos d4 uma representacao

p: I (E\{p1,...,pn}) — Diff(C,0)

onde IT; (E'\ {p1,...,pn}) é 0 grupo fundamental de E'\ {p1,...,p,}. No que
se segue, nao faremos distingao entre a holonomia projetiva de Feo subgrupo
de Diff(C, 0) definido como imagem de p.

Lema 4.3.22 A holonomia projetiva de F ¢é finita (i.e., p(II(E \
{p1,-..,pn})) € um subgrupo finito de Diff(C,0)).

Prova. Note que p(ITy (E\{p1,...,pn})) é¢ Abeliano. Se nao fosse bastaria
considerar h # id da forma fogo f~log™ para f, g € p(IIL(E\{p1,...,pn})).
Observe entretanto, que A'(0) = f/(0)g'(0)(f'(0))~(g'(0))™t = 1, ie., h

¢ tangente a identidade. Entdo a dinamica local de h é a de pétalas (cf.
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Secao 3.2.2), logo existem infinitas folhas de F acumulando em E = 771(0,0).
Estas folhas produzem um ntmero infinito de folhas de F acumulando em
(0,0) o que é impossivel.

Completamos a demonstracao, observando que IIi(E \ {p1,...,pn}) é
gerado por pequenos circulos em torno das singularidades p;, (i = 1,...,n).
Assim, p(I1; (E\{p1,...,pn})) é gerado pelas holonomias locais h; associadas a
estas singularidades. Mas cada h; tem ordem finita, gracas a Proposicao [4.3.13]

Como p(ITy (E'\ {p1,---,pn})) é Abeliano, e o resultado segue. 0O
Lema 4.3.23 O grupo G = p(Ili(E\ {p1,...,pn})) € de fato, ciclico.

Prova . Considere o seguinte grupo:

G ={f(0); feG}

Considere o homomorfismo « : G C Diff(C,0) — G' C C* que associa a
cada elemento f de G a sua derivada em 0. Afirmamos que este homomorfismo
é injetivo, e portanto uma bijecao em sua imagem. De fato, suponha que f; e fo
sdo elementos distintos de G e tais que a(f1) = a(fz). Entdo f = fio fy ' #1id
e f'(0) = 1. Ou seja, f tem ordem infinita, o que é impossivel, j4 que o grupo
é finito.

Seja f um elemento de G. A derivada f’(0) tem norma igual a 1 j& que
f tem ordem finita. Em outras palavras, G’ é um subgrupo de S! identificado
com o niimero complexo de norma 1. Um subgrupo discreto de S* é ciclico:
para encontrar o gerador, basta escolher o elemento de “menor” argumento
(diferente de 1). Em particular, G’ é ciclico, pois é finito. Finalmente, como «
induz uma bijegao entre G' e G’ concluimos que G é ciclico. 0

Antes de dar prosseguimento, faremos um exemplo simples de uma
folheagao com integral primeira global f.

Como antes, estamos considerando o caso em que apenas um “blow-
up” da folheagao nos da as singularidades py, ps, p3 no divisor excepcional F,
todas no dominio de Siegel. Elas sao obtidas como a interse¢ao de E com as
transformacoes proprias das separatrizes de F (que é simplesmente o conjunto

f710)). Suponha que a integral primeira seja dada pelo polinomio

flr,y) = 2™y™ (v —y)™,

Observe que o campo vetorial X, associado a folheacao F, tendo f como

sua integral primeira, seja dado por

_(9F of
= (5
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De fato, a 1-forma associada a X é w = %dz + g—’yfdy. Como w A df =0,
f €, por definicao uma integral primeira de F.

Analizemos o “blow-up” da folheagao em uma vizinhanga da sua singu-
laridade dada pela intersegao do divisor excepcional 71(0,0) com a transfor-
mada prépria da separatriz y = 0. Podemos usar a coordenadas (x,y), onde
m(x,t) = (x,tx)

. ( 1 0 > ( npgMtnetna=pna=1)(] _ s _ g g(mitnatna—L)gne (]
T (X) =

= —t/:L‘ l/l‘ _nlx(n1+n2+n371)tn2(1 _ t)ng _ n3x(n1+n2+n3—1)tn2(1

( nzw(n1+n2+n3—1)t(n2—1)(1 o t)n3 o n3x(n1+n2+n3—1)tn2(1 o t)(n3_1) >

o\ glmtnetna=2na (] _ )5 D[y — py — ng + t(ng + ng + n3)]

Eliminando os fatores em comum, x(mtmetns=2)pnz=1(1 _ )=l 4
folheacao permanece a mesma, o blow-up do campo vetorial X pode ser dado
por

0 0
X = [ngx(1—1t)— ng.f['t]% +t[-ny —ng —ng +t(ny +no + n3)]§

= nox[l + h.o.t}% — (n1 +ne +n3)t[1 + h.o.t]% :
Assim, os autovalores associados a X em uma vizinhanga da singulari-
dade py na separatriz {y = 0} sdo \y = —(ny + ny + n3) € Ay = ny. Lem-
brando a discussao anterior, concluimos que a holonomia local é dada por
ho(z) = e~ 2mn2/(minatns), - Apalisando as outras duas singularidades p; na
separatriz {x = 0} e p3 em {z = y}, fazendo célculos anédlogos, observamos que
as suas holonomias sdo dadas respectivamente, por h;(z) = e~ 2mim/(mtnatng)
and hs(z) = e~ 2mms/(mtnztns) o

O caso geral de uma integral primeira polinomial, dado por k separatrizes,
P(r,y) = 2™ y"(x —y)" (x — ouy)™ ... (z — ary)™

é analogo. Em cada p; a holonomia é dada por hy(z) = e=2mmi/(mttni)
onde n; é a multiplicidade da separatriz que contém p;. Observe que fixamos 3
separatrizes, i.e., {v = 0}, {y = 0} e {x —y = 0}. Sempre é possivel fazer isso,
sem perda de generalidade, i.e, podemos supor que 3 das singularidades sao
produzidas por estas separatrizes. De fato, como PSL(2, C) age transitivamente
em triplas de pontos em CP(1), i.e., sempre existe uma transformagao levando
p1, P2 € p3 em quaisquer 3 pontos distintos de CP(1). Assim, a normalizac¢ao

desejada pode ser obtida por uma mudanca linear de coordenadas.

_ t)(nrs—l)
_ t)(nrl)

)
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Naturalmente, o campo vetorial X que possui P como integral primeira,
¢ um polinébmio homogeéneo de grau n; + --- + n, — 1. Assim, a folheacao
associada a X é preservada por homotetias. De fato, tém-se X(\x, \y) =
Art4me=h) X () para A € C*, de forma que a “direcdo” determinada por
X nos pontos (z,y) e (Az, A\y) é a mesma. Isso implica que as aplicagoes de
holonomia h associadas a folha £\ {p1...,px} de F (ic., os elementos do
grupo de holonomia projetiva de F, F ) comuta com homotetias. Isso pode ser

visto em detalhes no seguinte

Lema 4.3.24 Se X(z,y) = F(z,y)0/0x + G(x,y)0/0y for homogéneo, entao
o grupo de holonomia projetiva h é linear. Em outras palavras, os elementos
do grupo p(II;(CP(1) \ {p1,...,px})) sdo aplicagdes lineares de Diff(C,0). Em

particular todo o grupo € Abeliano.

Prova. Seja F a folheacao associada a X. Como X é homogéneo, as
separatrizes de F sao retas radiais. No complemento das separatrizes, as folhas
de F sao transversas as retas verticais complexas de C. De maneira que X é

da forma

X = xF(l,t)% +(G(1,t) — tF(l,t)% : (4-14)

Podemos parametrizar as folhas de F por t — (o(t), t). De fato, fora das
transformadas proprias das separatrizes de F, F & transversa a fibracao de
Hopf dada nestas coordenadas por (z,t) — ¢, onde t é a coordenada natural
ao longo do divisor excepcional. Assim, o fato de existir uma parametrizacao

para as folhas de F, nos da a seguinte equacao diferencial:

(1) = A)e(t) (4-15)

onde A(t) = % Observe que a aplicacao ¢, : © — @(to, ) onde t
estd fixo, e x é a condigao inicial, é linear. De fato, se 1, s forem solugoes
de ([@IH), a sua soma ¢ + @2 bem como o produto cpq, ¢ € C, também sao
solugbes de (=IHl). Assim, @ (21, 22) = @i, (1) + @1, (T2) € i, (cto) = cpy, ().
Segue que ¢y, (z) é da forma A(tp).xz. Em particular, as aplicagoes de holonomia
sao lineares. De fato, a coordenada 0/0t em (d=14)) depende somente de t, de
forma que as aplicagoes de holonomia coincidem com os fluxos de “tempo #,”.
O

Retornando ao exemplo, temos que os geradores hq, ..., h; sdo finitos.
Portanto, a holonomia projetiva corresponde ao grupo de rotagoes de ordem
n1 + --- + ng. De fato, eles podem ser escolhidos como sendo as holonomias
locais em torno das singularidades de F.

Consideremos nossa folheagao inicial F satisfazendo as Condigoes 1 e 2

do Teorema de Mattei-Moussu. Lembramos que estamos supondo que as
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singularidades da arvore de Seidenberg de F podem ser reduzidas com um
unico “blow-up”. Para fixar notagoes, suponha que F tem k singularidades
reduzidas, p1, -, pp.

Consideremos a folheagao Fp que admite uma integral primeira polino-
mial P, tal que F p possui precisamente as mesmas singularidades pq, - -+, pg
que F. Lembramos que a folheacao ﬁp admite uma fibragao transversa ao
divisor excepcional e tal que as separatrizes sao fibras, que é simplesmente a
fibracao de Hopf. Ela realiza C? como um fibrado de retas em CP(1) (projecdo
ao longo das transformadas préprias das retas radiais de C?).

Naturalmente, poderiamos nos perguntar se F é na realidade conjugada
a nossa folheagao “modelo” Fp. Se isto for verdade, entao a existéncia de uma
integral primeira para F seria um corolario. Tomemos a identificacao 6bvia do
divisor excepcional F (associado ao “blow-up” de F) com o divisor excepcional
do “blow-up” de Fp, que também sera denotado por E. Naturalmente,
E\ {p1,---,px} é uma folha da folheagao F. Além disso, lembramos que a
holonomia projetiva em ambos os casos ¢ ciclica, de forma que elas coincidem.

O problema de decidir se F, Fp sao conjugadas, ¢ um caso particular do

estudo dos espagos modulares para folheagoes holomorfas.

Teorema 4.3.25 Suponha que exista uma fibracao 11, transversa ao divisor
excepcional, e tal que as transformadas proprias de F sejam fibras. Entao as

folheagoes F e Fp sao holomorficamente conjugadas.

Prova. As hipdteses acerca da existéncia de uma fibracao transversa em
uma vizinhanga da origem nos permite levantar caminhos de E'\ {p1,-- -, pr}
em caminhos nas folhas de F. O método que utilizaremos é essencialmente o
mesmo que usamos na demonstracao da Proposicao [£.3.8l

Seja h uma conjugacao entre os grupos de holonomia de F e Fp
representados em X. Dado um ponto z € ¥ e um caminho v C E\ {p1,- -, px}
podemos levantar v com relacao a Il em um caminho 4 contido na folha de
F que passa por z € Y. Analogamente, v também pode ser levantado com
relacao a fibracao de Hopf em um caminho contido em uma folha de Fp.

A fim de construir uma conjugacao entre Fe Fp procedemos como se
segue. Consideremos z € ¥ e um caminho v C E \ {py,---,px} como acima.
Seja 41 o levantamento de v com relacao a II na folha de F passando por
z. Semelhantemente, seja 7, o levantamento de v com relagao a fibragao de
Hopf na folha de ﬁp passando por h(z). A seguir, impomos que H leve o
ponto final de 7; no extremo de 7,. Esta aplicacao esta bem-definida, pois as
holonomias projetivas sao conjugadas. Além disso, gracas a estimativa de Mat-

tei, (Proposigao 3.21]), H estd definido na vizinhanga de cada singularidade


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521440/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0521440/CA

Capitulo 4. Aspectos Avangados de Singularidades 83

pi, exceto pelas separatrizes nao contidas no divisor excepcional. Como antes,
usamos o Teorema de Extensao de Riemann para definir H nas separatrizes.

Sendo assim, o problema de encontrar uma conjugacao como a desejada,
reside apenas na existéncia de uma fibracao em E \ {p1,---,pr} tendo as
referidas separatrizes como fibras. Entretanto, a existéncia desta fibracao
somente pode ser garantida se o nimero de singularidades é no maximo 4. Um
contra-exemplo para o caso de 5 singularidades pode ser visto em (B-M-S).
Isso nos impede de deduzir o Teorema [.3.1] de um resultado forte relacionado
com espacos modulares de folheagoes. Assim, a fim de tratar o caso geral, nao
podemos contar necessariamente com a conjugacao de F e Fp. Na verdade,
a existéncia desta fibracdo é uma suposicao bem mais forte do que o que
realmente é necessario para resolver o problema de se obter uma integral
primeira.

De fato, nao se faz necessaria uma aplicacao que conjugue as folhas de
F e Fp, na verdade, basta encontrar ¢ que seja constante ao longo das folhas
de F e definida em uma vizinhanga de E. Faremos isso a seguir.

Prova do Teorema [{.31] no caso em que um tinico “blow-up” se faz
necessdrio. Daqui para frente, consideremos uma folheacao F e o seu “blow-
up” F. Considere novamente a secao transversa > para F. Conforme visto, a
holonomia projetiva de F é finita e ciclica. Seja z uma coordenada local em X

em que o gerador da holonomia de F seja dado por

2mi/m

ZHe€ Z.

A seguir, consideramos a fungao h : ¥ — C dada nestas coordenadas por
h(z) = z™. Claramente, h é invariante pelo grupo de holonomia da folha

E\{p1,---,pr}. Agora estendemos h a uma funcdo H, impondo o seguinte,
1. H coincide com h em X.
2. H é constante sobre a folhas de F intersectando Y.

A invariancia de h pelo grupo de holonomia projetiva implica que H esta
bem-definido. A estimativa de Mattei assegura que H esta definido em uma
vizinhanca de E menos as separatrizes. Pelo Teorema de Extensao de Riemann,
uma extensao continua de H as separatrizes é automaticamente holomorfa. Fi-
nalmente apenas precisamos verificar que H pode ser continuamente estendida
as separatrizes, definindo H = 0 sobre elas. Isto segue imediatamente, obser-
vando que uma sequéncia de folhas L; de F acumulando na separatriz, também
acumula no divisor excepcional. Naturalmente, h(0) = 0 de forma que H =0

sobre I e o teorema segue. 0
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Agora podemos provar o caso geral do Teorema de Mattei-Moussu.

Prova do Teorema [4.3.1]. Iremos mostrar para o caso em que dois
“blow-ups” sao suficientes para reduzir a singularidade. Ficara claro que o
procedimento é o mesmo para qualquer nimero de “blow-ups”. Considere
uma folheagao F cuja arvore de Seidenberg apenas contenha singularidades
reduzidas apds dois “blow-ups”. Em outras palavras, suponha que o divisor
excepcional E; do “blow-up” ]-N-l por m; em (0,0) contenha singularidades
p1,---, Pk, tais que a razao dos seus autovalores seja um numero racional
negativo, e com uma unica singularidade degenerada q.

Consideremos o “blow-up” w9 de ¢ € E1, resultando a folheacao F». Deve-
mos mostrar que existe uma aplicacao holomorfa definida em uma vizinhanca
do divisor excepcional Fy = (m;0m5)71(0,0) de .7::2, que seja constante ao longo
das folhas. Denotemos por E o conjunto 7, ' (p) (isomorfo a CP(1)), que ape-
nas contém singularidades reduzidas, digamos ¢, ..., q. Considere uma secao
local ¥; transversa a E; perto de p, e a secao Xo em FE. Considere a holono-
mia “local” (no sentido que provém de singularidade p), h associada a folha
Ex\{p1, .k, @1, -, q} e um caminho com pontos inicial e final, ¢(0) e ¢(1)
na intersecao de X; com Fy, e “envolvendo” E. Este grupo de holonomias é
ciclico e finito, ja que existe uma correspondéncia natural entre si e o grupo de
holonomia projetiva associado a s e E \ {q1,...,q}. Este tltimo é o grupo
ciclico de rotacoes conforme visto anteriormente. As outras holonomias locais
associadas a uma volta em torno de cada singularidade p; também sao finitos
e ciclicos. Assim, a holonomia “global”, i.e., o grupo de holonomia associado
a folha Eo \ {p1, -, Pk, q1,---,q} de F» e qualquer caminho nesta folha é um
grupo ciclico de rotacgoes. Entao podemos definir a integral primeira conforme
feito anteriormente e estendé-la a vizinhancas das singularidades pela estima-
tiva de Mattei e pelo Teorema de Extensao de Riemann. 0

Isto conclui a demonstragao do Teorema de Mattei-Moussu.
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