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3
Formas Normais para Singularidades de Folheacoes Holomor-
fas

Neste capitulo estudaremos singularidades de folheacoes holomorfas em
dimensao 2.

Considere uma folheacao holomorfa F com uma singularidade isolada em
(0,0). Conforme vimos anteriormente, existe um campo vetorial X associado
a essa folheacao, que é unicamente definido a menos de multiplicagao por uma
fungao f tal que f(0,0) # 0.

Os autovalores da folheacao F em (0,0) sdo os autovalores Aj, g
associados ao campo vetorial X em (0,0). Existem trés possibilidades:

(a) A = Ay = 0;

(b) A1 =0, Ay # 0;

() A\1 #0, Ay # 0.

Apesar de X (x1,22) e Y(x1,22) = f(21,22) X (21, x2) definirem a mesma
folheacao F, as tres situagoes acima estao bem definidas. Ou seja, os autovalo-
res de X e Y pertencem ao mesmo caso (a),(b), ou (c). Observe que os valores
precisos de A; e Ay (quando forem diferente de 0, naturalmente) nao estao bem
definidos. Entretanto, ficara claro, ao longo do texto, que as nocoes relevantes
em questao dependem somente da razao A;/\y, claramente invariante pelas
escolhas do campo vetorial associado a F.

Uma singularidade é simples se pelo menos um dos seus autovalores é
diferente de zero. Se exatamente um dos autovalores é zero, entao a singulari-
dade é chamada sela-no.

A ordem de uma folheacao F em (0,0) é o grau da primeira componente
homogénea nao nula da série de Taylor de X centrada em (0, 0). Naturalmente,
a ordem nao depende do campo vetorial X escolhido.

Comecaremos estudando singularidades simples, levando em consi-
deracao o problema de linearizacao. Depois trataremos o caso mais geral

usando o Teorema de Seidenberg.

3.1


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521440/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0521440/CA

Capitulo 3. Formas Normais para Singularidades de Folheagbes Holomorfas 29

Campos Vetoriais com Autovalores nao nulos

Consideremos a EDO gerada por um campo vetorial holomorfo X com
singularidade isolada em (0,0). Suponha ainda que os seus autovalores em
(0,0) sdo A1 e Ay, ambos diferentes de zero. Em outras palavras, estamos

considerando a folheagao associada ao sistema de EDOs

{ doy /AT = May + o1 (21, 22)

(3-1)
dQJg/dT = )\2372 + @2(%1,%2) .

Agora pretendemos definir uma troca formal de coordenadas que lineariza
o sistema. Adotaremos as seguintes notagcoes.

q1 .92

Seja Q = (q1,q2), 29 = 2{' 2% e

Y1 = Z Pror® 5 = Z 2,017

QI>1 lQl>1

. Além disso, suponha que

Considere a seguinte troca de coordenadas formal

1=y + Gy1,y2) onde (i(y1,y2) Z Coy® (3-2)
Ql>1

Ty =Yys+ G(y1,92) onde  Ca(y1,y2) Z Ca.gy® (3-3)
Ql>1

Nessas novas coordenadas, o sitema (3=I]) é dado por

dy, /dT = My + i (y),
dy2/dT = Xoys + a(y),

Substituindo (3-2)) e (3-3) em (B-I]), obtemos as seguintes relagoes

(3-4)

0
D (1ol +¥ie)y® = o1y + (e + &) — Z o % : (3-5)

lel>1 k= 12
Q _ 0Co

Z (02,0C2. + V2.Q)Y™ = paly1 + (1,92 + C2) — 8_% : (3-6)
1QI>1 j=t,0 YUk

onde 01,9 = A\iq1 + Aaga — A1 € da0 = Miq1 + Aaga — Ao

Observe que se 0; ¢ # 0 (¢ = 1,2) sempre é possivel encontrar (; ¢ tal
que ¥; 9 = 0. Isso pode ser visto por indugao em () e lembrando que ¢;
possui termos de ordem pelo menos 2. Esta ultima observacao implica que os
coeficientes (; o de y? no lado esquerdo das Equagdes (B8] e (B=6) dependem
somente em termos (; p (para P < @), dos coeficientes de ¢; e de d; ¢ (que sao

nao nulos por hipdtese). Mais precisamente, (; o = f , onde f é uma fungao
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de certos coeficientes de ¢; e (; p para P < Q. Logo se J; o # 0 entao sempre
existe uma troca de coordenadas formal (; tal que ¢; = 0.

Isso resolve o problema de encontrar uma troca formal e coordenadas.
Porém, nada garante a convergéncia da série (;(y1,vy2) (i = 1,2). De fato,
pode ser que ela nao seja convergente. Antes de lidar com o problema da
convergeéncia, introduziremos uma notagao que sera tutil.

Dada uma série de poténcias formal & = ZQ €@, denotaremos & =
>0 l€qlly®. Também iremos considerar a série em uma varidvel complexa z,
E, obtida como E =20 €0 l121190. Dada outra série w = > Wey?, dizemos
que w < & se e somente se ||wg| < [|€o|l para todo Q.

Teorema 3.1.1 (Método Majorante de Cauchy) Seja ¢; e (; (para i =
1,2) como em (3-1) e (3-3), (3-3). Suponha que eziste § > 0 tal que

0G = Bi(y1 + Coye + Cy) -

Entao a série ¢; (i = 1,2) converge, definindo uma troca de coordenadas

holomorfa.

Prova . Obtém-se diretamente que

= = 1 _ = = = = _ = = = =
G+ G < g(@1<z+g1 + o2+ (1 + ) +Pa(z+ (G + o2+ G+ (o)) - (3-7)
Como a série p; converge por hipdtese, existe ag, a > 0 tal que:

1 apz?

5@t %) <.

Seja u =Y, u;z" a série %(21 + EQ) Das Equacoes ([B-7)) e (B-8) obtém-se

(3-8)

1 = = 1 — = = — = =
;(C1+C2) = %(@1(3+C1+<2)+¢2(3+C1+C2))
) 1( ao(z 4G, +G)? )
PN —a(z + (G +G)
- GOZE(Z+Z1_‘|‘ ZQZ]Q

Y

1 —az((z+ ¢ +¢y))
Logo apz(1 4 u)?
1—az(l1+u)
Agora comparamos u com a série v = Y . v;2", que é uma solugao de

(3-9)

_apz(l4v)?
S l—az(l4+v)
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Equivalentemente, v satisfaz

(Xwe)

além disso, ela converge e v; = ag. Observe que para todo ¢, v; ¢ um polindomio

2 .
(—az —apz) + (Zviz’> (—az —2apz + 1) —apz =0,

com coeficientes positivos nas variaveis vq,...,v;_1, que denotaremos por
B(Uh s uvi—1)~
Podemos escolher ag > u; e segue de ue
0

u; < Py(ug, ... uiy)

Agora mostraremos v < v por indugao. Suponha que u; < wv; para

j <1i—1. Como P; tem coeficientes positivos para todo i temos que
u; < Pi(ug, ... um) < Py(v, .. vim1) = v

Logo u é convergente e consequentemente ¢; (¢ = 1,2) também o s@o.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Linearizacao de Poincaré) Considere um
sistema de equagoes diferencias como em (3=1]). Suponha que \Ay # 0 e que
A/Ao & R_. Suponha adicionalmente que nem X\ /Mo, nem Ao/ pertencem
a N. Entdo existe uma troca de coordenadas holomorfa em que o sistema se

torna linear.

Prova. Primeiramente observamos que as hipoteses sobre A; e Ay implicam que
existe & > 0 tal que infg {019,020} > 0. De fato, se 019 = 0= A (g1 —1)+Xage

entao
A1 q2

)\_2 B (1- Q1)'

Portanto, sempre que ¢ = 0, temos que \; = 0; quando ¢; = 0, entao
A1/As € Njeseq > 1entao A\j/\y € R_. Um argumento semelhante é vélido
para ds,. Assim, nossas hipdteses garantem que todos os d; o sao diferentes
de zero. Logo sempre é posivel obter (;o de forma que v, = 0. Entao
existe uma troca de coordenadas formal que lineariza o sistema (B-I). Agora

devemos mostrar que esta mudanca de coordenadas é, de fato, convergente.
Das Equagoes (3-3)) e (B=0), para j = 1,2, obtemos

6¢; =< D dialGaly® +,
Q

|

_ _ oC. —
= @j(y1+g17y2+62)+ Z y]d]k'
k=1,2

Q
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Como Ek = 0, temos que

8¢5 < ?i(n +Ch e+ Gy).

Finalmante, o Teorema [3.I.Tl implica que esta mudanca é convergente. 5
Agora mostraremos uma caracterizagao de folheacoes singulares holomor-

fas, no caso em que A\;/\y € R_, para autovalores nao-nulos.

Lema 3.1.3 Se A\;/X\y € R_, entao existe uma troca de coordenadas analitica

em que o sistema original é dado (em termos de campos vetoriais) por

Em particular tais campos vetoriais possuem duas separatrizes transversas e

distintas.

Prova. Mostraremos que existe uma mudanca de coordenadas convergente, tal
que 1 ¢é divisivel por x; e que o é divisivel por x5, onde p; e s sao como
em (3=1)).

Como antes, consideramos uma troca de coordenadas 1 = y1 + (1 (y1, y2)

e T2 = Yo + C2o(v1, Y2) seja:

Y19 =0 quando ¢t =0 ou g =0 20 =0 quando ¢ =0 ou g =0
e
Cg=0 quando ¢ #0 e g #0 C20=0 quando ¢; #0 e ¢ #0

Se essa troca for de fato convergente, entao nestas coordenadas apropri-
adas {y1 = 0} e {yo = 0} s@o invariantes, o que é o contetido do lema.

Entao devemos analizar expressoes de d; ¢ apenas no caso em que ¢; = 0
ou g2 = 0. Afinal, quando ¢; # 0 e g2 # 0, tem-se que (; ¢ = 0, de forma que

estes termos nao contam na série (;. Nesta situacao, temos

51,@ = Mg — N\
ho _ M
A2 A2
Um argumento semelhante implica que dy o > 5. Mais precisamente,
d2.0 = 0 se g2 > 1 (neste caso, A2/A; € R_). Segue que quando g, = 0, existe
g9 tal que dy g > €.
Portanto, existe 0 > 0 tal que info{d1 o, 020} > 9.
Usando este fato juntamente com as Equagoes ([B-0) e (B-6]), tém-se
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_ Y S
5T < Y brallGally® < Byl + oo + 8o + %w T %w
Q

Por construcdo, os coeficientes ndo-nulos em ¢, estdo relacionados so-
mente com monomios que sao poténcias de y; ou poténcias de ys, i.e, nao
existem monomios que misturam as variaveis y; e y». Por outro lado, todos
os termos nao-nulos que entram em El e @2 sao tais que ¢ = 0 e go = 0. De

maneira que a seguinte estimativa mais forte é valida:

6C; <@y (1 + Gy + G) -

Um argumento semelhante implica que

6y < Polyn + (12 + (o) -

E a aplicagao do Teorema [3.1.1] garante a convergéncia das séries. 0

3.2
Aspectos Elementares de Singularidades Sela-Né

3.2.1
Forma Normal de Dulac e Consequéncias

Agora iremos considerar o caso de selas-no, i.e quando Ay =1 e Ay = 0.
Veremos que neste caso, por sucessivas trocas apropriadas de coordenadas,
o sistema de EDOs (ou a 1-forma) que induz a folheagdo possui uma repre-

sentacao canonica. Este é o conteido de seguinte

Teorema 3.2.1 (Dulac) Seja F uma folheagao que define uma sela-nd em
(0,0) em C2. Entdo, em coordenadas apropriadas (yi,y2), F ¢ dada pela 1-

forma holomorfa

w = [y (1 + Ay3) + 2 R(y1, y2)] dys — ySH dy; .

Prova. Primeiramente iremos considerar a seguinte troca de coordenadas

r1=y1 + G (y1,v2), T2 = y2 + (2(y1, y2) no seguinte sistema de EDOs:

dz/dT = a1+ p1(21,72),
dxo/dT = wa(x1, x2) .
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Agora definimos

Y1 =0 sempre que g2 =0 oo =0 sempre que g =0
e
G, =0 sempre que g2 # 0, G20 =0 sempre que gy # 0,

para cada indice @ = (¢1,¢2). Como ||Q| > 2, segue que d19 = ¢ —1 > 1
para (1, # 0. De forma semelhante, d29 = ¢1 > 2 sempre que (» o # 0. Por

outro lado, temos

. _ _ O, —  OC,—
0C =@y + ¢y + (o) + ﬁwl + ﬁz/b :
Oy 0y

Observe que (o = 0 quando g2 # 0 entao ¢, depende somente de y;,
ac,
8y;
sao tais que ¢ = 0. Segue da troca de coordenadas acima definida que todos

de forma que = 0. Em particular, os coeficientes nao-nulos da série (;
os mondmios que aparecem em 9(,/0y11); dependem de y,. Portanto estes
monomios nao aparecem na série de (; e podemos concluir a seguinte estimativa

mais forte

6C; <@y (y1 4+ Gy + G) -

Um argumento semelhante implica que

6y < Po(yn + (12 + (o)

A convergéncia da troca de coordenadas segue ao aplicarmos o Método
Majorante de Cauchy. Isso nos permite supor que ; e @9 sao divisiveis por
xo. Em outras palavras, o sistema de EDOs original é dado por

X(x1,29) = [11 + 2o R(x, Jfg)]i + $2¢($1,$2)i .
oxy Oz

Suponha que A(z1,z5) = x1 + xoR(x1,22) e B(x1, 1) = wad(x1,2).
Observe que o conjunto {A = 0} N {B = 0} se reduz a origem (0,0). Logo o
ideal associado ao ponto (0,0) é maximal, sendo gerado por x; e x2. Segue do
Teorema de Nullstellensatz de Hilbert que este ideal maximal é o radical do
ideal gerado por A e B. Em particular, existe p 4+ 1 > 2 tal que xé’“ pertence
ao ideal gerado por A e B (ja que x5 ndo pode pertencer a esse ideal). A seguir,
expandimos tanto A quanto B em termos de 2, 1.e., A = ag(z1)+> oy ai(z1)2h
e B=>"7 bi(x1)z}. Da divisao de B por A no anel C{x1} obtemos

B=AQ+25"'U(zy) (Q=0 se z,,=0).
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De fato, ap(z1) = 1 de forma que o resto nao depende de z;. Além disso,
U(0) # 0 ja que p+ 1 é a menor poténcia positiva de x5 que pertence ao ideal

gerado por A e B. Agora considere o compo vetorial

Q 0 1 0
y=——*" 4 -2
Ua{L‘Q + U8$1 ’
que satisfaz Y(0,0) # (0,0), pois U(0,0) = U(0) # 0. Segue (de @ =0
para {z2 = 0}) que {xs = 0} é uma solugao de Y. Pelo Teorema da Caixa de

Fluxo, existem coordenadas (21, 29) tais que o campo vetorial se torna

0

T 02

Y e 2y =1Xoy,

donde o resultado segue. 0
Considere uma folheacao F como no teorema precedente, possuindo uma

singularidade sela-né. Logo, existem coordenadas apropriadas em que o campo

vetorial é dado pela seguinte forma normal:

p+1 0

)
X = [y (1 + M\ R — .
[y (1 + Ays) + 2 (yl,yz)]aleryz 9

Agora iremos calcular a holonomia h(z), para z em uma segdo local
transversa a separatriz {yo = 0}, associada a um circulo contornando a
singularidade. Este cédlculo simples serda 1til nas segoes subsequentes. Por
enquanto, esta conta nos dard uma interpretagao geométrica para o nimero

p + 1 que aparece na forma normal acima.

Lema 3.2.2 A holonomia associada a separatriz {yo = 0} e a um circulo em

torno de uma singularidade sela-né é dada por h(z) = z + 2PT1 4 .-

Prova. Definindo y;(t) = re*™, temos que

dy>  _ dy> dyy
dt dy,  dt
_ v dy:
[y (1 + Ay3) + v2 R(y1,92)] dt
= v omire®™
T€27rit[1 + )\yg + yzQ(re%rit’ yZ)]
= 5 )1 + h.o.t.)2mi (3-10)

Além disso, denotamos por ya(t) = >_,-; ax(t)z* com condigao inicial

We St (1)* (3-11)

dt
k>1

y2(0) = z, tal que
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(1) = (S mn)#)" (312

k>1
~ . d
Comparando as expressoes obtidas para %2 em (B-I0) e em (B-III),
percebemos que aj(t) = 0 para k < p, ie., as fungoes a(t) sdo todas
constantes. Como y,(0) = z, temos que a;(0) =1, a2(0) = --- = a,(0) = 0.

Agora comparamos o termo k = p + 1 e usando (B=I2)) obtém-se
ya(t) = 2rial™ (1),

De forma que a,1(t) = 2mit, pois a;(t) = 1.
Concluimos que para t = 1, y2(1) = 242wz +- - .. Como h(z) = y2(1),

para condigao inicial y5(0) = z, segue que h(z) = z + 221 + - - -, O

3.2.2
Coordenadas de Fatou e Flor de Leau

Tendo em vista o Lema [3.2.2, somos naturalmente levados a investigar a
dinamica topoldgica de difeomorfismos que sao tangentes a identidade. Em
particular, gostariamos de entender o papel da multiplicidade “p + 1”7 na
dinamica topoldgica desses difeomorfismos. Aqui seguimos a abordagem feita
em (Car-GJ).

Primeiramente iremos analisar aplicagoes da forma f(z) = z+2PT +- - -,
no caso prototipico em que p = 1. Primeiramente, aplicaremos uma mudanca
de coordenadas, Ay(z) = —1/z, levando 0 em oo. Nestas novas coordenadas,

f assume a seguinte expressao
g(z) =z24+1+b/24---

perto de infinito.

Considere Ry = {z € C; Re(z) > c¢}. Note que se ¢ > 0 for
suficientemente grande, entdo g(R;) C R;. Por indugao, é facil verificar que
para g(z) =z + 1+ o(1) em Ry,

Re(g"()) > Re(z) + 3

n
L <) <]l + 2,
onde g" = go---0g, (n vezes) e n > 1. Agora defina a aplicacao p, em R;
dada por ¢,(z) = ¢"(z) —n — blogn.

Como ¢g"(z) = gF(2) + 1 + % + O(1/k?), obtém-se

gk
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ori1 — oi(z) = bllog k — log(k + 1)] + —— + O(L/k?) = O(1/k).

b
9" (2)

Assim, temos que para z € Ry:

0(2) = 2 < 1o1(2) — 2l + 3 lgien (2) — (=) = Ollogm).

Observe que se mostrarmos que ¢, € convergente, entdao teremos
mostrado que g é holomorficamente conjugada & translagao T'(z) = z + 1. De

fato, temos que lim ¢,,(g(2)) = lim[p,4+1(2) +1+blog(1+1/n)] = lim ¢, 1 + 1.
Lema 3.2.3 A sequéncia @, converge para a fun¢do conforme .

Prova . Considere as seguintes estimativas

Pni1(2) —@n(z) = blogn —blog(n+1)+¢""'(z) — g"(2) — 1

b b 5

= _ﬁ—i_g”(z):O(l/n)
1 1 ,
=0 n+blogn + ¢, (2) _ﬁ]—i_O(l/n)

logn

_ %O(|blogn+gon(z)|)+O(1/”2)ZO( ).

n2

Assim, > |pni1(2) — ©n(2)] < 0o. Como todos os ¢, sao conformes, o
limite uniforme ¢ também o é. 0

A seguir, estendemos ¢ analiticamente a qualquer dominio €2, em que g
esteja definida, g(2) C Q e tal que Re(g™(z)) tende a oo, para z € (.

Em particular, é possivel construir um tal dominio invariante {2 com
fronteira suave, conforme a Figura 3.1l

Assim, f(z) = z+2?+- - - é conjugada a translacao T'(z) = z+1 na regiao
formada pelo cardidide, A;'(2), como mostra a Figura 3.2l Em particular,
observamos a presenca de conjuntos abertos constituidos por pontos cujos a-
limite e w-limite de f coincide com (0, 0).

O caso geral, p > 2 pode ser tratado com métodos semelhantes, breve-
mente descrevemos o procedimento. Considere f(z) = z + 27! 4 - ... Observe
que, a menos de uma conjugacao, podemos supor que f(z) =z + % AP

Agora, conjugando por A,(z) = —z!/? obtém-se

AplofoAp(z):fp(z):z(1+%z+--~)p:z+z2+-~-.
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< P
v E TN

\»——’V/
Figura 3.1: Dominio Invariante Figura 3.2: Dindmica de f no
por g cardidide
De forma que se reduz ao caso em que p = 1, analizado anteriormente.

Observe que os setores |arg z — 2km/p| < m/p sdo mapeados conformemente
no plano menos o eixo real negativo por A; ! Essencialmente, trata-se de uma
ramificacao de ordem p da figura obtida anteriormente.

Em termos mais precisos, um dominio V' é dito um dominio de Leau se f
é conjugada a translagdo T'(z) = z+1 em V e se a sequéncia f™ converge para
um ponto em JV. Em particular, a a regiao formada pelo cardidide, ilustrada
na Figura ¢ um dominio de Leau.

A aplicagao f tem p pétalas atratoras Py, que sao dominios invariantes
limitados por curvas de Jordan ¢, que sao simétricas em relacao aos raios
arg z = (2km)/p. Na origem, ¢ possui duas tangentes arg z = (2k + 1)7/p.

A figura final é resumida pelo teorema a seguir.

Teorema 3.2.4 (Teorema da Flor) Suponha que f(z) = z+2PT+- - perto
de 0. Entao f tem exatamente p dominios de Leau Ly, ..., L, correspondendo
ao ponto da fronteira 0, e (f™) converge a zero, localmente uniformemnte em
Ly. Cada dominio Ly contém uma pétala atratora invariante Py (nao unica-
mente determinada). Em particular, existe ums fun¢ao ¢ em Ly conjugando

h(z) =z+ 1+ -+ a uma translagdo, levando Ly no plano complezo.

3.3

Algumas Formas Normais em Dimensoes mais altas

Primeiramente, observamos que a generalizacao do Método Majorante

de Cauchy para varias variaveis é direta e aqui iremos apenas enuncia-lo.

Teorema 3.3.1 (Método Majorante de Cauchy em Varias Varidveis)

Considere um sistema de EDQOs em vdrias varidveis dada por um campo veto-
rial X:
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d:L‘l/dT = )\11’1 + (;Dl(xla ce ,ZL‘n>,

: : (3-13)
dx,/dT = Ny + pn(T1,...,2,) .
onde Ai,...,\, sao os autovalores associados a X em uma singularidade.
Considere ainda, a sequinte troca formal de coordenadas:
x1:y1+C1(y17"'ayn> onde gl(yla'-'ayn): Z gl,QyQa
QI>1
(3-14)
Tp = Yn + Cn(yh ce 7yn) onde Cn(yla e ayn) = Z <n,QyQ .
1QII>1
Suponha que existe 6 > 0 tal que
6 <21 +Crve s+ C) -
parai=1,....,n € C. Entao a série de (; converge e portanto define una troca
de cartas holomorfa. 0O

Iremos obter um resultado que é analogo ao Teorema [3.1.2] para varias

vairgveis.

Defini¢ao 3.3.2 Uma n-upla (M\1,...,\,) € C" pertence ao dominio de
Poincaré se {z € C ; tt M+ +t, Ay =2 e t1+---+1t, = 1}, ndo

contém a origem 0 € C.

Um campo vetorial X definido em C" é do tipo Poincaré se o seu
espectro estiver no dominio de Poincaré. Em particular, isso implica que X

¢ diagonalizavel.

Teorema 3.3.3 (Teorema de Linearizagao de Poincaré) Seja X um
campo vetorial holomorfo definido em torno da origem de C™ tendo parte
linear do tipo Poincaré, com autovalores Ay, ..., \,. Suponha que nao existam
nimeros naturais ay, . ..,a, tais que ayA + -+, a, A\, = 0 (nao-ressonante).

Entao existe uma troca de coordenadas holomorfa que lineariza o sistema.

Prova. A idéia da prova é a mesma do caso em que a dimensao é 2. Substituindo

as Equagoes (B=I4]) no sistema (B=13)), obtém-se as seguintes relagoes.

—

Z (@',QQ,Q + 1/’1‘,@)9@ = %’(?ﬂ + Gy Yn Cn) - a_yk
k=1

Ql>1

Y
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parai=1,...,n, onde y? = yf' ...yd e S0 = @ 1 + - + @A, — Ai, com
q; € N.

Gracas a hipdtese de nao-ressonancia, 9, g # 0 para ¢ =1,...,n.

Seja 0 = ty 1 + - + ty\,, onde tq,... t, € [0,1] ety + -+ ¢, = 1.
Como a parte linear de X ¢ do tipo Poincaré, § > 0, e por construcao, 6 < d; ¢

parai=1,... n. Assim,

62]‘ = Z 6j,QHCj,QHyQ + Ej
Q
= @j(yl+51v'--ayn+zn)+ _jak
Como 1), = 0, temos que

A convergéncia da desejada troca de coordenadas resulta da aplicagao do
Teorema [B.3.11 0O
Agora iremos lidar com o caso de uma singularidade sela-né em di-
mensao 3. Primeiramente iremos considerar o caso em que apenas um dos

autovalores é zero.

Teorema 3.3.4 Seja X um campo vetorial holomorfo definido em torno da
origem de C3 com parte linear do tipo Poincaré, com autovalores A1, Ag, As.
Suponha que eles sao nao-ressonantes e que A1 # 0, Ay # 0, \3 = 0. Entao
existe uma troca de cartas analitica em que o sistema original é dado (em

termos de campos vetoriais) por

X = [Myi+¥1(y1, Yo, y3)]0/0y1+[Aaya+12 (y1, Yo, y3)]10/ 0y2+ys H (Y1, Y2, y3) 0/ Oys .
Em particular, o 2-plano {y3 = 0} € invariante.

Prova. Usando a mesma notacao anterior, consideramos a troca formal de

coordenadas tal que

Prgog=0 se g3=0 . =0 se g3=0 and P30=0 se g3=0
Go=0 se gg#0 G0=0 se gz #0 Go=0 se qg#0

Como no Teorema B33l a hipdtese sobre os autovalores garante a

existéncia de > 0 tal que 6 < d; parai =1,2,3.
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Assim,

o, 9C
8y1¢1 * 0ya Vot

G,
s Vs -

8¢; < ?;(y +0) +

Observe que (; depende somente de y; e 5, de forma que o dltimo termo
na estimativa acima se anula para i = 1,2, 3. Por outro lado, por construcao,
todos os coeficientes nao-nulos v; g estao associados a monomios que dependem

de y3, de tal forma que podemos concluir o seguinte
86 < iy +¢) .
Como antes, aplicando o Teorema [3.3.1] conclui-se a demonstragdo.

Observagao 3.3.5 Observe que como o plano {y3 = 0} é invariante por X,
podemos aplicar o Lema[3.1.3le supor que o campo tem duas separatrizes neste

plano.

A seguir, consideramos o caso em que dois autovalores sao iguais a zero.
Veremos que o método utilizado no caso anterior para provar a existéncia de
um plano invariante nao funciona nesta situagao.

Suponha X como no Teorema B.3.4] exceto que \; =0, Ay =0 e A3 # 0.
Por esse método, podemos tentar ver se existe uma troca de cartas convergente

que faz com que o plano seja invariante. Denotemos X por
(,01($1, X9, 1‘3)8/81'1 + QOQ(ZUl, o, 3:3)8/8932 + [)\3$3 + 901($1, T2, 333)]0/8$3 .

Observe que se existe uma troca de coordenadas em que podemos supor
©1, P2 € ps divisiveis por xy, entdo X (0, z9, z3) = (0,0, A3z3). O mesmo ocorre
se a0 invés de z1, tomarmos 9, isto ¢, o plano {zs = 0} também é degenerado
em uma reta. Podemos encontrar uma troca formal de coordenadas tal que
1 seja divisivel por x1, e o, 3 sejam divisiveis por x,. Neste caso, o plano
{z1 = 0} ¢é invariante por X. Porém, o método que usamos nas situagoes
anteriores nao nos permite concluir a convergéncia da série.

Agora retornamos ao caso sela-nd, em que dois dos autovalores sao

diferentes de zero.

Teorema 3.3.6 Seja X um campo vetorial holomorfo definido em torno da
origem de C3, com autovalores \y # 0, Ay # 0 e A3 = 0. Seja ng € N um
inteiro positivo arbitrario. Entao existe wma troca de coordenadas analitica em

que o sistema original € dado (em termos de campos vetoriais) por

X = F(yh Y2, y3)8/8y1 + G(yb Y2, y3)3/3y2 + H<y17 Y2, y3)8/8y3 )


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521440/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0521440/CA

Capitulo 3. Formas Normais para Singularidades de Folheagbes Holomorfas 42

tal que F(0,0,y3) = G(0,0,y3) =0, i.e, o eizo {y1 = y2 = 0} € invariante por
X.

Prova. Considere uma troca de coordenadas da forma

TL=y+ Y awh,  Ta=yat+ Y byh, w3 =ys. (3-15)
= 1=2

Devemos mostrar que N, a;, b; podem ser escolhidos de maneira a cumprir as

exigéncias. Nas coordenadas (y1,y2,y3) 0 campo vetorial X é dado por

10 =N dayi P
01 =N, | | G| - (3-16)
0 0 1 H;

Na formula acima, as funcgoes Fj,Gy, H; admitem, respectivamente, as

seguintes expressoes

N N N
Fio= My ) Mg+ (O aws) (D bis) (Fua(ys) + (1)) + fralys) + (xx
=2 i=2

1=2

N N N
Gi = Xaya+ Z Aobiyy + (Z azyé)(z biys) (91,1(ys) + (x % %)) + gia(ys) +
i=2 i=2 —2

Hy = h(ys) + (k%% % %).

Nas equagoes acima, as componentes representadas por (x),..., (k % % % %)
nao contém constantes ou termos que dependem somente de y;. Em outras
palavras, estas componentes pertencem ao ideal I(y;) U I(y2).

Por outro lado, desejamos considerar os termos que dependem somente
de y3 que aparecem nas duas primeiras coordanadas de X. Apéds realizarmos

o produto matricial (4=]l), estas coordenadas sdo dadas respectivamente, por

N
Z Alaiyg Z azy3 Z bzy3 fl 1 y3) + f1 2 3/3 Z wzyg 93039293
i=2

N N
> " dabih + (Z aiyé)(z bis)g11(ys) + g1.2(ys) — (O ibiys ") h(ys)3-21)
1=2 =2 =2 =2

Agora consideramos as expansoes de Taylor de f11,61.1.

Jia(ys) = a(()l) + agl)y:& +-- e gialys) = 561) + 5§l)y3 4+ (3-22)

), (3-17)

(+ (333)

(3-19)
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Além disso, a hipdtese sobre a parte linear de X e a expressao da troca de

coordenadas em (B-I0) nos permitem escrever

Fralys) =aSPy2 4 gra(ys) = 8P 4
h(ys) = crys +--- (e #0, k>2). (3-23)

Como apenas desejamos cancelar os coeficientes de grau menor que
no + 1, que dependem somente de y3, as Equagoes (B=20) e (B=21) podem ser
respectivamente substituidas por ([3-24) e ([B-23]) sem perda de generalidade,

onde
no no—1 no—1 ) .
Z Aaiys + Z a;y3) Z biys) (@ ( ot aq )y +o Tt 1(10)—23/?0_2> +
i=2
no—k
+ (a§2)y3 +oe a(Z Z Zazy Ckylg +-+ Cnoygo) (3_24)
(§]
no . no—1 ‘ no—1 A . .
> dabih + (3 ad)OO 7 bih) (B + B ys + -+ Bl Ly ) +
i=2 i=2 i=2
no—k
2 n . i— n
+ (B3 4+ BRYE) — O by ) eyl + - + gy . (3-25)
=2

Levando em consideragao as Férmulas (3-24) e (8=20]), a proposigao se

reduz a seguinte afirmacao.

Afirmacgao: Os coeﬁcientes oz(()l), ﬁ((]l) s@o constantes (isto é, eles nao dependem
de a;, b;). Além dlSSO al ﬁl sao polinomiais em aq, b1, ...,a;, b paral <[ <
ng — 2. Ainda, al ,ﬂl polinomiais em aq,bq,...,a;_1,b;_1 para 1 < [ < nyg.

Em particular, nenhum desses coeficientes dependem de ayp, by, -

Prova da Afirmagao. Os fatos referentes a al ﬁl (l=0,1,...,n0 — 2) s@o
consequéncias imediatas de (3-22)) e da forma da troca de coordenadas (3-15]).
A afirmacao referente a ozl(Q), ﬁl@) (l=1,...,n0) possui uma justificativa
semelhante, contudo, merece mais alguns comentarios.
Ao realizar a troca de coordenadas dada por (B=IH) e, por exemplo,

considerarmos dy; /dT, temos

Ayr + Z Maiys + (Z aiyé)(z biys) (fi (ys) + (¥)) + f2(ys) + () ,

para funcoes holomorfas apropriadas fi, f3. Além disso, (*) representa termos

que nao dependem somente da varidvel y3 enquanto que (k%) representa termos
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que nao sao nem constantes nem dependem somente da veriavel y3. Fixemos

A . . 2 ~
um monoémio de fi de grau r € N. Os coeficientes que entram no termo 04((1 ) sdo

aqueles que correspondem aos monomios yi'ya ys® tais que 1 < q1+qa+q3 < r.

Isto resulta a afirmacao, e assim conluimos a demonstracao do Teorema.
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