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Fundamentos

Estamos interessados em compreender o comportamento de equagoes
diferenciais ordindrias de primeira ordem em C?, em que o parametro “tempo”
estd em C.

Primeiramente, iremos recordar os principais aspectos de equacoes dife-
renciais ordindarias reais. As Equacoes Diferenciais Ordinarias Complexas po-
dem ser obtidas de EDOs reais por um procedimento natural de “complexi-
ficacao”. Veremos que EDOs complexas estao intimamente relacionadas com

folheagoes singulares holomorfas.

2.1
Equacoes Diferenciais Ordindrias Reais

Seja X : R? — R? um campo vetorial dado por X(z,y) =
(P(x,y),Q(x,y)), em que P e @ sdo polinomios. A equagao diferencial or-

dinéaria associada a esse campo vetorial é dada por

d

2 ((0).y(1) = X (x (1) y(1)).

Equivalentemente, ela pode ser vista como o seguinte sistema de EDOs

(2-1)

Como o campo vetorial é suficientemente suave (de fato, C'°) podemos
afirmar que dado ty € R e (zg,90) € R?, existe uma tnica solugao ¢(t) =
(h1(t), P2(t)) de [2=I)) definida em uma vizinhanga de t,, verificando

P(to) = (¢1(to), P2(to)) = (7o, Yo) -

Além disso, existe o conceito de estender uma solugao local a fim de
obter uma solucao definida em um dominio maximal, i.e., no “maior intervalo

possivel”. Isso significa que para cada (g, y9) € R? existe um intervalo I(xq, yo)
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e uma solugdo ¢ de (2=I) definida em I(zo,yo) que satisfaz as seguintes

condicoes

L ¢(to) = (0, o) ;

2. Se ¢ definida em I C R, ¢, € I, 6 uma outra solugao de (2=1]) verificando
¥(to) = (20, Yo), entao, I C I(zo,y0) € plr = .

Seja 2 C R x R? o conjunto aberto {(t,zo,y0) € R3¢t € I(xg,y0)}. O

fluzo associado a (2=I]) é definido como

.0 — R?
(t7$07y0) = ¢(t>7

onde ¢(t) é uma solucao de ([2=1) tal que ¢(to) = (zo, yo)-

Observe que talvez o fluxo nao seja completo. Ou seja, talvez ele nao
esteja definido para todo t € R, ja que I(zo,yo) ndo é necessariamente toda
a reta real. Por outro lado, é facil verificar que quando I(zg,70) # R entao
®d(t, x9,yo) tende a infinito na medida em que t se aproxima dos extremos de
I(x0,y0), para (xg,yo) fixo. Aqui dizemos que ®(t,zo,yo) “tende a infinito”,
no sentido que ela sai de qualquer conjunto compacto contido no dominio de

definicao de X.

Observagao 2.1.1 A discussao acima é vélida para campos vetoriais regulares
(digamos C') em variedades arbitrarias. Um resultado basico de Teoria de
Equagoes Diferenciais é o seguinte: se as érbitas de um campo vetorial
estiverem contidas em um conjunto compacto, entao o intervalo maximal de
definicao para as solucoes correspondentes é, de fato, R. Em outras palavras,
o fluxo gerado por esse campo vetorial é completo. Em particular, todo
campo vetorial regular definido em uma variedade compacta (sem fronteira) é

completo.

Retornamos entao ao campo vetorial X = (P, Q). O que precede implica
que a imagem de ® decompde R? em um conjunto de curvas (6rbitas de
X) juntamente com os pontos singulares de X. A fim de desenvolver esta

observagao, iremos recordar a defini¢do de folheagoes (regulares, reais).

Definicao 2.1.2 Considere uma variedade M de dimensao real n. Uma fo-
lheagao F de classe C" e dimensao k (1 < k < n) em M consiste de uma

cobertura coordenada {U;,1;}, 1 € 1, de M satisfazendo as sequintes condigoes:

1. Sei €1, entao ¢;(U;) = U} x U} C R¥ x R"™* onde U}, U? sdo discos

abertos de R¥ e R respectivamente.
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2. 8ei,j €I eUnNU; # 0, entio a troca de coordenadas 1p; o wj_l :

Ui (U N U;) — (Ui N U;) tem a forma ; 01y (z,y) = (ha(z,y), ha(y))
onde v € RF ey € R*F,

Naturalmente uma cobertura coordenada para uma folheacao F pode
ser automaticamente estendida a um atlas folheado maximal. Uma coordenada
V; : U; — RF xR * também é denominada carta folheada, coordenada folheada
ou mesmo coordenada trivializante para F. Dada uma carta folheada 1 como
acima, um conjunto da forma ;' (U} x cte) é chamado placa. Uma cadeia
de placas é uma sequéncias de placas aq,---,q; tais que o; N # 0 para
todo ¢ € {1,...,l — 1}. Entao introduzimos uma relagao de equivaléncia entre
pontos de M dizendo que p € M ¢é equivalente a ¢ € M se existe uma cadeia
de placas aq,...,q; tal que p € ay e ¢ € ay. As classes de equivaléncia dessa

relacao sao chamadas folhas de F.

Observagao 2.1.3 Se M ¢ uma variedade complexa e as trocas de coorde-
nadas para um atlas folheado sao, de fato, difeomorfismos holomorfos, entao

temos uma folheagao holomorfa.

Com essa terminologia em maos, retornamos ao campo vetorial X.
Outro fato conhecido de Equacoes Diferenciais Ordinérias é o assim chamado
“Teorema da Caixa de Fluxo”. Este teorema garante a existéncia de um
difeomorfismo R definido em uma vizinhanca V' de um ponto nao-singular
de X, tal que R,X = ey, onde (e, ...,e,) denota a base canonica de R™. Mais
uma vez, este resultado vale para campos vetoriais C” (r > 1) e o difeomorfismo
R neste caso é tao regular quanto o campo (no caso, C").

Em particular, longe de pontos singulares de X, o Teorema da Caixa
de Fluxo implica que as solucoes de EDOs sao folhas de uma folheacao de
dimensao 1. Neste sentido, dizemos que a imagem de ® define uma folhea¢ao

singular em R2. Iremos formalizar esta definicao no que se segue.

2.2
Equacoes Diferenciais Ordinarias Complexas

Agora desejamos estender estas nocoes ao caso complexo. Essencialmente,
identificamos C™ com R?" considerando uma estrutura compleza em R*". Para
tanto, basta definir um automorfismo de R?® que desempenhe o papel da
multiplicacdo por v/—1 em um espaco vetorial complexo. Mais precisamente,
uma estrutura compleza em R?*" consiste de um automorfismo J : R?* — R?"

satisfazendo J? = —Id. A seguir, iremos usar a complexificacao usual, em que

J é dado por J(z1,Y1, - TnyYn) = (Y1, T15 -+ oy —Yny Tn)-
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Seja X : C* — C? dado por X (21, 22) = (P(z1,22), Q(21, 22)) um campo

vetorial polinomial. A EDO complexa associada a este campo é

iw2(T) = P(21(T), 22(T))
(2-2)

ir2(T) = Q(a1(T), (7)),
em que o parametro T é complexo. Novamente, sendo X um campo vetorial
holomorfo, a versao complexa do Teorema de Existéncia e Unicidade para
EDOs regulares garante que dado Ty € C e (a,b) € C? existe uma tnica
solucao holomorfa ¢(T') = (¢1(T), ¢2(T)) de ([2=2)) definida em uma vizinhanga

B de Ty, satisfazendo

o(To) = (¢1(T0), ¢2(To)) = (a,b).

O passo seguinte seria procurar unir estas solugoes locais de maneira
a obter um “dominio de definicao maximal”. No entanto, percebemos que,
em geral, isto nao é possivel, j4 que o parametro T pertence a C. De
fato, o problema é que ao tentar unir as vizinhancas, a sua uniao V' nao
¢ necessariamente simplesmente conexa. Consequentemente, pode ser que a
solucdo ¢(T') nao esteja bem definida em todo V, i.e, talvez ela seja multi-
valuada. Esta é uma diferenca importante entre EDOs reais e complexas. Este
fenomeno estd ilustrado na Figura Il Como a interse¢ao de V; e V4 nao é
conexa, solucoes definidas em 1 e V5, em geral, nao podem ser “ajustadas” de

forma a coincidir em ambas componentes conexas.

Vi

Va

Figura 2.1: V =V} U V5 nao é simplesmente conexo

Agora iremos introduzir um ponto de vista mais geométrico para este
tépico.

Utilizando a mencionada identificagao de C com R? (e C? com R*), uma
solugao de (2=2) comegando em (a,b) = (aj + iaz, by + iby), localmente, pode
ser vista como um “pedaco” de uma superficie real bidimensional L, em R*
passando pelo ponto (ay, as, by, by). Além disso, em (ay, as, by, bs), Ly é tangente

ao espaco vetorial gerado pelos vetores
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D(0,0) (@1, P2). ( (1) ) » D0,0y(d1, B2). ( (1) > ) (2-3)

onde ¢ = (¢1,¢2) é encarado como uma aplicacio real de B C R? em
R* e ¢; (i = 1,2) satisaz as equagoes de Cauchy-Riemann. Observe que
Tlap)Lo ¢ invariante pelo automorfismo J, devido as equagoes de Cauchy-
Riemann. Consequentemente, T{, ) Lo ¢ uma reta complera, i.e a imagem de um
subespaco unidimensional (sobre C) de C? ~ R?* sob a identificacao precedente.

Na medida em que as condigoes iniciais (a, b) variam, de (2=3]) obtemos
uma distribuigdo de planos reais bidimensionais (ou retas complexas) que po-
dem ser integrados no sentido de Frobenius, gerando superficies de dimensao 2
(ou curvas complexas). Em particular, afastado do conjunto singular, o campo
vetorial define uma folheacao de dimensao real igual a 2. Além disso, esta fo-
lheagao é holomorfa como consequéncia da versao complexa do Teorema da
Caixa de Fluxo.

As folhas da folheacdo em questao herdam uma estrutura natural de
superficies de Riemann. De fato, um atlas para essa estrutura é dado pelas
solugdes locais ¢ de (2=2]). Mais precisamente, ¢ é um difeomorfismo holomorfo
de B C C em sua imagem na folha (superficie de Riemann) Lj.

Em resumo, um campo vetorial holomorfo em C? gera imediatamente
uma folheacdao holomorfa em C? afastado do seu conjunto singular. Também
dizemos que o campo vetorial define uma folheacdo singular em C2? que
¢ conhecida como a sua folheagao associada. Reciprocamente, dada uma
folheagao (singular) holomorfa F, a fim de obter o campo vetorial cujas
orbitas nao-constantes sao as folhas de F, necessitamos um dado extra. Mais
precisamente, devemos associar um nimero complexo (ou vetor em R?) ao
espaco tangente da cada folha, de forma a recuperar a parametrizacao das
folhas de F, que na situacao acima era dada por ¢. Este ntimero complexo
desempenhara o papel da “velocidade” do fluxo de X. Ele permite recuperar
as parametrizacoes locais ¢ das folhas da folheagao que sao dadas como solugoes
locais de (2-2]).

Evidentemente, a nogao de folheacao singular holomorfa é um meio
geométrico conveniente de lidar com EDOs complexas (equivalentemente, um
campo vetorial holomorfo). Entretanto, a observagao acima indica que ela nao
contém todas as informagoes contidas em um campo vetorial. Conforme ja
mencionado, as solugoes locais ¢ em geral nao podem ser unidas o que torna

o problema de estendé-las ainda mais sutil.

2.3
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Definicoes Basicas e Exemplos

Em seguimento a discussao relativamente informal da se¢ao anterior,

pretendemos dar defini¢oes formais e enunciados mais detalhados.

Definicao 2.3.1 Uma variedade complexa M™ de dimensao n é uma varie-

dade diferencial equipada com um atlas {U;,1;} tal que
bj ot 1 hi(Us N Uy) — 4;(U:iNT;)

¢ holomorfa sempre que U;NU; # &, et : Uy — V; CC", ¢; 1 U; —
V; C C".

Devido as Equagoes de Cauchy-Riemann, o determinante Jacobiano de
um difeomorfismo holomorfo é sempre positivo. Segue que toda variedade
complexa é orientavel.

As Equagoes de Cauchy-Riemann também implicam que a aplicacao
F : U C R*™ — R?" é holomorfa se e somente se DF(Jv) = J(DFv), para
v € U. De forma que os vetores em R?" invariantes por J sao levados, por
DF em vetores que também sao invariantes por J. Em outras palavras, se F
é holomorfa, entao DF' preserva planos complexos n-dimensionais.

A seguir, daremos a definicao formal de folheagao singular holomorfa, em

uma variedade complexa, com a qual iremos trabalhar ao longo deste texto.

Definicao 2.3.2 Uma folheagao singular holomorfa F definida em uma vari-

edade complexa M™ consiste dos sequintes dados:

1. Existe um atlas {U;,1;} compativel com a estrutura complexa em M",
onde ;- U; — V; C C".

2. Existem campos vetoriais holomorfos X; definidos em cada V;, dados por

9 9
Prvige ¥+ Baviger

3. Se U;NU; # @ entio existem fungoes h;j - Y;(U; N U;j) — C tais que

(0 ;7 D Xi(Wi (Ui N U)) = hij(z1, -+, 20) X5 (03 (U; N U))

Se as funcoes h;; sao todas constantes iguais a 1, entao trata-se, de fato,

de uma campo vetorial holomorfo em M.
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Definicao 2.3.3 Um campo vetorial holomorfo X definido em uma variedade

M™ ¢ tal que, dado um atlas de M"™, {U;, ¥}, a sequinte equagao € satisfeita
(¥ 07 ) Xi(i(U; N Ty)) = X;(4(U: N 1))
onde ;- U; — V; C C" e X; sdo como na Definicao [3.

Os exemplos a seguir indicam que a condicao para que se defina um
campo vetorial em uma variedade complexa é bem mais forte que as condicoes

que nos permitem definir uma folheacao singular holomorfa.

Exemplo 1: Toros Complexo

Seja A uma rede em C". O toro complexo n-dimensional é dado pelo
espago quociente C"/A. Observe que um campo vetorial constante Y em
C" induz um campo vetorial holomorfo no toro. De fato, campos vetoriais
constantes sao naturalmente preservados por translacoes de C™ associadas aos
elementos de A. Assim, Y define uma campo vetorial holomorfo no toro dado

pelo quociente C™/A.

Exemplo 2: Superficies de Hopf

Considere Aj, Ay em C* tais que | A\j| < 1 e || < 1. Seja o(z1, 22) =
(A121, A229). A superficie de Hopf M associada a o é o quociente (C*\{0,0})/c.
E imediato verificar que M é, de fato, uma variedade complexa de dimensao 2

Seja X (21, 29) = P(z1, 22)8%1 +Q(2, 22)6%2 um campo vetorial polinomial
em C?\ {(0,0)} tal que

X(o(21,22)) = aP(z, 22)(%1 + BP(z, 22)(%2 )
onde a/A; = (/Xy. Entdao X define uma folheagao singular holomorfa em
(C*\{0,0})/o. O leitor pode observar que a fim de se obter um campo vetorial
holomorfo na superficie de Hopf, devemos ter a razao acima igual a 1. Isso
indica que em superficies de Hopf, existem muito mais folheacoes singulares
holomorfas do que campos vetoriais holomorfos.

O seguinte exemplo concreto ilustra esta situacao.

Seja A} = e72 e Ay = e~ %. Considere o campo vetorial polinomial dado

por X = P 0/0z + Q 0/0z onde

P(Zl,Zg) = Z%‘FZlZQ,

Q(z1,22) = 23 + 22%22 )
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Observe que

0 0
X(o(z1,29)) = e O P(z, zz)a—z +e72Q(z, ZQ)E )
1 2

Por outro lado,

0 0
Do.X (21, 2) = e 2P(z, ,2'2)6—21 + e *Q(z, 22)8_2'2 .
De forma que Do.X (21, 20) = €*X (0(21, 22)). Tendo em vista a discussao
anterior, o campo vetorial X induz uma folheagao holomorfa em M, e nao um

campo vetorial.

Exemplo 3: Plano Projetivo Complexo (Espago)

Folheacoes em espacos projetivos complexos constituem a principal fonte
de exemplos, no sentido que sao faceis de descrever, englobando as dificuldades
essenciais de casos mais gerais. Por isso serao tratados mais detalhadamente.

Comecamos por considerar a seguinte relagao de equivaléncia.
2~7Z & INeCh 2=\ 2,2 € C*\ {(0,0,0)}.

As classes que equivaléncia C*\ {(0,0,0)})/ ~ formam o espaco projetivo
complexo de dimensao 2, denotado por CP (2).
Dois pontos (a,b,c), (a’,0/,c) € C*\ {(0,0,0)} definem o mesmo ponto

em CP (2) se e somente se
a/a =b/t =c/c .

De forma que a projecao m : C*\ {(0,0,0)} — CP(2) é determinada pelas
razoes entre as coordenadas de (a, b, ¢). Tradicionalmente, 7(a, b, ¢) é denotada
por (a:b:c) e a,b,csao chamadas coordenadas homogéneas para (a: b : ¢).

Comecamos considerando os seguintes conjuntos abertos que cobrem
CP (2):

U, = {(a:b:¢)eCP(2) ; a#0};
U = {(a:b:¢)eCP(2) ; b#0};
U = {(a:b:¢) eCP(2) ; ¢#0}.

Juntamente com estes conjuntos abertos, temos as seguintes cartas coorde-

nadas:

Yo U, — C?
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(a:b:c) = (b/a,c/a) = (,y);

op: Uy — C?
(a:b:¢) — (a/b,c/b) = (u,v);

0.: U, — C?
(a:b:c) — (a/e,b/ec) = (z,w).

Seja Lo, = CP(2)\ E, = {(0 : b : ¢) € CP(2); (b,c) € C*}. Uma
verificacao direta usando as cartas coordenadas introduzidas acima mostra
que Lo, é isomorfo a CP(1). Assim CP(2) = C?* U CP(1) i.e. CP(2) pode
ser visto como C? sendo adicionado & esfera de Riemann. Neste sentido,
CP(2) é uma compactificaciao de C2. Além disso, em coordenadas afins, (z, ),
Lo, corresponde ao “infinito” e Lo, estd linearmente mergulhado em CP (2).
Por isso é chamada de linha no infinito. Finalmente, observamos que esta
construgao se aplica a qualquer uma das coordenadas afins em CP (2), isto é,
qualquer C? C CP (2) afim gera uma “linha no infinito”.

Iremos construir uma folheagao singular holomorfa em CP (2) de forma
semelhante ao que foi feito no caso de superficies de Hopf.

Considere um campo vetorial polinomial homogéneo X = P 6%1 + Q% +
RzZ em C*\{(0,0,0)} de grau d. Considere a agao de C* em C*\ {0, 0,0} dada
por homotetias o (z1, 22, 23) = (A21, Az2, Az3), A € C*. Conforme ja mencionado,

o quociente desta agao é precisamente CP (2). Por outro lado, note que

0 0 0
X(O’(Zl, 22, Zg)) = )\dP<Zl, 29, 23)8_21 + )\dQ(Zl, 29, 23)8_22 + )\dR(Zl, 29, 23)8—23 .

Além disso,

Do.X (21, 22, 23) = AP(21, 22, Z?’)@izl + AQ(z1, 29, z;;)% + AR(z1, 29, Zg)aizg .
Assim, Do.X = M7'X de forma que as “direcoes” associadas a X sao
invariantes por homotetias. Entao X de fato define uma folheacao singular
em CP(2).

Outra maneira equivalente de definir uma folheagao singular holomorfa
em CP(2) é considerar um campo vetorial holomorfo em C? e verificar se
ele pode ser estendido a uma folheacao holomorfa em todo CP(2). A seguir

estudamos esse caso em detalhes.
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Seja X = Pa% + Qa% um campo vetorial polinomial nas coordenadas
afins (z,y). Naturalmente, ele induz um campo vetorial racional Y (resp. Z)
definido nas coordenadas afins (u, v) (resp. (z,w)). Note que basta multiplicar
os campos vetoriais Y, Z pelos seus denominadores a fim de obter campos
holomorfos (de fato, polinomiais).

Por exemplo, Y é dado por

Y(u,v) = (a0 @) (X(z,y))
= D(pa0ps) " X (a0 pp(u,0))
B —u? 0 P(1/u,v/u)
B ( —uv u) <Q(1/u,v/u) ) '
Conforme ja mencionado, este campo vetorial nao é holomorfo no dominio das
coordenadas (u,v) ja que possui pélos em {u = 0}. Entretanto, multiplicando
Y por u?, o novo campo vetorial u?Y é evidentemente holomorfo (com

singularidades isoladas) no dominio de (u,v). Agora, mudando do sitemas

coordenado (u,v) para (x,y) obtemos

D(¢a o @p).(u?Y) = u'D(pq 0 @p).Y (u,v)
= udD((Pa o @b)'D((Pa o (Pb)il'X(xa y)
= u'X(2,y).

Repetindo este procedimento com as outras cartas coordenadas, obtemos uma
folheagao holomorfa em CP(2). Finalmente, notamos que o campo vetorial
polinomial original em C? nao induz um campo vetorial holomorfo em CP (2).
na verdade, ele induz um campo vetorial meromorfo cujos pélos estao contidos
na linha no infinito correspondente.

Isto possui uma generalizagao 6bvia para espagos projetivos complexos
de dimensao mais alta.

Resumindo, construimos folheagoes singulares holomorfas em CP(2)

seguindo, a priori dois métodos distintos

— Através de um campo vetorial polinomial homogéneo em C3.

— Através de um campo vetorial polinomial em C2.

Nao é dificil verificar que ambas as contrugoes sao equivalentes, no sentido
que elas produzem o mesmo conjunto de folheacoes. Esta verificacao sera feita
implicitamente na prova do Lema 2.3.71 Mas é bem mais dificil ver que estas
construgoes, de fato dao origem a todas as folheagoes singulares holomorfas

em CP(2). Este é o conteido do Teorema 234 abaixo. Trata-se de uma
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manifestacao do Principio de GAGA, mas que esta além da abordagem que

faremos neste trabalho.

Teorema 2.3.4 Seja F uma folheacdo singular holomorfa em CP (2). Entao
F € induzida por um campo vetorial polinomial homogéneo X em C? que, além

disso, possui um conjunto singular de codimensao pelo menos 2.

Levando em conta o Teorema [2.3.4] é natural procurar definir a nocao de
grau de uma folheacao em CP (2). A principio, poderiamos pensar em defini-lo
como sendo o grau do campo vetorial polinomial que representa a folheacao
nas coordenas afins. Porém, como pode ser visto facilmente, este grau pode
variar dependendo da carta afim que foi escolhida.

O seguinte lema serd uma motivagao para a definicao correta de grau
de uma folheagdo F em CP(2) induzida por uma campo vetorial polinomial
X=PZ+ Qa% em C2. Seja P = ZfIOPi(a:,y) e = Zj:o Qi(z,y) onde P,

(i sao polindbmios homogéneos de grau .

Lema 2.3.5 A “reta no infinito”, L, de CP(2) ¢ invariante pela folheagdo
F, induzida por X como acima, se e somente se a componente homogénea
de maior grau Pda% + Qda% nao for da forma h(x,y)(a:a% + ya%), para algum

polinomio h de grau d — 1.

_ pad 9 -

Prova. Para entender o comportamento de X = P35~ + Q gy Proximo

do infinito no sitema de coordenadas (x,y), usamos a seguinte troca de
coordenadas: u = %, v = £ De forma que este campo vetorial na carta

coordenada (u,v) é dado por

X(uv) = ( —u? 0 > ( P(1/u,v/u) )
7 —uv u Q(1/u,v/u)
= —UQ(P(l/u,v/u))% +u(Q(1/u,v/u) — vP(l/u,v/u))%

Agora basta analisar a folheagao correspondente em uma vizinhanga de {u =
0}.

Denotemos 3¢~ P, por P(1/u,v/u), e S0 Qi por Q(1/u,v/u). Ob-
serve que w'P(1/u,v/u) = uhy(u,v), v'Q(1/u,v/u) = uhs(u,v) para
polinémios apropriados hy e hy de grau d — 1. Além disso, u?Py(1/u,v/u) =
P;(1,v), naturalmante existe uma expressao analoga para ()y. Multiplicando
o campo vetorial X (u,v) por u?~! obtemos um campo vetorial holomorfo nas

coordenadas (u,v), dado por

Y(u,v) = —u(Py(1,v) + uhq(u, U))% + (Qa(1,v) —vPy(1,v) + ug(u, U))% ,
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onde g(u,v) = ha(u,v) — vhy(u,v).

Se Qq(1,v) — vP;(1,v) = 0, as componentes de Y (u,v) sdo ambas
divisiveis por w. Eliminando este fator em comum, fica claro que a reta no
infinito ndo é preservada pela folheagao. Reciprocamente, se Qq(1,v)—vPy(1,v)
nao é identicamente nulo, L., é preservada, ja que a componente 9/0u de Y
se anula identicamente em L, ~ {u = 0}.

Finalmente, estd claro que Qg4(1,v) —vP;(1,v) se anula identicamente se

e somente se a componente homogénea de grau mais alto for radial. 0

Definigao 2.3.6 O grau de uma folheagio F em CP (2) dada pela compacti-
ficacao do campo vetorial polinomial X = P% —i—Qa% de grau d e tendo apenas

zeros isolados € igual a:

1. d—1, se existe um polinomio h(x,y) de grau d—1 tal que Pda% —i—Qda% =
h(x,y)(x% -+ ya%). Em outras palavras, o grau € d — 1 se a componente
homogénea de grau mais alto de X for um maltiplo do campo vetorial

radial

2. d, caso contrario.

A seguir, daremos uma interpretacao mais genérica do grau de uma
folheacao conforme foi definido acima. Na verdade, o contetido deste lema

pode ser usado como uma defini¢ao equivalente de grau.

Lema 2.3.7 Seja F uma folhegio singular holomrofa em CP(2) de grau d.

Entao:

1. Existe um campo vetorial polinomial Z de grau d em C2®, com conjunto
singular de codimensao pelo menos 2, induzindo F pela projecao radial

de suas orbitas;

2. O numero de tangéncias de F com uma reta projetiva genérica € d.

Prova. Primeiramente, mostraremos que a projecao de uma folheacao
associada a um campo vetorial polinomial de grau d em C3 ¢, de fato, uma
folheagio F em CP(2) de grau d. Seja Z = 3., Hi(20721722)%, onde
(20, 21, 22) Tepresenta as coordenadas de C3. Na carta (z,y) = (21/20, 22/20), 0

campo vetorial Z é dado por

0 9,
X:P(xay)%+Q(xay)8_y ) onde
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P(z,y) = Hi(l,z,y) —2zHy(l,z,y)
Q(l‘,y> = HQ(any)_yHO(l?I?y)'

Se Hy(1,z,y) tem grau d (i.e, Hy ndo ¢é divisivel por zy), entdo X possui
grau d + 1. Além disso, a componente de X de grau mais alto, é dada por
—H{(1,z,y)(z2 + ya%), onde H{ representa a componente homogénea de
grau d de Hy(1,x,y). De acordo com a Definigao 2.3.6, F tem grau d.

Se Hy(1,z,y) tem grau menor que d (i.e, Hy é divisivel por zy), entao
pelo menos um dentre Hy(1,x,y) e Hy(1,x,y) necessariamente tem grau d,
caso contrario os trés polinomios seriam divisiveis por zg. Isso implicaria que
o conjunto singular de Z tem codimensao 1, contradizendo a hipdtese. Logo
X tem grau d, e novamente a Definicao implica que F tem grau d. A
reciproca ¢ analoga, o que estabelece a primeira parte do lema.

Agora vamos considerar as tangéncias entre F e uma reta genérica em
CP(2). A menos de fazer uma troca de coordenadas, podemos supor que as
tangéncias com uma reta genérica projetiva y = Az estao todas contidas na

carta afim principal de CIP(2) de forma que
AP(z, \z) = Q(z, \x),

ou seja, os pontos de tangéncia sdo dados pelos zeros do polinomio AP(z, Az) —
Q(z, \r). Entdo o nimero de tangéncias (contado com multiplicidade) é o
grau de AP(z, \z) — Q(x,\x). Mas, se d é o grau da folheagao, entdo ou
Pd(x,y)% + Qd($,y)8% é radial (e consequentemente X possui grau d + 1)
ou nao é (e neste caso X tem grau d). O primeiro caso é equivalente a
AP;(x, A\x) — Qq(x, Ax) = 0, 0 que significa que AP (z, Ax) — Q(z, Ar) tem grau
d. O outro caso somente acontece quando a componente de grau mais alto de
AP(z, \x) — Q(x, Ar) é ndo nula, o que implica que o grau deste polinémio é
d. A reciproca é andaloga. 0

De acordo com o Teorema 234 e o Lema 237 o espago Fol (CPP(2),d)
que consiste das folheacoes singulares holomorfas de grau d é naturalmente
contido no espago dos campos vetoriais polinomiais homogéneos de grau d
em trés variaveis. Além disso, dois desses campos vetoriais que possuem um
conjunto singular de codimensao pelo menos 2 definem a mesma folheacao se
e somente se eles diferem por uma constante multiplicativa. Logo uma simples

contagem de coeficientes nos da o seguinte

Coroléario 2.3.8 O espago Fol (CP (2),d) estd naturalmente identificado com
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um conjunto aberto de Zariski do espaco projetivo complexo de dimensao
(d+1)(d+3)—1.

O

Também devemos observar que o grupo de automorfismos de CP(2),
PSL (3,C), possui uma agao natural em Fol (CP (2),d) através de trocas de

coordenadas projetivas.

2.4
O Procedimento de “Blow-up” e algumas Aplicacoes

A principio, o “blow-up” pode ser visto como um mero artificio que
apenas cria novas variedades a partir outras. No entanto, veremos que trata-se

de um procedimento particularmente 1til para entender o comportamento de

folheagoes ou campos vetoriais em pontos singulares.

Definigao 2.4.1 O “ blow-up” de C* em (0,0) é uma variedade compleza C2

obtida identificando duas cépias de C? da sequinte maneira:

1
(@) =(sy) e s=1 y=to (t#0,5#0),
onde (x,t) e (s,y) sdo as coordenadas das duas referidas cdpias.

Por definicao, o divisor excepcional de C2 ¢ E c C? dado por {z = 0}
(resp. {y = 0}) nas coordenadas (z,t) (resp. (s,y)). Assim, F estd bem definido
e ¢ isomorfo a CP (1).

A aplicacio de “blow-up” m : C2 — C2 é dada por 7(z,t) = (z,tz) e
7(s,y) = (sy,y). Além disso, ela é tal que:

- 7710,0) = E;
~ 7:C2\ E — C2\ {(0,0)} ¢ um difeomorfismo holomorfo:
— m é prépria (i.e. a pré-imagem de um compacto é também compacta).
Agora vamos definir o “blow-up” de uma variedade complexa M de
dimensao 2 em um ponto p € M. Considere a carta coordenada local
¢ : U — W C C? em uma vizinhanga U de p, tal que ¥(p) = (0,0).

Seja W= 71 (W), onde 7 é a aplicagao de “blow-up”. Seja M’ a uniao

disjunta de M \ {p} com W, e considere a seguinte relacio de equivaléncia

G~ q <= q €U\ {p}, %GW\E e qr=m"(¢(q)) -
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O “blow-up” M de M em p é o quociente M’/ ~. Observe que M
é, de fato uma variedade complexa suave, ja que W é uma variedade e
7l ot : U\ {p} — W\ E é um difeomorfismo holomorfo.

Similarmente, existe uma aplicacao de “blow-up” de M em M (que
também serd denotada por 7) que é prépria e 7 '(p) = E. Além disso,
T M \ £ — M\ {p} é um difeomorfismo holomorfo.

O “blow-up” de uma folheacao ou de um campo vetorial também pode
ser definido de maneira natural. Seja X = F % + Ga% um campo vetorial
em C?, onde F e G sdo fungoes holomorfas (ndo necessariamente polinomiais).
Suponha que (0, 0) é uma singularidade isolada de X de ordem & (k é o minimo
entre as ordens de F' e G em (0,0)).

Seja F'=> >, F,,e G=>,G,, onde I, e G, sdo as componentes
homogéneas de grau n das séries de Taylor de F' e G, respectivamente.

Usando a aplicagao de “blow-up” 7 : C2\ E — C2\ {(0,0)} nas
coordenadas (z,t), mais precisamente, 7(z,t) = (z,tz) (z # 0), definimos
™ X.

¥ 1 0 " Fp(1,t) + a" T (Fa (1, 1) + 2 Fpa(1,6) + )
X — .
—t/x 1/x " Gr(1,t) + 2" (Grga (1, 1) + 2Grga(1,8) + -+ )

Denotando f(z,t) por (Fri1(1,t) + xFpa(1,t) + --) e g(z,t) por
(Gr1(1,t) + 2Grio(1,t) + --+), a equagdo acima ¢é dada, equivalentemente

por

0 0
X = 2 [F (1, ) +a f(x,1)] a—+xk_1[—tFk(1,t)—xtf(x,t)—l—Gk(l,t)+xg(a:,t)] 5
x
(2-4)
Observe que este campo vetorial admite uma extensao holomorfa X ao

x

divisor excepcional E ({x = 0}). Assim, Xéo“ blow-up” de X no ponto
singular (0,0). Adicionalmente, se k > 2 entao X é singular em todo ponto de
E. Similarmente, o “blow-up” da folheagao F associada a X é a folheacao F
associada a X.

O comportamento de F (e de X) em uma vizinhanca de E é significati-
vamente diferente dependendo se G (1,t) — tFy(1,t) é identicamente nulo ou

nao. Analizaremos os dois casos separadamente.

— Se Gi(1,t) — tF,(1,t) nao for identicamente nulo

Dividindo a Equagao (2=4) por 2*~!, a folheagao permanece inalterada e

F |@2\ » € simplesmente

P (L 0) 4 (0, 0] -+ (1) =2t )+ Ga(1, )+, 0)] 5
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Assim, as singularidades de F em E sdo dadas por Gr(1,t)—tFy(1,t) =0,

e F ({x = 0}) é invariante pela folheagao.

— Se Gi(1,t) — tFj(1,t) = 0 (equivalentemente, se Fj,(z,y)Z + Gy(z, y)a%

¢ um maultiplo do campo vetorial radial xa% + ya%)

Neste caso, podemos dividir (2=4]) por z*, obtendo:

[Fol(L, 1) + 2 (2, 1)] =+ [—tf () + glo,8)] =

ox ot
Logo,
ﬁy —F(1t)2+[—tF (1,t) + G (w)]2
FE — k 9 ax k+1 9 k+1 9 at .

Observe que Fi(1,t) ndo é identidamente nulo, pois se fosse, entao
Gr(1,t) = 0 e (0,0) nao seria uma singularidade de ordem k conforme
suptinhamos. Assim, o divisor excepcional E nao é preservado por F , €

as singularidades de F talvez nio estejam contidas em F.

As folhas de F sio transversas a E e sio projetadas por m em curvas
passando por (0, 0) que sdo invariantes por F. Como 7 é uma aplicagao propria,
a projecao é um conjunto analitico (os zeros comuns de um nimenro finito de
fungdes holomorfas). Uma curva analitica invariante pela folheagao, contendo
a singularidade de F é chamada separatriz de F. Uma singularidade com

infinitas separatrizes é chamada dicritica.
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