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Apêndice:

Começamos com alguns conceitos algébricos usados extensivamente. Seja R

um anel comutativo e M um módulo sobre R. Dizemos que M é gerado

pelos geradores m1, . . . , mi, . . . ... se qualquer elemento m ∈ M se escreve

como uma combinação linear finita dos geradores com coeficientes em R,

m =
∑
i

εi ·mi, εi ∈ R e denotamos M = 〈m1, · · · ,mi, · · ·〉R.

Quando as somas são finitas dizemos que o módulo é finitamente gerado. O

anel R é um módulo sobre si mesmo e os ideais de um anel R são os sub-anéis

de R que são também R-módulos. Vamos usar com freqüência o resultado a

seguir.

Lema (Nakayama):

Seja R um anel comutativo com identidade. Seja I um ideal em R tal que 1+z

é invert́ıvel para qualquer z ∈ I. Sejam A,B submódulos de algum R-módulo

M e suponha que A é finitamente gerado sobre R. Então a inclusão A ⊆ B+IA

implica A ⊆ B.

Demonstração:

Seja A = {a1, . . . , an}R. Como A ⊆ B + IA, cada gerador de A se escreve

como ai = bi +
n∑

j=1

zi,jaj, para elementos bi ∈ B e zi,j ∈ I. Em forma matricial,

as equações se escrevem como (I − Z)a = b, onde I é a identidade n× n, Z é

a matriz com entradas zi,j, a e B são vetores com n coordenadas.

A matriz I − Z é invert́ıvel, já que seu determinante é da forma 1 − z, z ∈ I

(lembre que I é um ideal). O sistema tem solução (única) dada pela regra de

Cramer, que mostra explicitamente que cada ai é uma soma de monômios da

forma b ou zb, onde b ∈ {b1, . . . , bn} e z ∈ I. Assim, ai ∈ B para todo i,

provando A ⊆ B. ¥

Várias construções nesse texto são ações de grupos. Seja G um grupo com

identidade e, e S um conjunto. Uma ação de G sobre S é uma função

A : G× S → S, (g, s) 7→ A(g, s) tal que

A(e, s) = s,∀s ∈ S,

A(g1 ∗ g2, s) = A(g1, A(g2, s)), ∀g1, g2 ∈ G, ∀s ∈ S.

Dado um elemento s ∈ S e uma ação A : G×S → S, a órbita por s é o conjunto

de elementos de S da forma A(g, s), para algum g ∈ G. É fácil ver que a relação

’pertencer à mesma órbita’ é reflexiva, simétrica e transitiva: assim, uma ação

induz uma relação de equivalência em S, que fica particionado pelas órbitas.
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