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Apéndice:

Comecamos com alguns conceitos algébricos usados extensivamente. Seja R
um anel comutativo e M um moédulo sobre R. Dizemos que M é gerado
pelos geradores my,...,m;,...... se qualquer elemento m € M se escreve
como uma combinagao linear finita dos geradores com coeficientes em R,
m =Yg -my, & € R edenotamos M = (my,--- ,my,---)R.

Quanéo as somas sao finitas dizemos que o moédulo é finitamente gerado. O
anel R é um modulo sobre si mesmo e os ideats de um anel R sao os sub-anéis
de R que sao também R-moddulos. Vamos usar com freqiiéncia o resultado a

seguir.

Lema (Nakayama):

Seja R um anel comutativo com identidade. Seja I um ideal em R tal que 14z
é invertivel para qualquer z € I. Sejam A, B submédulos de algum R-mdédulo
M e suponha que A é finitamente gerado sobre R. Entao a inclusao A C B+1A
implica A C B.

Demonstragao:
Seja A = {ay,...,a,}R. Como A C B + I A, cada gerador de A se escreve

n

como a; = b; + > z; ja;j, para elementos b; € B e z; ; € I. Em forma matricial,
i=1

as equagoes se escrevem como (I — Z)a = b, onde I é a identidade n x n, Z é

a matriz com entradas z; ;, a e B sao vetores com n coordenadas.

A matriz I — Z é invertivel, ja que seu determinante é da forma 1 — z,2z € [
(lembre que I é um ideal). O sistema tem soluc¢ao (tinica) dada pela regra de
Cramer, que mostra explicitamente que cada a; é uma soma de monémios da
forma b ou zb, onde b € {by,...,b,} e z € I. Assim, a; € B para todo 1,
provando A C B. i

Vérias construcoes nesse texto sao acoes de grupos. Seja G um grupo com
identidade e, e S um conjunto. Uma ac¢ao de G sobre S é uma fungao
A:GxS— 8, (g,8) — A(g,s) tal que

Ale,s) = s,Vs € S,

A(gy * g2, ) = Alg1, A(ge, 9)), Vg1,92 € G, Vs € S.

Dado um elemento s € S euma acao A : GxS — S, a drbita por s é o conjunto
de elementos de S da forma A(g, s), para algum g € G. E f4cil ver que a relacao
‘pertencer a mesma érbita’ é reflexiva, simétrica e transitiva: assim, uma acao

induz uma relacdo de equivaléncia em S, que fica particionado pelas érbitas.
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