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5
Instrumental e Metodologia Aplicada a Analise de
Investimentos

5.1
Introducgao

Atualmente o método mais difundido e aplicado para a andlise de
investimentos corporativos ¢ o Valor Presente Liquido (VPL). Segundo esta
metodologia, o valor de um determinado projeto pode ser determinado
calculando-se a diferenca entre o valor presente dos ganhos e o valor presente dos
custos desse projeto. O investimento ¢ considerado viavel sempre que o VPL for

maior do que zero.

Segundo Dixit & Pindyck [35], o VPL pode ser considerado um método
ortodoxo, excessivamente rigido para o ambiente corporativo. Isso porque este
método sugere que o investimento deva ser realizado agora ou nunca, ignorando
os beneficios da espera por novas informacgdes. Implicitamente, o VPL presume
que o gerenciamento de projetos € passivo, ou seja, que todas as decisdes sdo
inexoravelmente levadas adiante, como se o investidor ndo dispusesse de

flexibilidade para rever os planos originais.

Entretanto, a realidade enfrentada pelo mundo corporativo ¢ essencialmente
diferente. Em um ambiente cercado de incertezas e interagdes competitivas, os
fluxos de caixa efetivamente realizados apresentardo grandes chances de serem
diferentes daqueles tracados por meio dos instrumentos tradicionais. Com o
transcorrer do tempo as incertezas vao sendo desfeitas, especialmente pelo
surgimento de novas informagdes indisponiveis no momento da andlise.
Concomitantemente, podem vir a luz uma série de alternativas que permitirdo a

revisao e o afastamento em relagdo as estratégias originalmente estabelecidas.

Segundo Dixit & Pindyck [35], a maioria das decisdes de investimento tém
em comum trés caracteristicas importantes: a sua irreversibilidade, a incerteza

sobre os ganhos futuros, e a liberdade de acdo no tempo. O fato é que a teoria
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ortodoxa ndo reconhece estas caracteristicas. No entanto, ¢ justamente a interacao

entre elas que determina a regra 6tima para o investimento.

Note que a empresa que possui uma oportunidade de investimento, na
verdade, possui uma op¢do semelhante a uma opg¢ao financeira, pois a empresa
tem o direito, mas nao a obrigacao de realizar esse investimento. Uma vez que o
investimento ¢ realizado, considera-se que a “opcdo de investir” foi exercida.
Entretanto, ao exercer esta opcdo, a empresa também estard anulando qualquer
possibilidade de espera, o que a impossibilita de agir no sentido de reverter uma
situacdo desfavoravel no futuro. Sendo assim, note que o exercicio da opcao
implica em um custo de oportunidade para a empresa, o qual deve ser incluido

junto aos custos de investimento no projeto.

Desta forma, a regra convencional do VPL deve ser modificada para que o
valor da op¢do seja percebido, ou seja, o novo VPL deve sinalizar que o
investimento ¢ 6timo quando o valor presente dos ganhos for maior que o valor
presente dos custos, incluindo o custo de oportunidade por abrir mao dos
beneficios da espera. Este novo valor ¢ denominado VPL Expandido, o qual reune
o valor do VPL tradicional, ou VPL passivo, ¢ o valor das op¢des operacionais e

estratégicas resultantes do gerenciamento dindmico do projeto.

Cabe ressaltar que as opgdes de investimento podem ser bastante valiosas.
Muitas empresas atribuem grande parte do seu valor de mercado as suas opdes de
investir e crescer no futuro. Estas opgdes, por serem baseadas em ativos reais, sao
conhecidas como opgdes reais. De acordo com Trigeorgis [36], pode-se dizer que
o problema da orcamentacao de capital, ou da decisdo de investimento, na verdade

¢ composto por um conjunto de opgdes reais.

Na proxima se¢do mostrar-se-4 como a Teoria das Opgdes Reais vem sendo
empregada nos mais diversos setores da economia mundial. Apesar de bastante
difundida no meio académico, pode-se dizer que o uso desta teoria ainda ¢ restrito

na pratica da orcamentacao de capital.

Ainda na proxima se¢do, também sera estabelecida uma analogia entre uma
op¢ao financeira e a oportunidade que o Mecanismo de Desenvolvimento Limpo
propicia a determinados projetos. Considera-se que tais projetos possuem O

direito, mas ndo o dever, de se registrar no Comité Executivo e usufruir os
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beneficios provenientes da venda das RCEs. Uma vez que os custos de registro
sdo irreversiveis, que o preco do crédito de carbono ¢ aleatorio, e que existe
liberdade de decisdo no tempo, ou seja, a decisdo de registrar o projeto ndo ¢ do
tipo “agora ou nunca”, entende-se que a Teoria das Opgdes Reais € a metodologia

correta para se avaliar esta oportunidade.

5.2
Aplicagoes da Teoria das Opgdes Reais

O termo opgoes reais foi inicialmente empregado em 1977, pelo professor
Stewart C. Myers, com o objetivo de estabelecer uma analogia entre as opgdes de
compra sobre ativos financeiros e as oportunidades de investimento em ativos
reais [37]. Desta forma uma nova abordagem para a andlise de investimentos
estava sendo iniciada. Esta abordagem foi denominada de Teoria das Opgdes

Reais.

Em 1979, o brasileiro Octavio A. F. Tourinho foi pioneiro ao mostrar que
reservas de recursos naturais poderiam ser entendidas e avaliadas empregando-se
a Teoria das Opgdes Reais [38]. Desde entdo, diversos trabalhos tém sido

desenvolvidos nesta area.

Dentre os primeiros trabalhos que aplicaram a Teoria das Opg¢des Reais
(TOR) para avaliar reservas de recursos naturais, destaca-se o trabalho de Brennan
& Schwartz [39]. Neste trabalho a TOR foi empregada para avaliar uma mina de
cobre cuja exploracdo poderia ser ativada, suspensa, ou abandonada
definitivamente pelo investidor. Nesta analise, as decisdes do gerente se baseavam
nas informag¢des de mercado sobre o prego do cobre, o qual foi considerado
estocastico. Concluiu-se que a flexibilidade operacional embutida neste projeto

aumentou o seu valor de mercado.

Na industria do Petroleo, destaca-se o trabalho pioneiro de Siegel et. al.
[40], o qual utilizou a TOR para avaliar o valor de reservas de Petroleo ainda ndo
desenvolvidas. Neste trabalho considerou-se que o ativo objeto da opgao real seria
representado pelo valor da reserva ja desenvolvida, o qual foi considerado
aleatorio. Dependendo da evolugdo do valor da reserva ao longo do tempo, a

opecao real deveria ser exercida.
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Ainda na indutstria do Petréleo, também merecem destaque as recentes
contribui¢cdes de Dias [17][41][42]. Com o objetivo de estabelecer um canal de
cooperagdo cientifica e de atualizagdo continua dos conhecimentos nesta area, seu
trabalho de mestrado [17] teve como um dos objetivos criar um website [41] sobre
a aplicacdo da TOR no setor de Petroleo. Ja4 em seu trabalho de doutorado, Dias
[42] estende a aplicacdo da TOR combinando-a com outras teorias, tais como a

teoria dos jogos e os métodos probabilisticos e de decisdo estatistica Bayesianas.

Apenas nos ultimos anos a aplicagdo da Teoria das Op¢des Reais comecou a
penetrar a industria da eletricidade. Dentre as suas principais aplicagdes ao setor

elétrico brasileiro, destacam-se os trabalhos de Castro [43] e Gomes [44].

Em seu trabalho de mestrado, Castro [43] utilizou a Teoria das Opg¢des
Reais para avaliar uma unidade de gerag¢do termelétrica flexivel, ou seja, que
possui apenas uma parte da sua capacidade instalada despachada pelo Operador
Nacional do Sistema Elétrico. Desta forma, foi considerado que a operagdo da
parte flexivel deste tipo de usina ¢ um direito, mas ndo um dever a ser cumprido.
Esta consideracdao faz com que, ao longo do periodo de estudo, o empreendedor

detenha uma opg¢ao para suspender temporariamente a operagao da usina.

Dando enfoque ao problema da expansao do setor elétrico brasileiro, Gomes
[44] tratou a dindmica de investimentos privados em geracdo termelétrica
utilizando a Teoria das Opg¢des Reais. Para tanto, foi considerado que o
planejamento da expansdo termelétrica deveria levar em consideracdo trés tipos de
incertezas: a incerteza exdgena na expansdao da oferta de empreendimentos
termelétricos, a incerteza na demanda destes empreendimentos, € a interagdo entre

os agentes do setor.

Trabalhos mais recentes, como os de Kumbaroglu el. al. [45] e Siddiqui et. al.
[46], aplicam a Teoria das Opg¢des Reais para avaliar investimentos na geragao de
energia elétrica com base nas fontes renovaveis, tais como as fontes edlicas,

geotérmicas, solares, entre outras.

Em Kumbaroglu el. al. [45], é desenvolvido um modelo para verificar o potencial
de difusdo das tecnologias renovaveis dentro da expansdo do setor elétrico turco.
Para tanto, o modelo acopla as curvas de aprendizagem (learning curve) desses

investimentos a uma formula¢do dindmica do problema, onde tanto o preco da
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energia elétrica quanto o preco dos combustiveis fosseis sdo considerados

incertos.

J& no trabalho de Siddiqui et. al. [46], utiliza-se a TOR para analisar os beneficios
do programa estabelecido pelo governo norte americano para a pesquisa €
desenvolvimento das tecnologias renovaveis. Argumenta-se que o método
usualmente empregado nestas andlises realiza uma previsdo deterministica dos
custos e da performance dos combustiveis renovaveis e ndo renovaveis. Esta
abordagem ¢ considerada inadequada, pois desconsidera as incertezas existentes
sobre os pregos desses combustiveis, e, conseqlientemente, também desconsidera
a op¢ao de desenvolver as tecnologias renovaveis quando os custos das

tecnologias ndo renovaveis aumentarem.

Mais recentemente, a TOR comegou a ser empregada no recém criado mercado de
carbono. Até o momento, as principais aplicagdes t€ém se concentrado nas
atividades de florestamento e reflorestamento. Por exemplo, em Baran [12], a
TOR foi utilizada para determinar o melhor momento para o corte de uma floresta
de eucaliptos, levando em consideracdo o fluxo de receita adicional proveniente

da venda dos créditos de carbono.

Neste trabalho a Teoria das Opgodes Reais sera utilizada para se estimar o valor
incremental do mercado de carbono para determinados empreendimentos de
geracdo de energia elétrica no Brasil. Para tanto, considerar-se-4 que este tipo de
empreendimento traz consigo a possibilidade do projeto ser registrado no Comité
Executivo e comercializar os créditos de carbono que venham a ser gerados pela
sua atividade. Todo o desenvolvimento ¢ realizado a luz das regras e leis

atualmente vigentes no setor elétrico brasileiro.

Para avaliar corretamente a flexibilidade gerencial anteriormente descrita, ¢
necessario perceber a sua forte analogia com as op¢des de compra disponiveis no
mercado financeiro. Neste caso, note que o valor presente da receita obtida a partir
da venda dos créditos de carbono pode ser entendido como o valor do ativo objeto
de uma opgdo financeira. Da mesma forma, os custos de transag¢do, necessarios
para que se efetue o registro do projeto no Comité Executivo, podem ser
entendidos como o seu preco de exercicio. Além disso, o prazo disponivel para
que o investidor registre o projeto MDL pode ser entendido como o tempo de vida

da op¢do financeira. Finalmente, a volatilidade do prego do crédito de carbono e
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os fluxos anuais provenientes da sua venda podem ser entendidos,
respectivamente, como a volatilidade e o dividendo do ativo objeto da opg¢ao
financeira. A relagdo de analogia descrita anteriormente se encontra ilustrada na

Tabela 5.1.

Tabela 5.1 - Analogia entre uma Opc¢ao Financeira e a Op¢ao de Registrar

um Projeto MDL no Comité Executivo

OPGAO CALL REGISTRO DO PROJETO MDL
Preco da Acgéao Valor Presente da Venda das RCEs
Preco de Exercicio Custo de Transacgao
Tempo de Expiragao Prazo para Inicio do Processo de Registro
Volatilidade do Prego da Acéo Volatilidade do Preco da RCE
Dividendo da Acéo Fluxo de Receita da Venda das RCEs

Uma ampla discussao sobre a influéncia que cada um destes fatores exerce
sobre o valor de uma opg¢do financeira pode ser encontrada no trabalho de Hull
[47]. Em Batista [48], esta mesma andlise ¢ realizada considerando a op¢ao de
expandir a produgdo de um campo de Petroleo ja desenvolvido. A produgao deste

campo pode ser expandida pelo inicio das atividades de até dois pogos adicionais.

Enfim, fica claro que as mesmas técnicas empregadas para se avaliar as
opgdes financeiras podem ser utilizadas para avaliar as opgdes sobre ativos reais.
Na proxima secdo, as técnicas mais difundidas para se avaliar as opgdes
financeiras serdo objeto de discussdo. Em particular, trés métodos serdo descritos
detalhadamente: o método da Arvore Binomial, o método de Grant, Vora &
Weeks, e o método de Longstaff & Schwartz (LSM), todos empregados neste
trabalho.

5.3
Métodos para a Avaliagao de Op¢cdes Financeiras

As opg¢des financeiras sdo geralmente classificadas de acordo com a sua
possibilidade de exercicio antecipado. Enquanto as opgdes européias s6 podem ser
exercidas na sua data de vencimento, as op¢des americanas podem ser exercidas
em qualquer momento até esse instante. Desde 1973, quando as opgdes de agdes

foram primeiramente negociadas em bolsa de valores, os mercados de opgdes
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cresceram significativamente, crescendo também a demanda por técnicas para

uma correta avaliacao do seu valor [47].

A avaliagdo de opcdes européias apresenta-se como uma tarefa bastante
simples quando comparada a avaliagdo de opgdes americanas. Uma vez que as
opgOes européias sO podem ser exercidas nas suas respectivas datas de
vencimento, apenas o conhecimento do prego final do ativo € necessario para que
as mesmas sejam avaliadas. Em 1973, Black & Scholes [49] desenvolveram uma
solugdo analitica para a avaliagdo de opg¢des de compra do tipo européia.
Entretanto, para a maioria das op¢des financeiras de natureza mais complexa, por
exemplo, para as opgdes americanas, solu¢des analiticas ainda nao existem ou
ainda ndo foram desenvolvidas. Neste contexto, o desenvolvimento de técnicas
para a avaliacdo destes derivativos tem ganhado grandes propor¢des nas ultimas

décadas.

Dentre os primeiros modelos desenvolvidos para a avaliacdo de opgdes
americanas, destaca-se o modelo binomial de Cox, Ross & Rubinstein [50]. A
grande vantagem deste modelo ¢ a sua capacidade em avaliar a possibilidade de
exercicio antecipado das op¢des americanas, fornecendo uma boa aproximagao do
seu valor. O maior problema do modelo binomial, assim como o de muitos outros
métodos numéricos, reside na hipdtese de que o preco do ativo objeto € o Unico
fator a ser considerado aleatdrio na analise. Segundo Stentoft [51], esta ndo ¢ uma
suposicdo valida, entretanto, sabe-se que a solugdo do problema se torna
computacionalmente inviavel a medida que cresce o numero de fatores
estocasticos considerados. No modelo binomial, isso ocorre porque a dimensao do
problema cresce exponencialmente com o numero destes fatores. Esta

caracteristica ¢ conhecida como a maldi¢do da dimensionalidade.

Ainda na década de 70, a utilizagdo de técnicas de simulagdo para avaliar
opcdes financeiras surgiu como uma alternativa a utilizagdo do método binomial
(vide Boyle [52]). Essas técnicas ganharam popularidade devido a caracteristicas
como flexibilidade, transparéncia e simplicidade do processo, tornando o processo
de avaliagdo independente da quantidade de varidveis de estado e dos respectivos
processos estocdsticos empregados. Além disso, do ponto de vista pratico, a
simulagdo permite o uso da computacdo em paralelo, possibilitando ganhos de

eficiéncia e desempenho [53].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220978/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0220978/CA

87

Entretanto, apesar de todas as vantagens das técnicas de simulagao,
inicialmente acreditava-se que seria impossivel, do ponto de vista computacional,
empregé-las para avaliar op¢des Americanas (vide Hull [47]). O problema teria
origem na incapacidade destes métodos em determinar o instante 6timo para o
exercicio do derivativo, o qual poderia ser anterior a sua maturidade. Nestes casos,
acreditava-se que os modelos de simulagdo, por serem inerentemente do tipo
forward, ndo comportariam um modelo de programagdo dinamica para a
determinagdo da estratégia o6tima de exercicio antecipado, o qual é considerado

backward por natureza.

Uma das primeiras propostas para a avaliagdo de op¢des americanas usando
técnicas de simulagdo foi realizada por Tilley [54]. Tilley apresenta um algoritmo
de simula¢do que imita o método da arvore binomial padrdo. Posteriormente,
Brodie & Glasserman [55] também utilizaram a simulagdo para avaliar opgdes
Americanas, porém, a sua abordagem se mostrou ainda mais proxima do método

binomial.

Finalmente, em 1996, Grant, Vora & Weeks [56] desenvolveram um dos
primeiros métodos capaz de avaliar op¢des americanas combinando as técnicas de
simulacdo de Monte Carlo e de programagao dindmica. O método baseia-se na
determinag¢do de um conjunto de pontos, distribuidos ao longo da vida da opgao,
sobre os quais ¢ indiferente para o investidor exercer a op¢do imediatamente ou
esperar até o proximo instante para tomar a sua decisdo. A unido destes pontos
define a curva de gatilho do derivativo, a qual ¢ empregada como regra dtima para
o exercicio antecipado da op¢do. A vantagem deste algoritmo ¢ que ele trabalha
independentemente do numero de dimensdes do problema, de forma que a curva
de gatilho tem sempre a mesma dimensao do derivativo o qual se pretende avaliar.
Além disso, este método € geral e aplicavel a diferentes tipos de opgdes, tais como
opgdes sobre vdarios ativos ou com vdrios parametros estocdsticos. A grande

desvantagem deste método ¢ o seu alto custo computacional.

Outra classe de métodos empregada para a avaliacdo de opgdes americanas
combina as técnicas de simulagdo, regressdo e programacdo dindmica para
aproximar os resultados. Em 2001, Longstaff & Schwartz [57] propuseram um
algoritmo que utiliza 0 método dos minimos quadrados para realizar regressdes

cross-sectional sobre trajetorias simuladas para o preco do ativo. O objetivo deste


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220978/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0220978/CA

88

algoritmo ¢ estimar o valor de continuagdo do derivativo, ou seja, o valor esperado
condicional de manter a op¢do viva até o proximo ponto de exercicio antecipado.
Assim como o método de Grant, Vora & Weeks, o método proposto por Longstaff
& Schwartz permite avaliar op¢des de diferentes tipos, envolvendo diferentes
processos estocasticos ou com diferentes dimensdes, porém, cabe ressaltar que a
principal vantagem deste método ¢ o seu baixo custo computacional quando

comparado a outros métodos envolvendo simulagao.

Nas proximas se¢des o método binomial, o método de Grant, Vora &
Weeks, e o método de Longstaff & Schwartz serdo descritos detalhadamente.
Neste trabalho, estes métodos serdo empregados para avaliar a oportunidade que
os projetos de geracdo de energia elétrica desenvolvidos no Brasil possuem para
produzir e comercializar RCEs no ambito do Mecanismo de Desenvolvimento

Limpo do Protocolo de Quioto.

5.31
Modelo Binomial

Segundo Stentoft [51], dentre os modelos binomiais empregados para a
avaliacdo de opgdes financeiras, o modelo proposto por Cox, Ross & Rubistein ¢
considerado o mais famoso e utilizado pela literatura especializada. O principio
basico deste modelo consiste em discretizar o processo estocastico utilizado por
Black & Scholes [49] para, posteriormente, empregar a técnica de programacao

dindmica a fim de determinar o valor da op¢ao.

Para cada intervalo de tempo A¢, considera-se que o preco do ativo
financeiro (S) esta sujeito a apenas dois tipos variagdes: uma variagao positiva de

intensidade u, ou seja, S,,,, =S,.u onde u > 1, ou uma variagdo negativa de

t+At

intensidade d, ou seja, S,,,, =S,.d onde d < 1. Uma arvore binomial de apenas

um passo se encontra ilustrada na Figura 5.1.
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Figura 5.1 — Ilustracio de uma Arvore Binomial de um Passo

De acordo com a Figura 5.1 uma determinada probabilidade q ¢ associada a uma
variagdo positiva no prego do ativo financeiro. Analogamente, uma probabilidade
1-q ¢ associada a uma variagdo negativa do mesmo. Segundo Cox, Ross &
Rubinstein, este método converge para a solu¢ao encontrada por Black & Scholes
desde que a equacdo do movimento geométrico browniano seja representada
como o limite continuo de um caminho aleatério em tempo discreto, ou seja,

fazendo-se com que At — 0.

No instante t+ At, o valor esperado e a variancia do preco do ativo podem ser

determinados, respectivamente, pelas seguintes equacdes (vide Hull [47]):

E[S,,0]=8,.e™ 5.1)

VarlS,,, =S, ™ [e"zm - IJ (5.2)

t

onde r representa a taxa de retorno esperada do ativo e ¢ representa a volatilidade
do valor de S. A partir das equagdes 5.1 € 5.2 € possivel determinar os parametros
u, d e q necessarios para a utilizagdo do modelo binomial de Cox, Ross &
Rubistein. De acordo com o ilustrado na Figura 5.1, nota-se que o retorno

esperado (E[R]) do ativo financeiro pode ser calculado da seguinte forma:

E[R]=q(u—-1)+(1-q)(d-1)

ou seja,
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E[R]=q(u-d)+d-1 (5.3)

Sabendo-se que:

E[S,, . ]=S.[1+ER)] (5.4)
e substituindo a equagdo 5.3 na equagdo 5.4, o seguinte resultado ¢ encontrado:

E[S, . ]=S.(1+qu-d)+d-1) (5.5)

Uma vez que os resultados do método binomial convergem para a solugao
de Black & Scholes a medida que Af — 0, os resultados das equagdes 5.1 e 5.5

podem ser igualados de tal forma que:
S,.e™ =S (I+qu-d)+d-1)

Rearranjando os termos desta equacao o seguinte resultado ¢ obtido:

(5.6)

O resultado encontrado especifica o valor da probabilidade neutra ao risco
associada a uma variagdo positiva no prego do ativo financeiro. A probabilidade
associada a uma variagdo negativa ¢ dada por (1-q). Empregando-se um raciocinio
analogo ao anterior, também ¢ possivel determinar os parametros de intensidade
(u e d) da variagdo sofrida pelo preco. Para tanto, trabalhar-se-4 com a
determinagio da variancia do retorno do ativo (V[R]), ou seja:

V[R]=E[R -ER)[ (5.7)

A partir do ilustrado na Figura 5.1, esta equacdo pode ser reescrita da

seguinte forma:
V[R]=q[(u-1)-E®)] +(1-g[d-1)-E®R)] (5.8)
Substituindo-se a equagdo 5.3 na equagio 5.8 tem-se que:
V[R]=qfu-1)-(qu-qd+d-1)F +(1-q[d-1)-(qu-qd+d—1)f

Desenvolvendo algebricamente esta equacdo o seguinte resultado ¢

encontrado:

V[R]= q1-q)(u* +d* —2.u.d) (5.9)
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ou seja, a variancia do retorno do ativo pode ser expressa somente em funcao dos
parametros u, d e q. Uma vez que a equacdo 5.6 especifica o parametro q, a

mesma pode ser substituida na equacdo 5.9 chegando-se ao seguinte resultado:
V[R]=(u+d)e™ —e>* ~1 (5.10)

2.r.At

Expandindo em Taylor os termos €™ e e¢***, e considerando que At" =0

quando n > 1, a equacdo 5.10 pode ser escrita da seguinte forma:
V[R]=(u+d)(1+r.At)-1-2.rAt-1 (5.11)

Cabe ressaltar que Cox, Ross & Rubistein consideram o fator d igual ao
inverso do fator u, ou seja, d=1/u. Sendo assim, ¢ possivel mostrar que

u=e" ¢ d=e™ satisfazem as premissas do processo estocastico utilizado
por Black & Scholes. Expandindo em Taylor os termos u e d propostos

anteriormente, tem-se que:

2

u=eo'™ ;1+0.\/E+02'At (5.12)
2

d=e°™ ;1—6.\/5#’2“ (5.13)

Substituindo as equacgdes 5.12 e 5.13 em 5.11, chega-se ao seguinte

resultado:
V[R]=0c" At (5.14)

O resultado da equagdo 5.14 representa a variancia do retorno de um ativo
que segue 0 mesmo processo estocdstico originalmente empregado por Black &
Scholes [49], ou seja, o Movimento Geométrico Browniano (vide se¢do 5.4.1).

Este resultado corrobora com os valores de u, d e q considerados anteriormente.

A partir de um intervalo At=T/D, onde T representa o tempo até o
vencimento da opg¢do, e D representa o nimero de divisdes deste horizonte,
entende-se que a simulagao de precos representada pela arvore binomial converge
para o Movimento Geométrico Browniano a medida que D — . Para determinar
o valor de uma opc¢ao financeira do tipo americana, uma rotina de programacao
dindmica ¢ iniciada a partir da sua data de vencimento. Neste instante, o valor de

uma op¢ao de compra deve ser estabelecido por meio da seguinte equagao:
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Ci(Sh) = max(SE —X,0)) v i (5.15)
onde i representa o nimero de pregos (ou nos) finais da arvore, T representa a

maturidade da opcao e X representa o preco de exercicio da opgao.

Para cada nd intermediario representado no instante t =T — At, o valor da
op¢ao deve ser obtido comparando-se o valor de exercicio imediato (It) com o
valor de continuacao da opcao (Ft ), ou seja, o valor de manter a opgao viva até o

proximo instante. A equagao 5.16 representa esta comparagao.

Ci(Sh) = max{l,, '} V i (5.16)
onde

I' = max(8! - X,0) (5.17)

e

F, =e™*(q.C,.p (uS))+(1-q)C,., (a5}) (5.18)

Trabalhando-se recursivamente até o instante t=0, o valor da opgao ¢
determinado empregando-se 0 mesmo raciocinio descrito anteriormente para os

demais nos representados pela arvore binomial.

Cabe destacar que algumas variagdes deste modelo utilizam valores diferentes
para os parametros u, d e q. Alguns exemplos sd@o os modelos de Jarrrow e Rudd,
Hull e White e Trigeorgis. Neste trabalho, ¢ importante observar que os resultados
obtidos pela aplicacdo do modelo de Cox, Ross & Rubistein serdo utilizados como
benchmark para testar a eficiéncia de outros métodos numéricos empregados para
a solucao do problema proposto. Na proxima se¢ao o método de Grant, Vora &

Weeks sera descrito detalhadamente.

5.3.2
Método de Grant, Vora & Weeks (GVW)

Em 1996, Grant, Vora & Weeks [56] propuseram um método capaz de
avaliar um derivativo americano empregando as técnicas de Programagio
Dinamica e de Simulacdo de Monte Carlo (SMC). Até entdo, acreditava-se que
ndo seria possivel a utilizacdo conjunta dessas técnicas, visto que a SMC se

caracteriza por movimentos forward, enquanto que a Programacdo Dindmica se
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caracteriza por movimentos backward. A utilizagdo conjunta dessas técnicas foi
considerada um dos principais méritos do trabalho de Grant, Vora & Weeks

(GVW).

O principio basico deste método consiste em identificar, para cada instante
anterior ao vencimento da opg¢ao, o prego critico do seu ativo objeto, ou seja, o
preco no qual o investidor ¢ indiferente entre exercer ou ndo a op¢ao naquele
momento. Uma vez conhecidos estes valores, argumenta-se que o derivativo
americano pode ser avaliado da mesma forma que um derivativo europeu, ou seja,
calculando-se a média aritmética de valores previamente simulados. O conjunto
de pregos criticos definidos para uma opg¢ao de venda (PUT) e para uma opgao de

compra (CALL) do tipo americana se encontram ilustrados na Figura 5.2.

PUT CALL

Regiao de

Regido de 5 g # Exﬂrt:!l:jl:l
continuagao S antecipado

S, >5*

Regldo de
EXBIGIGIO
antecipado

S (prego da agdo)

S<S* et 5o

I'{,'m'pu I{;1t1T}L|

Figura 5.2 — Curvas de Gatilho de uma Opc¢ao de Venda (Put) e uma Opc¢ao
de Compra (Call) do Tipo Americana

Observando a Figura 5.2, nota-se que os pregos criticos (S:) definem um

limite entre duas regides: a regido de exercicio antecipado, onde exercer a opcao ¢
a decisdo 6tima, e a regido de continuagdo, onde a melhor op¢do € esperar até o
préoximo instante para tomar uma nova decisdo. A curva de indiferenga entre essas
regides ¢ denominada Fronteira de Exercicio Otimo, ou Curva de Gatilho do

derivativo.

Considere uma opg¢do americana de compra que possa ser exercida em

qualquer instante t € [0, T]. Além disso, considere X o preco de exercicio desta

opcdo. Segundo GVW, supondo que S, represente o pre¢o do ativo objeto no


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220978/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0220978/CA

94

instante t, o valor desta opcao (Ct ) pode ser determinado segundo a equacao 5.19

mostrada a seguir:

C,(S,.X)=max{L, . F, | (5.19)
onde

I, = max{S, —X,0} (5.20)

e

F, = ¢ ™ E,|C, (S0 X)] (5.21)

Esta equacdo ¢ similar a equagdo 5.16 definida na sec¢do anterior.
Novamente, o primeiro termo do operador de maximizagdo representa o valor do
exercicio imediato da op¢do, enquanto que o segundo termo representa o seu valor
de continuagdo. Cabe destacar que para determinar o valor de continuagdo pelo
método de GVW, ¢ necessario o conhecimento prévio de todos os pregos criticos

entre os instantes t € o vencimento da opgao.

Uma vez que o preco critico representa o prego para o qual o valor

intrinseco do derivativo € igual ao seu valor de continuacdo, ¢ possivel definir

uma condi¢io de contorno para S; igualando-se as equagdes 5.20 ¢ 5.21, ou seja:
S =X =e"E,[Cp.y (SL.u. X)] (5.22)

A partir desta equagdo, conclui-se que o valor de S* pode ser facilmente

determinado para a data de vencimento do derivativo. Note que, na maturidade, o
valor de continuagdo do derivativo ¢ igual a zero, pois ndo havera outra
oportunidade para o seu exercicio. Sendo assim, a equagdo 5.22 pode ser reescrita

da seguinte forma:
S:—X=0 (5.23)

ou seja, S; = X. Uma vez que a determinagdo de S, depende do conhecimento

prévio de todos os precos criticos nos instantes posteriores a t, GVW propdem que
a curva de gatilho seja determinada recursivamente, empregando-se a técnica de

Programag¢do Dinamica.
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O processo de otimizacao tem inicio no instante anterior ao vencimento da
opgdo, ou seja, em T-—At. O portador da op¢do de compra pode exercé-la
imediatamente ou manter a op¢ao “viva” até a sua maturidade. Empregando-se a

equacdo 5.19, o valor da opg¢do pode ser determinado da seguinte forma:
Croa (ST—At , X) = maX{IT—At e "By [CT (ST ) X)]}

e * y . .
O prego critico (ST_N) ¢ identificado encontrando-se o valor de S._,, que
. .~ . . , . . *
satisfaz a condi¢do 5.22. Assumindo que seja possivel identificar S;_,, a
otimizacdo continua identificando-se o valor de S;,, condicional ao
. * * , . . ,
conhecimento de S, , e S;. Por esta logica, o processo continua até a

determinagdo de S, .

Segundo a condigdo 5.22, determinar o valor de S, implica em determinar o

valor de continuagdo (F) associado ao instante t, entretanto, informagdes sobre

pregos futuros ainda ndo sdo conhecidas neste instante. Grant, Vora & Weeks

solucionam este problema empregando a técnica de Simulagao de Monte Carlo.

A SMC ¢ iniciada em T—-At, adotando-se como condi¢do inicial

* * . « e e *
S;: A =S;. Uma vez arbitrado um valor inicial para S; ,,, valores de S; sdo
simulados a fim de se determinar o valor de continuacdo da opg¢do. Caso a

condi¢do 5.22 ndo seja satisfeita, o valor de S;_,, deve ser incrementado e a SMC

repetida. Esta rotina deve ser realizada até que a condi¢do 5.22 seja atendida.

O processo de solug@o continua, recursivamente, ao longo da vida da opgao.
Uma vez determinada a curva de gatilho do derivativo, determina-se o valor da
opcao através de N simulacdes de Monte Carlo iniciadas em t = 0. Para tanto, ¢

considerado um prego inicial para ativo objeto (SO) dado pelo mercado. O

exercicio antecipado ocorre no primeiro instante em que o preco do ativo
ultrapassa a curva de gatilho. O valor final da op¢ao é entdo determinado através

da média dos valores obtidos para cada trajetéria simulada, ou seja,

L :
Comge Sy -X) v S! > S (5.24)
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Nesta equacdo, T representa o primeiro instante em que o prego simulado
ultrapassa a curva de gatilho. Caso isso ndo ocorra, entende-se que a decisdo
Otima serd nao exercer a op¢cao em momento algum. Com o objetivo de consolidar
o entendimento do método de GVW, a seguir o algoritmo ¢ descrito passo a passo,

de forma esquematica e ilustrativa (Figura 5.3):

Passo 1 - Discretizar a “vida” da op¢do em D partes iguais (At =T/ D). No

vencimento da opgdo, adota-se S; = X;

Passo 2 - No instante T — At adotar um valor inicial para S;_,, préximo ou

igual a S;. Realizar a SMC e, em seguida, calcular o valor de continuagio da

opcao através da equacdo 5.21.

Passo 3 - Verificar se a condigdo 5.22 ¢ satisfeita. Caso a condicdo seja

satisfeita, deve-se iniciar o proximo passo. Caso contrario, o valor inicialmente

adotado para S;_,, deve ser incrementado de AS, _,,, repetindo-se as SMC. Este

passo ¢ repetido até que a condicdo 5.22 seja satisfeita.

Passo 4 - Repetir os passos 2 e 3, recursivamente, para os demais instantes

prévios ao vencimento da opgao.

Passo 5: Uma vez determinada a curva de gatilho, novas SMC devem ser
realizadas a partir do prego de mercado do ativo objeto (SO). Finalmente, calcula-

se o valor da opcdo através da equacdo 5.24.

Conforme mencionado anteriormente, a determinacdo da curva de gatilho
para um derivativo americano faz com que o mesmo possa ser avaliado como um
derivativo europeu. Apesar de simples e eficiente, o método de GVW fornece
resultados bastante sensiveis em relacdo a determinados parametros, tais como o
nimero de trajetorias simuladas ou o numero de datas considerado para o

exercicio antecipado da opgao.

Em estudos especificos, Grant, Vora & Weeks [56] concluiram que 1000
trajetorias simuladas seriam suficientes para estimar um valor ndo tendencioso
para uma determinada op¢do de venda. Para a mesma opg¢do, resultados
satisfatorios foram obtidos quando a maturidade da opgao, igual a 6 meses, foi

dividida em um numero maior do que 12 intervalos. Neste trabalho ¢ realizada
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uma analise de convergéncia do método de GVW quando aplicado ao problema
proposto no Capitulo 6. Os resultados desta analise sdo apresentados na secdo
7.2.2 deste trabalho. Na préxima secdo o Método dos Minimos Quadrados,

desenvolvido por Longstaff & Schwartz, sera descrito detalhadamente.

S A S A
] 1
' 1
'
E !
.IS;. Sia ]
: g 1
1 2 T-246 T-At T ;empo ! 2 T T TAC T ?empo
Passo 1 Passo 2
S A S A
i : i H i H i
1 1 1 1 1 1
i : i H i \ i
SratASzy & Lo SRS
S & . i H i . 'S~
T-At ] 1 1 1 1 T
H H > : H H H . >
1 2 T-2at T-At T Tempo 1 2 T-2at T-At T Tempo
Passo 3 Passo 4
S A

1
1
H

T

1

:
1 2 T-2At T-At
Tempo

Passo 5

Figura 5.3 — Representacio Esquematica do Algoritmo de GVW

5.3.3
Método dos Minimos Quadrados (LSM)

Ap6s analisar o método binomial e o método de GVW, nota-se que a
decisdo de exercer antecipadamente uma op¢do americana se baseia,
principalmente, na comparagdo entre o valor intrinseco e o valor de continuagao
do derivativo. Conforme descrito nas segdes 5.3.1 e 5.3.2, determinar o valor

intrinseco de uma opg¢do pode ser considerado uma tarefa pouco complexa,
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entretanto, uma boa estimativa do valor de continuacao ¢ mais dificil de ser

obtida.

O método binomial considera que o preco do ativo objeto esta sujeito a
apenas dois tipos de variagdes, o que simplifica significativamente a determinagao
do valor de continuagdo (vide equacdo 5.18). Apesar de simples, argumenta-se
que este método ndo ¢ flexivel quanto a utilizagdo de diferentes processos

estocasticos.

M¢étodos numéricos que utilizam a SMC s3o considerados mais flexiveis
quando comparados ao método Binomial, porém, a contrapartida é a maior
dificuldade em se determinar o valor de continuagdo da opgao. Por exemplo,
aplicando o método de GVW, este processo demanda a realizacdo de um grande
nimero de SMC, o que faz com que a sua principal desvantagem seja o alto custo

computacional.

Neste sentido, Longstaff & Schwartz [57] propuseram uma metodologia que
reduz o custo computacional dos métodos de simulagdo. Comparando com o
método de GVW, a principal diferenga reside no calculo do valor de continuagao.
Enquanto GVW estimam este valor por meio de simulagdes, Longstaff &
Schwartz propdem que sejam realizadas regressdes utilizando informacgdes cross-
sectional sobre o preco do ativo financeiro. Este método ¢ denominado Least

Square Monte Carlo (Método dos Minimos Quadrados), ou, simplesmente, LSM.

O primeiro passo do método LSM consiste em definir um nimero finito de
datas onde ¢ possivel o exercicio antecipado da op¢ao. Desta forma, considerando
T o vencimento do derivativo, assume-se que a vida da opcdo pode ser dividida
em D intervalos iguais de tamanho At =T /D. Uma vez simuladas N trajetérias
para o preco do ativo objeto, Longstaff & Schwartz consideram que o valor de

continuagdo pode ser inicialmente definido por meio da seguinte equacao:

_ S (e ~
F(w,t)=Eq| e V(w,t,6T)3, (5.25)

tj=t+At

onde t representa um instante qualquer dentro do intervalo [O,T], W representa

uma das trajetorias simuladas, Q representa uma medida de probabilidade neutra

~

ao risco € J, representa o conjunto de informagdes disponiveis em t. Ainda na
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equagdo 5.25, ressalta-se que V(w,t j,t,T) representa o fluxo de caixa gerado pelo
exercicio da op¢do em qualquer instante t;>t. Uma vez que as opgdes

americanas podem ser exercidas apenas uma vez em cada trajetoéria w, cabe

ressaltar que, no maximo, existird um t; tal que V(w, t,t, T) >0.

Conforme mencionado anteriormente, Longstaff & Schwartz supdem que o
valor de continuagdo (F(w,t)) pode ser melhor estimado por meio de regressdes
cross-sectional sobre o prego do ativo financeiro. O algoritmo se sustenta na idéia
de que F(w,t) pode ser representado por meio de uma combinagdo linear de
fungdes base (B,), cujas constantes sio determinadas através de uma regressio
dos minimos quadrados. Este raciocinio € representado pela equagdo 5.26, onde S

representa o preco do ativo objeto da opgdo e a, representa a constante associada

a cada funcdo base B, .

F(w,t) = ialBl(S) (5.26)

Note que a equacdao 5.26 considera infinitos termos para o calculo de

F(w,t), entretanto, para fins praticos, essa consideracdo nao ¢ viavel
computacionalmente. Neste caso, o valor de F(w,t) deve ser aproximado

utilizando-se um niimero G < oo de fung¢des base, ou seja:
G
F(w,t) ~ Fy(w,t) =Y _aB,(S) (5.27)
1=0

A partir da equagdo 5.27 o método LSM estima o valor de F,(w,t)

regredindo os valores de continuagdo inicialmente calculados em relacdo as
funcdes base pré-definidas. Em um dado instante t, tal regressdo ¢ realizada
considerando apenas as trajetorias em que a op¢do se encontra in-the-money’,

pois somente para estas trajetorias a decisdo de exercicio antecipado € relevante.

Segundo Church [58], definindo F,(w,t) como um estimador de F,(w.t), o

% Diz-se que uma opgdo se encontra in-the-money quando proporciona ao seu titular um

fluxo de caixa positivo caso seja exercida imediatamente [47].
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mesmo pode ser considerado um estimador ndo tendencioso, entretanto, nada se

pode afirmar sobre o viés de F,(w,t) em relagdo ao valor verdadeiro de F(w,t).

Uma vez estimado o valor de continuacdo da opc¢ao, a decisdo de exercé-la
antecipadamente ¢ tomada comparando-se o seu valor intrinseco com o valor de
continuagdo estimado. Assim como no método Binomial ¢ de GVW, o processo

iterativo do método LSM ¢ recursivo (backwards). O valor da opgio (C, ) ¢

aproximado calculando-se a média aritmética da soma de todos os fluxos de caixa

V(w,t j,t,T) onde o exercicio da opgao ¢ 6timo, ou seja:

1 N T
Cro=— e V(w,t,0,T) (5.28)

NW:ltj:At

Em resumo, o algoritmo LSM pode ser descrito da seguinte forma:

Gera-se N trajetorias de precos correspondentes a um determinado processo
estocastico. Para cada instante t e trajetoria w simulada, os pregos da acdo

devem ser representados por meio da seguinte matriz:

s'(at) s'(2at) - S'(T)
S?(At) s*(2at) --- S*(T)

|SM(At) S;I(2At) SI.“(T)

ANxD

onde S"(t) representa o elemento dessa matriz correspondente a trajetoria w e

ao instante t.

Na data de vencimento, o valor intrinseco da op¢do deve ser calculado

empregando-se a seguinte equagao:
I} =max 8" (T)-X,0} vV w=1,2,3,---,N (5.29)
Considerando ©,,, a matriz de estratégias Otimas para o exercicio da opgao,

deve-se associar o valor 1 as trajetorias onde 17 foi maior do que zero. Caso

contrario, o valor associado deve ser nulo.

No instante t =T — At, deve-se calcular o valor de continuagdo inicial para a

opc¢ao empregando-se a equacdo 5.25, ou seja:
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T
Fw,t)=Eg| e v(w,t tT)3, | v w=1,2,3,-N
tj=t+At

O somatoério definido nesta equacdo deve ser realizado até o instante em que ¢é

6timo o exercicio da opgdo. Posteriormente, os valores de F(w,t) sdo utilizados
para definir o vetor Y,, onde M representa o nimero de trajetdrias em que a
op¢ao se encontra in-the-money.

F(1,t)
F(2,t)

t .

F(M, t)

5. Considerando f(S)=S" a fungdo base com a qual se determina o valor de

continuagdo da opg¢ao, ou seja:

F(w,t)=a, +2,,.8" (t)+ 2, (S (1)) +-++a (S (1) (5.30)
os coeficientes a,,a,,a,, -, a; podem ser estimados regredindo-se os termos

de F,(w,t) sobre os valores do vetor Y, pré-determinados, ou seja:

F(1,t) 18 O - 60

N B A S A 15l I

t

F(M,t) i .SM(t) M) - (M)

6. Em seguida, o valor da opcdo deve ser calculado empregando-se a equagdo 5.31

mostrada abaixo:
Cr =max{l, B, (w,t)} V w=1,2,3,--,N (5.31)

onde 15G (w,t) representa o valor de continuacao da opg¢do, o qual ¢ determinado
pela equagao 5.30.
7. Para cada trajetéria w onde o exercicio da opcdo ¢ Otimo, ou seja, onde
I > F,(w,t), o elemento correspondente da matriz de estratégias Otimas
(®an) deve ser preenchido com o valor 1. Caso contrario, o valor associado

deve ser nulo. Cabe ressaltar que em cada trajetoria simulada, devera existir


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220978/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0220978/CA

102

apenas um elemento da matriz ®, , com valor 1, uma vez que a opcdo sO

podera ser exercida uma vez em cada trajetoria. Além disso, note que a matriz

©,,, determina quais elementos serdo empregados no calculo de F(w,t),

conforme descrito no item 3, ou seja:

V(w,t,t,T)=0,, (s"(t;)-X) (5.32)
onde t; >t e ®  representa o elemento correspondente a linha w ¢ a coluna t;
da matriz O, .

Repete-se os passos 4, 5, 6 e 7, recursivamente até o instante t=At,

preenchendo todos os elementos da matriz O, .

9. O valor da op¢ao Americana deve ser estimado através da equacdo 5.28:

Cis = %ZN: e V(wt,0,T)

w=1 tj=At
onde V(w,t j,O,T) ¢ calculado segundo a equagdo 5.32.

De acordo com o apresentado nesta se¢do, para que uma opg¢ao financeira
possa ser devidamente avaliada, € necessario representar adequadamente a
dinamica do seu ativo objeto ao longo do tempo. Durante as ultimas décadas,
diversos processos estocasticos tém sido desenvolvidos com esta finalidade,
dentre os quais o Movimento Geométrico Browniano (MGB) merece lugar de

destaque®’.

Na préxima se¢ao uma pequena discussdo sobre processos estocasticos sera
iniciada. O objetivo € apresentar os principais conceitos que norteiam a defini¢do
dos processos utilizados neste trabalho para modelar o comportamento do preco

das RCEs. Cabe ressaltar que dois processos estocasticos serdo empregados com

*" No inicio da década de 1970, Fischer Black e Myron Scholes derivaram uma equagio
diferencial que deve ser satisfeita pelo prego de qualquer derivativo financeiro dependente de uma
acdo que ndo paga dividendos. Em seu trabalho, Black & Scholes consideram que o MGB seria

adequado para modelar o prego da agdo [49].
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esta finalidade: o MGB e o movimento de difusdo com saltos. Ambos os

processos também serdo discutidos na proxima se¢ao.

5.4
Processos Estocasticos

Segundo Dixit & Pindyck [35], um processo estocastico pode ser definido
como uma variavel que se desenvolve ao longo do tempo de maneira aleatdria e
imprevisivel. Como exemplo, uma vez que as suas realizacdes sao aleatorias, a
série temporal de precos de um ativo financeiro pode ser caracterizada como a

realizacdo de um processo estocastico.

Dentre os processos estocdsticos mais conhecidos, destaca-se o processo de
Markov [47]. Este € um tipo especifico de processo estocastico, no qual apenas o
valor corrente de uma variavel € relevante para se prever o seu valor futuro. Em
outras palavras, considera-se que o histdrico da varidvel estd totalmente contido

no valor presente da mesma.

Segundo Hull [47], a propriedade de Markov para o preco das acdes ¢
consistente com a forma fraca de eficiéncia de mercado, que, por sua vez,
determina que o prego atual de uma acdo encerra todas as informacdes contidas
em sua série historica. Se esta afirmagdo ndo fosse verdadeira, analistas técnicos
poderiam obter retornos acima da média simplesmente interpretando graficos de

precos historicos, o que € pouco provavel de ocorrer.

Um dos processos de Markov mais conhecidos ¢ o processo de Wiener,
também denominado movimento browniano. Considerando dz a mudanga no
valor de uma variavel z durante um intervalo de tempo infinitesimal dt, diz-se

que z segue um processo de Wiener se as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

1. dz=¢+dt, onde & ¢ uma varidvel aleatéoria com distribuicdo normal

padronizada, ou seja, € ~ N(O,l); e

2. os valores de dz sdo independentes para quaisquer dois intervalos de tempo
distintos de tamanho dt.
A partir da primeira propriedade, conclui-se que dz possui distribuicao

normal com média zero e variancia dt, ou seja, a variancia das mudancas no valor
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de z ¢ proporcional a extensao do intervalo de tempo considerado. Além disso, a

segunda propriedade indica que a variavel z segue o processo de Markov.

Note que o processo de Wiener ndo considera qualquer tendéncia para os
valores futuros de z, ou seja, o valor esperado do processo é sempre igual ao seu
valor atual. Entretanto, nem sempre esta sera uma realidade no mercado
financeiro. Por exemplo, se o valor de uma acdo estiver correlacionado ao
crescimento econdmico de um determinado pais, os movimentos desta agdo

poderao exibir uma tendéncia ao longo do tempo.

Sendo assim, o processo de Wiener pode ser generalizado de modo a
considerar uma tendéncia na trajetoria do ativo. Matematicamente, a variagao de
uma varidvel que segue o processo generalizado de Wiener pode ser representada

pela seguinte equagao diferencial:
dS=oa.dt +b.dz (5.33)

2 .
onde o representa a taxa de retorno esperada, e b” a taxa de varidncia deste

Processo.

Segundo Hull [47], ¢ tentador sugerir que o preco de um ativo financeiro
siga um processo generalizado de Wiener. Entretanto, ao analisar o
comportamento desses ativos, deve-se levar em conta que o retorno esperado
percentual exigido pelos investidores ¢ independente do seu preco atual. Isto
significa que se o investidor exigir uma taxa de retorno igual a 15% ao ano
quando o prego do ativo estiver em $10, a mesma taxa de retorno sera exigida
quando o preco do ativo estiver em $50. Analogamente, também ¢ razoavel supor
que a varidncia do retorno percentual seja independente do preco do ativo

financeiro.

Baseado nestas caracteristicas, um novo tipo de processo estocastico pode
ser definido. Para tanto, considera-se que a sua taxa de varidncia e de retorno

esperada estdo sujeitas a variagdes com o tempo, ou seja,
dS = a(S,t)dt + b(S,t).dz (5.34)

Este tipo de processo estocastico ¢ denominado Processo de It6. Um caso

particular do processo de Ito, onde a(S,t)=w.S e b(S,t)=0.S, é denominado
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Movimento Geométrico Browniano. Na proxima secao serdo discutidas as

principais caracteristicas do MGB.

5.4.1
Movimento Geomeétrico Browniano

Matematicamente, a variagdo no pre¢o de um ativo financeiro que segue um

MGB pode ser definida a partir da seguinte equagdo diferencial estocastica:

dS =p.S.dt+06.S.dz (5.35)

onde S representa o preco do ativo, p representa a sua taxa de retorno esperada,

o representa a volatilidade do preco do ativo, e dz representa o processo de
Wiener. Conforme discutido na se¢ao anterior, este processo considera que o
retorno efetivo do ativo € proporcional ao valor de S. O mesmo raciocinio ¢ valido

para a variancia deste processo.

r

Segundo Dias [41], o Movimento Geométrico Browniano ¢ o processo
estocastico mais empregado nas analises econdmicas e financeiras da atualidade.
Adicionalmente, Merton [59] argumenta que este processo consegue representar
de forma adequada as alteragdes marginais no pre¢o dos ativos financeiros, as
quais podem ser causadas por um desequilibrio temporario entre a sua oferta e
demanda, por mudancas na taxa de juros, ou simplesmente pela chegada de novas

informacgdes sobre o ativo.

Uma vez que neste trabalho o MGB sera utilizado para modelar o
movimento dos precos das RCEs, a equagdo de simulacdo deste processo deve ser
encontrada. Sob a hipdtese do MGB, note que a variavel estocastica S possui

distribuicdo lognormal em qualquer instante futuro t.

Sendo assim, supondo um derivativo cujo valor seja igual ao logaritmo do

preco do seu ativo objeto, ou seja:
G(S,t)=1nS, (5.36)

¢ possivel determinar a dindmica do valor de G realizando uma expansdo de

Taylor sobre a equagdo 5.36. Logo:

2 2 2
dGza—GdS+a—Gdt+ 10 GdS2 + 0°G dS.dt+la G

oS ot 2082 S .ot 2 ot

dt*> +---  (5.37)
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Substituindo a equacdo 5.35 em 5.37, conclui-se que:

oG oG oG 6 G 02 0°G

dG = —p.S.dt+ —o.S.dz+—dt + 5 S%.dt? + —p.o.dtdz+
oS oS ot 208 oS
2 2 2 2
LG c°.8%.dz* +£u.$.dt2 + oG cs.S.dz.d‘[+la Gdt2 +--- (5.38)
208 ot ?

Sabendo que dz =¢+/dt e considerando que dt" =0 V n>1, os seguintes

resultados podem ser obtidos:

3

dz.dt=e.dt? =0

e

dz*® =¢&”.dt

Uma vez que a varidncia de dz’ é nula, pois Var(dzz): dtzVar(sz); 0,

. 2 o~ .y ;.
conclui-se que dz° ndo ¢ uma variavel aleatoria. Uma vez que € ~ N(O,l) e que

E(g) = 0, pode-se deduzir que:

Var(e) = E(a2 )— [EE€) =1 = E(sz): 1

Conclui-se entdo que dz’ =dt. Sendo assim, o resultado da equacio 5.38

pode ser significativamente simplificado para:

S+—
oS ot 2 0S?

2
dG = (8(} G, 106G 2.82]dt+2—20.8.dz (5.39)

Uma vez que G(S,t)zlnSt, a equacdo 5.39 pode ser desenvolvida da
seguinte forma:

d(InS,)=| —p.S, + 0+%£_—1J02.32} dt +Sio.st.dz,

t

2

d(InS,) = p - ‘ﬂ dt +6.dz, (5.40)

Integrando-se ambos os lados da equacao 5.40, deduz-se que:

j (InS,) Hu——}dtJr'[cdz
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InS, —InS, = [u - %}J. dt+ GJ- dz,
0 0

lni— —i
S u

0

5 }.t +0.z,

i—ex —6—2 t+o.z

S, p|| K > Zy
02

S, =S,.exp u—T t+o.z,

Note que a equacdo 5.41 permite que o valor de uma varidvel modelada pelo
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(5.41)

MGB seja simulado através do sorteio da varidvel z. Adicionalmente, a Figura 5.4

ilustra a distribuicao dos pregos desta variavel ao longo do tempo.

Para qualquer instante t, note que a distribuicdo dos pregos do ativo

simulado ¢ lognormal. Além disso, cabe ressaltar que a média destes precos cresce

exponencialmente com o tempo, enquanto que a variancia do processo ¢ ilimitada,

ou seja, a medida que o intervalo de tempo tende ao infinito, a variancia do

processo também tende na mesma direcao.

Variancia crezce com
0 horizonte de previsiio

Pregos (P)

Fo

[
>

T

L i

Tempo

/

|- -

Distribuicdo de
probabilidades

lognormal

.H"' " - -
~ tendénecia

ou drift
(agui o = 0)

Figura 5.4 — Movimento Geométrico Browniano

Segundo Dias [42], para a avaliagdo de opcdes e derivativos em geral, ¢ mais

comum utilizar a versdo neutra ao risco do processo descrito pela equagdo 5.35.
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Neste caso, a taxa de retorno esperada do ativo deve ser representada pela taxa de

juros livre de risco, ou seja:
dS=r.S.dt+0.S.dz (5.42)

Além disso, para os ativos financeiros que pagam uma taxa continua de

dividendos (5 ), a taxa de retorno esperada do processo deve ser subtraida de o .

Isto ocorre porque a valorizagdo do ativo financeiro representa apenas uma parte
do retorno total esperado pelo investidor (vide [35], [60] ou [61]). Esta situacdo ¢

representada pela equagdo 5.43, a qual considera o MGB neutro ao risco.
dS = (r-8)S.dt +6.S.dz (5.43)

Na proxima se¢do o movimento de difusdo com saltos, o qual representa uma

adaptacdo do Movimento Geométrico Browniano, sera descrito detalhadamente.

5.4.2
Movimento de Difusao com Saltos

Durante as ultimas décadas o mundo financeiro foi palco de diversas crises,
destacando-se a crise do sistema monetdrio europeu (1992), a crise mexicana
(1994-1995), a crise asiatica (1997-1998), a crise russa (1998), a crise brasileira
(1999), e, por fim, a recente crise na Argentina (2001). Nesta realidade, observa-
se que os retornos de acdes, titulos e moedas ficam sujeitos a variagdes

significativas de valor em um curto espaco de tempo.

No mercado de commodities essa realidade ndo ¢ distinta. Apds a 2* Guerra
Mundial, seis crises do Petroleo ocorreram devido ao desequilibrio entre a sua
oferta e a sua demanda global. Por exemplo, durante a Guerra do Yon-Kippur, em
1973, o prego do barril subiu de US$ 2,9 para US$ 11,65. Da mesma forma,
durante a revolugao Xiita, em 1981, o preco do barril subiu de US$ 13,00 para
USS$ 34,00.

Apesar de ndo existir um consenso se as RCEs devem ou ndo serem
consideradas commodities, sabe-se que as estimativas do seu preco tém uma alta
aleatoriedade embutida devido as incertezas existentes sobre a sua oferta e
demanda futura [8]. Recentemente, entre os dias 24 de abril e 12 de maio de 2006,

a constatacdo de que as permissdes de poluicdo (European Union Allowances)
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haviam sido entregues em excesso as empresas européias fez com que o prego

desses ativos caisse de 29,43 euros/tCOse para 10,14 euros/tCO;e.

Tendo em vista que o valor dos ativos financeiros pode apresentar saltos
discretos e aleatorios em fun¢do da chegada de novas informagdes, diversos
estudos empiricos foram realizados com o objetivo de verificar se o modelo
estocastico de difusdo, baseado somente no movimento browniano, ¢ capaz de

representar adequadamente o seu comportamento [62].

Segundo Lucas & Klaasen [63], uma grande desvantagem do movimento
browniano é supor que os retornos possuem distribui¢do normal, pois, devido ao
decaimento exponencial das suas caudas, a probabilidade de que grandes crises
financeiras venham a acontecer torna-se muito pequena. Além disso, a suposi¢ao
de retornos normalmente distribuidos € contradita empiricamente, mostrando-se
que a distribuicao de retornos apresenta comportamento leptocurtico, ou seja, com
curtose maior do que trés e, conseqiientemente, caudas mais largas do que as da

distribui¢cao normal.

Em sua tese de Doutorado, Herencia [64] estudou o comportamento de duas
séries financeiras: os precos de fechamento das a¢des da empresa TELEBRAS
PN, em Doélar norte-americanozg, e a cotacdo do Marco Alemao no mercado
futuro, também em relacdo ao Dolar norte-americano”. Em ambos 0s casos o

estudo concluiu que as distribui¢des sdo leptocurticas.

Mandelbrot [65] e Fama [66][67], ao estudarem a série de precos de algodao
e de acdes de empresas norte-americanas, concluiram que a cauda da distribuicao

dos retornos eram extremamente pesadas, parecidas a da distribui¢do de Cauchy.

Segundo Herencia [64], cauda pesada ¢ uma caracteristica presente em
quase toda série financeira. Isso significa que os retornos extremos podem ocorrer
de uma maneira muito mais freqiiente do que os previstos por uma distribuicao

normal. Enfim, a inadequabilidade do modelo estocastico de difusdo padrao em

% Esta série ¢ composta por 1599 valores, coletados no periodo de 3 de Janeiro de 1989 até

17 de Julho de 1995.

% Esta série é composta por 1767 valores, coletados no periodo de 3 de Janeiro de 1984 até

31 de Dezembro de 1990.
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explicar certas caracteristicas dos ativos financeiros tem levado ao
desenvolvimento de modelos alternativos, entre os quais, destacam-se os modelos

de difusao com saltos [62].

O modelo de difusdo com saltos foi inicialmente proposto por Robert
Merton [59] para o aprecamento de opgdes financeiras. Merton argumenta que o
modelo anteriormente proposto por Black & Scholes deixa de ser valido quando a
dindmica do preco do ativo ndo puder ser representado por um processo
estocastico de caminho continuo, ou seja, por um processo cujo preco € passivel
de sofrer apenas pequenas variagdes dentro de pequenos intervalos de tempo. No
sentido de modelar adequadamente o comportamento dos ativos financeiros,
Merton considerou que o ruido no prego desses ativos deveria ser composto por

dois tipos de vibragdes: as normais e as anormais.

Segundo Merton [59], as vibragdes normais podem ocorrer devido a um
desequilibrio temporario entre a oferta e a demanda do ativo, sejam por mudancgas
no cenario econdmico ou simplesmente pela chegada de novas informacgdes
capazes de causar mudancas marginais no seu preco. Merton sugere que essas

vibragdes sejam modeladas pelo movimento geométrico browniano.

Ao contrario das vibragdes normais, as vibra¢des anormais sao consideradas
fruto de novas informagdes capazes de produzir um efeito maior do que o
marginal nos precos dos ativos. Geralmente, tais informagdes sdo especificas de
uma determinada firma ou industria. Merton sugere que este tipo de vibracao seja
modelado por um processo de Poisson. Cabe destacar que, neste modelo, o evento
com distribuicdo de Poisson ¢ a chegada de novas informagdes capazes de
produzir saltos no preco do ativo. Estes eventos sdo considerados independentes e

identicamente distribuidos.

Matematicamente, a equacao diferencial estocastica 5.44 descreve o modelo

de Merton para o caminho seguido pelo preco do ativo financeiro:

ds

5 (a—rk)dt+c.dz+dq (5.44)
Nesta equagio, o representa o retorno esperado instantdneo do ativo, o’

representa a variancia instantdnea do retorno caso o evento de Poisson ndo ocorra,

dz representa o processo de Wiener, dq representa o processo de Poisson, A
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representa o numero médio de chegadas de eventos de Poisson por unidade de
tempo, e k representa o valor esperado da variacdo percentual (Y-1) do preco do
ativo caso o evento de Poisson venha a ocorrer, ou seja, k = E(Y-1). Neste

modelo, cabe ressaltar que dz e dq sdo processos independentes.

Segundo Nomi [68], de acordo com a equacao 5.44 o preco da acdo segue
um caminho continuo na maior parte do tempo, entretanto, ao longo de sua
trajetoria, existe a possibilidade de ocorrerem saltos discretos e aleatdrios com
diferentes sinais e amplitudes. Supondo que em um pequeno intervalo de tempo
dt exista 100% de chance de que no maximo um salto venha a ocorrer, o processo

estocastico definido anteriormente poderia ser escrito como:
1. situagdo em que ocorre o salto (probabilidade Adt).

d—SS = (0 —rk)dt+o.dz+(Y -1) (5.45)

2. situagdo em que ndo ocorre o salto (com probabilidade (1 - Adt)).

d—SS = (a—Ak)dt +c.dz (5.46)
A partir das equagdes 5.45 e 5.46, conclui-se que na auséncia de saltos o
preco do ativo seguird a mesma dindmica do modelo proposto por Black &

Scholes [49], exceto pela presenga do fator Ak no termo de tendéncia do processo.

Segundo Souza [69], o fator Ak deve ser introduzido na equagdo 5.44 para
corrigir um possivel viés introduzido pela consideragdo do processo de Poisson.
Conforme mostrado pela equacdo 5.47, este viés se deve ao fato de que o valor

esperado do processo de Poisson ndo ¢ nulo.
E(dq) = L.dt.E(Y —1) + (1—-2A.dt).0 = A.dt.k (5.47)

Para que o valor esperado do retorno de um ativo que segue o processo de
difusdo com saltos seja 0 mesmo do obtido quando utilizado o MGB, ¢ necessario
que o termo de tendéncia deste processo seja subtraido de E(dq). Esta afirmagao ¢

demonstrada matematicamente a seguir:

d_ss = (@=2k)dt+0.dz+dg
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=E % = E[(a— Ak)dt + 6.dz + dq]

. E% = E[(— nk)dt]+ Efo.dz]+ E[dg]

= E_%_ = (a—Ak)dt+0+Adtk

= E_%_ =o.dt —Ak.dt+A.dtk

= E% = o.dt (5.48)

Conclui-se que, durante a maior parte do tempo, o valor esperado do retorno
do ativo sob o processo de difusdo com saltos serd distinto do mostrado pela
equacdo 5.48. Entretanto, em alguns momentos aleatorios, haverd um grande

deslocamento que compensara essa diferenga [69].

Neste trabalho, o processo de difusdo com saltos descrito na equagdo 5.44 ¢
empregado para modelar o movimento dos pregos das RCEs produzidas no
ambito do Mecanismo de Desenvolvimento Limpo do Protocolo de Quioto. Sendo
assim, tal como realizado na se¢do 5.4.1, se faz necessario encontrar uma equagao
apropriada para a simulagdo deste processo. Segundo Tsay [62], o primeiro passo

¢ supor uma situagdo em que o salto ndo ocorre, ou seja:

dsst = (a—Ak).dt + 6.dz,

0

dS, =S, (a—Ak).dt +S,0.dz, (5.49)

Seguindo os mesmos passos mostrados na se¢ao 5.4.1, deduz-se que:
G2
S, = Soexp{(y—zjt+czt} (5.50)

onde y = o — Ak e representa a tendéncia do processo de difusdo com saltos.

Considerando t; o tempo necessario para a ocorréncia do i-ésimo salto,

supde-se que nenhum salto ird ocorrer dentro do primeiro intervalo [O,t1 ), logo:
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02
S :SOGXPKY_T}I +cszﬂ} (5.51)

Uma vez que ocorra um salto no instante t;, serd causada uma altera¢do no

valor do ativo de propor¢des (Y — 1). O novo valor do prego sera dado por:
02
Su=8; [1 + (Yl - 1)] =Y,S; = Soexp{(y _?jtl +T0Zy i|Yl (5.52)

O mesmo raciocinio pode ser empregado para o segundo intervalo [tl,tz),

ou seja:
(52
S; = Stlexp|:(Y—7j(t2 —t,)+0(z, -z, )} (5.53)

Substituindo-se o valor de S, encontrado na equacdo 5.52, tem-se que:

02
S; = SOeXpKy - 7}2 +0z, }Yl (5.54)

Uma vez que ocorra um novo salto em t,, o valor de Sy, serd dado por:
2

Sp =S [1+(Y, -1)]=Y,8 = Soepry —%jtz +0z, }(IY2 (5.55)

Seguindo o mesmo raciocinio empregado para S;; € Si, na ocorréncia de um

n-ésimo salto a equagdo 5.55 pode ser generalizada da seguinte forma:
02
S, = Soepry—Tjtﬁtczt}Y(n) (5.56)

onde:

z; ¢ uma variavel aleatéoria com distribui¢do normal de média zero e
variancia dt;
e
n
Y(n)=1sen=0, Y(n)= HYJ sen > 1; onde n ¢ o nimero de ocorréncias
j=1

do evento de Poisson distribuidos em um intervalo de tempo dt.
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Finalmente, o processo de difusdo com saltos tem sido empregado em
diversos estudos envolvendo tanto a avaliacdo de riscos financeiros quanto a
avaliacdo de opgdes sobre ativos financeiros. Por exemplo, Nomi [68] emprega
este processo para analisar o risco de mercado de um fundo de investimento em
acoes atrelado ao IBOVESPA. Tal risco ¢ mensurado empregando-se as medidas

do Value at Risk (VaR) e do Expected Tail Loss (ETL).

Em particular, os problemas envolvendo a avaliacdo de op¢des financeiras
na presenca de saltos sdo especialmente complexos de serem resolvidos. Nestes
casos, o principio da auséncia de arbitragem deixa de ser valido, pois o mercado
se torna incompleto’’. Cabe ressaltar que a auséncia de arbitragem ¢ uma das
premissas principais do modelo de Black & Scholes para avaliacdo de opgdes

[49].

Especificamente para o modelo proposto por Merton, uma férmula analitica
foi desenvolvida para a avaliagdo de opgdes européias [59]. Neste caso,
considerou-se que toda informagao causadora de saltos se refere, exclusivamente,
a firma ou industria a que pertence o ativo. Desta forma, a possibilidade de que
um salto venha a ocorrer pode ser considerado um risco ndo sistematico, ou seja,
descorrelacionado com o mercado. Isso permite que uma carteira livre de risco
possa ser montada, eliminando o problema da arbitragem. Entretanto, segundo
Briani [70], a formula desenvolvida por Merton representa um caso muito

particular, ndo podendo ser generalizada para outros tipos de opgdes.

Segundo Chesnev [71], um problema ainda mais complexo de ser resolvido
¢ a avaliagdo de opgdes americanas na presenca de saltos. Nestes casos, solucdes
analiticas sdo bastante dificeis de serem encontradas. Dadas as dificuldades
existentes, os métodos numéricos tém sido bastante difundidos na avaliagao desse
tipo de opcdes americanas. Frota [72] emprega o método LSM para avaliar opcdes
cujo ativo objeto segue um processo Jump to ruin, uma versao simplificada do
modelo de Merton. Guimaraes [73] utiliza o0 método proposto por Grant, Vora &

Weeks [56] para avaliar a oportunidade de se expandir a produgdo de um campo

30 Se 0 numero de estados da natureza (mercado) for maior que o de ativos independentes
com precos associados a esses estados, o mercado ¢ incompleto; se for igual o mercado ¢ dito

completo; se for menor entdo existe arbitragem [42].
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de Petroleo por meio de até 2 pocos adicionais. Guimaraes considera que o preco
do Petroleo segue um processo de reversao a média com saltos. Cabe ressaltar que
as oportunidades de investimento em ativos reais sdo geralmente consideradas

opg¢des americanas sobre ativos que pagam dividendos.

Neste trabalho, considera-se que um projeto de geracao de energia elétrica a
partir de fontes renovaveis traz consigo a oportunidade de ser registrado junto ao
Comité Executivo a fim de produzir e comercializar RCEs. Trés métodos
numéricos sao empregados na avaliacao desta oportunidade: o método Binomial,

o método LSM e o método de GVW.

O método Binomial ¢ empregado sempre que o processo estocastico
considerado for o MGB. Para um dado caso exemplo, sera realizada uma analise
de robustez da aplicagdo do método LSM ao problema proposto sob essas
condi¢cdes. Esta andlise terd como Benchmark os resultados obtidos a partir da

aplicacdo do método Binomial com 4000 passos.

Uma vez que o processo estocastico empregado passe a considerar possiveis
descontinuidades na série de precos do ativo, o método empregado na avaliacdo
da opgdo passard a ser o LSM. Nestes casos, a utilizagdo do método binomial se
torna bastante complexa devido a dificuldade para se definir os parametros deste
método sob a hipotese de um mundo neutro ao risco. Novamente, para um caso
exemplo, serd testada a convergéncia dos resultados encontrados pelo método

LSM em relagdo aos resultados obtidos pelo método de GVW.
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