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8 
Apêndice 

 

Temos que 
∧

q zf é uma estimativa da resposta de freqüência do canal de propagação 

q de dimensão N: 

∧

q zf = q + (
∧

q zf – q) = q + nzf                        (A-1) 

onde nzf é o ruído da estimativa dado em (4-2), cujo valor médio quadrático é 

dado por: 

σzf
2 =  E[||nzf||2] = E[nzf

H nzf]  = tr(E[nzf nzf
H])          (A-2) 

onde a função tr[z] retorna o traço da matriz z. 

Como a resposta de freqüência do canal é q = N Wo hL, então q pertence ao 

subspaço gerado por Wo (G(Wo)) se B é a matriz que projeta um qualquer vetor 

vetor v ∈ CN, no subespaço G(Wo) então B tem a forma B = Wo (Wo
H Wo)-1 Wo

H 

e a projeção de 
∧

q zf em G(Wo) é :  

∧

q zf
P = B

∧

q zf = Bq + Bnzf = q + nzf
P              (A-3) 

onde nzf
P = B nzf é a projeção do vetor erro no subspaço G(Wo) de dimensão L ≤ 

N, cujo valor médio quadrático é menor que o valor médio quadrático de nzf dado 

em (A-2), ou seja:  

E[||nzf
P||2]  ≤  E[||nzf||2].                    (A-4) 

Isto pode ser verificado a partir da identidade: 

nzf = (I – B) nzf+ Bnzf ,             (A-5) 

resultando que 

||nzf||2  =  ||Bnzf||2  + || (I – B)nzf||2  - 2Re[((I – B) nzf) H Bnzf]         (A-6) 
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Mas, 

2Re[((I – B) nzf) H Bnzf] = 2Re[nzf
H (I – BH) Bnzf] = 2Re[nzf

H (B – BH 

B)nzf] = 2Re[nzf
H (B – B)nzf] = 0            (A-7) 

onde utilizou-se o fato de que B é uma matriz de projeção, BH = B e B2 = B. 

Substituindo (A-7) em (A-6) e levando em conta que o termo  || (I – B)nzf||2  ≥ 0 

tem-se que: 

||Bnzf||2 =  ||nzf||2 - || (I – B)nzf||2  ∴ ||Bnzf||2   ≤  ||nzf||2         (A-8) 
 

 

Comprovando assim a afirmativa dada em (A-4) demonstrando que a projeção da 

estimativa  
∧

q zf em G(Wo), obtida através da multiplicação da matriz B  reduz o 

erro médio quadrático da estimativa. A seguir será calculado o valor dessa 

redução no caso em que o erro da estimativa é branco.  

Tem-se que o valor médio qudrático de 
∧

q zf
P é dado por: 

E[||nzf
P||2] = E[nzf

HBH B nzf] = tr(E[BH nzf
HnzfB]) =  

tr(BHRzfB])                 (A-9) 

onde Rzf é a matriz autocorrelação de nzf . 

Para o caso em que nzf, de N componentes, é um vetor de ruído gaussiano branco 

temos que a matriz correlação Rzf é igual a matriz covariância Kzf = σ2I  assim o 

valor médio quadrático de nzf  é: 

E[||nzf||2] = Nσ2                        (A-10) 

Conseqüêntemente a variância de  nzf
P é dada por: 

E[||nzf
P||2] = tr(BH Rzf B]) = σ2  tr(BH  B]) = σ2  tr(B)              (A-11) 
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Caso se tenha o conhecimento prévio do comprimento do canal, Wo possui L 

colunas vi ortogonais, cada uma possuindo norma unitária tem-se que a matriz B 

pode ser expressa como: 

B = Wo (Wo
H Wo)-1 Wo

H
  = Wo Wo

H  = ∑
L

i

H
ii vv         (A-12) 

Substituindo (A-12) em (A-11) obtem-se: 

E[||nzf
P||2] = σ2  tr(B) = σ2  [ ] ∑∑ =

L

i
i

L

i

H
ii

22 vvvtr σ = σ2  L             (A-13) 

Finalmente tem-se: 

E[||nzf
P||2] =   σ2  N ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

N
L                         (A-14) 

Comprovando assim que a matriz B reduz a variância do ruído da estimativa de 

canal 
∧

q zf , dado por (A-10), por um fator 
N
L . 
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