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Base Teorica

Visando proporcionar uma base para a compreensido dos fundamentos das
metodologias de determinacdo de precos tedricos de ativos e opcdes ao longo do
tempo, serd feita uma revisdo de algumas premissas e conceitos matematicos que

foram utilizados como base para o desenvolvimento da anélise do projeto.

3.1.
Processos Estocasticos

Na TOR, se considera a natureza estocdstica da evolugao dos precos, devido
a incerteza econdmica, através de diferentes modelos estocasticos. Do ponto de
vista tedrico, esse € outro ponto a favor da teoria das opcdes em relagdo ao FCD,

além dos que ja foram apresentados anteriormente.

Um processo estocdstico descreve o comportamento de uma varidvel cujas
mudancas s@o incertas ao longo do tempo, assumindo valores imprevisiveis, ou
seja, um processo estocdstico envolve tempo e aleatoriedade. Quanto as suas
propriedades estatisticas (média e varidncia, principalmente), um processo
estocdstico pode ser classificado como estaciondrio, quando mantém as mesmas
propriedades ao longo do tempo, ou ndo-estaciondrio, quando as propriedades
mudam ao longo do tempo. Os processos estocdsticos podem ser discretos ou
continuos?, dependendo da varidvel tempo. Nos processos discretos as varidveis
aleatérias podem ser apuradas somente em intervalos de tempo especificos, como
a producio de petréleo mensal. Aqueles cujas varidveis podem ser apuradas em
qualquer instante do tempo, como a cotacdo das a¢des, chama-se de processos

continuos.

2 . . . . .
Processos de tempo continuo podem ser aproximados através de processos discretos, cuja

modelagem € mais simples.
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Um processo estocdstico pode ser representado pela Equagio 2:
X={X(n,1e T} 2
Onde X (¢) é a varidvel aleatéria X no instante 7.

Nos tdpicos a seguir serdo apresentados os principais processos estocésticos

considerados em estudos de OR e suas caracteristicas.

3.1.1.
Processo de Markov

O processo estocdstico mais comum para simular o comportamento das
variaveis financeiras é o de Markov. Neste processo, ndo ha relacdo entre o
comportamento passado da varidvel e o comportamento esperado para o futuro.
No Processo de Markov somente o valor atual da varidvel é relevante para
predizer a evolucdo futura do processo, ou seja, um processo de Markov
independe do passado. Isso significa que o caminho através do qual a varidvel

atingiu o seu valor atual € irrelevante para a determinagdo do seu valor futuro.

No processo de Markov a distribui¢do da probabilidade de preco de um
ativo depende exclusivamente do preco atual do mesmo, isso a qualquer tempo
futuro. Um exemplo desta propriedade pode ser constatado através da seqii€éncia

abaixo:

Sendo X(#) uma variavel aleatdria, onde ¢ =0, 1, ..., n. Entao para cada valor

de ¢ tem-se um valor para X. Por exemplo:
Xt) =h Xt)=1 .. ;X(t)=]j
Prob(X(t,.) = k| X(t,) = h, X(t) =1, ..., X(t,) = j),
Pela propriedade acima,

ProbX(t..) = k| Xt,) =j).
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Um exemplo préatico: os precos atuais do petréleo no mercado internacional
dependem exclusivamente do preco corrente, ou seja, do preco a vista, e nao dos
precos passados, mesmo que O preco esteja extremamente depreciado ou
altamente elevado, pois se presume que o mercado seja eficiente no sentido de que
toda a informacao do passado e do presente ja esteja refletida no preco a vista do
petrdleo. Esta propriedade simplifica bastante o tratamento matemadtico do
processo de previsdo dos valores de uma varidvel e serd utilizada nas varidveis de

input e output do projeto analisado.

Assume-se que precos de ativos em geral, como agdes e commodities
seguem um processo de Markov, uma vez que as informagdes publicas séo
rapidamente absorvidas no valor atual dos ativos. Em finangas, isso é conhecido
como eficiéncia fraca de mercado. Dentro dessa premissa, assume-se que 0 preco
atual de uma acdo reflete todas as informagdes histéricas bem como as

expectativas a respeito do preco futuro desta agao.

3.1.2.
Caminho Aleatério

O Caminho Aleatério € um dos processos estocasticos mais basicos. Os seus
passos variam aleatoriamente de dire¢cao enquanto que o seu destino final se torna
mais incerto com o tempo. E um processo de Markov em tempo discreto que tem

incrementos independentes na forma da Equagao 3:
X=X+ & ®3)
Onde, X...é o valor da varidvel no tempo 1+1.
X é o valor da variavel no tempo .
& € uma varidvel aleatodria.
&, & sdo independentes.

O Caminho Aleatdrio pode incluir um termo de crescimento de longo prazo,
ou “drift’. Sem esse termo de driff, a melhor estimativa do préximo valor da

variavel X..; € o seu valor atual, uma vez que o termo de erro é normalmente
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distribuido com média zero. J4 com o dFifi, ou crescimento, os valores futuros da

variavel tendem a crescer.

3.1.3.
Processo de Wiener

Um processo de Wiener (W¢) é um caso particular de Markov, pois s6
depende do preco corrente, mas independe da trajetéria passada. E uma versao
continua do Caminho Aleatério, e também é conhecido como Movimento

Browniano (Br)>.

Esse processo foi descrito pela primeira vez pelo botanico Robert Brown em
1827, e utilizado na fisica para descrever o movimento de pequenas particulas
sujeitas a um grande nimero de pequenos choques aleatdrios. Este processo tem
esse nome em homenagem ao matemdatico Norbert Wiener, que em 1923

desenvolveu a teoria matematica do Movimento Browniano.

Wt tem incremento descorrelacionados e independentes, ou seja, a variacao
num Afé independente da ocorrida em outro Af, por isso que o processo de
Wiener € um caso particular do processo de Markov. Os incrementos tém
distribuicio normal com parametros que sé dependem do intervalo de tempo
(incrementos estaciondrios), sem drift. Esse processo estocdstico tem média zero e

variancia f (varidncia aumenta linearmente com o tempo).

Wt € uma Square Integrable Martingale, ou seja, Wt ¢ uma medida

mar‘[ingale4 duplamente integravel (E[(A Wt)2] # 00),

Se z() é um processo de Wiener, entdo qualquer incremento Az num

intervalo de tempo At satisfaz as seguintes condicdes:

3 Nao hd defini¢do com relacdo a distribuicdo de W, por isso poderia se considerar ¢ mais
geral que Bt, mas essa idéia estd errada. Com base no Teorema de Levy, os dois processos sdo
iguais, o Movimento Browniano € um processo de Wiener e vice-versa.

* Um processo estocdstico X(t) é martingale sob a medida de probabilidade P, se o valor
esperado € o seu valor corrente. Ou seja, EP[X()]=X(0) com t>0. Martingale € um processo

estocastico sem tendéncia.
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1. dz=¢g& \/E, onde g~ Normal (0,1)
2. E[lgg]=0parar+s

Com base no Teorema do Limite Central’, aplicado a somatéria de todos os
intervalos de tempo At (ou T), pode-se dizer que Az também segue uma
distribuicdo normal, com média zero e desvio padrao +Ar. O fato do desvio

padrdo de 4z depender de JAr e ndo de Ar, é particularmente importante, pois

para um pequeno intervalo Af, o movimento do desvio-padrdo serd muito maior

que o movimento do termo de tendéncia, ou seja, se At € pequeno, +Af € muito
maior que Af. Isso determina um comportamento serrilhado dos caminhos do

processo de Wiener.

3.1.4.
Processo Generalizado de Wiener ou Processo Aritmético

O Processo Generalizado de Wiener apresentado na Figura 2, € representado

pela Equacdo 4:
dX = adt + b.dz @)

Onde X é uma varidvel que segue o Processo Generalizado de Wiener e os
parametros do processo representado pelas letras a e b sdo constantes. A variacio
infinitesimal de X (dX) é composta por dois termos, sendo o primeiro, uma das
constantes (tendéncia) multiplicada por um intervalo de tempo bem pequeno e o
outro termo, sendo resultante do produto da outra constante por um componente
aleatdrio dz (incremento de Wiener), este segundo termo representa 0 movimento

de incerteza de X.

Como dz tem distribui¢do normal, dX também serd normalmente distribuido

com média adt e variancia b°dz.

5 . e .. s~
Em teoria das probabilidades, o teorema do limite central estabelece condi¢cdes segundo as
quais a soma de varidveis aleatérias é aproximadamente normal, ou seja, o somatério de N

varidveis aleatérias € uma varidvel aleatéria com distribui¢do gaussiana (ou normal).
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Figura 2 — Processo Generalizado de Wiener

Fonte: Hull, 1997.

3.1.5.
Processo de It6 ou Processo Browniano Generalizado

O Processo de 1t6 é um Processo Generalizado de Wiener, pois o drift e a
volatilidade deste processo estocastico, L e G, sdo fungdes da varidvel basica X e

do tempo ¢. Um processo de Itd6 é um caso especial de uma classe mais geral
chamado de “processo de difusdo forte” que € uma classe particular em tempo

continuo de Markov e pode ser representado pela Equacgao 5:
dX = (X, t )dt +0 (X, t)dz (5)
Onde X = varidvel aleatdria no instante #;
W = drift ou a tendéncia instantanea do processo de Itd;
dt = variacdo instantnea de tempo;
¢ = desvio-padrao estimado de dX no instante #;

dz = incremento de Wiener.
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A variagdo infinitesimal ocorrida em X durante um intervalo de tempo df é
devido a um termo de valor esperado (1° termo), também chamado de tendéncia, e
de um termo (o segundo) aleatdrio, proporcional ao incremento aleatério de
Wiener dz. O incremento de Wiener dz é nao-tendencioso (média zero) e tem

variancia dft, e ndo € diferencidvel em relagcdo ao tempo.

Com uma férmula de cdlculo semelhante a realizada para o processo de

Wiener Generalizado, pode-se facilmente obter o valor esperado de dX que ¢ igual

aw (X, 7). dr e sua variancia que é 6° (X, 7). dz.

Uma das dificuldades deste processo € ndo possuir uma derivada
convencional em relagdo ao tempo, ou seja, que nido pode ser manipulada usando-
se as regras ordindrias de cdlculo. Para isto € usado o Lema de Itd, que serd

apresentado mais adiante.

3.1.6.
Movimento Geométrico Browniano (MGB)

O MGB, um caso particular do Processo de Itd, € o processo mais utilizado
no mercado para modelar o comportamento de preco de acdes, de preco de

mercadorias e de outras variaveis financeiras e econdmicas.

Apesar de em muitos casos o0 MGB nio se apresentar como melhor op¢ao,
este € o mais utilizado dos processos estocdsticos, tanto na teoria de financas
quanto em aplicacdes econdOmicas praticas, devido a sua simplicidade de

utilizagdo e principalmente pela sua facil compreensao.

A Equacgdo 6 para o valor de uma varidvel X, que segue o MGB ¢ igual ao
do Processo de Itd com algumas substituicdes. Assim, a equagdo do MGB é, por

definicdo:

dX = aXdt + oXdz 6)

Com as seguintes caracteristicas:
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E[X®)]=Xy. e” (7

VarlX(] = Xo-€ €= ®)

Espera-se que X cres¢a exponencialmente a taxa o e que tenha uma
distribuicdo lognormal. J4 a varidncia quando o tempo ¢ tende a infinito, ela
também tende a infinito, ou seja, a varidncia cresce com o horizonte do tempo.

Isso pode ser observado na Figura 3.

Variincia cresce com
o horizonte de previsao

Diztribuicio de

probabilidades
/ log-normal
Pn_ E ‘> - H‘“x tendéncia
!

ou drift
(aqui o = 0)

Precos P

£

Tempo
Figura 3 — Variancia Crescente de um MGB

Fonte: Sitio da internet - http://www.puc-rio.br/marco.ind/

Nesse processo a varidvel estocdstica X ndo pode assumir valores menores
que zero, por exemplo, na hipdtese de que valor de X caia até zero, o valor de dX
fica igual a zero e acaba o processo estocdstico. Por isso, o MGB é o mais

utilizado para modelar precos.

3.1.7.
Movimento de Reversao a Média (MRM)

O MGB tende a divergir do seu ponto de partida inicial com o decorrer do
tempo. Essa propriedade pode ser desejada para algumas varidveis econdmicas,

como por exemplo, no caso dos precos de a¢des. Em outros casos, como o pre¢o
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de commodities, esta propriedade ndo € interessante. Em se tratando de
mercadorias, como petréleo e diesel, os seus precos no longo prazo tenderao a
estar relacionado com o custo marginal de producdo. A curto prazo esses precos
podem variar aleatoriamente, num prazo mais longo eles tendem a retornar para o

nivel préximo ao seu custo marginal, este processo € denominado MRM.

O MRM aritmético é também chamado de Ornstein-Uhlembeck e é

representado pela Equacgado 9:

dX =n(X — X)dt + odz ©)
onde, 7= velocidade da reversao;

X = nivel de equilibrio ou média de longo prazo;
o = volatilidade;

dz = incremento de Wiener.

Como defende Dias, na equacdo acima ¢ comum modelar os precos P com
reversdo usando relagdes como x = In(P) para evitar precos menores do que zero.

E isso serd adotado nesta dissertacdo ao simular os precos.

O MRM ¢ um processo de Markov, apesar de seus incrementos ndo serem
independentes. Observa-se que o valor esperado dos incrementos em X depende
da diferenca entre X e X . Além disso, quanto mais distante estiver X de seu
valor médio X , maior serd a probabilidade de a varidvel retornar em dire¢io ao

seu nivel de equilibrio.

Uma outra medida da velocidade de reversdo é o conceito de meia-vida da
reversdo H, que fornece uma medida de lentiddo do processo. Meia vida é o
tempo que a varidvel leva para percorrer a metade do caminho entre o seu valor

corrente e a média de longo prazo. A relacdo entre a velocidade de reversdo 77 e a

meia vida H para o logaritmo de P € H=In(2)/7.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0511107/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0511107/CA

45

As propriedades estatisticas do processo de reversdo a média sdo’:

E[X,]=X+(X,—X)e™ (10)
2

VarlX, - X1=2—(1-e") (11)
2

Analisando as caracteristicas acima, pode-se observar que para valores altos

da velocidade de reversdo (77 — o) a varidncia do processo tende a zero, o que

significa que X nunca se desviaria de X . Analisando contrariamente, se a

velocidade de reversdo tendesse a zero (77 — 0), a expressdo para a variancia se

N

resumiria a 6°t, o que corresponde a varidncia do MGB. Sendo assim, a
variancia de um MRM tende a crescer inicialmente e depois se estabilizar como
pode ser visto na Figura 4 a seguir que mostra graficamente um exemplo tipico de
um processo de reversdo a média. As varidncias de t;, tj, tx sdo iguais, ou seja, se

estabilizou apos t;.

Caso Py = P
Tendéncia do preco subir

L AN
7

Pregos

ki £ ¢

Tempo
Figura 4 — MRM com tendéncia

Fonte: Sitio da internet - http://www.puc-rio.br/marco.ind/revers.html

% O método para obter os momentos probabilisticos de processos estocdsticos € através da
equacdo diferencial de densidade de probabilidade ou equacdo de Komolgorov. No apéndice do
capitulo 3 do Dixit&Pindyck mostra como chegar na média e na varidncia através da equacio

diferencial de Komolgorov.
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3.1.8.
Processo de Poisson

Até agora o foco foi em processos estocdsticos em tempo continuo. Porém,
em determinadas circunstincias, pode ser mais realista considerar que uma
varidvel econdmica segue um processo com saltos discretos em tempo continuo.
A entrada de um novo competidor num mercado com poucos participantes, por
exemplo, pode provocar um movimento brusco na evolugdo dos precos. Esse
processo é chamado de Poisson onde as informacgdes de mercado consideradas
“normais” causam um processo de reversao a média continua nos pregos. Por
outro lado, as informacdes consideradas “anormais” provocam saltos (discretos)

de tamanho aleatorio.
Um processo de Poisson simples € definido pela Equacgdo 12:

dX = f(X,t)dt + g(X,t)dg 12)

Onde, dg é o incremento aleatério, podendo assumir o valor zero (valor
assumido a maior parte do tempo) ou o valor de um salto de amplitude ¢
(tamanho do reajuste), que ocorre com probabilidade Adr, onde A € a freqiiéncia
do processo. O valor de ¢ pode ser estocéstico (correlacionado ou ndo a X) ou

deterministico.

Essa explicacdo sobre o incremento dg fica mais bem definida com as

expressdes abaixo:

dg=0 com probabilidade (1 - Adr)

dq =¢ com probabilidade Adt

Em alguns casos, os processos estocdsticos podem ser mistos. O preco de
um determinado ativo pode evoluir continuamente segundo o MGB ou MRM na
maior parte do tempo, mas eventualmente pode sofrer grandes oscilagdes
instantdneas em decorréncia de eventos raros. Esses saltos podem ser decorrentes
de guerras e revolugdes, como devido a acdes de cartéis. O processo misto

chamado de difusdo com saltos € representado pela Equacdo 13:
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dx = f(x,t)dt + g(x,t)dz + h(x,t)dg (13)

Onde dz € um incremento de Wiener e dg um incremento de Poisson.

Destaca-se o fato de ambos serem independentes.

Nos dltimos trinta anos, o mercado de petrdleo teve saltos na sua cotagio, o
que caracterizaria bem um Processo de Poisson. Esse grande aumento ou reducio
repentina de preco veio em decorréncia de alguns acontecimentos de natureza
politica ou econ6mica, que introduziram incertezas na relagdo entre oferta e
demanda no cendrio mundial. A Figura 5 ajuda a visualizar melhor esse processo

de difusdo com saltos.

Saltos para Cima Saltos para Baivo

. T
o B N

Moo ,4
g 0 R il
P .

-1

NG ) L B

(R~ -
Jan-T0 Mar.T: Mey-T4 JubT6 Oct-70 Decdl Feb.d) May-06 Jul-s7 SepdS Nowdi Feb94 Apr96 Jun9d Aug.00

Figura 5 — Mercado de petrdleo com saltos

Fonte: Sitio da internet - www.puc-rio.br/marco.ind

Nas aplicagdes para o preco do petréleo, o processo de difusdo com saltos
ganha destaque, principalmente quando associado a reversdo a média (processo
continuo). Esse processo de difusdo com saltos descreve melhor a realidade do
ponto de vista estatistico, pois explica os fendmenos empiricos como assimetria
de retornos e do ponto de vista econdmico faz com que os saltos evitem o excesso

de previsibilidade.

Para modelar o processo de reversdo a média com jumps, se junta o modelo
de Ornstein-Uhlembeck, apresentado anteriormente, com o termo dos saltos

aleatorios:
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dx =1(x — x)dt + odz + @ dg (14)

Essa equacdo mostra uma forca de reversdo # sobre a variavel x, e os saltos
quando ocorrem sdo de tamanho aleatério ¢ e taxa de ocorréncia A. O valor
esperado e a varidncia de x(t) neste processo sdo dados através das expressdes do
MRM, porém com a adi¢do no termo de varidncia que representa a presenca dos
eventos aleatdrios. Se o valor esperado dos saltos € zero (distribuicdo simétrica
para saltos para baixo e saltos para cima) restou:

E(x)=x+(x,—x)*e™" 5)

2 2
(O- +2‘*E[¢ ]) *(1_672*77#,)

Var|x — )_c] =
21 (16)

Esse processo também tem desvantagens, pois com a existéncia de saltos,
ndo é possivel construir uma carteira livre de risco, a ndo ser que o risco dos saltos
tenha prémio de risco zero, o que nao parece muito razodvel. Além disso, a
quantidade de parametros a serem estimados ird aumentar e alguns deles sdo

dificeis de serem estimados.

3.1.9.
Lema de It6

O nome Lema de Itd foi em homenagem ao matemético Kiyoshi Itd que
chegou em 1951 a resultados importantes. Processos de Itd, bem como processos
de Wiener, sd@o processos estocdsticos em tempo continuo, porém ndo sdo
diferencidveis. Para resolver esta problematica € necessario utilizar o Lema de It0,

ou como também conhecido, o Teorema Fundamental do Calculo Estocastico.

O Lema de It pode ser entendido como uma versdo da Expansao de Taylor
para o calculo estocastico. Para ilustrar sua utilidade pratica serd considerada uma

variavel X que siga o processo de It6, na Equacao 17:
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dX = a(X,0)dt +b(X,1)dz 17)
Onde, dz= edt
€ ~ N(O,])
Assim,
dX = a(X,0)dt +b(X,1)edt (18)

O Lema de It6 mostra que uma fungdo, G, de X e ¢ segue o processo:

2
dG =99 ax + 99 41+ L9°G 4y
X ot 20X° (19)

E utilizando-se a Expansdo de Taylor, é possivel calcular a diferencial da

funcdo G com base na equagdo do Lema de Itd como mostra a Equacio 20:

2
dGg = a—G+a()(,t)a—Ga’X+la G
oX

Y e b*(X,1) |dt + b(X,t)a—Gdz

(20)

3.2,
Técnicas de Otimizagcao Dindmica sob Incerteza

De maneira geral, podem-se destacar duas principais técnicas matematicas
de modelagem de decisdes de investimento em regime de incerteza: programagao
dinamica e andlise de direitos contingenciais. Ambos estdo intimamente
relacionados e levam a resultados idénticos em varias situagdes, mas partem de
pressupostos diferentes quanto ao mercado financeiro e as taxas de desconto que
as firmas usam para descontar seus fluxos de caixa. Na programacio dindmica a
taxa de desconto exigida pelo ativo é a taxa de retorno ajustada ao risco, na
andlise de ativos contingenciais usa-se a taxa livre de risco obtida junto ao

mercado de capitais.

3.2.1.
Programacéao Dinamica

A programacdo dinidmica é uma ferramenta muito usada em problemas de

otimizacdo dindmica, e é util para o tratamento de incertezas. Basicamente, a
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programacdo dindmica divide a seqiiéncia de decisdes em duas partes: uma
decisao imediata e uma funcdo de valoracio que engloba os resultados das
decisdes subseqiientes. No caso de o horizonte planejado ser finito, a ultima
tomada de decisdo pode ser realizada usando-se técnicas tradicionais de
otimizacdo estitica. Essa solucdo fornece uma funcdo de avaliacdo para a
pendltima decisdo. Esse processo € repetido sucessivamente, até se chegar a
decisdo inicial (processo backward). Se o horizonte de planejamento € infinito, o
que parece dificultar os cdlculos simplifica-se pelo fato de que cada decisdo

tomada leva a um outro problema semelhante ao original.
A esséncia da programacio dindmica aplicada a OR pode ser representada

pela Equacao 21:

F,(x,)= max{zr, () +—— B, [Fy )]}
u, 1 + p (21)

Onde, x,= varidvel de estado no instante 7;

u,= varidvel de decisdo no instante ¢ (investir ou esperar, por

exemplo);
p = taxa de desconto (exdgena ao projeto);
F,(x,)= valor da oportunidade de investimento no instante f;

7,(x,,u,) = lucro imediato no instante f;

E|F

,H(xm)]: valor esperado, na data 7, dos fluxos de caixa

futuros a partir do instante ¢ + / (valor de continuagéo).

Analisando a equacgdo, o primeiro termo representa a parcela de lucro
imediato, enquanto que o segundo termo constitui o valor de continuagdo. A acdo

6tima no instante ¢ é aquela que maximiza a soma desses dois componentes.

Esta equagdo é conhecida como Equagdo de Bellman. Como afirma Dixit &

Pindyck, a idéia por tras da equagfo é formalmente descrita no Principio de
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Otimiza¢do de Bellman: “Uma estratégia 6tima tem a propriedade de, qualquer
que seja a acdo inicial, as escolhas restantes constituem uma estratégia 6tima com

relacdo ao subproblema que se inicia com o estado resultante das a¢des iniciais”.

Em tempo continuo, ap6s algumas manipulacdes numéricas, a equagao de

Bellman fica:

PF (x,) = rnax{ﬂ'(x, u,t) + L E(dF )}
u dt (22)

Para um investidor que mantenha o ativo de valor F(x,f) por um curto
intervalo de tempo, o fluxo de beneficios imediato junto com o ganho esperado de
capital produzem uma taxa de retorno total igual a p. Como afirma Dias, o
principal problema no uso da programa¢do dindmica € determinar a taxa de
desconto. Esta dificuldade existe porque ha um elevado grau de subjetividade
quando ndo se tem um mercado suficientemente completo que permita uma

correta defini¢do do risco do projeto.

3.2.2.
Direitos Contingenciais

A técnica da andlise de direitos contingenciais tem como base os
conhecimentos da teoria de finangas e € usado em situagdes de mercado completo.
Assumindo que num mercado completo, negociam-se ativos de todos os tipos,
com riscos e retornos diversos, se a oportunidade de investimento em questio é
negociada neste mercado, ela terd um preco conhecido. Porém, mesmo que ele
ndo seja negociado diretamente no mercado, pode-se montar uma carteira
(formada por outros ativos que sdo negociados no mercado) que replique o
comportamento do ativo ao longo do tempo e o valor da oportunidade de
investimento serd igual ao valor total desta carteira, pois qualquer diferenca entre

os dois valores daria margem a ganhos de arbitragem.

O primeiro passo nesse método é montar uma carteira livre de risco, ¢ .

Assim, assume-se uma posi¢cao comprada na opcdo de investir no ativo, F;, e uma

0°
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posi¢do a descoberto em n posi¢des no ativo base, cujo pre¢o unitdrio € F. Assim

a carteira é dada pela Equagdo 23:

¢, = F, —nk, (23)

O numero de posicdes do ativo base sera ajustado de forma a neutralizar o
risco ao qual a carteira estd exposta, fazendo com que seu valor no instante
seguinte independa se o preco do ativo aumentar ou diminuir. J4 que ndo havera
possibilidade de arbitragem, a sua taxa de retorno serd igual a taxa livre de risco.
Embora esta técnica seja mais restrita em suas aplicagdes, ela evita a necessidade
de se estabelecer a taxa de desconto ajustada ao risco, e por isso esta abordagem
tornou-se bastante popular na drea de financas. Um exemplo cléssico de aplicacio
desta técnica foi o estudo em que Black & Scholes obtiveram a solucao analitica

de uma opgdo européia.

3.3.
Método de Avaliacdao de Opgdes

3.3.1.
Modelo Binomial

Um dos métodos mais utilizados para avaliacdo de ativos € o método
binomial. O modelo é considerado o mais intuitivo de todos os métodos
numéricos, além de ser muito simples e flexivel, sendo aplicado tanto para opc¢des
européias como para americanas, que pagam ou nao dividendos, e também para as

opcdes exdticas’.

Esse método proposto por Cox, Ross & Rubinstein (CRR) em 1979, assume
que em um intervalo de tempo At (o tempo € dividido em periodos discretos) o

prego do ativo objeto pode realizar um movimento de alta (up) ou de baixa (down)

7 ~ " . . ~

Opcdes que oferecem um perfil de pagamento diferente das usuais op¢des de compra ou
venda, sdo chamadas de op¢des exdticas. Existem varios tipos de opgdes exdticas, cada uma com o
seu perfil especifico de pagamento, desde as mais simples (bindrias), até as que sdo constituidas

por um payoff complexo e estruturado.
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com probabilidades g e (/-¢q), respectivamentes. Sob aversdo ao risco, qualquer
ativo com risco € aprecado como uma expectativa do valor futuro descontado ao

valor presente:

o a5, +(-q)S,

24
1+k 24)

Onde k € o fator de desconto adequado ao risco (o retorno livre de risco

mais um prémio pelo risco associado) e S € o preco do ativo.

A partir do argumento de auséncia de arbitragem, dados os valores de S, u, e
d pode-se substituir as probabilidades g e (1-g) por probabilidades p e (1-p) que
permitem mudar o fator de desconto (k) por um livre de risco (»). Estas

probabilidades sdo chamadas probabilidades neutras ao risco’.

Para justificar a existéncia de probabilidades, considera-se um caso possivel
de arbitragem: u > d > 1+ r, onde se poderia tomar emprestado a taxa livre de
risco, comprar uma agao e no periodo seguinte ter um retorno maior que a taxa
livre de risco. Isto ndo seria possivel, pois todos os investidores teriam esta

estratégia. A taxa livre de risco deveria ser ajustada de modo que u > 1+ > d.

Na Figura 6, u e d representam os fatores de subida e descida,
respectivamente. Escolhendo-se fazer d=1/u e S é o preg¢o do ativo no instante
t=0. A Figura 6 mostra os possiveis valores de S ao longo de trés intervalos de

tempo.

¥ As outras premissas do modelo sdo: que a taxa livre de riscos € constante; os individuos
podem emprestar e tomar emprestado a2 mesma taxa; ndo existem impostos, custos de transagdo, ou
exigéncias de margem; e a venda a descoberto é permitida sem restri¢des, com total uso dos seus
recursos.

® Probabilidades neutras ao risco também sdo chamadas de probabilidades de martingale, a

partir de uma medida de probabilidade que € martingale equivalente.
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Figura 6 — Arvore Binomial em trés passos

CRR desenvolveram um método que converge para a solucdo dada por
Black&Scholes, a medida que se aumenta a discretizagdo do tempo (aumenta-se
n). Eles demonstraram que a equacdo do MGB poderia ser obtida como um limite

continuo de um caminho aleatério em tempo discreto.

3.3.2.
Simula¢ao de Monte Carlo (SMC)

O nome "Monte Carlo" tem a sua origem no famoso cassino de Monaco,
fundado em 1862, e da analogia aos sorteios das simulacdes. O conceito basico do
método de Monte Carlo é a simulacdo, por repetidas vezes, de um processo

estocdstico para uma varidvel, simulando a maior parte dos resultados possiveis.

A SMC pertence aos casos em que ndo se dispde de uma expressiao
matemadtica que expresse o fendmeno pesquisado, sendo necessério o emprego de
métodos de simulagcdo de eventos para se obter um resultado aproximado, fazendo

simulagdes (forward) e ndo otimizagio (backward).

Este método tem como objetivo simular caminhos para evolucdo de um
fendmeno até encontrar uma aproximacao satisfatdria que o explique. A SMC ¢é
uma técnica muito importante na andlise de risco e retorno que consiste em
simular eventos futuros, geralmente em computador devido a grande quantidade

de célculos necessdrios para se obter um resultado. Essa simulagdo € realizada, a
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partir de um programa computacional, com um modelo que leve em consideracdo

medidas de sensibilidade e distribuicao de variaveis.

Existe uma dificuldade na modelagem destes algoritmos, mas tal empecilho
ndo tem sido suficiente para impedir a sua utilizacdo, pois os resultados obtidos
com essa técnica de simulacdo t€m demonstrado forte poder de previsdo. As
simulagdes procuram reproduzir um cendrio real de tomada de decisdes através de
um modelo matemadtico, que busca capturar as caracteristicas funcionais mais
importantes do projeto a medida que eventos aleatérios ocorrem. A SMC aplicada

a OR geralmente segue os seguintes passos:

1. Modelagem do projeto através de uma série de equagdes matemadticas e
identidades para todas as varidveis de entrada importantes, incluindo uma

descricao das correlacdes entre diferentes varidveis;

2. Especificacdo das distribui¢des de probabilidade neutras ao risco para

cada uma das variaveis de entrada, com base num historico de dados.

3. Uma amostra aleatéria € entdo obtida (usando um gerador de nimeros

aleatdrios) a partir da distribui¢do de probabilidades dos dados de entrada.

4. O processo ¢é repetido diversas vezes, obtendo-se para cada vez que se
repete o processo um payoff. Ao final, calcula-se a média dos payoffs para se obter
uma estimativa para o mundo neutro ao risco e desconta-se a taxa livre de risco

para se obter o VPL do projeto.
A avaliacdo de opgdes através da SMC pode ser resumida em trés etapas:

1. Simulacdes dos fatores de incerteza do ativo (preco, volatilidade,

dividendos, etc);

2. Determinacgdo do payoff do ativo - o computador deve simular o
caminho que o ativo objeto poderia percorrer. Obtendo—se assim,

um valor ou um preco final tedrico para esse ativo.

3. Aprecamento da opg¢do através da média das simulagdes e
determinagdo da precisdo do resultado através do intervalo de

confianga e desvio-padrio.
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O método estd esquematizado na Figura 7 para esclarecer melhor o seu
entendimento. As distribuicdes de entradas e as equacdes que as ligam aos

resultados t€m que ser previamente conhecidas.

Operagiies

’ J | /
/ K \‘ ‘\ JI/\.‘_-_){’)) T:f‘f.ﬁﬁig;;sﬂc.)
AR D AR AR -

Input 1 Input 2 Inputn
,,’ output de
/ . =
istribuic uma iteragio
Apoés muitas (N) r‘:l'::::“ {1\ ¢
iteracoes: ALy \'A
Ly N

Figura 7 — Funcionamento da SMC

Fonte: Dias

A utilizacdo da SMC € especialmente adequada para opcdes dependentes de

multiplas varidveis de estado ou opc¢des que dependem do caminho.

Por exemplo, supondo que a varidvel de mercado, S (agdo, por exemplo)
segue um MGB, ji explicado anteriormente, em um mundo neutro ao risco dado

por:

dS = ﬂSdt + OSdZ (25)

Onde dz € um incremento de Wiener, 4 € a taxa sem risco e 6 € a
volatilidade. Para simular o caminho percorrido por S, divide-se a vida do
derivativo N em intervalos curtos de cumprimento Az, aproximando a Equagdo 25

tem-se a Equacdo 26:

2
SU+A)—S@) = (u—2)S0)A +0S()e A
2 (26)
Onde S(?) representa o valor de S no instante t e € € agora uma varidvel
aleatdria normal padronizada. A equagdo acima permite calcular o valor de S em

qualquer instante de tempo. Isso acontece porque os valores de AS nos tempos (0,
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At2At,...,T) sdo computados. Simulando assim um caminho percorrido por S. As
demais » simulagdes sao igualmente repetidas. Para cada iteracdo, tem-se um

valor da acdo para a i-€sima iteragdo S;, dado pela Equagdo 27:

N
S,(T)=S,(0)+)_AS,(jAr)
=l 27)
e cujo valor da opcdo de compra européia para esta i-ésima serd Max[0, S;
(T) -K] , dado o valor de exercicio da op¢do, K . O valor da op¢do pelo Método de

Monte Carlo serd a média dos resultados obtidos com as # simulacdes, ou seja:

A Iy

¢==Y max[0,S,(T)- K]
= (28)

A maneira correta de se simular o caminho percorrido por S € através da

Equacio 29:

2

S(t+At) = S(t)eHﬂ_gz ]MM} (29)

A SMC pode ser estendida para a precificagido de op¢des européias com
dividendos discretos ou continuos. Até pouco tempo SMC era sé usado em opgdes
européias, mas pode-se valorar OR do tipo americana (apesar de ser um problema

. 10 . P ~ - < N
mais complexo) . Uma vantagem do método é a de ndo impor restricoes a
distribuicdo dos retornos do ativo objeto, ou seja, a Unica restricdo é a
possibilidade de encontrar uma funcdo geradora de ndmeros aleatérios que

representa com boa aproximagao a distribui¢do correspondente do ativo objeto.

3Para melhorar a precisao dos resultados da SMC, pode-se aumentar o nimero de
simulagdes, o que por sua vez pode elevar demasiadamente o custo computacional

deste processo. Para solucionar este problema, existem algumas técnicas de

10" Além disso, a SMC pode ser aplicada na precificacdo de opgdes exéticas que dependem

do caminho tragado pelo ativo objeto correspondente.
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reducdo de varidncia que aumentam a eficiéncia da SMC sem um acréscimo

significativo do custo computacional''.

11 s . . A .
Algumas das técnicas utilizadas para reduzir a varidncia em torno do valor estimado pela
SMC podem ser: varidvel de controle, varidvel antitética, estratificacdo, importance sampling, e

Latin hipercube. Ver Frota (2003).
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