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Maquinas de Suporte Vetorial para regressao

3.1
Introducao a teoria de aprendizagem supervisionada

Na aprendizagem supervisionada, o objetivo é prever o valor de uma
funcao para qualquer entrada vélida utilizando um certo ntimero de exemplos,
isto é, dados de treinamento. Tais dados exemplificam as relacoes entre a
entrada e saida. A funcao de saida pode ser um valor em um espaco discreto,
utilizado para classificacao ou pode ser um valor em um espago continuo,
chamado regressao. A solu¢ao é escolhida dentre um conjunto de fungoes
candidatas que mapeiam o espaco de entrada no dominio de saida. Usualmente
um conjunto particular de fungdes candidatas é escolhido e denominado
hipotese antes de se aprender a funcao correta. O algoritmo que tem com
entrada os dados de treinamento e seleciona uma hipdtese do espaco de
hipoteses é referido como algoritmo de aprendizagem.

Para resolver um problema de aprendizagem supervisionada, deve-se

seguir 0s passos:

1. Obter dados de entrada que sejam representativos do que se quer como

resposta.

2. Determinar a representagao dos dados de entrada, uma vez que, a
precisao da funcao aprendida depende de como os objetos de entrada
estao representados. Geralmente, o dado de entrada é transformado em
um vetor num espaco vetorial com produto interno que chamamos de

espaco caracteristico.

3. Determinar a estrutura da funcao a ser aprendida e o correspondente

algoritmo de aprendizagem. Nesta dissertacao, utilizamos SVR.

4. O modelo. Utilizar um algoritmo de aprendizagem no conjunto de treina-
mento. Os parametros do algoritmo podem ser ajustados otimizando
o desempenho num subconjunto do conjunto de treinamento, chamado

conjunto de validacao, ou via validagao cruzada. Apds a escolha dos
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parametros e aprendizagem, o desempenho do algoritmo pode ser avali-
ado em um conjunto de teste, o qual é um conjunto separado do conjunto

de treino.

3.1.1
Vantagens e desvantagens da metodologia

Um ponto marcante da teoria de aprendizagem supervisionada é o grande
numero de problemas praticos que podem ser resolvidos. Ademais, nesta
metodologia basta coletar alguns pares de dados de entrada/saida e usar o
algoritmo para aprendizagem da fungao que relaciona a entrada com a saida.

No entanto, muitas dificuldades merecem uma analise e estudos cuida-
dosos. Conforme destacado por Cristianini e Shawe-Taylor (7)), uma das di-
ficuldades estd na escolha da classe de funcoes das quais o mapeamento dos
dados de entrada e saida deve ser procurado, ji que a classe deve ser rica o
suficiente a fim de que o mapeamento ou uma aproximacao seja encontrada,
porém a classe nao deve ser muito grande para que a complexidade do apren-
dizado dos exemplos nao se torne proibitiva, particularmente quando se leva
em consideragao o nimero de exemplos necessarios para fazer inferéncias es-
tatisticamente confidveis em um ampla classe de fungoes.

Na pratica, esses problemas se traduzem em dificuldades de aprendiza-
gem especificas. Uma delas se refere a ineficiéncia do algoritmo no caso de ex-
istéencia de minimos locais. Em segundo lugar, a complexidade da descricao da
funcao de saida, que pode freqiientemente ficar muito grande e sem utilidade na
pratica. O terceiro problema ocorre se apenas um nimero limitado de exemplos
de treinamento esta disponivel. Entao enriquecer a classe de hipoteses levara
a problemas de excesso de ajuste ( 7 overfitting ”) e, portanto, a uma general-
izacao ruim. O quarto problema decorre do fato de que o algoritmo de apren-
dizado freqiientemente é controlado por um grande niimero de parametros cuja
escolha é baseada em heuristicas, tornando o sistema dificil e nao confiavel para
usar.

Apesar das dificuldades apresentadas, a metodologia de aprendizagem
tem obtido muito sucesso em problemas de interesse pratico. A Maquina de
Suporte Vetorial é uma ferramenta proeminente nessa area de estudos no qual
os quatro problemas apresentados de eficiéncia no treinamento, eficiéncia nos
dados de teste, excesso de ajuste (”overfitting ”) e ajuste de parametros do
algoritmo sao evitados. Deve-se ressaltar que o problema de excesso de ajuste

¢ parcialmente resolvido pelo SVR.
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3.2
O Desenvolvimento da teoria SVM

No inicio da década de 60, o algoritmo de méquinas de suporte veto-
rial foi desenvolvido para construir hiperplanos separadores para problemas
de reconhecimento de padroes (Vapnik e Lerner, 1963 (28]), Vapnik e Chervo-
nenkis, 1964 (27)). Embora suas caracteristicas ja tivessem sido apresentadas
e utilizadas desde a década de 60, a teoria SVM foi introduzida pela primeira
vez em um artigo na Annual Conference on Computational Learning Theory
(COLT) em 1992 (2).

Na década de 90, o método foi generalizado para construir funcoes
separadoras nao lineares (porém lineares em um espago caracteristico) (Boser
et al. 1992 (2), Cortes (6)e Vapnik 1995 (30)). Em 1995, o método foi
generalizado para estimar fungoes de valor real (regressao) (Vapnik, 1995)(30).

Os dois livros recentes escritos por Vapnik(30, 29) fornecem um conhe-
cimento tedrico muito extenso no desenvolvimento do conceito de Maquinas
de Suporte Vetorial. Podemos ainda destacar dois tutoriais. Um tutorial sobre
classificadores baseados em suporte vetorial foi publicado por Burges (1998)
(3) e outro sobre Maquinas de Suporte Vetorial para Regressao foi publicado
por Smola e Scholkopft em 2003 (23]).

A Maéquina de Suporte Vetorial é um sistema de aprendizado treinado
com um algoritmo de otimizacao baseado na teoria estatistica de aprendiza-
gem, que implementa a seguinte idéia (veja figura B.1]): vetores do espago de
entrada sao mapeados nao linearmente para um espaco caracteristico de alta
dimensionalidade, através de um mapeamento escolhido a priori e, nesse espaco
uma superficie de decisao linear é construida, constituindo um hiperplano de
separacao otima de exemplos, como por exemplo, a separacao binaria entre
exemplos que possuem rotulos positivos e negativos, tal que a margem de sep-
aragao seja maxima.

O objetivo da classificacao de vetores de suporte estd em conceber uma
maneira computacionalmente eficiente, ou seja, capaz de lidar com diferentes
tamanhos de amostras e capaz de aprender “bons” hiperplanos com separacao
otima em um espaco caracteristico de grande dimensionalidade, onde um bom
hiperplano de separacao se refere aquele que tem grande habilidade de gener-
alizacao. A teoria de generalizacao nos fornece um guia sobre como controlar a
capacidade e prevenir problemas de excesso de ajustes (7 overfitting”) através
do controle das medidas da margem do hiperplano. Ja a teoria de otimizacao
fornece as técnicas matematicas necessarias para encontrar tais hiperplanos.
Para maiores detalhes, consulte Cristianini e Shawe-Taylor (7).

O modelo de SVM mais simples é o classificador binario de margem
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Hiperplano otimo no espaco caracteristico

Espaco caracteristico

0000000 0OONIS

Figura 3.1: A maquina de vetores de suporte (Vapnik, 1998 (29))).

méaxima, o qual funciona apenas para dados linearmente separaveis no espaco
caracteristico e por isso nao se aplica em muitos problemas do mundo real. No
entanto, esse classificador é o ponto de partida para o entendimento de SVMs
mais complicados, podendo ser estendido para lidar com dados nao separaveis,

permitindo que alguns erros ocorram, mas com uma certa penalidade (veja

figura 3.2]).

Figura 3.2: Hiperplano linear de separacao otima para dados linearmente
separdveis (esquerda) e dados nao separaveis (direita). Os vetores suporte estao
circulados (Burges (1998) (3))).

O estudo de SVMs constitui uma area de pesquisa ativa. Sua utilizacao
em regressao e em séries temporais ¢ muito promissora, como podemos destacar
a dissertacao de doutorado de Martin (2005) (14) e o artigo de Silva e Ferreira
(2006) (21)) na area de energia elétrica.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510526/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510526/CA

O uso de Mdquina de Suporte Vetorial para Regressdo (SVR) na Estimagdo da
Estrutura a Termo da Taxa de Juros do Brasil 24

3.3
Teoria de SVMs na aproximacao por regressao

Considere um conjunto de [ amostras {z;} onde z; € X (por exemplo, X
= R") sao os dados de entrada e y; € R, os valores alvos para i = 1,2,3, ..., L.
Nesta aplicacao, por exemplo, o espaco de entrada é composto por taxas
swap de diferentes maturidades juntamente com algumas variaveis macro-
economicas em meses subseqiientes e os valores de saida correspondem a uma
taxa swap com vencimento especifico, em meses subseqlientes. Assume-se que
os dados s@o iid (independentes e identicamente distribuidos) e que existe
alguma distribuicao de probabilidade desconhecida P(x,y) de onde os dados
sao obtidos.

O objetivo é aprender o mapeamento x; — ¥;, ou melhor, encontrar uma
funcao a qual aproxime o mapeamento dos dados de entrada (os z;/s) para os
dados de saida (os y;/s), os quais sao nimeros reais. Essa aprendizagem é feita
com base em dados de treinamento. Em outras palavras, deseja-se encontrar
uma funcdo f que relacione a entrada com a saida (z — f(x)). Também sera
determinado um critério para verificar a qualidade das estimativas vindas dos
dados. A diferenca entre o valor dado por f(x;) e o valor de y; do arranjo
dos dados de treinamento é chamada residuo da saida e é uma indicacao da
precisao do ajuste no ponto x;. Deve-se decidir como medir a importancia
desta precisao, pois residuos pequenos podem ser aceitaveis mas ¢ desejavel
que residuos grandes sejam evitados.

Para considerar dados de treinamento que apresentem ruidos é necessério
estabelecer fungoes de custo (também chamadas de fungoes de perda) que
penalizem tais singularidades. Sera determinada uma fungao de custo a qual
determinara como penalizar os erros de estimacao. A funcao de custo determina
a importancia da precisdo e na maioria dos casos serd do tipo c(x,y, f(x)) =
c(f(x) —y) e pode ser considerada como o custo decorrido de uma falha para
prever precisamente uma dada variavel.

O objetivo é encontrar a fungdao f que minimiza o valor esperado da

perda, fornecido pelo risco funcional:

RIf) = / (. f(2))dP(z.y), (3-1)

onde ¢(x,y, f(x)) denota uma fungao de custo.

Uma vez que a distribuicao P(z,y) é desconhecida, a utilizagao do risco
funcional é inutil. Dessa maneira, pode-se apenas usar os dados de treinamento
(x;,y;) para estimar uma funcao f que de alguma maneira esteja “préxima’

daquela que minimiza R][f].
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3.3.1
Principio indutivo da minimizacao do risco empirico

Uma aproximacao possivel para o risco funcional consiste em substituir a
integral por uma estimativa empirica, a fim de obter o chamado risco funcional

empirico,
Remglf] i= 1 3 el £(21). 32)

Observe que a distribuicao de probabilidade nao aparece nesta for-
mulagao. Este risco é definido apenas como uma medida do erro médio no
conjunto de treinamento (para um numero de observagoes finitas e fixas).

Uma tentativa seria encontrar uma funcao f que minimizasse o risco
empirico (principio da minimizagao do risco empirico), ou seja,

fo == argmingep Remy[f] para uma classe de fungoes F.

E possivel fornecer condi¢oes a maquina de aprendizagem que garantam
que assintoticamente (quando 1— 00), o risco empirico ird convergir para o
risco esperado. No entanto, um dos problemas que decorrem da tentativa de
usar uma funcao f que minimize o risco empirico de uma classe de fungoes F'
ocorre quando esta classe de fungoes é muito rica, o que acontece, por exemplo,
quando se tem poucos dados em espacos de grande dimensionalidade, podendo
ocorrer grandes desvios, excesso de ajuste ( 7 overfitting ”) e propriedades de
generalizacao ruins, ou seja, pode-se obter uma funcao f € F que faz uma
otima predicao dos valores y; nos dados de treino e, no entanto, nao sera
possivel garantir um bom desempenho nos dados de teste.

Uma tentativa de resolver o problema de minimizar o risco empirico seria
restringir a classe de solugoes admissiveis, ou seja, reduzir a classe F' para um
conjunto compacto. Essa técnica foi introduzida por Tikhonov e Arsenin em
1963 (20) para resolver problemas inversos e desde entao tem sido aplicada a
maquinas de aprendizagem com sucesso.

No entanto, ao invés de especificar o conjunto compacto F, um termo
de estabilizagao ou regularizacao [f] é adicionado a funcao objetivo original
para limitar a complexidade da classe de funcoes F', constituindo a classe de

risco funcional regularizada:

Rreg [f] = Remp[f] + AQI:f] (3_3>
onde A > 0 é a chamada constante de regularizacao e especifica a troca entre a

minimizacao do risco empirico e a simplicidade garantida por pequenos valores

de Q[f].
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Usualmente Q[f] é escolhido para ser convexo uma vez que 0 Repp[f]
também é convexo e assim obtém-se um tnico minimo global.

O principio de minimizagao do risco empirico é um dos principais assuntos
dos livros de Vapnik (30 29) e maiores detalhes também podem ser obtidos
em (I8)), onde é feita uma discussao das rela¢oes envolvendo regularizacao,
Espago de Hilbert de Niicleo Reproduzivel (Reproducing Kernel Hilbert Spaces
- RKHS), espagos caracteristicos e operadores de regularizacao e suas relagoes

com nucleos para vetores de suporte.

3.3.2
O problema de otimizacao

Inicialmente, buscam-se fungoes lineares f da seguinte maneira:
f(z) = (w,z) +b, comw € X, b€ Ronde (,) denota o produto interno
em X.

Com relacao a escolha do termo de regularizacao, considera-se Q[f] :=
+llw||? uma escolha comum para classificacdo e regressdo. Em regressao, a
interpretacdo geométrica para minimizar |lw||* é obter uma fun¢ao linear

aderente com qualidades de aproximacao suficientes. Logo,

!
A 1 A
Rreg[f] = Remp[f] + §HwH2 - 7 Z C(xia Yi, f(xl)) + §H’LUH2 (3_4)
i=1
onde A > 0 tem que ser escolhido baseado nos dados disponiveis A(l, (z;,y;)),
i=1,..,1

Minimizar (3-4]) captura a principal idéia da teoria de aprendizagem, ou
seja, com o objetivo de se conseguir um risco pequeno, ¢ necessario controlar
tanto o erro de treinamento quanto a complexidade do modelo através da
explicagao dos dados com um modelo simples.

A funcao de custo deve ser escolhida de forma a melhor representar
as incertezas (ruidos) do problema de otimizagao proposto. Para um grande
nimero de fungdes de custo, a equagao (B-4]) pode ser minimizada resolvendo-se
um problema de otimizacao quadratica, o qual possui solug¢ao tnica.

Primeiramente, estuda-se uma regressao com vetores de suporte com o
intuito de aprender uma funcao f que tenha no méaximo um desvio € em x;
em relacao aos valores alvos y; para todos os dados de treinamento, ou seja, a
fungao f poderd apresentar erros no intervalo [y; — e,y; + ¢, ¢ = 1,...,1 mas
valores de erros superiores a € nao serao aceitos. Ao mesmo tempo, a funcao a

ser aprendida deve apresentar a maxima aderéncia possivel.
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A aderéncia de f pode ser conseguida pela determinacao de um fator w

que seja o menor possivel, o que pode corresponder a minimizag¢ao da norma

euclidiana de w, isto é, ||w||> = (w,w). Tal funcio deve ainda satisfazer
as restrigdes de erro | f(z;) — y; |< € para todo i = 1,...,] onde S =
{(z1,v1), ..., (x1,47)} compoem os dados de treinamento. Assim, obtém-se o

seguinte problema de otimizacao convexa:

minimize,, 3 || w [?

. yi — (w,z;) — b < e, i=1,..1 (3-5)

sujelto a ]

(w,x;)) +b—y; <e, i=1,..,1

O problema (B=5]) supoe a existéncia de uma fungao f que aproxima todos
os pares (z;,y;) com precisao ¢ especificada a priori, em outras palavras, que o
problema de otimizacao é viavel. Mas, algumas vezes esse pode nao ser o caso
ou deseja-se que alguns erros ocorram. Por essa razao, estuda-se um tipo de

funcao denominada funcao de custo e-insensivel, a qual introduz variaveis de

folga nao-negativas &;,¢', © = 1,...,1 que consideram os pontos situados fora
da margem | f(z;) — y; |< € com uma certa penalidade, separando os dados
de treinamento com um numero minimo de erros além de manter restrigoes
que de outra forma seriam inviaveis no problema de otimizacao anterior. Essa
funcao de custo foi desenvolvida por Cortes e Vapnik,1995 [6]. A funcao de

custo é descrita a seguir (Veja figura [3.3)):

m::{ 0 e gl e (3-6)

| £ ] —e  caso contrério

perda

[ |

—£ +E :, - fix)

Figura 3.3: Fungao de custo e-insensivel linear (Scholkopf, Smola, 2001(18])).

Consegue-se a seguinte formulacao do problema:
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minimizeyy 3| w > +C Y&+ &)
yi — (w,z;) —b<e+§, i=1,..1,
sujeito a (wyxy)) +b—y; <e+&, i=1,..1,
.65 >0, i=1,..1

(3-7)

As duas variaveis de folga & e & sao introduzidas, uma por estar
mais de € abaixo do valor alvo e a outra por exceder o valor alvo por mais
de e, respectivamente. O vetor w e o escalar b sao a solucao do problema
de otimizagao apresentado. A constante C' > 0 é escolhida pelo usudrio e
determina o compromisso entre a aderéncia de f e o montante de desvios
maiores do que ¢ tolerados. Deve-se atentar para o fato de que cada escolha
de C corresponde & escolha de um valor para || w ||* e entdo minimizar &;, &
para aquela escolha de w.

Consegue-se um problema cuja fungao objetivo é quadratica e possui
restricoes que sao desigualdades lineares, logo, um problema de otimizacao

quadratica. Além disso, ele é convexo e, portanto, tera solucao unica.

Na regressao com vetores suporte uma precisao epsilon é especificada
a priori, gerando um regiao tubular com raio € em torno dos dados. O
compromisso entre a complexidade do modelo e os pontos situados fora da
regido tubular (com varidveis de folga &;, & positivas) é determinado pela

minimizagao de ([B=17). A figura 3.4] descreve a situagao.

v

Figura 3.4: Hiperplano separador linear com a funcao de custo e-insensivel
(linear) (Scholkopf, Smola, 2001 (18])).

No caso anterior os desvios sao penalizados de forma linear. Analoga-
mente, pode-se considerar uma funcao de custo e-insensivel quadratica con-

forme mostra a figura )
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perda ¢

Figura 3.5: A funcdo de custo e-insensivel quadratica (Cristianini, Shawe-
Taylor, 2000 (7).

O problema primal baseado na funcao de custo e-insensivel quadratica

pode ser definido da seguinte maneira:

minimize,, || w ||> +C S (&2 4 &2),
yi — (w,x;) —b<e+§&, i=1,..1,
sujeito a (wyxy)) +b—y; <e+&, i=1,..1
&6 >0, i=1,..1.

(3-8)

Cada escolha da funcao de custo ird resultar em uma estratégia diferente
para realizar a regressao. Tais fungoes devem ser convexas a fim de garantir a
existéncia e unicidade (para convexidade estrita) da solugao do problema de
otimizacao. Na tabela seguinte, serao apresentadas algumas fungoes de custo

comumente usadas.

Funcao de custo

e-insensivel c(§) =] € |-
Laplaciano c(§) = £ |
Gaussiano c(§) = % §

Te\2
Perda Robusta de Huber | ¢(§) = { 2 (¢) sel¢l<o

| € | —3%  caso contrario
Polinomial c(§) = }D &P

c(&)z{ st (O se| <o

| € | —05‘%1 caso contrario

Polinomial por partes

Tabela 3.1: Fungoes de custo comumente usadas.
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No modelo SVR, faz-se uso da funcao de custo e-insensivel linear, embora
outras fungoes possam ser usadas e o desempenho com cada uma dessas fungoes
comparada, como pode ser verificado em (I5]) onde sdo usadas as fungoes de

custo e-insensivel e a robusta de Hubber em dois conjuntos de dados diferentes.

3.3.3
Conversao para o Dual

Sabe-se que trabalhar com restricoes de desigualdades diretamente é
dificil. Assim, serd obtida uma descricao dual alternativa que geralmente é mais
facil de resolver que o primal, através de uma reformulagao Lagrangiana do
problema com a introducgao de multiplicadores de Lagrange ou varidveis duais
para cada uma das restrigoes em (3-7)). Lembre-se de que para restri¢oes da
forma g; > 0, as equacoes sao multiplicadas por multiplicadores de Lagrange
positivos e subtraidas da fungao objetivo para formar o Lagrangiano. Para
restricoes de igualdade, os multiplicadores de Lagrange sao irrestritos. O

Lagrangiano é dado a seguir:

L= w|P+C i (& +&) — i (n& +n&)
- Zi:l ai(e +& —yi + (w, ;) +0) (3-9)
— S ai(e+ & +y — (w, ) — b)

onde 7;,n;,a;,a; sao os multiplicadores de Lagrange. Portanto, as
variaveis duais devem satisfazer as restricoes de positividade, isto é,

i, 771*7 Qi 05;( Z 0.

O problema de otimizacao pode ser visto como sendo a minimizagao
da funcao de Lagrange com relacao as varidveis primais ou maximizagao em
relacao aos multiplicadores de Lagrange.

A funcao de Lagrange L serda minimizada em relacao as varidveis primais
w,b, &,& calculando as derivadas parciais de L com respeito a cada uma

dessas variaveis primais e igualando-as a zero , obtendo assim:

!
L= (ai—a])=0 (3-10)
i=1
!
8wL:w—Z(ai—a;‘)a7i =0 (3-11)
i=1
851.L =C - o — 1)y = 0 (3—12)

8§;L =C — (J,/;-k - ’I]Z* =0 (3—13)
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Substituindo B-10, B-11] B-12 e B-13] em resolve-se o problema de
otimizacao dual B=-14l A condicaoB=I0/implica na eliminacao da varidvel primal
b. Através das condigoes [3-12] e B-13] temos n; = C —a; e nf = C —af e, a

eliminagao das varidveis duais n; e ;.

!
_% i,j:l(ai —a;)(a; — O‘;)<$ia ;)

—€ le‘:l (ai + o) + Zlizl yiloy — af) (3-14)
sujeito a Zizl(ai —af)=0 eaq;,af €]0,C]

1

maximize {

A condicao (B=IT]) mostra que:

w = Zizl(ai —af)x;, portanto, f(z)= Zizl(ai —af){x;, ) +b.
(3-15)

A observacao da equacao [3-15] permite destacar alguns pontos que serao

importantes na extensao para o caso nao-linear:

— w é descrito como a combinagao linear de pontos de treinamento x; onde
a;, o sao solucoes do problema dual. Essas varidveis duais possuem uma
interpretagao intuitiva como forgas que agem na estimativa f(z;) a fim

de que a mesma se aproxime das medigoes alvo desejadas v;.

— o algoritmo completo pode ser descrito em termos de produto interno

entre os dados. Ao se obter f(x) nao serd preciso obter w explicitamente.

3.3.4
Condicdes complementares de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

Pode-se obter uma relagao importante entre as solucoes primal e dual
através das condigoes complementares de KKT (veja 2.14)).

As condigoes de KKT para o problema de otimizacao apresentado sao:
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aile+ & —yi +{(w,z) +b) =0, i=1,---,1, (

aile+& +y—(w,x)y —b)=0, i=1,--- I, (
(C—a)& =0, i=1,--- 1, (3-18

(C—a))ef =0, i=1,--- 1, (

&G& =0, i=1,-- 1 (

(

a;a; =0, 1=1,---,1

Pode-se extrair algumas conclusoes tteis:

— Da condigao (B3-21]), nunca existird um conjunto de varidveis duais a; e o
que sejam ambas nao-nulas, pois isto implicaria em uma movimentacao

nao nula da funcao de otimizagao em ambas as direcoes.

— Apenas exemplos (x;,y;) com o correspondente o; = C, af = C estao
fora do tubo e-insensivel por causa das condigoes (B=18) e (B=19).

— Das condigoes ([B=I0)) e (B=1T), as varidveis duais serao nao-nulas somente
quando | f(z;) — y; |> €, ou seja, apenas quando as amostras estiverem
fora do tubo e-insensivel. Em outras palavras, para | f(z;) — y; |< e,
o segundo fator é nao-nulo e, portanto «;, o} se anulam para satisfazer
as condigoes complementares de KKT. Logo, consegue-se uma repre-
sentacao esparsa de w em termos de z; ja que nao sera preciso todos os
x; a fim de descrever w, sé serao considerados os pontos para os quais

a;,a; > 0. Tais pontos sao chamados de vetores suporte.

Observagao: Quanto menos ruido os dados tiverem, mais esparsa sera
a representacao do problema, uma vez que mais dados estarao na regiao
| f(z;) — y; |< e. Assim, a representagao esparsa dos dados se deve ao uso
da funcao de custo especial e-insensivel, a qual também introduz um viés
sistematico desde que, se os valores de £ sao muito grandes, hd uma tendéncia
de falta de ajuste ( "underfitting ”), por exemplo, no caso extremo de £ muito
grande a regressao resultante serd uma constante. Entretanto, outra funcao
de custo poderia ter sido usada sacrificando a dispersao dos dados, como por
exemplo, a funcao de custo robusta de Hubber que tem a vantagem de nao

introduzir um viés adicional ao contrario da e-insensivel .
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34
Como obter b

Nota-se que w ¢é explicitamente determinado pelo procedimento de treina-
mento, ao contrario de b. No entanto, usando as condi¢oes complementares de
KKT pode-se determinar b. Primeiramente, observa-se das condigoes (3-18) e
B-19) que & = & =0 se oy, af < C. Logo, pode-se simplesmente tomar todos
os pontos de treinamento para os quais 0 < a;,af < C e usar as condicoes
B=10)) e ([B=IT7) para obter b da seguinte maneira:

b=y, —(w,x;) —e para0<a; <C

b=y, — (w,x;) +e paral<af <C
Um tnico x; seria suficiente, no entanto para propositos de estabilidade, é

recomendavel tomar uma média sobre todos os pontos z;. Para isso, considera-
se 0; = £ x sinal(a; — af) onde € é o erro de predi¢ao dado por f(z;) —y; ebé

calculado como sendo a média em todos os i = 1,...,01 de {J; + y;— < w,z; >}.

3.5
Os Nucleos

Até o momento foram considerados modelos lineares no espaco de en-
trada. Representar f como um modelo linear pode ser uma aproximagao mais
conveniente e até necessaria em alguns casos, visto que o modelo linear é facil
de interpretar além de ser a aproximacao de 1  ordem de Taylor para f e
ainda, nos casos em que se tem poucos dados, o modelo linear pode ser uma
alternativa para ajustar os dados sem excesso de ajuste ("overfitting”). No en-
tanto, aplicagoes complexas do mundo real requerem um espaco de hipoteses
mais expressivo do que fungoes lineares. Muitas vezes, ao invés de uma com-
binacao linear simples dos atributos dados, caracteristicas mais abstratas dos
mesmos precisam ser exploradas e as representacgoes por nicleos oferecem uma
solucao alternativa.

Com o objetivo de aprender relagoes nao-lineares com uma maquina
linear, precisa-se selecionar um conjunto de caracteristicas nao-lineares e
reescrever os dados nesta nova representacao, o que é equivalente a aplicar
um mapeamento nao-linear fixo dos dados para um espaco caracteristico
de alta dimensionalidade onde uma méquina linear possa ser usada. Assim,
pode-se construir maquinas nao-lineares em dois passos: um mapeamento
nao-linear fixo transforma os dados em um espaco caracteristico com alta
dimensionalidade - o uso de méaquinas lineares na representagao dual torna
possivel realizar este passo implicitamente. Em seguida, uma regressao linear
neste novo espaco ¢ realizada.

A idéia béasica em SVR consiste em mapear os dados de entrada x € R”
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T
R R

Figura 3.6: O mapeamento dos dados de entrada do espaco de dimensao
R"™ para um espaco caracteristico com alta dimensionalidade RY, onde uma
regressao linear é efetuada (Smola, 1996 (22)).

em um espagco caracteristico com alta dimensionalidade F via um mapeamento
nao-linear ¢ : R® — F aumentando o poder de generalizacao da maquina de
aprendizagem e, aplicar uma regressao linear neste novo espago. (Veja figura
B.6l onde F = RY).

Defini¢ao 3.1 (Fungao nicleo) Uma fungio nicleo € uma fungio K tal
que para todo x,y € X tem-se K(x,y) = (¢(x),d(y)) onde ¢ representa o

mapeamento de X para um (produto interno) espaco caracteristico F.

Ao substituir < z;,z; > por K (x;, x;) no algoritmo de vetores de suporte
B-T4l todas as consideracoes anteriores serao validas desde que ainda serd
calculada uma regressao linear, porém em um espaco de dimensao infinita
e o tempo computacional necessario sera praticamente o mesmo. O problema

dual de otimizacao sera dado da maneira a seguir:

l * *
_% Ei,j:l(ai —aj) (o — O‘j)K(%’, ;)
—e (i +af) + i vl — af) (3-22)
sujeitoa Yo (i —al)=0 e agar€0,C]

(2

maximize {

e a funcao estimada sera obtida do seguinte modo:

w= Y (—a)o(z) e f(x)= S (o — ) K(z;,x) + b (3-23)

Ao introduzir a idéia de func@o nucleo no problema, w nao serd mais

descrito explicitamente.
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Um dos pontos marcantes da teoria do SVR é a nao necessidade de
conhecer a funcao ¢ explicitamente, pois através da representacao dual do
problema de otimizacao, a funcao decisao pode ser expressa usando o produto

interno entre os pontos de treinamento e os pontos de teste f(x) = Zizl(ai —

al){p(x;), p(x)) + b. Ademais, existe uma maneira de calcular diretamente o

7
produto interno (¢(z;), #(x)) no espago caracteristico como uma fungao dos
valores de entrada. Este método de calculo direto é chamado de func¢ao nicleo,
cuja defini¢ao foi dada anteriormente.

A vantagem de escrever o problema de otimizacao na forma dual ocorre,
pois, nessa reformulacao o nimero de parametros independe do nimero de
atributos e sim do tamanho da amostra. A partir da escolha de uma funcao
ntcleo, pode-se realizar um mapeamento nao-linear implicitamente para um
espacgo caracteristico de grande dimensionalidade sem aumentar o nimero
de parametros ajustaveis, pois a funcao ntcleo calcula o produto interno de
dois vetores caracteristicos correspondentes a duas entradas. Logo, defini-se a

funcao nucleo diretamente e, implicitamente, o espago caracteristico.

3.5.1
Propriedades das funcoes niicleo

Pela definicao de funcao nicleo consegue-se uma funcao que retorna o
produto interno entre as imagens de dois valores de entrada em um espago
caracteristico. Assim, as propriedades que podem ser atribuidas as funcoes
ntcleo sao aquelas que satisfazem as do produto interno.

Funcoes nicleo podem ser consideradas como produtos internos genera-
lizados. Pode-se mostrar que qualquer produto interno é uma funcao nucleo,
mas, a propriedade de linearidade do produto interno nao ocorre em funcoes
nucleo. No entanto, algumas propriedades de produto interno que possuem

uma generalizacao para funcgoes ntcleo serao verificadas.

— Simetria:

K(z,y) = (¢(x),d(y)) = (¢(y), ¢(x)) = K(y, x)

— Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

K(z,y)* = (o(x),0())* <l ¢(x) 7]l ¢(y) |1
= (0(x), o(2))(¢(y), d(y)) = K(z, 1)K (y,y)

O nicleo K(z,y) pode ainda ter uma interpretagdo de medicao de

distancia no espaco de entrada entre os exemplos = e y conforme estudos de
Schélkopf (17).
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P (x,y) = (p(x) — o(y))* = K(z,2) — 2K (2,y) + K(y,y).

E preciso definir quais fung¢oes K(x,y) corresponderao a um produto
interno em algum espago caracteristico F. O teorema de Mercer caracteriza

essas funcoes.

Teorema 3.2 (Mercer) Existe um mapeamento ¢ e uma expansao da forma:

K(2,y) = (0(2), 6(y)) = D_ o(2)io(y): (3-24)

se e somente se, Yg(x) tal que Z
/g(m)2dx é finito (3-25)
implica/K(:c,y)g(x)g(y)dxdy >0 (3-26)

Em muitos casos nao deve ser facil satisfazer a condi¢ao de Mercer. No
entanto, a condicao (B=26]) deve valer para toda g(x) com norma Lo, ou seja,

que satisfaca a equacao ([B=27]).
A condicao de Mercer informa se um determinado ntcleo constitui ou

nao um produto interno em algum espago caracteristico F, embora nao mostre

como construir a funcao ® e até mesmo que espago caracteristico teremos.

Alguns nucleos usados em SVR para analise de séries temporais sao

estudados por Stefan Riiping (24). Exemplos de nicleos:

— Funcao Nucleo linear:

K(z,y) = (z,9).

Esta é a funcao nucleo mais simples. A funcao decisao toma a forma
f(z) = (w, ) +b. O nicleo linear utilizado para prever séries temporais,
isto é, z; = f(x4_1, 24 9,24 3,...,74_) tem como modelo resultante um

modelo auto-regressivo de ordem k (AR(k)).

— Funcao Nicleo polinomial:

K(z,y) = (z,y)"
K(z,y) = ((z,y) +1)%.
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— Fungao Nicleo RBF: (Fungdo Base Radial): Sao fungbes niucleo que
podem ser escritas na forma K(z,y) = f(d(x,y)), onde d é uma métrica
em X e f ¢ uma funcdo em R*. Usualmente a métrica vem do produto
interno d(z,y) =|| z —y ||= /{x —y,x — y).Como exemplo de fungao

base radial, podemos definir o niicleo fungao base radial Gaussiano:

K(z,y) = exp(=y | z =y [|*).

Neste caso, a similaridade entre dois exemplos é julgada pela distancia

euclidiana.

— Funcao Nucleo de Fourier :

1—a?
Kp(z,y) = 2(1—2qcos(ZU—y))“‘q2

Uma transformacao que pode ser feita em dados de séries temporais ¢ a
transformada de Fourier. Tal representagao ¢é 1til se a informacao das séries
temporais nao recaem em valores individuais em cada ponto de tempo, porém
na freqiiéncia de alguns eventos. O produto interno da expansao de Fourier de
duas séries temporais pode ser calculado diretamente pela expansao de Fourier
regularizada conforme descrito por Vapnik em (29) com o resultado do célculo

mostrado acima.

Pode-se ainda criar ntucleos mais complexos a partir de outros mais

simples. As demonstragoes serdo omitidas podendo ser encontradas em (7).

Proposicao 3.3 Sejam K, e Ky fungoes nicleo em X x X | X C R", a
€ R* e f € uma funcao de valor real em X,® : X — R™, com o nicleo K
definido em R™ x R™ e B uma matriz nxn simétrica (semi)definida positiva.

Entao as sequintes fungoes sao funcoes nicleo:
1. K(x,2) = Ki(z,2) + Ky(z, 2),
2. K(z,z) = aKy(z,2),

3. K(x,z) = Kq(z,2)Ks(x, 2),
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Coroldrio 3.4 Dado K; uma fung¢do nicleo em X x X |, x,z € X e p(x)
um polinémio com coeficientes positivos. Entdo as sequintes fungoes também

sao fungoes nicleo:
1. K(z,2) = p(Ki(z, 2)),
2. K(x,z) = exp(K(z, 2)),

3. K(v,2) = exp(—vl|z — 2|*).

Para maiores informagoes sobre nicleos, consulte Schélkopf e Smola (18).

3.6
Arquitetura de um SVR

A figura B.7 descreve os passos do SVR. A entrada = (para a qual uma
predigao deve ser feita) e os vetores suporte x;, i = 1,...n sdo mapeados nao
linearmente pela funcao ® para um espaco caracteristico, onde os produtos
internos sao calculados. Isto corresponde ao calculo de fungdes niicleo K (x, z;).
Finalmente, os resultados sao combinados através dos pesos v; = (af — ;) e

somados com o termo constante b para fornecer a previsao de x.

Saida EZvkxx)+b

Pesos

Produto Interno <®(x),®(x, = k(x,x;)

Dix,) oy | P Py Vetor de mapeamento @ix), @)
X X, ce X
1 - =| Vetores suporte x;..x,
X
Vetor teste X

Figura 3.7: Arquitetura de maquina de vetor suporte (Schélkopf, Smola, 2001

(18)).
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3.7
O SVR no software R

O R (16) é um software livre usado para analise estatistica de da-
dos, oferecendo grande variedade de técnicas estatisticas (modelos lineares e
nao-lineares, modelos de séries temporais, testes estatisticos classicos, entre
outros) além de produzir graficos de qualidade. O programa estd disponivel
em http://www.r-project.org , onde também encontram-se textos e tutoriais,
além do cédigo fonte para compilagao e os executaveis ja compilados para

diferentes sistemas operacionais.

Utiliza-se a implementagao LIBSVM de Chang e Lin (4) empregando o
software do R-project (16]), apds a instalacao do pacote el071 para estimar
modelos SVR. Este pacote pode ser usado tanto para classificacao quanto
para regressao. A matriz de dados X e um vetor de respostas y sao definidos
e, dependendo do tipo de vetor y definido, o tipo padrao a ser empregado é
uma C-classificacao ou uma e-regressao. Também ¢ necessario definir a funcao
nucleo a ser utilizada. Neste estudo, utiliza-se a funcao nicleo linear e a funcao
nicleo Gaussiano (default).

Deve-se ainda definir os parametros livres do nucleo (para o nicleo
Gaussiano, o valor default: y=1/(dimensao dos dados)), o valor do ¢ da fun¢ao
de custo e-insensivel linear (default: 0.1) e o valor da constante C' (default: 1).

Nesse pacote, pode-se ainda utilizar a funcao tune que ajusta os hiper-
parametros do SVR fazendo uma pesquisa em um dominio retangular com os
valores da busca fornecidos pelo usuario. Essa funcao usa como avaliacao da

performance para regressao, o erro quadrado médio.
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