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5
Procedimentos Computacionais

Neste capitulo descreveremos as principais rotinas do wx2x2, utilizadas
extensivamente no processo de inversao.

A partir do momento em que o programa possui os valores dos parametros
globais, assim como as expressoes das funcoes coordenadas F} e F5, a rotina
study_function() efetua a chamada de vérias outras sub-rotinas que, em linhas
gerais, realizam as seguintes tarefas: calcular o grau da funcao, localizar
e construir as primeiras curvas criticas e computar sua imagem, coletar a
informagao necessdaria para que se proceda aos testes de contagem e a geracao
de palavras de Blank-Troyer.

A medida que o conjunto critico C vai sendo calculado, o programa
decompobe curvas criticas e suas imagens em arcos bimonotonicos (ao longo
dos quais as duas coordenadas sao monétonas) e, a partir dessa decomposicao,
calcula os numeros de rotacao e giracao de varias curvas. Cuspides sao
localizadas com precisao, junto com sua classificacao como interna ou externa.
O programa calcula também as intersec¢oes de curvas em F'(C), permitindo
nomear as placas no dominio e na imagem. A seguir, sao gerados grafos de
adjacéncia entre placas, necessarios para os testes de contagem e Blank-Troyer,
empregados para a identificacao exaustiva do conjunto critico C.

Uma vez que essa estrutura esta disponivel, o programa pode desenhar
a flor da fungao ou inverter pontos, processos que, por sua vez, exigem uma
quantidade de outras sub-rotinas. Para comecar, sao gerados quatro pontos
na imagem para os quais € possivel nesse momento calcular todas as pré-
imagens. A partir desses pontos resolvidos iniciais, outros podem ser invertidos
por métodos de continuacao ao longo de caminhos [ especiais. A inversao da
fungdo ao longo de 3 é natural em situacoes em que os arcos de F'~1(3) nao
encontram pontos criticos. Nos pontos criticos é necessario proceder com mais
cuidado: ao trespassar uma dobra, por exemplo, o niimero de pré-imagens de
pontos em (3 aumenta ou diminui de 2. E conveniente também garantir que
os caminhos [ a inverter evitem pontos associados a uma analise numérica
inutilmente dificil, como ocorre quando 3 passa proximo a imagem de uma

cuspide. O programa tem estratégias para selecionar caminhos de inversao e
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ainda acumula informacao em um banco de pontos resolvidos, isto é, listas de
pontos com suas pré-imagens ja calculadas, selecionados por um conjunto de
critérios.

Nas proximas secoes, sao descritas com mais detalhe varias das sub-

rotinas acima.

5.1
Calculando o grau

A rotina find_degree() calcula o grau de F, baseada no Teorema 3.1.
Como F' é supostamente cordata, seu grau é o nimero de rotagao w(F o+, 0),
onde 7 é uma circunferéncia centrada na origem, orientada positivamente,
de raio suficientemente grande. Amostramos v em N pontos p; distribuidos
uniformemente. Uma varidvel inteira four_degree é atualizada quando F'(p;)
e F(piy1) estdo em quadrantes consecutivos: ela aumenta ou diminui de 1,
dependendo da orientacao. Ao completar a volta, dividimos four_degree por 4

e, assim, obtemos o grau da funcao F.

5.2
Detectando e construindo curvas criticas

Inicialmente percorremos uma malha quadrangular cuja densidade e
amplitude sao especificadas através dos parametros globais NGRID, Grid
step e Grid ratio, em busca das primeiras curvas criticas, que inicializam o
conjunto C,. Para cada uma dessas curvas, determinamos seu sentido de dobra,
calculamos suas cuspides e as classificamos em interna ou externa. Inicializamos
o conjunto F(C,) que contém a imagem de cada curva em C,, computamos seus
pontos de interseccao e, para cada curva em F(C,), calculamos sua giragao.
A seguir, o par C.-F(C,) ¢ submetido a trés tipos de testes, que buscam
estabelecer se C, = C. Cada teste é efetuado em cada placa de C,, e se algum
desses testes falha em determinada placa, é porque existe a0 menos uma curva
critica que nao esta presente em C,. Entao, na placa onde ocorreu a falha, o
programa efetuard uma busca para encontrar uma nova curva critica, que é
acrescentada ao conjunto C,.

Quando todos os testes dao certo, o wx2x2 entende que C, = C. Os
resultados tedricos apenas caracterizam os conjuntos criticos C e suas imagens
F(C) de fungoes cordatas. Isso nao garante que o conjunto C, e sua imagem
F(C,) sao de fato o conjunto critico completo da fungao dada F: eles podem
ser o conjunto critico de uma outra funcao F. O problema, em um certo
sentido, ¢ insoluvel: curvas criticas podem ser adicionadas em qualquer regiao

arbitrariamente pequena de um ponto regular de uma funcao F', sem alterar


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510521/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510521/CA

wx2x2 - um software para sistemas ndo lineares 38

a funcao fora desta regiao. Qualquer método numérico, que sé se permita
calcular uma funcao em um nuimero finito de pontos, nao pode alcancar a
certeza de ter encontrado todas as curvas criticas. Os testes, entretanto, sao
muito expressivos: € dificil esconder curvas criticas deles. Ainda assim, existem
parametros globais que aumentam o refinamento da busca por curvas criticas,

entre os quais Curve Sharpness, Maximum Step, Minimum Step.

5.3
Detectando as primeiras curvas criticas

A seguir, descrevemos como uma curva ' é representada no programa.

Os atributos da classe CriticalCurve sao:
1. wndex: inteiro que rotula I', comecando por 0;
2. domBoundingBox: coordenadas extremas em z e y dos pontos de I';
3. imgBoundingBoz: coordenadas extremas em x e y dos pontos de F(I');
4. orientation: informa o sentido de dobra em I
5. domPoints e imgPoints: pontos da discretizacao de I' e suas imagens;
6. numPoints: o total de pontos da discretizacao em I’
7. cusps: da a localizacao das cuspides, internas e externas;
8. numliInCusps e numQOutCusps: contam cuspides internas e externas;
9. ntersections: lista os pontos de interseccao das curvas na imagem;

10. domC'riticalsX e domCriticalsY, imgCriticalsX e imgCriticalsY : listam

os extremos locais das coordenadas z e y em I' e F/(T');
11. turningNumber: a giragao de F(I');

12. winding(q): uma rotina que calcula o nimero de rotacao de I' em torno

do ponto g fornecido como entrada;

Todas as curvas criticas calculadas pelo programa, junto com suas
imagens, sao guardadas num vetor que esta disponivel a qualquer momento.

Agora, passamos a descrever o processo de busca por curvas criticas.
No inicio da rotina study_function(), percorremos uma malha quadrangular
centrada na origem cuja geometria foi especificada através dos parametros
globais NGRID, Grid step e Grid ratio. Procuram-se pontos consecutivos p; e

Pi+1 Nos quais os sinais de det D F' nestes pontos sejam diferentes, o que indica
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a existéncia de um ponto critico no segmento p;p; 1. Se o programa ainda nao
registrou (pela rotina test_stick()) a existéncia de um ponto critico em p;pi;1,
a rotina find_cr_point() calcula ali um ponto critico novo r, que serve de ponto
de partida para make_cr_curve(), que por sua vez realiza a construcao da curva
critica por r.

A rotina make_cr_curve() cria um objeto da classe CriticalCurve e
usa next_zero() varias vezes, para gerar seqilencialmente, por argumentos
de analise local, pontos criticos que sao adicionados ao vetor domPoints do
objeto. Assim constréi uma curva critica que sera orientada pelo sentido de
dobra, quando completada. As rotinas next_zero() e find_cr_point(), juntas,
implementam um método de continuagao numérica, do tipo preditor-corretor,
onde a etapa preditora é de passo variavel. A variacao do passo é necessaria
para levar em conta o fato freqiiente de que na mesma funcao existem curvas
criticas de tamanhos e afastamentos muito diferentes. O usuério pode interferir
nessa etapa ajustando os parametros globais Curve Sharpness, Minimum step,
Mazimum step e Min step in make_cr_curve(), existentes na opgao Preferences
do wx2x2.

Essencialmente, make_cr_curve() realiza as seguintes tarefas:
1. Prepara as condigdes iniciais para invocar next_zero().

2. Determina o término do célculo da curva critica (a medida que
next_zero() vai calculando pontos criticos supostamente novos, é ne-
cessario garantir que os novos pontos nao sejam discretizacoes de um

arco da curva ja percorrido).

3. Determina o sentido de dobra da curva, estabelecendo se a curva critica
foi construida no sentido anti-horario ou horario. Note que essa in-
formacao é global: ela estd disponivel s6 quando a curva esta completa.
A orientacao é obtida examinando a vizinhanca de um ponto cuja coor-

denada z é maxima.

Para o funcionamento de nezt_zero(), sao necessérias algumas construgoes
geométricas. O vetor tangente r;(r) & uma curva critica num ponto r = (o, yo)
é obtido girando o vetor gradiente Vg(p) de 90° em sentido horario, onde
g(x,y) = det(DF(x,y)), para que a curva assim construida fique orientada em

sentido de dobra. Como g(zo,y0) = 0, Vg(r) é aproximado por

Vg(r) = (g:(r),g4(1))
(9(% +A,y0) 9o, yo + A)
A ’ A

) , A > 0 pequeno.
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Dai,

A ’ A

r(r) = Vy(r) =

0 1 <g(9307y0+A) 9(950+A790))
-1 0

A rotina nezt_zero() recebe dois pontos consecutivos de uma curva critica
e, a partir deles, calcula um novo ponto. Para realizar a primeira chamada a
next_zero(), como make_cr_curve dispoe de apenas um ponto critico r usamos o
vetor tangente r;(r) para calcular um quase ponto critico r_; = r—step-r,(p) e,
assim realizamos a primeira chamada a rotina next_zero() passando os pontos
r_1 e r. O valor step na definicao de r_; é calculado a partir de uma analise
local em r para levar em consideracao a curvatura da curva critica em r: quanto
maior a curvatura, menor serd o valor de step (seu valor deve ser maior ou igual
a Min step in make_cr_curve()).

Agora explicaremos como, na rotina next_zero(), obtemos um novo ponto
critico a partir de outros dois consecutivos. Sua implementacao se baseia em
duas etapas (Figura 5.1):

Etapa Preditora: Seja v uma curva critica de I’ contendo dois pontos rg, 71
calculados sequiencialmente. Calculamos ¢ = r1 + sec a partir do vetor secante
sec = 2- step - ﬁ e os pontos q, = ¢+ R(—90) - sec e q, = g+ R(+90) - sec,
onde R(f) representa a matriz de rotagao por 6 graus. Se os sinais de det DF
em ¢, e g, forem distintos, refinamos o vetor sec levando em conta o parametro
global Curve Sharpness, para fins de robustez, e depois executamos a Etapa
Corretora. Caso contrario, o vetor sec sofre uma contracao de fator 0.5 e os
pontos ¢, q, € g, sao atualizados. Se num numero de pré-determinando de vezes,
nao obtivermos sucesso em encontrar ¢, e g, com sinais distintos, a construcao

da curva critica passando por r é abortada.

_|_

»
-

||sec|| = 2step

Figura 5.1: Aqui é necessario reduzir step
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Etapa Corretora: a rotina find_cr_point() é chamada para calcular um ponto

critico no segmento q,qp

A rotina find_cr_point(), crucial no funcionamento de next_zero(), recebe
dois pontos m e n nos quais os sinais de det DF' sao distintos e retorna um
ponto critico no segmento mn. O algoritmo de localizacao de zeros empregado
¢ o método de Brent (ou Van Wijngaarden-Dekker-Brent), que combina os
métodos da bissecao, da secante e interpolacao quadratica inversa. E um
método robusto, no sentido que desempenha pelo menos tao bem quanto
bissecao e ainda assim pode ser tao rapido quanto métodos mais instaveis.
Na maioria das iteragoes, o algoritmo emprega os métodos da secante ou
interpolagao quadrética inversa para aumentar a velocidade de convergéncia.
O método de Brent é recomendado na bibliografia para calcular zeros de uma
funcao real de variavel real quando apenas seus valores estao disponiveis, e nao
suas derivadas ([PR]).

Em next_zero(), na Etapa Corretora, a rotina find_cr_point() é chamada
recebendo como parametros m e n os pontos ¢, e ¢ ou g, e g, respectivamente
se det(DF(q,)) - det(DF(q)) < 0 ou det(DF(q)) - det(DF(q)) < 0. E, assim,
o ponto critico procurado é da forma r = (1 —tg) - m + to - n, onde ty um zero
para a func¢ao det(DF((1 —t)-m+t-n)) em [0, 1].

Ao término da construcao da nova curva critica marcamos os segmentos
da malha que foram atravessados por essa nova curva (isso é feito para evitar
repeticoes na busca por outras curvas) e retomamos a travessia da malha.
Ao terminar de percorrer toda a malha original, algumas curvas criticas sao
encontradas, formando o conjunto C,, representado por um vetor de objetos

do tipo CriticalCurve.

5.3.1
Calculando alguns atributos de CriticalCurve

Explicamos aqui como alimentamos alguns atributos da classe Critical-
Curve. A medida que uma curva critica nova é construida, verifica-se as pro-
priedades extremais em relacao as coordenadas x e y tanto da curva quanto
dos pontos de sua imagem: assim sao gerados domCriticalsX, domCriticalsY,
imgCriticalsX e imgCriticalsY, assim como domBoundingBoz e imgBounding-
Box, dimensoes dos retangulos minimos que contém as curvas. Com os pontos
extremos determinados, temos em maos a decomposicao da curva critica e sua
imagem em arcos bimonotonicos, que consistem de arcos de pontos entre dois

pontos extremos consecutivos. (Figura 5.2).
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D
W z-critico

M y-critico

Figura 5.2: Curva dividida em arcos bimonotonicos

Identificamos também pontos candidatos a vizinhos de cispides, isto é,
pontos pi, p2 € p3 no dominio para os quais ha uma stibita mudanca de direcao
entre os vetores F'(p;) — F(ps2) e F(p2) — F(ps) (Figura 5.3). Vizinhos bem
calculados a uma cuspide sao necessarios para a classificacao interna-externa,
depois que o sentido de dobra é calculado. A rotina refine_cusp() refina o trecho
de arco critico determinado por py, ps € ps para que a rotina seek_cusp() localize
e classifique uma cuspide nesse arco (caso exista) e, logo apds, os atributos

cusps, numInCusps e numQOutCusps da curva critica sao atualizados.

rp) 1

Ps —
P,

b F(p,)

Figura 5.3: Localizando cuispides

Procuramos também por pontos de intersecgao no conjunto F'(C,), uma
primeira utilizacao da decomposicao das curvas em arcos bimonotonicos. Para
cada curva em F'(C,) procuramos por pontos de auto-intersecgao e pontos de
interseccao com outras curvas. Para identificar nas listas de pontos do dominio
e da imagem os vizinhos de pontos de interseccao procedemos da seguinte
maneira. Dadas duas imagens de curvas criticas, verificamos inicialmente
se seus bounding boxes tém interseccao nao vazia. Neste caso, passamos a
considerar todos os pares de arcos bimonotonicos, um em cada curva. Mais
uma vez, se os bounding boxes desses arcos nao se interceptam, nao ha nada

a fazer.
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(a) (b)

Figura 5.4: Interseccoes entre arcos bimonotonicos

Caso contrario, existem dois sub-casos que sao ilustrados na Figura 5.4.
No caso 5.4a, uma pesquisa binaria nas listas de pontos dos arcos encontra
o ponto de intersecgdo (se existir). No caso 5.4b, os pontos de intersecgao
sao encontrados pelo algoritmo sugerido na Figura. Na realidade, esses dois
métodos fornecem apenas vizinhos ao ponto de interseccao e, para obter
precisamente a intersecc¢ao, inserida nas curvas tanto do dominio quanto na

imagem, procedemos a uma analise numérica local.

5.3.2
Giracoes e rotacoes

Aqui explicaremos como calcular nimeros de rotagao, giragoes e relagoes
de inclusao entre as curvas criticas de C,. Essa informacao é necessaria para
a implementagao da rotina belongs ToPlaque(), uma fungao que decide em que
placa (do dominio ou da imagem) estd4 um ponto.

Descrevemos o calculo do numero de rotagao de uma curva v em
torno da origem (uma translacdo reduz o caso geral a esse). Na rotina
winding(), percorremos os pontos extremos dos arcos bimonotonicos da curva
e verificamos mudancas de quadrante entre pontos extremos consecutivos.
Mudancas entre quadrantes vizinhos somam ou subtraem um quarto de volta
ao numero de rotagao de acordo se a mudanca ocorreu no sentido anti-horario
ou horario, respectivamente. Se dois pontos extremos de um arco bimonotonico
estao em quadrantes opostos, soma-se ou subtrai-se meia volta, mas agora é
necessario invocar a rotina z_to_pt() para determinar se a origem esté abaixo
ou acima do arco. Na figura abaixo, as fragoes indicam as contribuigoes de cada
arco bimonotonico para o calculo do niimero de rotacao da curva em torno a

origem.
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1/2

Figura 5.5: Uma volta em torno a origem

Para calcular giracoes de curvas do contradominio também utilizamos a
decomposigao da curva em arcos bimonotonicos. Em pontos extremos suaves,
o vetor tangente claramente pertence a um dos quatro raios determinados
pelos eixos coordenados. Quando os arcos se encontram na imagem de uma
cuspide somamos meia volta a giracao. Assim podemos inicializar o atributo

turningNumber (a giragao) para cada curva em F(C,).

5.3.3
Co =C7?

Tres tipos de testes — de coeréncia, de contagem e de Blank-Troyer —
sao aplicados ao conjunto C, para determinar se este conjunto esta completo,
isto é, se todas as curvas criticas foram localizadas. Esses testes sao realizados
em cada placa de C,: quando temos uma reprovacao em alguma placa, o
programa volta a procurar outras curvas criticas nessa placa.

O teste de coeréncia consiste em verificar se duas curvas vizinhas por
inclusao possuem orientagoes contrarias: afinal, percorrer a curva no sentido
de dobra faz com que a regiao a direita tenha jacobiana com determinante
positivo. Isso é feito comparando o atributo orientation das curvas durante
uma travessia do grafo de adjacéncia.

Os testes de contagem sao as verificagoes do Teorema 3.7. Para cada
placa X do dominio, todos os ingredientes necessarios para aplicar esse teste
foram calculados nas secoes anteriores, a saber: grau da funcao, giracoes e o
namero de cuspides internas e externas.

O teste de Blank-Troyer é implementado conforme descrito em [MST1],
e baseia-se na caracterizacao de conjuntos criticos e suas imagens. Esse teste
pode ser habilitado ou desabilitado definindo o parametro global Blank, na

opcao Preferences do wx2x2, conforme descrito na secao 4.4.
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5.3.4
Procurando outras curvas criticas

Quando uma placa X de C, nao passa num dos testes mencionados acima
é porque existe alguma curva critica ainda nao detectada no interior de X.
Passamos entao a procurar por dois pontos py e p; em X nos quais det DF
tem sinais opostos. A partir deste segmento, a rotina find_cr_point() calcula
um ponto critico, que é estudado pela rotina test_san() para determinar sua
pertinéncia a alguma curva critica ja calculada. Se o ponto é considerado novo,
make_cr_curve() constréi a nova curva.

Uma reprovacao no teste de coeréncia é tratada da forma descrita a
seguir. Suponhamos X limitada. Curvas na fronteira de X sao classificadas
como boas ou mds. A fronteira exterior é boa. Fronteiras interiores sao boas
se sua orientacao dada pelo sentido de dobra é oposta a da fronteira exterior
de X; as demais curvas sao mas. A reprovagao de X no teste de coeréncia
significa que existe pelo menos uma curva ma. Entre as curvas mas, seja p’
o ponto com coordenada y minima. Dentre os pontos em curvas boas com
coordenada y menor ou igual & de p’, tomamos p” minimizando a distancia
a p' na métrica d((zo,yo), (x1,51)) = max{|zo — 1], [yo — 1]}, obtido como
em (I) abaixo. Obtenha agora no segmento p’p” dois pontos interiores py e
p1 vizinhos aos vértices, usados agora como parametros para find_cr_point():
o ponto critico encontrado serd aprovado por test_san(), a menos de algum

problema numérico.

Figura 5.6: Encontrando uma curva critica nova

Na métrica definida acima, o ponto mais proximo a p num arco bimo-
notonico AB é A, B ou uma interseccao de AB com uma das duas retas pas-
sando por p com inclinagao +1. Um simples teste verificando a localizacao

do bounding boxr do arco nos diz em qual caso no encontramos. Para procu-
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rar a intersecao com uma reta, uma pesquisa binaria entre os pontos do arco
desempenha bem.

Suponhamos agora que a placa X foi aprovada no teste de coeréncia, mas
reprovada num dos outros dois testes. Em X, o determinante da jacobiana em
pontos proximos a fronteira tém um sinal bem definido, digamos positivo. Es-
tamos procurando por pontos em X com determinante da jacobiana negativa,
a partir do qual find_cr_point() gera um novo ponto candidato a inicializar
make_cr_curve().

Para comecar, geramos aleatoriamente um ponto p em X. Isso se faz es-
colhendo pontos dentro do bounding box da fronteira exterior e verificando
sua pertinéncia a X com a rotina belongsToPlaque(). Se p € X satisfaz
det(DF(p)) < 0, basta invocar find_cr_point(). Se isso nao acontece, procu-
ramos diminuir o determinante ao longo de uma reta por p alinhada com uma
discretizagao de grad(det(DF))(p). A busca se repete ao longo de segmentos
sempre em X, por um certo nimero de vezes. Se o ponto desejado nao é en-
contrado, outro ponto p é sorteado. O processo é cotado pelo parametro global

Number of tries.

5.4
Invertendo um ponto

Agora estamos prontos para descrever o processo de resolucao numérica

da equagao
Flz)=q, o qCR (5-1)

Uma das tarefas principais é a inversao de F' por um método de conti-
nuac¢ao ao longo de um segmento gog; na imagem para o qual uma pré-imagem
po de qo é conhecida. O segmento é discretizado e novas pré-imagens sao ob-
tidas por um método de Euler-Newton a partir das pré-imagens anteriores
([AG]). No wx2x2, a rotina cont_pre_im() implementa esse método, tendo
como parametros de entrada os pontos qg, q1 € pg. A rotina retorna os pontos

p1, P« € um indicador que informa um dos trés resultados a seguir:

a) a rotina foi bem-sucedida e a pré-imagem desejada é py;

b) a rotina descobriu que o processo de continuagao nao vai além de um
ponto p.. Isto ocorre quando o segmento Goq; intercepta F(C), sendo

¢« = F(p.«) a intersecgao;

¢) ocorréncia de um erro numérico na rotina, indicada na area de log.

A resolugao de (5-1) é realizada em trés etapas:

a) calculo de todas as pré-imagens de alguns pontos;
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b) obtengao de um caminho 3, em forma de “L” (veja Figura 5.8), composto
por dois segmentos de reta, Gy e (31, satisfazendo certos critérios descritos

abaixo;

c¢) inversao dos segmentos 3y e .

5.4.1
Calculando todas as pré-imagens de alguns pontos

A rotina init_invert() é responsavel por esta tarefa. Inicialmente procu-
ramos um bounding box B¢ para as curvas de C e outro Bp() para as curvas
de F(C). Tomamos a seguir um ponto p fora de B com imagem ¢ = F'(p) fora
de Bp(). Isto é possivel porque F' ¢ cordata. Em outras palavras, ¢ estd na
placa ilimitada de F'(C). A partir de g, completamos um quadrado como na
Figura 5.7).

A
Qb qa
: < -
A I
F(p)=q
\ 4 -
A
. > .
q. 4q
Figura 5.7:

Obtemos uma pré-imagem p, de q,, através da rotina cont_pre_im(),
usada invertendo por continuacao ao longo do segmento I, com a condic¢ao
inicial p.

Depois, usando p, como uma condicao inicial para inverter ao longo de
7.Q», Obtemos uma pré-imagem de ¢,. Invertendo os outros lados do quadrado,
obtemos pré-imagens de ¢. e ¢; e uma outra pré-imagem p/, de ¢,. Repetimos
entao o ciclo de inversoes ao longo dos lados do quadrado a partir de pl, até

obtermos o numero total de pré-imagens de cada um desses quatro pontos,
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que deve ser, segundo o Coroldrio 3.4, igual a |deg(F')|. Alids, deg(F) ja
foi calculado pela rotina find_degree(). Se este processo falhar por razoes
numéricas, comecamos novamente selecionado um ponto p mais longe da
origem. No programa, a cada falha aplicamos uma escala de 1.2 ao ponto
p anterior, ou seja, p «— 1.2 - p. Pelo Teorema 3.5, este processo deve funcionar
para p suficientemente longe da origem.

Em conclusao, temos quatro pontos resolvidos q., @b, q. € qq, Cujas pré-
imagens sao todas conhecidas. Estes pontos e suas pré-imagens sao armazena-
dos no banco de pontos resolvidos e jamais sao removidos. O banco é til para
a execucao de inversoes de pontos genéricos: dado ¢; na imagem, selecionamos
um ponto gy no banco de pontos resolvidos, ligamos gy a ¢; por um caminho em
forma de “L” e invertemos, por continuacao, de qq até q;, algumas pré-imagens
de ¢; a partir das pré-imagens de qg.

Para exemplificar, vamos considerar novamente a fungao F (z) =224z A
inversao ao longo dos segmentos 3y e 31 saindo de ¢ a partir das pré-imagens
Pl e pb ddo origem a duas pré-imagens de ¢, p? e pl. E claro, entretanto, que

duas pré-imagens estao faltando, como deixa claro a figura. Essa ¢é a dificuldade

considerada a seguir.

Figura 5.8: Obtendo todas as pré-imagens de pontos remotos

5.4.2
Escolhendo caminhos e invertendo

E inevitavel, entretanto, que o caminho em “L” ligando um ponto
resolvido gy a um ponto a inverter ¢; cruze as vezes o conjunto F'(C). Mais
precisamente, suponha que um segmento orientado = aw desse caminho L
encontre F'(C) num ponto ¢., que divide § em dois segmentos menores, agq,
e ¢;w. O ntmero de pré-imagens de ag, — ¢, e o de g,w — ¢, diferem de 2,

pelo Teorema 3.6. Quando o nimero de pré-imagens diminui, é porque um
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par de arcos no dominio obtido por inversao de @g, — ¢. estao convergindo
para o mesmo ponto p, no dominio, para o qual vale F(p,) = g.. O programa
identifica esses arcos e interrompe a inversao de (3 para esses arcos.

Quando o numero de pré-imagens aumenta, é porque dois novos arcos
devem surgir na inversao de ¢,w — .. Para identificd-los, o programa encontra
pontos criticos cujas imagens estao proximas a ¢, e, por um refinamento tipo
Newton, obtém p, para o qual F'(p.) = g.. Como cuspides foram evitadas, p.
é uma dobra. Agora, a partir de p,, a andlise numérica faz uso da forma local
das dobras, implementada na rotina beget_preim(). O método é mais sutil do
que simplesmente uma iteracao do método de Euler-Newton: a condigao inicial

para a continuagao da inversao de g, — ¢, nao é um ponto onde a Jacobiana

da fungao é inversivel.

Figura 5.9: Nascem duas pré-imagens

O programa calcula o nicleo K de DF(p,.), indicado em vermelho na
figura acima, e o vetor tangente t a curva critica I', e escolhe dois pontos s; e
s9 sobre a reta p, + K préximos a C, um de cada lado de I'. Pela expansao de

Taylor de F' em torno de p;,

F(s;) = F(p.) + DF(p.)[si — p.]" +O(llsi = ps|[*) = ¢.. i=1.2.

~
0, pois px € K

Assim, se s; distam ¢ de p,, as imagens d; = F(s;) distam O(€?) de ¢. e estao
do mesmo lado de F(I'), mas nao estdo em (. Queremos encontrar pontos
5; proximos a s; cujas imagens estejam de fato em 3. Usar s; como condicao
inicial para um método iterativo revelou-se instavel numericamente. Em vez
disso, o programa escolhe uma condicao inicial mais refinada, descrita a seguir.
Note que o vetor ¢ = DF(p,)t é tangente a F(I'). Determine ); tal que o ponto
Ji = d; + \;t pertenca a 3. Agora, use §; = s; + \;t como condicio inicial para
resolver F(3;) = d;.

Finalmente, o processo de inversao de g,w — ¢, ¢ substituido pela inversao

de d;w, com condicoes iniciais §;.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510521/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510521/CA

wx2x2 - um software para sistemas ndo lineares 50

Agora, que vimos como o programa procede ao inverter segmentos que
trespassam F'(C) em dobras, voltamos a escolha de caminhos em forma de L
apropriados. Temos que ligar um ponto ¢; na imagem de F', cujas pré-imagens
queremos calcular, a um ponto resolvido gy. O caminho, orientado de ¢y a ¢,
¢ formado por dois segmentos [y e 1, sendo que um ¢é horizontal e outro,
vertical. A Figura 5.8 exibe um tal caminho e suas pré-imagens para a fungao
F (2) = 22 + z. O ponto gy ¢ obtido no banco de pontos resolvidos, entre os
Number of neigh (um parametro global) mais préximos de ¢;. Para escolher

entre esses candidatos, consideram-se as seguintes propriedades:

(a) os segmentos devem passar longe de cuspides e de extremos locais das

coordenadas = e y em F(C);
(b) ambos os segmentos devem ter poucas intersec¢oes com F'(C);

(c) segmentos curtos sao preferidos.

A inversao de pontos proximos a cuspides e a extremos locais pode
gerar instabilidade numérica no método. Assim, as condigbes (a) e (c) sao
naturais. Aqui, a distancia entre pontos é ainda definida pela norma sup,
isto é, pela soma dos segmentos do L. A rotina find_L() é empregada para
selecionar o caminho adequado considerando as propriedades acima. FEssa
rotina faz chamadas as subrotinas z_censor() e y_censor() para verificar se
os segmentos de reta 3y e (1 estao proximos de cuspides ou de extremos locais,
e também as subrotinas z_to_ints() e y_to_ints() para calcular, ordenar e contar
as intersecgbes entre segmentos 3 e o conjunto F'(C).

Se a inversao do segmento (3 ocorreu com sucesso, decidimos se ¢q; é
incorporado ao banco de pontos resolvidos, verificando o valor do parametro
global Banksys. Se este valor for —1, ¢; e suas pré-imagens sao incorporados;
se for 1, verificamos se houve intersec¢ao de 5 com F'(C) e somente em caso
afirmativo armazenamos ¢ ; se Banksys for 0, nada é armazenado. Percebemos
aqui a possibilidade de mantermos pontos resolvidos em varias placas de F'(C)
que poderao se uteis na inversao de pontos situados nessas placas. O banco de
pontos é implementado com a estrutura de dados fila (FIFO - First In, First
Out) possuindo um tamanho fixo e, quando o banco esta cheio, ao adicionarmos
um novo ponto removemos o ponto mais antigo.

Resumindo, para proceder a inversao do ponto ¢;, escolnemos um L
apropriado em find_L() e realizamos a inversao por continuagao ao longo do
L, levando em conta as alternativas a considerar no caso de um segmento
encontrar F(C).
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5.4.3
Calculando a flor

A flor é o conjunto F = F~1(F(C)). Para gerd-la, o wx2x2 considera
os arcos mazimais de F'(C'), ou seja, as componentes conexas de F(C') menos
os pontos de intersecgao e imagens de cuspides. A rotina make_flor() percorre
todas as curvas que compoem F(C') e envia cada arco maximal da curva a
rotina make_pre_arc() — responsavel por inverter arcos maximais.

A rotina make_pre_arc() tem parametros inteiros que informam os indices
da imagem de curva critica e dos pontos inicial e final do arco maximal,
respectivamente, j..., jo € j.. A partir dai, seleciona o ponto P,, de indice
médio (jm = (Jo + J-)/2) e computa um ponto P perto de P, mas do lado
da curva que possui menos pré-imagens. Calcula-se as k pré-imagens de P, e
pelo Teorema 3.6, sabemos que P, possui k + 1 pré-imagens. Uma das pré-
imagens de P,, ja é conhecida: é o ponto de indice j,, na curva critica j..,. Para
encontrar as outras k pré-imagens de P,,, realiza-se uma inversao ao longo do
segmento de reta que liga P a P, para cada pré-imagem de P como condi¢ao
inicial. Agora, inicia-se a inversao do arco maximal em P,, e inverte-se cada
uma de suas metades. A Figura 5.10 ilustra o processo de criagao de F para a

funcio F(z) = 22 + 2.

P, P,
0 Psep P
P, P, P, —p » g
P P
0) Q

Figura 5.10: Invertendo um arco maximal

A analise numérica torna-se especialmente delicada quando os pontos a
inverter se aproximam de cuspides. Flores sao mais faceis de calcular a partir
de grandes bancos de pontos resolvidos. Freqliientemente, a flor de uma funcao
¢ visualmente muito complicada: nem sempre vale a pena calcula-la. Por outro
lado, é confortador que o processo de inversao de pontos nao depende da

construcao da flor.
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