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SPH em Animacao de Fluido

O comportamento de um fluido € governado por 3 leis fisicas de
conservacdo, sdo elas: conservacdo de massa, conservacdo de momento e
conservacao de energia. Para simular o comportamento de um fluido devemos
resolver essas trés equacdes. Porém, dificilmente essas equacOes apresentam
solucdes analiticas. Por isso, usam-se métodos numéricos para obter uma
aproximagcao satisfatdria. Neste capitulo, iremos mostrar, baseado nos trabalhos de
Miiller et al. [24, 26], como utilizar o método SPH para simular, através de

particulas, o comportamento de fluidos incompressiveis e isotérmicos.

4.1.
Modelagem de Fluidos com Particulas

Para modelar o comportamento de um fluido incompressivel e isotérmico,
devemos resolver o problema de conservacdo de massa e de conservagdo de
momento. Pelo fato do fluido ser isotérmico, a conservagdo de energia é garantida
automaticamente e ndo precisa ser modelada.

A incompressibilidade do fluido garante que a massa especifica do fluido
ndo ird variar com o tempo (durante a simulacdo), ja que a relacdo entre o volume
ocupado pelo fluido e sua massa serd constante. A conservacao de massa de um

fluido € dada pela chamada Equacdo da Continuidade (Equacao 4.1):

W =, _
—+V. = 4.1
o +V.(pv)=0 (4.1

onde p e vsdo a massa especifica e a velocidade do fluido, respectivamente.

Como a massa especifica ndo varia com o tempo, podemos reescrever a Equacao

4.1 da seguinte forma:

Vipy)=0 (4.2)
Pelo fato do fluido ser modelado por particulas, ndo é necessario resolver a

Equacdo 4.2, ja que a conservacdo de massa estd automaticamente garantida. Isto
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ocorre porque o ndmero de particulas usadas para representar o fluido é constante
e cada particula possui massa também constante.
Por ultimo a conservagdo de momento € dada pela Equacdo de Navier-

Stokes:

p(g—:+ PVP)=-VP+ pg+ V%  (4.3)

A Equacdo 4.3 representa uma forma simplificada da Equacdo de Navier—Stokes
para fluidos newtonianos e incompressiveis. Novamente o uso de particulas

simplifica o problema. O lado esquerdo da Equacao 4.3 pode ser substituido por

dv . . . . .
& (derivada material), uma vez que as particulas movem-se junto com o fluido,
t

ndo sendo necessdrio o termo convectivo ¥.V¥ . Ou seja, a variacdo do campo de
velocidade € simplesmente a taxa de variacdo da velocidade das particulas no
tempo. Podemos reescrever a Equacao 4.3 como sendo:

dv

== i(—vp + 03+ UV (4.4)
dt p

O lado direito da Equagdo 4.3 representa trés campos de forga, sdo eles:
campo de pressao (—§P) , gravidade (pg)e forca de viscosidade (4V°V), onde
M representa a viscosidade do fluido. A soma desses trés campos de forca
determina a forca resultante aplicada ao fluido. Esta forca resultante determina a

variacdo do momento do fluido. Com isso, a aceleracdo da i-ésima particula que

representa o fluido é dado por:

a L s
i p,

—

— dvl - ~ ~ .. L . ~
onde a,, —-, f,e p, sdo a aceleracdo da i-ésima particula, a variacio da
dt

velocidade em relagdo ao tempo da i-ésima particula, a forca resultante aplicada a
i-ésima particula e a massa especifica da i-ésima particula, respectivamente.
Nas secoOes seguintes serd mostrado como as forgas atuantes (lado direito

da Equacdo 4.4) no fluido podem ser modeladas com o método SPH.
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4.1.1.
Calculo da Massa especifica

Para o uso do método SPH, é necessério o calculo das massas especificas
amostradas nas posi¢des das particulas. Aplicando o método SPH para o célculo
da massa especifica, obtemos o seguinte resultado:

PG =3m W, -5, @6)

J

que corresponde a:

p(x;) = sz‘W(';C.i - )_éj’h) 4.7

Ou seja, a massa especifica de cada particula i € dada pelo somatério das massas
das particulas na vizinhanga da particula i, ponderadas pela fun¢do de suavizacao.

A Equacio 4.7 também é chamada de summation density.

4.1.2.
Forca de Pressao

O termo (-VP) presente na Equacdo 4.3 representa a variacdo do campo de
pressao de um fluido. Esta variacdo no campo de pressdao gera um campo de for¢a

de pressdo. Aplicando o método SPH (Equacdo 3.15) ao termo (-VP) obtém-se:

_ L I
£/ =—VP(F)=-> m,~-VW(, —%,,h) (4.8)

J J

A forga gerada pela Equagdo 4.8 ndo é simétrica. Se interagirmos somente duas
particulas, i e j, a forca de pressdo atuante em i serd determinada somente pela
pressdo amostrada na posi¢ao da particula j e vice versa. Uma vez que a pressao
dada nas posi¢des das particulas i e j podem ser diferentes, teremos forcas

assimétricas:
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z

A falta de simetria € um problema inerente ao método de SPH. Para
contornar tal problema e tornar esta for¢a simétrica (garantindo a conservagao de
momento e a 3* lei de Newton de acdo e reacdo), Miiller et al. [24] propuseram a
seguinte solugdo:

P+P .
L VW(X, -%;,h)  (4.9)

fi pres — _ﬁP(%l) — _Z mj
j

J

A Equacdo 4.9 resolve o problema de simetria presente na Equacdo 4.8 uma vez
que € usada a média aritmética das pressdes das particulas interagindo.

O célculo do valor da pressio de cada particula é necessario para se
determinar o gradiente de pressdo e, conseqiientemente, o campo de for¢a gerado
por ele. Usamos a mesma proposta encontrada em Miiller et al. [24]. A pressdo
das particulas do fluido pode ser determinada através da Equacdo de Estado dos
gases:

P =k(p) (4.10)
onde k representa a constante de gas dependente da temperatura do fluido. Miiller
et al. [24] utilizam uma versdo modificada da Equacdo 4.10, proposta por

Desbrun [5]:
P =k(p,—p,) (4.11)

onde p, representa a massa especifica de repouso (rest density) do fluido e € dado

como parametro de simulacdo. Uma vez que a forca de pressdo depende do

gradiente de pressdo, a subtracdo do termo p, ndo afeta o campo de forca de

pressao, ja que nao afeta o gradiente do campo de pressao.

4.1.3.
Forca de Viscosidade

A forca de viscosidade é dada pelo termo (4V°v) da Equacdo 4.3.

Aplicando o método SPH ao termo (4V°V), obtém-se

fiwsc :/IVZV()_C.I) :ﬂZmJ_JV2W('¥1 _fj,h) (412)

J J
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Novamente é gerada uma forca ndo simétrica, ja que as velocidades de cada
particula sdo diferentes. Miiller et al. [24] propuseram o uso da seguinte equacdo
para resolver o problema de simetria.

Vj_vi

£ = uVVE)=py m, VWX —X;,h) (4.13)
J

J

O fato da Equacdo 4.13 depender somente da diferenca das velocidades, e ndo do
valor absoluto das velocidades, naturalmente garante a conservacdo do momento e

o principio de agdo e reacdo.

4.1.4.
Tensao Superficial

Apesar de ndo aparecer na equacdo de Navier—Stokes, Miiller et al. [24]
modelam as forcas de tensdo superficial atuantes sobre o fluido. A tensdo
superficial surge devido a um desbalanceamento de forcas. As moléculas do
fluido estdo sujeitas a uma for¢a de atracdo de suas moléculas vizinhas. Dentro do
fluido essas forcas intermoleculares sdo iguais em todas as direcdes, balanceando
uma as outras. Porém, as forcas atuando sobre as moléculas da superficie do
fluido ndo sdo balanceadas. A forca resultante gera o que chamamos de tensdo
superficial. Devido a tensdo superficial, que € tangente a superficie do fluido,
surge uma forca que € proporcional a curvatura do fluido, atuando na dire¢cdo
inversa a normal a superficie, isto €, apontando para dentro do fluido.

Implementamos o modelo apresentado no trabalho de Miiller et al.[24] que
por sua vez foi baseado nas idéias de Morris [23]. Miiller et al.[24] descrevem
uma grandeza chamada de campo de cor. O campo de cor € um campo onde o
valor amostrado em cada particula vale 1 e em qualquer outro lugar do espago

vale 0. Aplicando o método SPH no campo de cor, obtemos o seguinte:

cS(x,.)zzm,.iW(;ei—x h) (4.14)

J J

J?

A normal da superficie do fluido € dada pelo gradiente do campo de cor:

i=VCs(x)=Y m, i?W(x; -X,,h)  (4.15)
~ P

J J


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0511019/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0511019/CA

SPH em Animacéo de Fluido 31

A direcdo da normal estd orientada para dentro do fluido, onde a curvatura da

superficie é dada pelo Laplaciano do campo de cor:

_VZCs

[nl

(4.16)

o sinal de menos € necessdrio para garantir curvatura positiva e superficies
convexas.
Miiller et al.[24] definem entdo a for¢a gerada pela tensdo superficial

atuante sobre a superficie do fluido como sendo:

—

F = oKl = GVZCS% (4.17)
n

onde o € uma constante que controla o quanto de tensdo superficial se deseja e é

dado como parametro da simulagdo.

4.1.5.
Forcas Externas

Forcas externas como gravidade, por exemplo, sdo aplicadas diretamente
as particulas, sem a necessidade de usar o método SPH. O problema de colisdao
pode ser tratado como forca externa, ou seja, a resposta a colisdo é aplicada

diretamente as particulas.

4.1.6.
Interacao entre Fluidos

Em [26] Miiller et al. apresentam uma forma de estender a simulacdo de
fluidos apresentado em [24] para lidar com diferentes fluidos. No trabalho de
Miiller et al. [26], os autores propdem um novo modelo de simula¢do capaz de
simular mudancas de fase de um fluido, interacdo entre ar e dgua, interagdo entre
dois fluidos e até mesmo a simulacdo de um “lava lamp”. Neste trabalho
abordamos apenas 0s aspectos necessdrios para a interacdo entre dois fluidos
(liquidos) seguindo as idéias apresentadas em [26].

Para a interacdo entre dois fluidos, os autores de [26] propdem a mudanga
de alguns atributos do fluido considerados “globais”, isto €, iguais para todas as

particulas, para atributos que podem variar de particula para particula. A primeira
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modificacdo sugerida em [26], é permitir que as particulas possam ter valores de
coeficiente de viscosidade, constante de gds e massa especifica de repouso
diferentes uma das outras. A segunda modificacdo é a mudanga do célculo da
forca de viscosidade, para levar em conta os coeficientes de viscosidades por
particulas. Miiller et al. [26] propdem a seguinte equacdo para forca de
viscosidade:

+U; . v, —

7,
R "VIWE -X,,h) (4.18)
7

ﬂv2\—}>(3":l) — Z ll'li
J

Usando a Equacdo 4.18 o cdlculo da for¢ca de viscosidade passa a considerar a
média dos coeficientes de viscosidade das particulas interagindo.

Com essas duas modificagdes, € possivel simular o efeito de empuxo entre
dois fluidos. O empuxo € simulado com o uso por particula da massa especifica de

repouso. A massa especifica de repouso (termo p, na Equacdo 4.11) € responsdvel

por atrair ou repelir particulas a fim de chegar a um estado de equilibrio. Quando
dois fluidos com diferentes massas especificas sao misturados, surge um gradiente
de massa especifica entre as particulas e conseqiientemente um gradiente de

pressao na interface dos fluidos (Figura 3).

Interface entre os fluidos

Figura 3 As particulas claras possuem massa especifica de repouso X. As particulas
escuras possuem massa especifica de repouso 2X. As setas indicam o gradiente de
massa especifica e consequientemente o gradiente de pressao resultante na interface

dos fluidos.

O gradiente de pressao na interface dos fluidos serd responsavel por fazer o
fluido menos denso emergir sobre o fluido mais denso. Os autores de [26]
propdem uma nova forca chamada de for¢a de empuxo artificial. Esta forca é
necessdria para a correta simulacdo do empuxo. O método SPH, por sua natureza,

somente obtém resultados satisfatorios se o dominio for bem amostrado. Quando
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dois fluidos com massas especificas de repouso diferentes estdo interagindo, é
possivel que somente algumas poucas particulas do fluido menos denso estejam
dentro do outro fluido (mais denso). Ao se calcular a massa especifica dessas
particulas isoladas, o valor da massa especifica serd mais alto do que deveria ser,
pois no célculo da massa especifica (Equacdo 4.7), a contribuicdo serd muito
maior das particulas do outro fluido. Conseqiientemente essas particulas isoladas
ou emergirdo de forma lenta ou nem mesmo conseguirdo emergir do fluido mais
denso. Para contornar este problema de amostragem, os autores propdem a forca

artificial de empuxo dada por:

J =b(p-py)g  (4.19)

onde b ¢é uma constante de controle dada como pardmetro e g € a

gravidade.

4.2
Funcoes de Suavizacao

Neste trabalho utilizamos as mesmas fungdes de suavizacio propostas por
Miiller et al. [24]. Todas as fungdes de suavizacdo propostas por Miiller et al. [24]
obedecem as condi¢des levantadas no Capitulo 3, Secdo 3.3.

A primeira fun¢do de suavizacao proposta por Miiller et al. [24] é:

315 [(h*=r?) 0<r<h

647h° 0 caso contrdrio

W, (E =% h) =

p

(4.20)

5
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Legend Legend Legend
Palyé Grad(Polys)

Laplacian(Palyg)
Figura 4 Gréfico da fun¢éo de suavizagdo Wyays € suas derivadas usada por Mller et al
[24]. O eixo das ordenadas representa o valor da fungdo de suavizagao e o eixo das
abscissas representa a distancia entre os pontos. O grafico mais a esquerda representa
a fungéo de suavizagdo. O gréafico do meio representa o gradiente de Wyq,6 € 0 mais a
direita representa o Laplaciano de Wys.
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A escolha de Miiller et al. [24] por esta func@o de suavizacdo se deve ao

fato de somente r> (quadrado da distancia) aparecer na equagdo, eliminando a
necessidade do cédlculo de raiz quadrada presente no célculo da distancia entre os
pontos. Isto faz com que a funcdo de suavizacdo seja avaliada eficientemente.

Miiller et al.[24] utilizam a func¢do de suavizagdo W6 para o cdlculo da massa

especifica das particulas e da tensdo superficial.
Para o calculo da for¢a de pressdo (-VP), se fosse utilizada a funcao

Woolys, 1ria ocorrer o efeito de aglomeragdo das particulas do fluido, especialmente
em situagdes de alta pressao. Esse efeito se daria pelo fato de que a medida que as
particulas se aproximassem, o gradiente de Wp,1y6 se aproximaria de zero (Figura
4) e, conseqiientemente, a for¢a de repulsdo também se aproximaria de zero.
Miiller et al.[24] propuseram uma segunda fun¢do de suavizagdo, para contornar o
problema de aglomeracdo das particulas. A segunda funcdo de suavizagdo
proposta por Miiller et al.[24] foi proposta originalmente por Desbrun [5] e é
usada somente no cdlculo da forca de pressao.

i{(h—rf 0<r<h

opike = oy (4.21)

0 caso contrdrio
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Spike Grad(Spike) Legend

Figura 5 Grafico da fung¢éo de suavizagdo Wge € suas derivadas usada por Mller et al
[24]. O eixo das ordenadas representa o valor da fun¢do de suavizagéo e o eixo das
abscissas representa a distancia entre os pontos.O grafico mais a esquerda representa a
funcao de suavizagdo.O gréafico do meio representa o gradiente de Wgie € 0 mais &
direita representa o Laplaciano de Wegpike.

Ao se usar a Equacao 4.21, a forca de repulsdo entre as particulas do fluido
aumenta de acordo com o inverso da distancia entre as particulas, ndo permitindo
o efeito de aglomeracao (Figura 5).

A forca de viscosidade surge devido a friccao entre as moléculas do fluido

causando a transformacdo de energia cinética do fluido em calor. Se a Equacao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0511019/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0511019/CA

SPH em Animacéo de Fluido 35

4.20 ou a Equagdo 4.21 fossem usadas no célculo da forca de viscosidade, em
certos pontos, o Laplaciano das func¢des seria negativo (Figura 4 e Figura 5),
fazendo com que a forca de viscosidade acrescentasse energia ao fluido, ao invés
de retirar a energia do fluido. Por causa disso, Miiller et al.[24] propuseram uma

terceira funcdo de suavizacdo, usada no célculo da for¢a de viscosidade do fluido.

3 2
15 | = +r_+£_1 0<r<h

=" 3 2
< cosit 20 h 2r -
vis cosity 2ﬂh3 0 caso contrario

(4.22)
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Legend Legend Legend
Viscasity Grad{¥iscosity)

Laplacian(iscasity)

Figura 6 Grafico da fungéo de suavizagdo Wyisesity € suas derivadas usada por Mller et
al [24]. O eixo das ordenadas representa o valor da fungao de suavizagéo e o eixo das
abscissas representa a distancia entre os pontos.O grafico mais a esquerda representa a
fungéo de suavizagdo.O grafico do meio representa o gradiente de Wyiscosiy € 0 Mais a

direita representa o Laplaciano de Wyiscosity-

Esta funcdo de suavizacdo possui o Laplaciano positivo em todo o
dominio (Figura 6), garantindo que a forca de viscosidade gerada seja sempre

dissipativa.
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