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Método SPH

SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) é um método numérico
Lagrangeano baseado em particulas. O método foi desenvolvido em 1977 por
Gingold e Monaghan [12] e Lucy [20] para o tratamento de problemas
astrofisicos. Por possuir uma formulacdo simples e por ser baseado em particulas,
o método € eficiente o suficiente para permitir a simulacdo em tempo real de
certos fendmenos fisicos (dependendo do grau de realismo) sendo geral o
suficiente para ser aplicado a vdrios tipos de problemas como por exemplo:
dinamica de fluidos, deformacdes de materiais, ondas de choque, fluxos de lava,
etc.

Os fundamentos do método SPH estdo na teoria da interpolagdo. O método

utiliza funcdes de suavizagdo chamados de kernels. Para se determinar o valor de

uma grandeza qualquer num ponto P no espago, o método, através das funcdes

de suavizagdo, interpola valores amostrados dentro da vizinhanga do ponto P.
Nas secodes seguintes, iremos apresentar uma formulagdo mateméatica do método.

A formulacao apresentada segue a exposta por Liu e Liu [17].

3.1.
Formalismo Basico

Qualquer fung¢do f definida em um dominio de interesse (dominio de
suporte), representando uma propriedade fisica ou uma massa especifica, pode ser
aproximada através dos valores de um conjunto de amostras aleatorias ponderadas
por uma func¢do de suavizagdo com raio finito.

Dada uma fun¢do f definida sobre todo o dominio Q podemos expressar f

como:

FE)=[rE6G-d¥ (.0
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onde Q é o volume da integral que contém X, e (X —x")é a fungdo delta de

Dirac definida por :

oGx—-X)= {(1) - (3.2)

A Equacdo 3.1 implica que uma funcao f pode ser representada através de
uma integral. Esta integral é chamada de representacdo integral da funcdo f. Se f
for definida e continua em €2, sua representacao integral ¢ garantidamente exata.

Se substituirmos a fun¢do delta de Dirac por uma fun¢do de suavizagdo do

tipo W (¥ — X", k), a aproximacio de f na forma integral serd dada por:

(@)= [fEWE-F.d¥" (3.3)

Uma vez que a fun¢do de suavizacdio W nao é exatamente igual a funcio
delta de Dirac, a Equacdo 3.3 representa uma aproximacdo da Equacdo 3.1. Na
fun¢do de suavizagdo, o termo h representa o comprimento (raio) de suavizacgao
(smoothing length) que define a drea (ou volume) de influéncia da funcdo de
suavizagao.

Em diversas situacdes, hd a necessidade de se aproximar a derivada da
fun¢do f ao invés da prépria fungdo f . Aplicando a representacdo integral a

aproximacao da derivada da fung¢do f obtemos:

(VF @) = [V EW G -5, d (3.4)

Aplicando a integracdo por partes, temos:

<§f(;c)> = [VIF@W (G- ¥, md¥ = [ )W E-¥,hd¥ (3.5)

Usando o teorema da divergéncia (Teorema de Gauss), podemos transformar a
primeira integral do lado direito da Equacdo 3.5 em uma integral de superficie.

Com isso obtemos:

Wf(fc)) = [ FEWE =%, h)iidS - [ f(F)VW (- %, hd%  (3.6)
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onde n ¢é o vetor normal a superficie. Se o dominio de suporte estiver contido
dentro do dominio do problema (dominio onde as equagdes parciais diferenciais

estdo contidas), entdo a integral de superficie é zero e podemos reescrever a

Equacgdo 3.6 da seguinte forma:

(VF @) =—[ FETVWE-¥,d¥ (3.7)

Ou seja, a aproximacdo da derivada da funcdo f é a aproximacgdo integral da
fun¢do f usando-se o gradiente da fun¢do de suavizagdo ?W(fc —%,h), ao invés
de simplesmente a fungdo de suavizagio W (¥ —x’,h). Pode-se mostrar também

que o mesmo processo € vélido para a segunda derivada de f (Laplaciano de f):

<v2 f(5c')> = j FEWVWGE-F,hdY (3.8)

3.2.
Aproximacao por Particulas

7z

No método SPH, o sistema € representado por um nimero finito de
particulas que possuem massa € ocupam um volume do espaco. A representacao
integral da funcao f (Equacdo 3.3) pode ser escrita de forma discreta, aplicando o
somatorio sobre todas as particulas dentro do dominio de suporte. Este processo
chama-se aproximacao por particulas.

Se o volume infinitesimal dx”da representagdo integral de f na posi¢io da j-

ésima particula for substituido pelo volume ocupado pela particula, AV, teremos:

(F()) =2 fFEWE-X, WAV, (3.9)

Se substituirmos AV, por —~, onde m ; € p;s80 a massa e a massa especifica da
j

particula j, respectivamente, podemos reescrever a Equacdo 3.9 como:

(£ >>:Z%f<xj)w<)f—xj,h) (3.10)
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Ou seja, podemos aproximar o valor da fun¢do f na posi¢do x através dos valores
amostrados na vizinhanca de x, ponderados por uma funcio de suavizagao.

Da mesma forma que podemos aproximar a derivada da funcdo f, através
de sua representacdo integral, podemos aproximar a derivada de f através da
aproximacdo por particulas. Se aplicarmos o mesmo raciocinio que aplicamos
para determinar a Equagdo 3.7, obteremos a seguinte aproximagao por particulas

para a derivada de f.

(V7 () = —Z%f@j WOWE-F,.h) (3.11)

Note que o gradiente VW (x—X,,h) € referente a particula j. Como queremos o
valor da aproximacdo da derivada em relacdo a posi¢ao X, a Equacdo 3.11 passa a
ser:

(VF ()= Z%f@j WW(E-3,h)  (3.12)

J

O mesmo desenvolvimento pode ser aplicado a aproximacdo do

Laplaciano da fung¢éo fna posi¢cdo X, resultando em:

(V2 F@)= Z%f@j WAW(E-F,,h)  (3.13)

As Equacdes 3.12 e 3.13 fazem com que o método SPH seja simples e ao
mesmo tempo eficiente. Em inumeras situacdes ocorre a necessidade de se
calcular tanto o gradiente quanto o Laplaciano da funcdo f. Com o método SPH,
podemos obter os valores aproximados tanto do gradiente quanto do Laplaciano
de f sem ter que derivar a funcio f. Para isto basta derivar a fun¢do de suavizacio
que, na maioria dos casos, ¢ muito mais simples que a fungdo f.

Resumindo, podemos aproximar o valor de um campo escalar ou vetorial
A, na posicdo X, através da seguinte equagao:

AG) = ZﬁA(xj)W(?c ~%,,h)  (3.14)

J
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A derivada e o laplaciano do campo escalar ou vetorial serd dado pelas

Equacdes 3.15 e 3.16, respectivamente.

3.3.

— m. -
VAG) =Y —LVAG ) W(GE =%, (3.15)

J J

m.
VIAZ) =) —LVAG )W (G -X,,h)  (3.16)

VLS

Propriedades da funcao de suavizacao

A escolha das funcdes de suavizacdo no método SPH € primordial para

estabilidade, velocidade e precisdao do método. Diversas fungdes de suavizacdo

sdo propostas na literatura [17, 24]. Uma funcdo para ser usada como funcio de

suaviza¢do no método SPH deve satisfazer certas propriedades. Iremos destacar as

principais propriedades presentes nas funcdes de suavizagdo encontradas na

literatura.

1.

As fungdes de suavizacdo devem ser normalizadas dentro do dominio

de suporte, ou seja:

jW(?c—?c’,h)dx’:l (3.17)

A integral da fun¢do de suavizacdo dentro do dominio de suporte deve
ser unitdria para garantir que a interpolacao seja correta.

As funcdes de suavizagdo devem possuir um dominio de suporte
compacto, ou seja:

WE-x)=0,VIx-X"I>xkn (3.18)

O dominio de suporte define a area (diferente de zero) efetiva de
atuacdo da funcao de suavizacao onde k € uma constante.
Dependendo do tipo de problema a ser modelado, o valor da funcao de

suavizagio W (X —Xx") deve ser maior ou igual a zero para qualquer

ponto X dentro do dominio de suporte. Esta propriedade nao é

necessdria para garantir convergéncia da funcdo de suavizacdo. No
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entanto, se o problema for a modelagem de um fendmeno fisico,
muitas vezes o valor de W (X —Xx") sendo menor que zero nio tem
significado fisico. Por exemplo, em problemas hidrodindmicos, nao ha
sentido ter valores de massa especifica negativos.

4. O valor de W(X—Xx") no ponto x" deve decrescer 2 medida que X" se

afasta de x. Ou seja, as particulas mais préximas de x devem ter
maior influéncia do que aquelas mais afastadas de x.

5. As fungdes de suavizacdo devem satisfazer a funcdo delta de Dirac
quando o raio de influéncia 4 tender a zero, ou seja:

lim, ,WE-X,h)=86G-%) (3.19)

A Equacao 3.3 garante que o valor aproximado da fun¢do no ponto x
se aproxima do valor real da funcdo no ponto x. Ou
seja, (f () = f(3).

6. As funcdes de suavizacdo dever ser funcdes pares. Esta propriedade
também € conhecida como propriedade de simetria. Particulas
afastadas da mesma distincia de X devem contribuir da mesma forma,
mesmo estando em diferentes posicoes.

7. As funcOes de suavizacdo devem ser suficientemente suaves. Para
garantir uma melhor aproximacdo as funcdes de suavizagcdo e suas

derivadas devem ser continuas.

Se as condi¢des acima forem respeitadas, entdo pode-se garantir fungdes de

suavizacdo com erro de interpolacio de segunda ordem. Se f(x) for
diferencidvel, podemos usar a expansdo de Taylor sobre f(X’) em torno de X,

obtendo:

(f@)=[lf@+ fEOE -0 +r(F - DHIWGE-F.Wdi (3.20)
Q

onde o termo r representa o residuo da série de Taylor. Podemos reescrever a

Equacgao 3.20 como:
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(f(0)=f®|WE-%,hd¥

(3.21)
+ (%) j (X = D)W (E =X, h)d¥ + r(h*)
Q

Usando a Equacao 3.17 e o fato da funcdo de suavizacdo ser uma funcao par (o

termo de primeira ordem desaparece), teremos:

(f())=fE@+rh*) (3.22)

Isto €, o erro de interpolacdo sera de segunda ordem.
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