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A
Sistemas de Frege

Apresentaremos nesta secao os sistemas de Frege. Mostraremos também que
o sistema de deducdo natural € um sistema de Frege.
Comecaremos, assim, com a apresentacdo de notagdes e terminologias para

sistemas de provas proposicionais.

A.1
Sistemas de provas proposicionais

Considere x um conjunto de conectivos proposicionais adequado, bindrios,
undrios e zerodrios. Adequado significa que toda funcdo verdade pode ser expressa
por formulas construidas da maneira usual a partir de varidveis proposicionais e

conectivos de x, usando notacao infixa.

Se Ay, ..., A,, B sdo férmulas, entdo escrevemos A;,..., A, = B se B ¢
conseqiiéncia l6gica de Ay, ..., A, (i. e. toda atribuicdo de verdade satisfazendo
Ay, ..., A, satisfaz B). Cada um dos sistemas de prova proposicional serd definido

sob algum conjunto de conectivos k, € serd capaz de provar todas as tautologias
sobre k por meio de provas que utilizam as férmulas construidas usando x.

Uma derivagdo em tal sistema € uma seqii€ncia finita de /inhas, terminando
na linha provada.

Uma linha é sempre uma férmula, exceto no caso de sistemas de deducao
natural (secao A.3). Cada linha deve ser uma hipdtese ou seguir da linha anterior
por meio de regras de inferéncia.

Se a derivagdo ndo tiver hipéteses, ele € dita uma prova.

Portanto, para especificar um sistema de prova proposicional, sA0 necessarios
apenas a especificacdo k, a definicdo de linha e a existéncia de um conjunto finito
de regras de inferéncia.

Para que esta nocao de sistema de prova se encaixe com a defini¢do (2.13),
primeiro devemos notar que as férmulas podem ser consideradas como strings sobre
um alfabeto finito.

O unico problema € que uma varidvel proposicional também deve ser consi-
derada como uma string de forma que exista um suprimento ilimitado de varidveis

proposicionais.
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Entdo uma prova 7 no sistema proposicional que é¢ uma seqiiéncia de for-
mulas, pode ser naturalmente considerada como uma string sobre um alfabeto finito
que inclui a virgula como um simbolo separador bem como os simbolos necessdrios
para especificacdo das formulas.

A fungdo f que abstratamente especifica o sistema serd dada por f(7) = A
se m provar A, e f(m) = A para alguma tautologia fixa Ay se m ndo € uma string

que corresponda a uma prova no sistema.

Anotagdo A; ..., A, 7, B significa que 7 € uma derivagdo de B a partir das
hipéteses Ay, ..., A, no sistema de provas .%.
Notacido A.1 Se L = (A, ..., Ay) — A € uma linha, entdo o comprimento, l, de

L, édado por I(L) = (A1) +...+1(Ax) +1(A). Se m é uma derivagdo, entdo ()

€ o niimero de linhas em 0, e p(m) € 0 mdximo de l(L), para toda L em .

A2
Sistemas de Frege

Temos, agora, condicdes de realizar a apresentacdo da defini¢do de sistema de
Frege.

Muitos resultados desta secao serdo apresentados sem suas respectivas de-
monstragoes.

Maiores detalhes podem ser encontrados em, por exemplo, (CR79).

Definicao A.2 Se D, ..., Dy sdo formulas e Py, ..., Py sdo varidveis proposicio-
nais distintas, entdo o = (D1, ..., Dy)/(P, ..., P;) € uma substituicdo, e 0 A € a
formula resultante da substituicdo de P; por D;, i = 1, ..., k, na formula A.

Uma regra de Frege ¢ um sistema de formulas (Cy,...,Cy)/D, onde
Ci,...,Cx = D.Sen = 0, aregra é um esquema de axioma. Para qualquer
substitui¢do o dizemos que o D segue de 0C1, . .., 0C,, pelaregra (Cy,...,C,)/D.

Um sistema de inferéncia F € um conjunto finito de regras de Frege.

Fica evidenciado pela defini¢cdo de regra de Frege que se Ay,..., A, - B
entdo A;, ..., A, E7 B. Ou seja, um sistema de Frege € um sistema de inferéncia

implicacionalmente completo.

Observacao A.3 O sistema de Frege original ndo encaixa na definicdo acima,
porque ele possui axiomas em vez de esquemas de axiomas, e explicitamente inclui
a regra de substituicdo. Se modificamos a defini¢do original de Frege para a atual,

o resultado terd conectivos k = {—, —}, a regra de inferéncia

AA— B
B

e os seis esquemas de axiomas
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A~ (B — A),
(€= (B—A))—(C—B)—=(C—A4),
(D — (B —A) = (B—(D—A)),
(B — A) = (-4 — =B),
——A — A,

Teorema A.4 Para quaisquer dois sistemas de Frege F 1 e F o sob k existe uma
funcdo f em L e constante c tal que para todas formulas Ay, . . ., A,, B e derivacoes
m, se Ay,..., A, FE B entdo Ay,... A, l—;(;r) B, e AM(f(m)) < cA(nm) e
p(f(m)) < ep(n)

Como conseqiiéncia imediata do teorema acima e do teorema (2.18) podemos

dizer que:

Corolario A.5 Quaisquer dois sistemas de Frege sob k p-simulam um ao outro.
Assim um sistema de Frege sob k € polinomialmente limitado se e somente se todos

sistemas de Frege sob k forem.

A3
Deducéao Natural

Para o sistema proposicional de Prawitz se adequar a definicdo de sistema
de Frege, € imprescindivel que a nocdo de prova de Prawitz seja mais um grafo
aciclico direto do que uma drvore. Isto €, uma vez que uma férmula € derivada
de um conjunto de hipdteses, ndo serd necessdrio deriva-la novamente se ela for
utilizada uma outra vez.

Desta forma, apresentamos as provas em sistema de deducdo natural como
seqiiéncias de linhas, e cada linha terd a forma A,,..., A, — A,onde A,,..., A,

s@o hipdteses que implicam A.

Definicao A.6 Um linha de deducdo natural € um par I' — A, onde I' € uma
seqiiéncia finita de formulas, e A € uma formula. Se I" € vazio, escrevemos sim-
plesmente — A.

Se A € uma seqiiéncia By, .., B, de formulase L € a linha (A, ..., A,) — A,
entdo AL é alinha (By,...,Bs, Ay,..., A,) — A.

Se A € um conjunto de linhas, A é uma seqiiéncia de formulas e o ¢ uma
substituicdo, entdo A |= L implica que Ao (\) = Ao (L), onde as operagées A e

o sdo estendidas para conjuntos de linhas de forma natural.
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Se A € um conjunto finito de linhas e L € uma linha tal que A |= L, entdo o
sistema R = A/ L é uma regra de deducao natural.

Alinha L' segue de N pela regra R se para alguma substituicdo o e seqiiéncia
AN =Ac(A), e’ =Ac(L).

Um sistema de dedugdo natural € uma conjunto finito de regras de dedugcdo

natural que é completo implicacionalmente.

Notacdo A.7 Dada um linha L = (Ay,...,An) — A associamos L a formula
L* = \/(mAy,...,7A,, A). Se P € uma varidvel proposicional qualquer entdo
(PM)* denota \/ (P, Ay, ...,2An, A).

Toda derivagdo em F , digamos B de Ai,..., A, pode ser transformada
em uma derivagdo B de Aj,..., A, em um sistema de dedugdo natural nd(F )
simplesmente adicionando o simbolo — a esquerda de todas as férmulas na
derivacao.

Inversamente, todo sistema de deducdo natural A'pode ser transformado em
um sistema de Frege fr(N), onde as regras de fr(N\) consistem de duas regras
R =A*/L*e R" = (PA)*/(PL)* para cadaregra R = A/L de N.

Agorase m = Ly,..., L, é qualquer derivacdo em N/, entdo afirmamos que
™ = Li,...,L; é uma derivagdo em fr(N). Se L; segue do L’s anterior por
uma regra R = A/L em N. Entdo para alguma substituicdo o e seqiiéncia A.
L7 segue do L7 pela regra Frege R = A*/L* por o, desde que, para qualquer
linha M, (o(M))* = o(M*). Se A ndo € vazio, entdo L; segue do L pela
regra R’ = (PA)*/(PL)* e substituicdo o', onde o’ € a substitui¢do obtida
por aplicagdes simultineas da substituicdo o e \/(—Ay,...,—Ay)/P, onde A é
Ay, ..., Ag. Precisamos do fato que para qualquer linha M sem ocorréncias de P,
o'(PM)") = (Ac(M))"

Portanto o* é uma deriva¢do em fr(N') para qualquer derivacdo m em N.
Note que desde que (— A)* = A, se 7w é uma derivagdo em A de B a partir de
Ay, ..., A, entdo * é uma derivagdo em fr(N) de B de Ay, ..., A;. Além disso,
€ preciso notar que A\(7*) = A(7w) e p(7*) < cp(7), onde a constante ¢ depende
apenas do conjunto de conectivos k.

Temos entdo o seguinte teorema:

Teorema A.8 Dado os sistemas de dedugdo natural Ny e Ny sobre k existe uma
funcdo [ em L e uma constante c tal que para todas linhas Ly,...,L,, L e
derivagées , se Ly, ..., L, M. L, entdo Ly, ..., Ly I—/{}f) L, e N f(m)) < eA(nm)
e p(f(m)) < cp(m).

Corolario A.9 Seja k qualquer conjunto de conectivos adequados. Todo sistema de

dedugdo de Frege e sistema de Dedugdo Natural sobre k p—simula todos os outros
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sistemas de Frege e sistemas de Deducdo Natural sobre k. Assim, tal sistema sobre
k € limitado polinomialmente se e somente se todos tais sistemas sobre k forem

limitados polinomialmente.

A4
Frege estendido

Cook e Rechkow (CR79) apresentaram uma estensao natural para o sistemas
de Frege alegando que tal sistema produziria provas mais curtas.

Foi utilizado o principio das casas dos pombos para ilustrar a eficiéncia, em
termos de tamanho de prova, do sistema de Frege estendido em relagao ao sistema
de Frege ndo estendido.

Contudo, Buss em (Bus87) mostrou que o principio das casas de pombos
nao pode ser usado para separar o sistema de Frege do sistema de Frege estendido

apresentando, como justificativa, uma prova polinomial do principio em sistema de

Frege.
Teorema A.10 Se 7 € uma derivacdo de B a partir de Ay, ..., A, em eF , entdo
existe uma derivacdo ' de B a partirde Ay, ..., A, em F com A\(7') < A\(w)+cem

onde c depende apenas de F e m € o nimero de formulas definidas em 7

Teorema A.11 Sejam eF e eF ' dois sistemas de Frege sob k e k', respectiva-
mente, e suponha L(n) > n € uma fungcdo natural tal que toda tautologia A sob
Kk tenha uma prova ™ em eF com \(w) < L(I(A)). Entdo toda tautologia A’ sob
k' possui uma prova ™' em eF ' tal que \(7') < cL(cl(A")), onde a constante c

depende apenas de F e F'.

Corolario A.12 Um sistema de Frege estendido € limitado polinomialmente se
e somente se todos os sistemas de Frege estendidos sob todos os conjuntos de
conectivos forem limitados polinomialmente. Aléem disso, um sistema de Frege
estendido é polinomialmente limitado se e somente se existir um limite polinomial
sob o niimero de linhas nas provas em eJF . Desta forma, se P # N P, entdo ndo
existe um limite polinomial sob o niimero de linhas em provas em sistemas de Frege

estendidos, sistemas de Frege ou sistema de Dedugcdo Natural.
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B
Esquema da prova de PHP,

Faremos a provade ~PHP, — -PHP, = |, onde

PHP, =
(Poo V po1) A (pro V p11) A (p2o V pa1) —
(oo A p10) V (Po1 Ap11) V (Poo A p20) V (Por Apa1) V (pro V p2o) V (P11 A pai)

Para facilitar a apresentacdo das deducdes que serdo apresentadas a seguir
usaremos « para representar o lado esquerdo de PH P, e [ para representar o lado
direito.

Trabalharemos, sem perda de generalidade, com - PH P, = a A (5.

A prova de que PH P, — PH Py, terd o seguinte aspecto:

aAN=F —a -0 a A -p
-0 BVo =aV-oo a
o =0
i
« -0

A seguir apresentaremos a provade 5V o e de ~a V -0

Usaremos o seguinte processo para abreviar a representagao de V encadeados.

aVp YV o

Comecemos com a prova de 3V o:

De «, obtemos as seguintes formulas por AE.

a a a
(poo V po1) (P10 V p11) (p20 V pa1)

Agora, aplicando V E produziremos:
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]

Poo V Po1 DP1o V P11 D20 V P21
a” b & d ;e = f

onde a = (poo A p10), b = (po1 A p11), ¢ = (Poo A P20), d = (por A pa1),
e = (pio Ap2), [ = (P11 Ap21)s g = (poo A p11)s b = (por A pro)s @ = (Poo A pa1)s
J = (po1 Ap2), k= (p11 Apa) el = (pro A par)-

Temosque S =aVbVcVdVeV f.

Aplicando VI produzimos uma férmula 3V oondeoc =gV hViVjiVkVli.

Ou seja, partindo de o deduzimos 3 V o, como desejdvamos.

—

A provade —a V —o segue de modo andlogo.
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C
Numeral de Church

Seja p uma varidvel, e defina os tipos iterados por

Op := p;
(k+1)p:=kp—kp

Os numerais de Church de tipo kp € definidos por

-[]? — )\ykpakpxkp'yn (l’)

Exemplo C.1 O exemplo a seguir, representa o numeral de Church I3

p—p p
p—p P
p—p p
P
p—p
(p—p) —(@—0p)

Figura C.1: I§

A profundidade de I é n + 2.
Notacao C.2 Seja "hyp"a funcdo hiper-exponencial definida por
hyp(x,0,y) = z, hyp(z, Sz, z) = 2"¥P@v?)

Abreviamos,
o= hyp(2, k1), 2 = hyp(2,k, 1),

Um fato interessante dos numerais de Church estd na facilidade de gerar
exemplos de provas normais com profundidade hyper-exponencial e provas nio
normais curtas. Por exemplo o numeral /3" tem prova normal de profundidade 2,,+2

enquanto que a prova nao normal possui profundidade n + 3.
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A prova segue diretamente da seguinte reducdo:
212, 1= 1. (C-1)

O lado esquerdo tem profundidade n + 3 enquanto o lado esquerdo tem
profundidade 2,, + 2.
Substituindo algumas posi¢oes ocupadas por p por varidveis A;, conseguimos

gerar uma nova prova com ramos distintos.

Exemplo C.3 Considerando os numerais IZ e I3.

(p—p) — (p—Dp
(p— p)

(p—p)

(p—p) —(p—Dp
(p—p)
(p—p)— (p—p)

Podemos representar I} da seguinte forma:

(p—p) I3
(p—p) I3
(p—p)
(p—p)—(p—0p)

A figura abaixo representa o numeral /; modificado, as partes marcadas na

figura representam modificagdes do numeral I3

(A" (A — Ag)?

Ao [A2 — Ag)?
2 [44]° (A4 — A7
(41 = 4s) 2 Aq [A; — Ag)®

(A1 = Az) — (A1 — A3) A5

[A2 — Az]* | (A2 = A3) = (A1 = A2) = (41 = 43) s = ag) ©
[A1 — Ag)® (A1 — Ag) — (A1 — Ag) (Ag — A1) — (Ag — Ag)
(A1 — Ag) (A1 — A3) — ((A4 — A1) — (Ag — Az))

(Ag — Aq) — (Ag — Aj)
(A2 — A3z) — ((Ag — Ay) — (A4 — Az))
(A1 — A2) — ((A2 — A3z) — ((A4 — A1) — (Aq — A3)))

Figura C.2: Numeral /j modificado.
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D
Classica para Intuicionista

Conforme anunciado na introduc¢do, apresentamos uma versao da prova de
normaliza¢do de Seldin. Também mostraremos como € possivel definir uma tradu-
¢do da logica cldssica para a légica intuicionista a partir da normalizagao de Seldin.
Este trabalho encontrasse melhor fundamentado em (dPNO1).

Definicao D.1 (Profundidade de uma derivacio) A profunidade de uma deriva-
¢do 7, denotado por d(r), € o niimero de ocorréncias de formulas de w. Mas preci-

samente d(m) € definido, por inducdo, como segue:

i) Se m € constituida por apenas uma hipdtese, entdo l(m) = 1;

Y1 2o
1A,

ii) Seré C ,entdod(m)=d(X,)+ - +d(X,)paran < 3.

Teorema D.2 Se 7w € uma derivacdo de C a partir de A em S, entdo 7 pode ser
transformada em uma derivacdo 7' de C a partir de A em S tal que 7' contém no
mdximo uma aplicacdo da regra de absurdo cldssico e, caso esta aplicacdo ocorra,
€ a ultima inferéncia de '.
Prova. Prova por indu¢do na profundidade de 7.

Se a profundidade de 7 € igual a 1, € imediato. Nos demais casos, seja 7 a

derivacdo abaixo e r a sua ultima inferéncia.

Y X9 s
A Ay As
C

Pela hipétese de indugdo, as subderivagdes X1, Yo € X3 podem ser transfor-
madas respectivamente nas derivagdes X/, >, e X tais que, se existirem aplicagdes
da regra de absurdo cldssico em cada uma delas, existe apenas uma e € a ultima
inferéncia da derivacdo. Seja m; o resultado da substituicao de cada X;, 7 < 3, por
Yiemm.

Se nenhum ¥/, ¢ < 3, termina com uma aplicag¢@o de absurdo cldssico, entdo
m € a derivacdo desejada. Nos outros casos, mostraremos que a derivacdo 7; pode
ser transformada em uma derivagdo 7} na qual a tnica aplicagdo de L. € a sua

dltima inferéncia.
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Caso 1 r € a aplicagdo de —-E ou A-E.

1. Para algum ¢ < 2, ¥} termina com uma aplicagdo de L. Sem perda de
generalidade seja ¢ = 1.

b
[A]F A
C [-C)?
[ﬂAll]k L
X , [~ A4]
Lo X b3
Al A2 T £ J
™ = C = c
2. ¥ e 3, terminam com uma aplicagdo de .
[A]" [Ag]
C [-C*
L
| | A
[FA [2ASP L
> A [ 4]
L L X8
A A, Ly
T = C 7= C
Caso 2 r € aplicacdo de —-1
[BY
A— B [-(A — B)J¥
L
[A] B
2
[A]* =B g i
X
i, A-B (A= B)F
B ' 7,0 L k
m= A—B 7r/1 = A— B
Caso 3 r € uma aplicacdo de A-E ou V-I
[A)"
| ¢ =CF
[_‘Al]z 1 i
P [-A4]
L X
A, L
m= C = C

Caso 4 r ¢ uma aplicacdo de N\-E


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220933/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0220933/CA

Apéndice D. Classica para Intuicionista

1. Apenas ¥} termina com uma aplicagdo de L.

~AVB)
) (AP [B)
L X
AV B C C’T’j’k
™ = C
Al (B
RS
[AVv B]" C ¢
r,j,k
C [-C]!
S S
[~(AV B)]
Z
J‘l
;L =
™ = C

2. Apenas Y, termina com uma aplicagdo de L.

[y [RCf
% [B]
o I A
AV B C C ik
™ = C
[B]*
[A [~C)F 2 ,
= Zh ¢ [=r
AV B 1 1 vk
L
= C

3. Apenas X termina com uma aplicagdo de L.

Similar ao caso anterior

4. ¥, 3, ¥f terminam com uma aplicacdo de L.

[FAVB) 4y [~C) [BfF [-C)

2 iy 2y
L Ly L
AV B C C
™ = C
(A} [~c)t [B)Y [-C)
) >
[AV BJ! 1 ,
T . r,J,k
(4 VB)
]
Ly

64
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Caso 5 r € aplicacdo de absurdo cldssico

—

[~L]' [-Cp RS

Il
Q.

—_~

m = s

D.0.1
Traducéao da logica classica para a légica intuicionista

De posse do resultado anterior, definiremos uma funcao que associa formulas

da linguagem cldssica a férmulas da linguagem intuicionista.

Definicao D.3 Seja hy uma fungcdo que associa formulas da linguagem cldssica a

formulas da linguagem intuicionista definida recursivamente como segue:
hi(A) =g4ef A, se A é uma férmula atomica.
hi(A — B) =ges hi(A) — hi(B)
hi(AN B) =gef hi(A) A hi(B)

hi(AV B) =ge; hi(A) V hy(B)

Definicao D.4 Seja hy uma funcdo que associa formulas da linguagem cldssica a
formulas da linguagem intuiciontista definida como segue:
ha(A) =4ef ——hi(A), para toda formula A pertencente a linguagem clds-

sica.

hy € uma funcdo tradugdo da légica cldssica na ldgica intuicionista, como

veremos.
Lema D.5 o A < hy(A)

Prova. Como (B « ——B) é teorema em ldgica cldssica, para qualquer B perten-
cente a linguagem cldssica, temos que t. hy(A) < ——h;(A). Assim, para mostrar

que A < hy(A) é o teorema em 16gica cldssica, serd suficiente provar que:
Fo A < hi(A) (D-1)

Pois, por defini¢do temos que hy(A) é =—hy(A).
A prova de (D-1) segue imediatamente por indu¢do no comprimento da prova
A. |
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Lema D.6 ' ¢ A se, e somente se, ho(I') - ha(A).
Prova. Segue imediatamente do lema anterior. |
Lema D.7 Se hQ(F) }_C’ hQ(A), entao hg(r) F; hg(A)

Prova. De hy(T') F¢ ha(A) temos, pelo teorema D.2, que existe uma derivagdo pi
de ho(A) a partir de ho(I") tal que a dnica aplicagdo de L, se existir, € a dltima
inferéncia de 7. Se a ultima inferéncia de 7 ndo € uma aplicacdo de L., claramente
7 € uma derivacao em / e conseqiientemente 7 seria a derivacao desejada.

Caso contrario, 7 seria:

Do fato da subderivacdo > de 7 ndo ter aplicagdes de absurdo cldssico e de
(=B — ——B) ser um teorema da ldgica intuicionista, temos a seguinte derivacao

de hy(A) a partir de ho(T") em I como desejdvamos.

[P (A)) —hi(A) =~ (A)

ll(A) def
hg(r) _\hQ(A)
by
Ly
Ll(A) def
ha(A)

Como o sistema intuicionista € um subsistema do sistema cldssico, temos:
Lema D.8 Se hg(r) Fr hQ(A), entdo hg(F) Fe hg(A)

Como conseqiiéncia imediata dos lemas D.6 e D.8, temos.

Teorema D.9 T' ¢ A se, e somente se, ho(T") b1 ho(A).

Observe que a transformacdo h, € polinomial em relagdo ao tamanho de
A. Além disso a nova derivacdo de cldssica para intuicionista no teorema D.7 é
realizada apenas acrescentado 3 linhas a derivacao cldssica, no pior caso. Ou seja,
a transformacdo de uma prova em sistema cldssico para uma prova em sistema

intuicionista pode ser realizada polinomialmente.
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