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A
Sistemas de Frege

Apresentaremos nesta seção os sistemas de Frege. Mostraremos também que
o sistema de dedução natural é um sistema de Frege.

Começaremos, assim, com a apresentação de notações e terminologias para
sistemas de provas proposicionais.

A.1
Sistemas de provas proposicionais

Considere κ um conjunto de conectivos proposicionais adequado, binários,
unários e zeroários. Adequado significa que toda função verdade pode ser expressa
por fórmulas construídas da maneira usual a partir de variáveis proposicionais e
conectivos de κ, usando notação infixa.

Se A1, . . . , An, B são fórmulas, então escrevemos A1, . . . , An |= B se B é
conseqüência lógica de A1, . . . , An (i. e. toda atribuição de verdade satisfazendo
A1, . . . , An satisfaz B). Cada um dos sistemas de prova proposicional será definido
sob algum conjunto de conectivos κ, e será capaz de provar todas as tautologias
sobre κ por meio de provas que utilizam as fórmulas construídas usando κ.

Uma derivação em tal sistema é uma seqüência finita de linhas, terminando
na linha provada.

Uma linha é sempre uma fórmula, exceto no caso de sistemas de dedução
natural (seção A.3). Cada linha deve ser uma hipótese ou seguir da linha anterior
por meio de regras de inferência.

Se a derivação não tiver hipóteses, ele é dita uma prova.
Portanto, para especificar um sistema de prova proposicional, são necessários

apenas a especificação κ, a definição de linha e a existência de um conjunto finito
de regras de inferência.

Para que esta noção de sistema de prova se encaixe com a definição (2.13),
primeiro devemos notar que as fórmulas podem ser consideradas como strings sobre
um alfabeto finito.

O único problema é que uma variável proposicional também deve ser consi-
derada como uma string de forma que exista um suprimento ilimitado de variáveis
proposicionais.
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Apêndice A. Sistemas de Frege 54

Então uma prova π no sistema proposicional que é uma seqüência de fór-
mulas, pode ser naturalmente considerada como uma string sobre um alfabeto finito
que inclui a vírgula como um símbolo separador bem como os símbolos necessários
para especificação das fórmulas.

A função f que abstratamente específica o sistema será dada por f(π) = A

se π provar A, e f(π) = A0 para alguma tautologia fixa A0 se π não é uma string
que corresponda a uma prova no sistema.

A notação A1 . . . , An !π
S B significa que π é uma derivação de B a partir das

hipóteses A1, . . . , An no sistema de provasS .

Notação A.1 Se L = (A1, . . . , Ak) → A é uma linha, então o comprimento, l, de
L, é dado por l(L) = l(A1)+ . . .+ l(Ak)+ l(A). Se π é uma derivação, então λ(π)
é o número de linhas em π, e ρ(π) é o máximo de l(L), para toda L em π.

A.2
Sistemas de Frege

Temos, agora, condições de realizar a apresentação da definição de sistema de
Frege.

Muitos resultados desta seção serão apresentados sem suas respectivas de-
monstrações.

Maiores detalhes podem ser encontrados em, por exemplo, (CR79).

Definição A.2 Se D1, . . . , Dk são fórmulas e P1, . . . , Pk são variáveis proposicio-
nais distintas, então σ = (D1, . . . , Dk)/(P1, . . . , Pk) é uma substituição, e σA é a
fórmula resultante da substituição de Pi por Di, i = 1, ..., k, na fórmula A.

Uma regra de Frege é um sistema de fórmulas (C1, . . . , Ck)/D, onde
C1, . . . , Ck |= D. Se n = 0, a regra é um esquema de axioma. Para qualquer
substituição σ dizemos que σD segue de σC1, . . . , σCn pela regra (C1, . . . , Cn)/D.

Um sistema de inferência F é um conjunto finito de regras de Frege.

Fica evidenciado pela definição de regra de Frege que se A1, . . . , An !F B

então A1, . . . , An |=F B. Ou seja, um sistema de Frege é um sistema de inferência
implicacionalmente completo.

Observação A.3 O sistema de Frege original não encaixa na definição acima,
porque ele possui axiomas em vez de esquemas de axiomas, e explicitamente inclui
a regra de substituição. Se modificamos a definição original de Frege para a atual,
o resultado terá conectivos κ = {¬,→}, a regra de inferência

A, A → B

B

e os seis esquemas de axiomas
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Apêndice A. Sistemas de Frege 55

A → (B → A),

(C → (B → A)) → ((C → B) → (C → A)),

(D → (B → A)) → (B → (D → A)),

(B → A) → (¬A → ¬B),

¬¬A → A,

A → ¬¬A.

Teorema A.4 Para quaisquer dois sistemas de Frege F 1 e F 2 sob κ existe uma
função f emL e constante c tal que para todas fórmulasA1, . . . , An, B e derivações
π, se A1, . . . , An !π

F 1
B então A1, . . . , An !f(π)

F 2
B, e λ(f(π)) ≤ cλ(π) e

ρ(f(π)) ≤ cρ(π)

Como conseqüência imediata do teorema acima e do teorema (2.18) podemos
dizer que:

Corolário A.5 Quaisquer dois sistemas de Frege sob κ p-simulam um ao outro.
Assim um sistema de Frege sob κ é polinomialmente limitado se e somente se todos
sistemas de Frege sob κ forem.

A.3
Dedução Natural

Para o sistema proposicional de Prawitz se adequar à definição de sistema
de Frege, é imprescindível que a noção de prova de Prawitz seja mais um grafo
acíclico direto do que uma árvore. Isto é, uma vez que uma fórmula é derivada
de um conjunto de hipóteses, não será necessário derivá-la novamente se ela for
utilizada uma outra vez.

Desta forma, apresentamos as provas em sistema de dedução natural como
seqüências de linhas, e cada linha terá a forma A1, . . . , An → A, onde A1, . . . , An

são hipóteses que implicam A.

Definição A.6 Um linha de dedução natural é um par Γ → A, onde Γ é uma
seqüência finita de fórmulas, e A é uma fórmula. Se Γ é vazio, escrevemos sim-
plesmente→ A.

Se∆ é uma seqüênciaB1, .., Bn de fórmulas e L é a linha (A1, . . . , An) → A,
então ∆L é a linha (B1, . . . , B2, A1, . . . , An) → A.

Se Λ é um conjunto de linhas, ∆ é uma seqüência de fórmulas e σ é uma
substituição, então Λ |= L implica que ∆σ(Λ) |= ∆σ(L), onde as operações ∆ e
σ são estendidas para conjuntos de linhas de forma natural.
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Apêndice A. Sistemas de Frege 56

Se Λ é um conjunto finito de linhas e L é uma linha tal que Λ |= L, então o
sistema R = Λ/L é uma regra de dedução natural.

A linhaL′ segue deΛ′ pela regraR se para alguma substituição σ e seqüência
∆, Λ′ = ∆σ(Λ), e L′ = ∆σ(L).

Um sistema de dedução natural é uma conjunto finito de regras de dedução
natural que é completo implicacionalmente.

Notação A.7 Dada um linha L = (A1, . . . , Am) → A associamos L a fórmula
L∗ =

∨

(¬A1, . . . ,¬Am, A). Se P é uma variável proposicional qualquer então
(PM)∗ denota

∨

(P,¬A1, . . . ,¬Am, A).

Toda derivação em F , digamos B de A1, . . . , An pode ser transformada
em uma derivação B de A1, . . . , An em um sistema de dedução natural nd(F )

simplesmente adicionando o símbolo → à esquerda de todas as fórmulas na
derivação.

Inversamente, todo sistema de dedução natural N pode ser transformado em
um sistema de Frege fr(N ), onde as regras de fr(N ) consistem de duas regras
R′ = Λ∗/L∗ e R′′ = (PΛ)∗/(PL)∗ para cada regra R = Λ/L de N .

Agora se π = L1, . . . , Ln é qualquer derivação em N , então afirmamos que
π∗ = L∗

1, . . . , L
∗
n é uma derivação em fr(N ). Se Li segue do L′

js anterior por
uma regra R = Λ/L em N . Então para alguma substituição σ e seqüência ∆.
L∗

1 segue do L∗
j pela regra Frege R′ = Λ∗/L∗ por σ, desde que, para qualquer

linha M, (σ(M))∗ = σ(M∗). Se ∆ não é vazio, então L∗
i segue do L∗

j pela
regra R′′ = (PΛ)∗/(PL)∗ e substituição σ′, onde σ′ é a substituição obtida
por aplicações simultâneas da substituição σ e

∨

(¬A1, . . . ,¬Ak)/P , onde ∆ é
A1, . . . , Ak. Precisamos do fato que para qualquer linha M sem ocorrências de P ,
σ′((PM)∗) = (∆σ(M))∗.

Portanto σ∗ é uma derivação em fr(N ) para qualquer derivação π em N .
Note que desde que (→ A)∗ = A, se π é uma derivação em N de B a partir de
A1, . . . , Al, então π∗ é uma derivação em fr(N ) de B de A1, . . . , Al. Além disso,
é preciso notar que λ(π∗) = λ(π) e ρ(π∗) ≤ cρ(π), onde a constante c depende
apenas do conjunto de conectivos κ.

Temos então o seguinte teorema:

Teorema A.8 Dado os sistemas de dedução natural N1 e N2 sobre κ existe uma
função f em L e uma constante c tal que para todas linhas L1, . . . , Ln, L e
derivações π, se L1, . . . , Ln !π

N1
L, então L1, . . . , Ln !f(π)

N1
L, e λ(f(π)) ≤ cλ(π)

e ρ(f(π)) ≤ cρ(π).

Corolário A.9 Seja κ qualquer conjunto de conectivos adequados. Todo sistema de
dedução de Frege e sistema de Dedução Natural sobre κ p−simula todos os outros
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Apêndice A. Sistemas de Frege 57

sistemas de Frege e sistemas de Dedução Natural sobre κ. Assim, tal sistema sobre
κ é limitado polinomialmente se e somente se todos tais sistemas sobre κ forem
limitados polinomialmente.

A.4
Frege estendido

Cook e Rechkow (CR79) apresentaram uma estensão natural para o sistemas
de Frege alegando que tal sistema produziria provas mais curtas.

Foi utilizado o princípio das casas dos pombos para ilustrar a eficiência, em
termos de tamanho de prova, do sistema de Frege estendido em relação ao sistema
de Frege não estendido.

Contudo, Buss em (Bus87) mostrou que o princípio das casas de pombos
não pode ser usado para separar o sistema de Frege do sistema de Frege estendido
apresentando, como justificativa, uma prova polinomial do princípio em sistema de
Frege.

Teorema A.10 Se π é uma derivação de B a partir de A1, . . . , An em eF , então
existe uma derivação π′ de B a partir deA1, . . . , An em F com λ(π′) ≤ λ(π)+ cm

onde c depende apenas de F e m é o número de fórmulas definidas em π

Teorema A.11 Sejam eF e eF ′ dois sistemas de Frege sob κ e κ′, respectiva-
mente, e suponha L(n) ≥ n é uma função natural tal que toda tautologia A sob
κ tenha uma prova π em eF com λ(π) ≤ L(l(A)). Então toda tautologia A′ sob
κ′ possui uma prova π′ em eF ′ tal que λ(π′) ≤ cL(cl(A′)), onde a constante c

depende apenas de F e F ′.

Corolário A.12 Um sistema de Frege estendido é limitado polinomialmente se
e somente se todos os sistemas de Frege estendidos sob todos os conjuntos de
conectivos forem limitados polinomialmente. Além disso, um sistema de Frege
estendido é polinomialmente limitado se e somente se existir um limite polinomial
sob o número de linhas nas provas em eF . Desta forma, se P &= NP , então não
existe um limite polinomial sob o número de linhas em provas em sistemas de Frege
estendidos, sistemas de Frege ou sistema de Dedução Natural.
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B
Esquema da prova de PHP2

Faremos a prova de ¬PHP2 → ¬PHP1 = ⊥, onde

PHP2 =

(p00 ∨ p01) ∧ (p10 ∨ p11) ∧ (p20 ∨ p21) →

(p00 ∧ p10) ∨ (p01 ∧ p11) ∨ (p00 ∧ p20) ∨ (p01 ∧ p21) ∨ (p10 ∨ p20) ∨ (p11 ∧ p21)

Para facilitar a apresentação das deduções que serão apresentadas a seguir
usaremos α para representar o lado esquerdo de PHP2 e β para representar o lado
direito.

Trabalharemos, sem perda de generalidade, com ¬PHP2 ≡ α ∧ ¬β.
A prova de que PHP2 → PHP1, terá o seguinte aspecto:

α ∧ ¬β
¬β

α ∧ ¬β
α
β ∨ σ

σ

α ∧ ¬β
¬β

¬α ∨ ¬σ
α ∧ ¬β
α

¬σ
⊥

A seguir apresentaremos a prova de
α
β ∨ σ e de

¬β
¬α ∨ ¬σ

Usaremos o seguinte processo para abreviar a representação de ∨ encadeados.

α ∨ β γ ∨ δ

σ σ σ σ
σ

Comecemos com a prova de
α
β ∨ σ:

De α, obtemos as seguintes fórmulas por ∧E.

α
(p00 ∨ p01)

α
(p10 ∨ p11)

α
(p20 ∨ p21)

Agora, aplicando ∨E produziremos:
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Apêndice B. Esquema da prova de PHP2 59

p00 ∨ p01 p10 ∨ p11 p20 ∨ p21

a b c d e f

g h i j k l

onde a = (p00 ∧ p10), b = (p01 ∧ p11), c = (p00 ∧ p20), d = (p01 ∧ p21),
e = (p10 ∧ p20), f = (p11 ∧ p21), g = (p00 ∧ p11), h = (p01 ∧ p10), i = (p00 ∧ p21),
j = (p01 ∧ p20), k = (p11 ∧ p20) e l = (p10 ∧ p21).

Temos que β = a ∨ b ∨ c ∨ d ∨ e ∨ f .
Aplicando ∨I produzimos uma fórmula β ∨ σ onde σ = g ∨ h∨ i∨ j ∨ k ∨ l.
Ou seja, partindo de α deduzimos β ∨ σ, como desejávamos.

A prova de
¬β

¬α ∨ ¬σ segue de modo análogo.
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C
Numeral de Church

Seja p uma variável, e defina os tipos iterados por

0p := p;

(k + 1)p := kp → kp

Os numerais de Church de tipo kp é definidos por

In
k = λykp→kpxkp.yn(x)

Exemplo C.1 O exemplo a seguir, representa o numeral de Church I3
0

p → p
p → p

p → p p
p

p
p

p → p
(p → p) → (p → p)

Figura C.1: I3
0

A profundidade de In
0 é n + 2.

Notação C.2 Seja "hyp"a função hiper-exponencial definida por

hyp(x, 0, y) = z, hyp(x, Sx, z) = xhyp(x,y,z)

Abreviamos,
2i

k := hyp(2, k, i), 2k = hyp(2, k, 1),

Um fato interessante dos numerais de Church está na facilidade de gerar
exemplos de provas normais com profundidade hyper-exponencial e provas não
normais curtas. Por exemplo o numeral I2n

0 tem prova normal de profundidade 2n+2

enquanto que a prova não normal possui profundidade n + 3.
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Apêndice C. Numeral de Church 61

A prova segue diretamente da seguinte redução:

I2
n−1I

2
n−2 . . . I2

0 =β I2n
0 . (C-1)

O lado esquerdo tem profundidade n + 3 enquanto o lado esquerdo tem
profundidade 2n + 2.

Substituindo algumas posições ocupadas por p por variáveis Ai, conseguimos
gerar uma nova prova com ramos distintos.

Exemplo C.3 Considerando os numerais I2
0 e I2

1 .

p p → p
p p → p

p
p → p

(p → p) → (p → p)

(p → p) (p → p) → (p → p)

(p → p) (p → p) → (p → p)

(p → p)

(p → p) → (p → p)

Podemos representar I4
0 da seguinte forma:

(p → p) I2
0

(p → p) I2
0

(p → p)

(p → p) → (p → p)

A figura abaixo representa o numeral I4
0 modificado, as partes marcadas na

figura representam modificações do numeral I2
0 .

[A1 → A2]5

[A2 → A3]4

[A1]1 [A1 → A2]2

A2 [A2 → A3]3

A3

(A1 → A3)
1

(A1 → A2) → (A1 → A3)
2

(A2 → A3) → ((A1 → A2) → (A1 → A3))
3

(A1 → A2) → (A1 → A3)

(A1 → A3)

[A4]6 [A4 → A1]7

A1 [A1 → A3]8

A3

(A4 → A3)
6

(A4 → A1) → (A4 → A3)
7

(A1 → A3) → ((A4 → A1) → (A4 → A3))
8

(A4 → A1) → (A4 → A3)

(A2 → A3) → ((A4 → A1) → (A4 → A3))

(A1 → A2) → ((A2 → A3) → ((A4 → A1) → (A4 → A3)))

Figura C.2: Numeral I4
0 modificado.
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D
Clássica para Intuicionista

Conforme anunciado na introdução, apresentamos uma versão da prova de
normalização de Seldin. Também mostraremos como é possível definir uma tradu-
ção da lógica clássica para a lógica intuicionista a partir da normalização de Seldin.
Este trabalho encontrasse melhor fundamentado em (dPN01).
Definição D.1 (Profundidade de uma derivação) A profunidade de uma deriva-
ção π, denotado por d(π), é o número de ocorrências de fórmulas de π. Mas preci-
samente d(π) é definido, por indução, como segue:

i) Se π é constituída por apenas uma hipótese, então l(π) = 1;

ii) Se π é

Σ1
A1 · · ·

Σ2
An

C , então d(π) = d(Σ1) + · · · + d(Σn) para n ≤ 3.

Teorema D.2 Se π é uma derivação de C a partir de ∆ em S, então π pode ser
transformada em uma derivação π′ de C a partir de ∆ em S tal que π′ contém no
máximo uma aplicação da regra de absurdo clássico e, caso esta aplicação ocorra,
é a última inferência de π′.

Prova. Prova por indução na profundidade de π.
Se a profundidade de π é igual a 1, é imediato. Nos demais casos, seja π a

derivação abaixo e r a sua última inferência.

Σ1
A1

Σ2
A2

Σ3
A3

C

Pela hipótese de indução, as subderivações Σ1, Σ2 e Σ3 podem ser transfor-
madas respectivamente nas derivações Σ′

1, Σ′
2 e Σ′

3 tais que, se existirem aplicações
da regra de absurdo clássico em cada uma delas, existe apenas uma e é a última
inferência da derivação. Seja π1 o resultado da substituição de cada Σi, i ≤ 3, por
Σ′

i em π.
Se nenhum Σ′

i, i ≤ 3, termina com uma aplicação de absurdo clássico, então
π1 é a derivação desejada. Nos outros casos, mostraremos que a derivação π1 pode
ser transformada em uma derivação π′1 na qual a única aplicação de ⊥c é a sua
última inferência.
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Apêndice D. Clássica para Intuicionista 63

Caso 1 r é a aplicação de→-E ou ∧-E.

1. Para algum i < 2, Σ′
i termina com uma aplicação de ⊥c Sem perda de

generalidade seja i = 1.

π1 ≡

[¬A1]k

Σ′
1

⊥
A1

k Σ′
2

A2

C
r

π′
1 ≡

[A1]k
Σ′

2
A2

C
r

[¬C]j

⊥
[¬A1]

k

Σ′
1

⊥
C

j

2. Σ′
1 e Σ′

2 terminam com uma aplicação de ⊥c

π1 ≡

[¬A′
1]

j

Σ′
1

⊥
A1

i

[¬A′
2]

j

Σ′
2

⊥
A2

i

C
r

π′
1 ≡

[A1]i [A2]j

C
r

[¬C]k

⊥
[¬A1]

i

⊥
[¬A2]

j

Σ′
2

⊥
C

k

Caso 2 r é aplicação de→-I

π1 ≡

[A1]i [¬B]j

Σ1
⊥
B

j

A → B
r,i

π′
1 ≡

[A]i

[B]j

A → B
r

[¬(A → B)]k

⊥
[¬B]

Σ1
⊥
B

r,i

A → B [¬(A → B)]k

⊥
A → B

k

Caso 3 r é uma aplicação de ∧-E ou ∨-I.

π1 ≡

[¬A1]i

Σ′
1

⊥
A1

i

C
r

π′
1 ≡

[A1]i

C
r

[¬C]j

⊥
[¬A1]

i

Σ′
1

⊥
C

j

Caso 4 r é uma aplicação de ∧-E
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1. Apenas Σ′
1 termina com uma aplicação de ⊥c

π1 ≡

[¬(A ∨ B)]i

Σ′
1

⊥
A ∨ B

[A]j

Σ′
2

C

[B]k

Σ′
3

C
C

r,j,k

π′
1 ≡

[A ∨ B]i

[A]l

Σ′
2

C

[B]k

Σ′
3

C

C
r,j,k

[¬C]l

⊥
[¬(A ∨ B)]

i

Σ′
1

⊥
C

l

2. Apenas Σ′
2 termina com uma aplicação de ⊥c

π1 ≡

Σ′
1

A ∨ B

[A]j [¬C]i

Σ′
2

⊥
C

[B]k

Σ′
3

C
C

r,j,k

π′
1 ≡

Σ′
1

A ∨ B

[A]j [¬C]i

Σ′
2

⊥

[B]k

Σ′
3

C [¬C]i

⊥
⊥

r,j,k

C
i

3. Apenas Σ′
3 termina com uma aplicação de ⊥c

Similar ao caso anterior

4. Σ′
1, Σ′

2, Σ′
3 terminam com uma aplicação de ⊥c

π1 ≡

[¬(A ∨ B)]i

Σ′
1

⊥
A ∨ B

i

[A]j [¬C]l

Σ′
2

⊥
C

l

[B]k [¬C]l

Σ′
3

⊥
C

l

C
r,j,k

π′
1 ≡

[A ∨ B]i

[A]j [¬C]l

Σ′
2

⊥

[B]k [¬C]l

Σ′
3

⊥
⊥

r,j,k

[¬(A ∨ B)]
i

Σ′
1

⊥
C

l
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Caso 5 r é aplicação de absurdo clássico

π1 ≡

[¬⊥]i [¬C]j

Σ′
1

⊥
⊥

i

C
r,j

π′1 ≡

[¬⊥]i

¬⊥
i

[¬C]j

Σ′
1

⊥
C

!

D.0.1
Tradução da lógica clássica para a lógica intuicionista

De posse do resultado anterior, definiremos uma função que associa fórmulas
da linguagem clássica a fórmulas da linguagem intuicionista.

Definição D.3 Seja h1 uma função que associa fórmulas da linguagem clássica a
fórmulas da linguagem intuicionista definida recursivamente como segue:

h1(A) =def A, se A é uma fórmula atômica.

h1(A → B) =def h1(A) → h1(B)

h1(A ∧ B) =def h1(A) ∧ h1(B)

h1(A ∨ B) =def h1(A) ∨ h1(B)

Definição D.4 Seja h2 uma função que associa fórmulas da linguagem clássica a
fórmulas da linguagem intuiciontista definida como segue:

h2(A) =def ¬¬h1(A), para toda fórmula A pertencente a linguagem clás-
sica.

h2 é uma função tradução da lógica clássica na lógica intuicionista, como
veremos.

Lema D.5 !C A ↔ h2(A)

Prova. Como (B ↔ ¬¬B) é teorema em lógica clássica, para qualquer B perten-
cente a linguagem clássica, temos que !c h1(A) ↔ ¬¬h1(A). Assim, para mostrar
que A ↔ h2(A) é o teorema em lógica clássica, será suficiente provar que:

!C A ↔ h1(A) (D-1)

Pois, por definição temos que h2(A) é ¬¬h1(A).
A prova de (D-1) segue imediatamente por indução no comprimento da prova

A. !
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Lema D.6 Γ !C A se, e somente se, h2(Γ) ! h2(A).

Prova. Segue imediatamente do lema anterior. !

Lema D.7 Se h2(Γ) !C h2(A), então h2(Γ) !I h2(A).

Prova. De h2(Γ) !C h2(A) temos, pelo teorema D.2, que existe uma derivação pi

de h2(A) a partir de h2(Γ) tal que a única aplicação de ⊥C , se existir, é a última
inferência de π. Se a última inferência de π não é uma aplicação de ⊥c, claramente
π é uma derivação em I e conseqüentemente π seria a derivação desejada.

Caso contrário, π seria:

h2(Γ) [¬h2(A)]i

Σ
⊥

h2(A)
⊥

C
,i

Do fato da subderivação Σ de π não ter aplicações de absurdo clássico e de
(¬B → ¬¬B) ser um teorema da lógica intuicionista, temos a seguinte derivação
de h2(A) a partir de h2(Γ) em I como desejávamos.

h2(Γ)

[¬h1(A)]i ¬h1(A) → ¬¬¬h1(A)

¬¬¬h1(A)

¬h2(A)
def

Σ
⊥

¬¬h1(A)
i

h2(A)
def

!

Como o sistema intuicionista é um subsistema do sistema clássico, temos:

Lema D.8 Se h2(Γ) !I h2(A), então h2(Γ) !C h2(A).

Como conseqüência imediata dos lemas D.6 e D.8, temos.

Teorema D.9 Γ !C A se, e somente se, h2(Γ) !I h2(A).

Observe que a transformação h2 é polinomial em relação ao tamanho de
A. Além disso a nova derivação de clássica para intuicionista no teorema D.7 é
realizada apenas acrescentado 3 linhas a derivação clássica, no pior caso. Ou seja,
a transformação de uma prova em sistema clássico para uma prova em sistema
intuicionista pode ser realizada polinomialmente.
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