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4
Método Vertical

Neste capitulo, apresentamos o0 método vertical para reducdo do tamanho de
uma prova proposicional. Resumidamente, este método procura por similaridades
na prova e as substitui por uma nova varidvel que ndo aparece na prova.

O que queremos dizer por similaridades e, como identificd-las, € assunto da
primeira secdo deste capitulo.

Na segunda secdo, apresentamos o método. Na terceira se¢do apresentamos o
resultado principal do capitulo.

Na quarta se¢do apresentamos uma alternativa para aplicar este método a

provas combinatoriais.

4.1
Definicoes
Definicao 4.1 (Férmulas U-similares) Dizemos que duas formulas proposicio-

nais, Hy e Hy onde V (H,) C V(H3), sdo U-similares se e somente se

1. |Hi| = 1 (ou |Hy| = 1). Neste caso, dizemos que o conjunto de U-axiomas

de H e Hy € o conjunto unitdrio {H, < Hs}, e

2. H = hiO hl e Hy = ht o h3 com O = o, h} é U-similar a hi(ou h} é
U-similar a h3).Neste caso o conjunto de U-axiomas de H, e Hy é o conjunto
U, U Uy onde Uy € o conjunto de U-axiomas de hi e h e Uy € o conjunto de

U-axiomas de h e h3.
Observacao 4.2 1. Note que ndo consideramos o conectivo undrio — na defini-
cdo acima. Este conectivo receberd uma ateng¢do especial futuramente.

2. Se H, e H, sao U-similares, entdo os primeiros k conectivos bindrios das

duas formulas sdo iguais.
3. Ndo necessariamente |H,| = | H,|.

4. Sem perda de generalidade, consideraremos que o lado esquerdo de cada

elemento do conjunto de U-axiomas é atomico.
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Definicio 4.3 (Grau de U-axioma) Seja U = {hy,...,h,} o conjunto de U-
axiomas de Hy e Hy. Definimos o grau de U, denotado por deg(U), por

deg(U) = |1 —min{|h1|;i € 1...n}|

Exemplo 4.4 Considere as seguintes formulas proposicionais H, e H,.

H =
(Poo A P10) V (Poo A p20) V (Poo A p3o) V (por A pi1) V (por A pai) V (Por A pa1) V
(Po2 A p12) V (Po2 A p22) V (Poz A p32) V (p1o A pao) V (P10 A pso) V (P11 A par) V

(P11 Ap31) V (P12 A pa2) V (P13 A ps2) V (P20 Apso) V (P21 A psi) V (paz A ps2)

Hy ={[(poo V (po2 A p20)) N (P10 V (p12 A p2o)) ]V

[(Poo V (o2 A P20)) A (P20 V (P22 A p2o))]V
[(Po1 V (Poz2 A p21)) A (P11 V (P12 A pan)) |V
[(Poo V (o2 A P20)) A (P10 V (P12 A p2o)) ]V
(P10 V (P12 A P20)) A (P20 V (P22 A p20))]V
(P11 V (P12 Ap21)) A (P21 V (P22 A par))]}

Temos que poo € U-similar a poo V (po2 Ap20), pro € U-similar a p1oV (p12 Apao)

e assim por diante. O conjunto de U-axiomas é:

U = {poo <> poo V (Po2 A\ D20), P10 < P10 V (P12 A pao),
Po1 < o1 V (Po2 A Da1), P11 < p11 V (P12 A par),
P20 < D20 V (P22 A Dao), D21 < a1 V (P22 A par)}

Neste exemplo deg(U) = |1 — 4| =3

Segue a defini¢do de provas U-similares.

Definicao 4.5 (Prova U-similar) Uma prova como a da figura 4.1 é dita U-similar

se e somente se Hy e Hy forem formulas U-similares.
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H,y —[H,]!

Figura 4.1: Prova U-similar

4.2
Método

Considere uma prova U-similar onde H5 € a premissa da —-introdugao e f;
¢ a hipdtese, como na figura 4.1.
Nosso método de compactacdo segue os quatro passos apresentados no algo-

ritmo 2.

Algorithm 2 Método Vertical

k
1: Encontre o conjunto de U-axiomas, U = U h} — hf de H, e Ho.
i=1
2: Substitua o lado esquerdo de cada elemento do conjunto de U-axiomas U
por uma nova varidvel, digamos ¢;, criando assim um novo conjunto U’ =

k
U g < h3.
i=1

3: Substitua cada ocorréncia de h? em H, pelo ¢; associado no passo anterior.
4: Construa uma nova prova similar a anterior apenas trocando o conjunto de
hipéteses H; pelo novo conjunto H), U U'.

Lema 4.6 (Lema de Compactacao) Seja 11 uma prova U-similar. Entdo podemos
transformar 11 em uma nova prova 1l tal que |11| > |II'| + n.(r — 1), onde r e n
sdo o grau do U-axioma presente e a quantidade de U-axiomas presentes em 11,

respectivamente.

Prova. Seja H, e H, férmulas em II que sdo U-similares.

Aplicando o algoritmo em /; e H5 obtemos no terceiro passo uma nova prova
IT" onde n de férmulas de tamanho menor que r sdo substituidas por uma nova
varidvel.

Portanto, teremos que |[I1| — r.n > |IT']. Isto &,

II| > [IT'| + n(r — 1), como
desejdvamos.
|
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4.3
Resultado Principal

Definicao 4.7 Considere uma prova como na figura 4.2 tal que H, e Hy formem um
par U-similar que produza apds aplicagdo do algoritmo 2 o conjunto de hipoteses
HIUU] e que também H', e Hs formem um par U-similar com conjunto de hipdteses
H', U U produzido pelo algoritmo 2 e assim por diante, até que Hy, e Hy1 formem
um par U-similar com conjunto de hipdteses geradas pelo algoritmo 2 igual a
H,uU,_,.

Uma prova 11 na qual é possivel a aplicacdo de k U-similaridades encade-
adas é denominada uma prova U-similar encadeada. O valor de k é denominado
a profundidade da prova U-similar encadeada e ¢ denotada por depth(I1). Cada
conclusdo de uma —-introducdo € denominada o nivel da prova U-similar encade-
ada. Os niveis da prova U-similar encadeada serdo ordenados de cima para baixo

e serdo denotados por 1,2,...,k.

_‘[Hn]k . [anl]
i
- n—l. [Hn—2]2
L
- .n—2
HAk

Figura 4.2: Esquema de uma prova encadeada

Teorema 4.8 (Método Vertical Geral) Se II ¢ uma prova U-similar encadeada
com profundidade k entdo existe uma prova II' com a mesma conclusdo de 11 tal
que |I1| > |II'| + n.k.r para algum r € N e n a quantidade de ocorréncias de

U-axiomas em I1.

Prova. Seja r; dado por
r; = min{deg(U})}

Mostraremos por indugdo em k que |II| = [IT;| +n Y25, 7;. Onde II, é a k-ésima

modificacdo de II apds aplicacdo de k U-similaridades.

Base: Se &k = 1, entdo estamos na condi¢do do lema 4.6 e portanto |II| >
|H1| + TL.(T’ — 1)
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Passo indutivo: Se depth(II) = k. Aplicando o lema 4.6 ao primeiro nivel de II

produzimos um novo ramo com um conjunto de hipdteses H) U U] e com

partes de algumas linhas sendo reduzidas a uma varidvel.

Estendendo as substituicdes de varidveis ao restante da prova obtemos uma
nova prova I1; tal que |IT;| > |II;| 4+ ny.(r; — 1). Onde n, € a quantidade de
ocorréncias de U-axiomas no primeiro nivel de Il e 7; o grau do U-axioma no

primeiro nivel de II.

Pela hipétese de inducdo aplicada a partir do segundo nivel até o final da
prova II;, obteremos uma nova prova, digamos II; tal que |[II;| > |II,| +
n'. 3% (r; — 1), onde n’ é quantidade de ocorréncias de U-axiomas em IT,
e r; o grau do U-axiomas nos niveisde 1 a k — 1.

Portanto, |TT| > |TTg| +n' S35, (r; — 1) + ny.(rp — 1).

Para r = 1 + min{r;,i = 1,...,k}, temos que |II| > || + n.k.r, onde

n = Z?:l N

Observe que se n; = n;_1.(r; — 1), isto é, se as aplica¢des de U-axiomas em

cada novo nivel fossem realizadas em posi¢des previamente modificadas por outro

U-axioma, terfamos que a nova prova IIj seria tal que:
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k
III| > 1T | + Z(Tz — 1) i
i=1

Parar =1+ min{r;,i =1,...,k}, temos

k
| > [I1| + Zri-nkﬂ‘ﬂ

=1

Exemplo 4.9 Considere

n—1
P, = \/ \/ (Pi,j A Pm.j)

0<i<m<n j=0

n—2
Poa= '\ \ (i V Pin—1 APa13) A (P V (Prn—1 A Pn1,5)))
0<i<m<n—1 j5=0

n—3
0<i<m<n—2 j=0

Pij V (Pin-1APn-1;5)) V (Pin—2V Pin-1APn-1) N (Pn-2;V Pn—2n-1 A

Pm,ji V (Omn—1APn-15))V ((Pmn—2V Pmmn—1 APn—1) A (On—2;V (Pn—2.n-1 /A
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No caso em que n = 3, teriamos:

P3 =(poo A p10) V (Poo A p20) V (poo A p3o) V (Po1r A p11) V (por A p21) V (por A ps1)V
(o2 A p12) V (Po2 A p22) V (po2 A p32) V (P10 A D20) V (P10 A pso) V (P11 A pa1)V

(p11 A ps1) V (P12 A p22) V (P13 A ps2) V (P20 A DP3o) V (D21 A ps1) V (P22 A ps2)

Py =[(poo V (po2 A p20)) A (o1 V (po2 A p21))]V
[(Poo V (o2 A P20)) A (P20 V (P22 A p20))]V
[(Po1 V (Poz2 A p21)) A (P11 V (P12 A pa1)) |V
[(Poo V (o2 A P20)) A (Pro V (P12 A p20))]V
[(P10 V (P12 A P20)) A (P20 V (P22 A p20))]V
(P11 V (P12 Ap21)) A (P21 V (P22 A pa1))]

Py =(poo V (po2 A p20)) V ((Po1 V (Poz A p20)) A (P10 V (P12 A P2o)))A
(P10 V (P12 AD20)) V (P11 V (P12 A p21)) A (P10 V (P12 A D2o)))

Um trecho de prova com a seguinte estrutura:

-P; [P

E reduzida a seguinte prova:

-Ps [P
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onde
Py = (g Naor) V (a0 Nazo) V (g1 Aaty) V (doo Aato) V (a0 A aso) V (411 A g3y ),
Pll = (Qéo \ (Q(%l A Q}o)) A (‘J%o \ (Q%l A Q}o)) e

1” = (qgo A Q%o)-

4.4
Conclusao do capitulo

O método apresentado neste capitulo pode ser implementado e esta caracte-
ristica atende um dos quesitos que propusemos na introducao da tese.

Infelizmente conseguimos uma reducdo satisfatdria apenas para provas que
possuam aplica¢des encadeadas do absurdo cldssico, o que restringe muito a sua
utilizacdo em um provador automadtico de teoremas.

A aplicacdo do método ao principio das casas de pombos se mostra eficiente.
Contudo jd se conhece um prova polinomial de tal principio apresentada por Cook
em (Coo76) a qual serviu de guia para a constru¢do do nosso método.

Apresentaremos a seguir uma alternativa para produzir provas curtas de
principios combinatoriais. Nesta proposta o processo de construcdo da regra de
extensdo € feito por considerar combinacdes de elementos de uma matriz gerada
a partir de informag6es da férmula que se deseja provar.

Uma vez que as informacoes necessdrias estdo presentes na formula que se

deseja provar, o processo de constru¢do da regra de extensdo pode ser automatizado.

4.4.1
Uma alternativa curta para provas combinatoriais

Considere uma formula combinatorial da forma

P,=A\\a,— (4-1)

onde ® € qualquer formula sobre os simbolos proposicionais a;;

Uma forma de provar que P, € verdadeira € supor —F,, e concluir L, isto &,
provar que ~F,, — L

Devido a quantidade de V presentes em P, terfamos que fazer uso de muitas
regras VE o que tornaria a derivacdo de —=F,, — _L bastante grande.

Se nos inspirarmos no trabalho de Cook (Coo76). Uma alternativa para
reduzir a quantidade V E seria tentar reduzir a prova de P, a uma prova de P,
usando axiomas auxiliares na forma de defini¢Ges por extensao.

Apresentaremos a seguir um método para produzir provas curtas em Deducao

Natural de principios combinatoriais como o apresentado na férmula 4-1.
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Pretendemos reduzir P, a P,,_; preservando a propriedade descrita por a;;.
Faremos isso eliminando da representacdo de P, as férmulas a, ;j comi =1,...,n,
jfixoea;jcomj=1,...,n—1eqfixo.

Se visualizarmos F,, como uma matriz n X n—1, o que pretendemos € eliminar
da matriz P, uma linha e uma coluna. Na matriz abaixo optamos por eliminar a

dltima linha e a ultima coluna.

Qoo Ap1r - Aop—2 | QOn—1
Q1o Al c Aip-2 | G1n-—1
Qpo An1 - Aon-2 | Gpn-1

Os valores de b;; em P,_; serdo herdados dos valores de P, da seguinte
maneira:
bij = ai; V vy
Onde —® A b;; deve deduzir L.

Vejamos como este procedimento se comporta na prova de PH P,,.

PHP, com extensao

Lembrando que:
n n—1 n
PHPnE/\ \/pz',j—> \/ \/(pi,j/\pm,j)
=0 j=0 0<i<m<n j=0

Queremos mostrar que:
-PHP, — L

E faremos isto aplicando reducdes consecutivas, da seguinte forma,
~PHP, — =PHP,_...~PHP; — ~PHP, = ~((¢)y N a1 ) — (0 N a1 ,0))
obtidas através do uso da seguinte regra de extensao:

@ =g 4T V@ NG (4-2)

Trabalhando com —P H P,, da seguinte forma:

PHP, = (/\ \_/ pi,j) A _'( \/ \/(pi,j /\pm,j))

i=0  j=0 0<i<m<n ;=0
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Temos que:
-PHP, -PHP, -PHP,
n n—1 NE n n—1 NE n n—1 NE
AV di AV di AV di
i=0 k=0 AE i=0 k=0 AE e i=0 k=0 AE

n—1 n—1 n—1

n n n
\/ Qok \/ Q1 \/ Qn—1,k
k=0 k=0 k=0

Agora devemos aplicar as regras V. Faremos a demonstracdo apenas para
uma parte do primeiro ramo acima. A constru¢do dos demais ramos segue de forma
andloga.

[900] [901]
200 V (900 N 900) 401 V (q00 /N 901)
— ext — ext
00 01 e
\2i \24

n—2 n—2

n—1 n—1
V @ V 4
k=0 k=0

Obtemos PH P, a partir de PH P, utilizando a regra de extensdo 4-2,
gerando:

[‘130] [qgl]
vI vI
~PHPn ago V (460 A 900) g1 V (450 A 401)
o1 NE — ext — et
n n—1 n—1
/\ \/ ik 900 do1
= =
(SR SR vI vI
n—1 n—2 n—2
n n—1 n—1
V ok V ik V ik
k=0 k=0 k=0 VE
n—1n—2
AV ot
ik
i=0 k=0
Agora, o lado direito de PH P,:
-~PHP,
ANE
n—1
n n
-V V@A)
k=00<i<ji<n
n—1
AN CHAX 1Y) A A
kE=00<i<j<n AE AE ANE
AR CH ) N (g Adjo) A (g A dfo)
0<i<j<n AE 0<i<j<n AE 0<i<i<n AE
~(ag0 A 9T0) ~(ag0 A 430) ~(ag0 A a30)
(=450 v —47o) (=450 v —430) (450 v —430)
I VE + ext I VE + ext I VE + ext
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
ﬁ(400 ST ) ﬁ(400 N dgq ) ﬁ(‘loo ALY )
NI
n—1 n—1
A —~(a;0 ~ Ndazo )

0<i<j<n—1

A construcdo da prova € feita de cima para baixo e sempre que possivel devemos
introduzir a regra de extensdo. Isto €, a medida que algum dos elementos do lado
direito de 4-2 aparecem na derivacdo, devemos utilizar o regra de \VI para gerar uma

prova que permita o uso da regra de extensao.
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