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Método Horizontal

Este método unifica ramos em uma prova e, por meio de introducdes de uma
nova regra de "atenuacao", constréi uma prova menor da mesma conclusdo.

Apresentaremos na primeira se¢do deste capitulo a defini¢cdo de unificador,
o algoritmo de unificacdo e exemplo de aplicacdo do algoritmo em formulas
proposicionais.

Na segunda secdo apresentaremos o método e na terceira formalizaremos o

método utilizando cdlculo de seqiientes.

3.1

Definicoes

Definicao 3.1 Uma substituicdo 6 ¢ denominada um unificador para o conjunto
{E1, ..., EL} se e somente se E10 = Fy0 = --- = Ei0. O conjunto {E, ..., By}

é dito unificavel se existe um unificador para ele.

Definicao 3.2 O par em desacordo de um conjunto ndo vazio de expressées W
€ obtido localizando os primeiros simbolos (contando da esquerda) no qual nem
todos as expressoes em W tem exatamente os mesmos simbolos, e entdo extraindo
de cada expressdo em W a sub-expressdo que comega com o simbolo ocupando esta

posicdo. O conjunto desta respectivas sub-expressoes € o conjunto em desacordo de
wW.

Exemplo 3.3 Se W ¢ {— (— (A3, A3),— (— (A1, 42),— (A1, 43)));— (—
(A1, As), — (= (A4, A1), — (A4, A3)))}, entdo as primeiras posi¢oes na qual
nem todas formulas em W sdo exatamente as mesmas € a quinta, uma vez que todas
formulas possuem os quatro primeiros simbolos iguais — (— (. Entdo o conjunto
em desacordo consiste das respectivas sub-expressoes (termos sublinhados) que

comegcam na posicdo cinco, ou seja o conjunto {As, Ay }.

Exemplo 3.4 Considere o conjunto W do exemplo 3.3.

1. 0g = e e Wy = W. Desde que W ndo é unitdrio, oy ndo é o unificador de

w.
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Algorithm 1 Algoritmo de Unificacdo adaptado por emparelhamento

1: kZO,Sk:S,Pk:{G}GO'k:{G}.

2: Se S € unitdrio, substitua as varidveis originais (remanescentes) de S por novas
varidveis aplicando vy, /(vg, vy) para cada varidvel original remanescente vy e
adicione ay/(vk, vg) a oy; oy € o unificador de S. Caso contrdrio, se Si, ndo é
unitdrio, encontre o par em desacordo Dy, de Si.

3: Se existirem elementos vy € t; em Dy tal que v, seja uma varidvel que nlo
ocorre t, vd para o passo 4. Caso contrdrio, pare; S ndo € unificdvel.

4: Se Dy ¢ Sy, construa Sk substituindo as ocorréncias de Dy em Sy, por oy,
onde o, € uma varidvel que ndo estd presente nem .S e nem Sy. Caso contrdrio,
construa S, substituindo as ocorréncias de D; em Sy pelo oy previamente
associado. Faga Sy = S U Dy,

5: Faca k = k + 1 e vd para o passo 2.

2. O par em desacordo Dy = (As, A1). Em Dy, existe uma varidvel vy = Ay

que ndo ocorre em ty = Aj.

3. Do ¢ agp. Faga o1 = Oéo/(AQ,Al).

S1={—= (= (ao, 43), = (= (A1, A2), — (A1, 43))),
— (= (a0, 43), = (= (Ag, A1), — (Ag, 43))) }

e Pl = {(AQ,Al)}
4. S| ndo € unitdrio e o par em desacordo de S é:

Dl = (A17A4)

5. De D1, temos que v = A et; = Ay.
6. Como Dy ¢ Si. Seja o5 = {0/ (A, A1), 1/ (A1, AL ).
St ={— (= (a0, 43), = (= (o1, A2), — (A1, A3))),
— (= (a0, 43), = (= (a1, A1), — (A4, 43))) }
e Py ={(As, A1), (A1, Ay)}.

7. Uma vez que os proximos pares em desacordo jd possuem um o; previamente

associado, geramos apos dois passos

oy ={ao/ (A, A)1), 1 /(Ar, Ag)}
S4 :{_> (—> (040>A3)> - (—> (0417040)7 - (Oél?A3)))a
— (= (ap, A3), — (— (a1, 0), — (a1, A3))) }
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e Py = {(Az, A1), (Ah A4)}~

Sy € unitdrio e uma varidvel original que permanece é As. Aplicando

az/(As, A3)

geramos

o5 = {ao/ (A2, A)1), a1/(A1, Ag), aa/(As, Az)}

S5 ={— (= (ag,2), — (— (1, ), — (1, 9))) }

que contém a formula resultante do processo de unificacdo.

Teorema 3.5 Se S = {71, Y2} € um conjunto com um par de formulas proposicio-
nais entdo o algoritmo 1 sempre pdra em tempo O(n), onde n = maz{|v;| ; v €

S,i=1,2}.

Prova.

Primeiramente, provaremos que o algoritmo pdra.

Suponha por absurdo que o algoritmo ndo pare.

Desta forma, seria gerada uma seqiiéncia infinita Sog, Soy, Sos ... de con-
juntos de férmulas, finitos e ndo vazios com a propriedade que cada novo conjunto
contém uma varidvel original (remanescente) a menos que seu predecessor (por
exemplo, So; contém vy, enquanto Soy,, ndo contém).

Isto € impossivel, pois S contém uma quantidade finita de varidveis.

Para provar a estimativa de tempo consumido pelo algoritmo, basta observar
que o algoritmo caminha simultaneamente por v; € 2 comparando os simbolos
de cada um das férmulas, substituindo cada simbolo por uma nova varidvel e
armazenando informagdes em dois conjuntos, P, € 0. Como o tempo para realizar

estas operagdes pode ser considerado O(1), temos que o algoritmo consumird

n.0(1) = O(n). [
3.2
O Método

Nosso método para reduzir o tamanho de uma prova durante o processo de
construcdo consiste em substituir duas férmulas similares pela férmula resultante
obtida pelo algoritmo 1.

Comecgamos construindo uma prova normal de o de baixo para cima usando
o conjunto de premissas >.. Se durante a construcdo da prova encontramos duas

formulas similares, no sentido apresentado no algoritmo 1, construimos uma prova
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da férmula resultante do algoritmo de unificacdo em vez de construir dois novos
ramos para cada uma das férmulas similares.

Uma representagao gréafica do método € apresentada na figura 3.1.

I r r
I, 1II, I
a1 Qo o

, )Y
o ¢ transformada em o

Figura 3.1: Representagdo grdfica do método

Antes de apresentar o método em detalhes, vejamos como seria a sua aplica-

cdo em um exemplo.

Exemplo 3.6 Considere a seguinte prova de uma adaptacdo do numeral de Church
(A1 — Ay) — ((Ay — A3) — ((Ay — Ay) — (A4 — A3))) (maiores detalhes

sobre a adaptacdo do numeral de Church sdo apresentados na apéndice C).

[A1]' [A; — Ag)?
Ao [Ay — Ag]®
Az 1 6 7

- R— [A4]° [Ag4 — A4]
(A1 — Ag) 9 T4, (4 — AP

(A1 — Ag) — (A1 — Ag) s As

[A2 — Az]* | (A2 — A3) — ((A1 — A2) — (A1 — A3)) (As — 43) ¢
[A1 — A)®° (A1 — A2) — (A1 — A3) (Ag — A1) — (Ag — A3z)
(A1 — A3) (A1 — Ag) — ((Aq4 — A1) — (Ag — Ag))

(Ag — Aq) — (Ag — Aj)
(Ag — Ag) — ((A4 — Ay) — (Ag — Ag))
(A1 — Ag) — ((A2 — A3z) — ((A4 — A1) — (Ag — A3)))

Figura 3.2: Aplicacdo do método vertical

Temos, pelo exemplo 3.4 que as formulas no final das dreas marcadas na

figura 3.2 sdo unificdveis com unificador
0 = {an/(Az, A1), a1/ (A1, Ag), aa/(As, As)}
e formula resultante
(@ = a2) = ((a1 = ) = (1 — ).

O que faremos, entdo, serd substituir as duas derivagoes que estdo marcadas

na figura por uma nova derivagdo.

(g = az) = ((1 = ap) — (1 = a3)) -
[A2 — A3] (A — Ag) — ((A] — Ag) — (A — Ag))

[A] — Ao] (A1 — Ag) — (A1 — A3g) (g — a2) = ((1 — ap) — (1 — a2))

—1
(A1 — Ag) (A1 — A3z) — (A4 — A1) > (Ag — Ag)) !

(Ag — Aq) — (Ag — Aj)
(A2 — Az) — ((A4 — Ay) — (A4 — Az))
(A1 — Az) — ((A2 — A3z) — ((A4 — A1) — (Agq — A3)))
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onde a derivagdo de (ag — ) — ((a1 — ap) — (a1 — an)) € apresentada

abaixo.

(0%} (041 — Oéo)
(o) (CYO — ag)
_ %
(1 — an)

(1 = ag) = (a1 — ay)

(a0 — ag) = ((1 — ag) — (1 — az))

Como dito no capitulo 2, para que o sistema de deducdo natural se encaixe
na definicdo de um sistema de Frege ele precisa ser visto como um grafo aciclico
direto, ou seja, uma vez que uma formula € derivada em uma posi¢do da prova se
precisarmos novamente de tal férmula ndo precisamos derivd-la outra vez. Desta
forma, a derivagdo de (g — a3) — ((ag — ag) — (a1 — ay)) precisa ser
realizada apenas uma vez, com isso reduzimos o tamanho da prova.

Uma possivel apresentacdo de uma prova em deducao natural como um grafo
aciclico direto € obtida se for utilizado o estilo devido a Fitch de apresentacdo de

provas.
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Exemplo 3.7 Utilizando o estilo Fitch para exibir a prova do exemplo 3.6.

10

11

12

13

14

15

16

o
o1 — oo
ag
g — Qo
%
o] — Qo
(a1 = ag) = (1 — az)
(a0 = a2) = (a1 = ap) = (a1 — a2))
(A2 — A3) — ((A1 — Ag) — (A1 — A3))
| (42— 49)
(A1 — Az) — (A1 — A3)

(Al — AQ)

(Al — A3)
(Al — Ag) — ((A4 — A1> — (A4 — Ag))
(A4 — Al) — (A4 — Ag)

(AQ — A3) — ((A4 — A1> — (A4 — Ag))

hipotese
hipotese
1,2 —E
hipotese
2,3 —F
1,5—=1
2,6 —1
4,7 —I

8, 6,
hipotese

9, 10, —E
hipotese
11, 12 —E
8, 65

13, 14 —E

10, 15 —1

A prova é apresentada em 3 colunas. Na primeira coluna existe uma numeragcdo

que serd utilizada como endereco da formula que € apresentada na segunda coluna.

Na terceira coluna sdo informadas a origem da formula da segunda coluna. Por

exemplo, a informagdo 1,2, — F indica que a formula presente na segunda coluna

foi obtida por — E usando as formulas das linhas 1 e 2 como premissas.

Observe que a formula (g — az) — (1 — @) — (n — a9)) foi

utilizada como premissa para deduzir as formulas (Ay — Az) — ((A; — Ay) —
(A — A3)) e (A — A3) — ((Ay — Ay) — (A4 — A3)). No entanto, 5o foi

necessdrio realizar uma prova apenas de (o — a2) — (1 — ap) — (g —

062)).

3.3

Formalizacdo do método

No que segue, formalizaremos os conceitos vistos nesta introducao de secao.
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A apresentacdo de uma dedug¢do como um grafo aciclico direto, em vez de
apresentacdo como uma drvore, nos permite reduzir o tamanho da dedugdo, uma
vez que apagamos da deducdo subdeducdes repetidas.

O que o nosso método propde € eliminar ndo s6 os ramos idénticos, mas
também os ramos similares. No nosso caso, ramos similares sdo aqueles em que as
conclusdes sdo unificaveis pelo algoritmo 1.

Voltando ao exemplo 3.6, observe que introduzimos uma nova regra, 6 I/, que

aplica uma substitui¢do a férmula que € sua premissa. Isto &,

onde o € a férmula resultante do processo de unificagdo de a; e «y utilizando o
algoritmo 1.

Ou seja, o ganho de redugdo do tamanho da prova € obtido por eliminar, de
forma consistente, deducdes de férmulas similares.

Devemos observar certas condi¢des para garantir a consisténcia neste novo
sistema de prova. Primeiro, precisamos garantir que a nova férmula obtida pelo
processo de unificacdo ndo possui varidveis utilizadas previamente na prova e
segundo ndo permitir a unificacdo de premissas que ainda serdo utilizadas na prova.

O algoritmo de unificacdo gera uma férmula que possui apenas varidveis
novas, o que atende a primeira condic¢ao.

O segundo cuidado deve ser tomado durante a constru¢do da prova, preci-
samos verificar se as formulas que foram empregadas na prova de o, serdo des-
carregadas depois da conclusdo. Isto €, devemos atentar para os ramos abertos da

derivacdo. No exemplo a seguir tratamos de um caso com esse problema.

Exemplo 3.8 Considere os dois trechos de prova a seguir.

[A]]Y [A; — Ay)? [A4]Y [Ay — Ay)?
Ay Ay — As Ay Al — A
A _ A
(A1 — 43) ) (Ag — As) )
(Al - A2) - (Al - Ag) (A4 - A1) - (A4 - Ag)

Na segunda linha de cada dedug¢do, contando de cima para baixo, aparecem
as formulas Ay — Az e Ay — As que serdo descarregadas mais abaixo na prova.

Se aplicarmos o algoritmo 1 as formulas (A; — Ay) — (4 —
Ag) e (Ay — A) — (Ay — Ajz), obtermos um unificador 0 =
{an/ (A1, Ay), 1 /(Ag, A1), aa/ (A3, A3)} e formula resultante do processo de uni-

ficacdo o/ = (g — ) — (g — ).
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Para realizar o processo de unificacdo de derivagdes de prova é preciso
também aplicar 0 as hipoteses ndo descarregadas. Fazendo isto, geramos o seguinte

trecho de prova:

[ai]" a1 — ag)?
aq a1 — O
&%)

(g — )

2

(g — 1) — (g — a3)

A formula oy — «o ainda deve ser descarregada e convertida para sua
formula original, pois no restante da prova tal formula ndo aparece.

Isto €, devemos descarregar a hipdtese (o — ) como premissa de — [
aplicar 01 E e depois eliminar (As — A3) por — E. Ou seja, fazemos uso de um

"corte", como pode ser visto abaixo:

[041]1 [y — OélP

g [ — al*
Qly
(o — ag) 9
(ag — 1) = (a9 — ) o
(1 — ag) — ((g — 1) — (g — )
0L F

(Ay — A3) (As — A3) — ((A1 — Az) — (A1 — A3))
(Al — Ag) — (Al — Ag)

— F

O exemplo acima explica como devemos interpretar as traducoes de hipdteses
nao descarregadas quando trabalhamos no sistema de deducdo natural. Durante o
processo de construgdo da prova, este "corte"se torna desnecessario.

Como a constru¢ao de provas em deduc¢do natural com controle de hipdteses
a serem utilizadas € quase o0 mesmo que construir provas em cdlculo de seqiientes
(vide (Hae90)) optamos por apresentar este formalismo em um cdlculo de seqiientes
simplificado, S E (), devido a Schiitte (Sch50).

3.3.1
O sistema SEQ),

Apresentaremos nesta secao um sistema simplificado de célculo de seqiientes,
SEQ,. Estes tipos de sistemas também sdo conhecidos por seqgiientes de um lado
(One-Side sequent ) pois as informagdes de cada linha de uma derivacdo sdo
colocadas apenas no lado direito da formula. Por este motivo se torna desnecessario

o uso do simbolo separador I (ou =) na apresentacao do cdlculo.
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Linguagem SEQ, (Forma de Schiitte-Rasiowa-Sikorski)

Varidveis: vy, vq,...,0;
Literais: x ou —x.
Foérmulas: Construidas a partir dos literais usando dois conectivos, V e A.

Seqiientes: Conjunto finito de férmulas (em particular qualquer férmula o é um
sequente {a}). Em geral seqiientes sdo apresentados como listas de férmulas,

ie, ' =aj,an,...,q4 parasignificar {ay, g, ..., ag}.

Regras

1. Axiomas I', a, -«
I a,

2. avp
I' o I,z

3. T,aAnp

I
4. I' o

Regra VvV

Regra A

w

I' o, «

5. T.a ©

-« € definido por inducdo usando as regras de De Morgan:
l. ~x:=—x
2. =1
3. 2(aVp)i=—-aN-pf

4. =(a AN fB) :=-aV 3

3.3.2
Deducéo estruturada como arvore vs. deducao estruturada como cir-
cuito em SEQ,

Deducao estruturada como arvore

Definicao 3.9 Seja I" qualquer seqiiente em S E(Q). Uma dedugdo de I' estruturada
como arvore € uma drvore cujo vértice mais abaixo (=raiz) € I', e os vértices mais
acima (=folhas) sdo axiomas, e exceto pelas folhas cada vértice é a conclusdo de
uma instdncia de uma regras de inferéncia em SFEQ, cujas premissas estdo logo
acima da conclusdo. O peso e a altura da dedugdo estruturada como drvore € o

numero total de vértices e o comprimento do caminho mdximo, respectivamente.
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Deducéao estruturada como circuitos

Definicao 3.10 Uma dedugdo de I' estruturada como circuito € um circuito finito,

i.e. um grafo aciclico direto, satisfazendo todas condig¢bes da defini¢cdo anterior; o

peso e a altura sdo definidos como no caso de deducdo estruturada como drvore.
Obviamente, toda dedugdo estruturada como drvore é uma dedugdo estrutu-

rada como circuito.

3.3.3
Regras auxiliares de inferéncia em SEQ),

Corte

A regra do corte € uma inferéncia da forma

r,c¢ 1,-C
r
como circuito
r,C
— I
r,-C

para um férmula arbitrdria C.

Inversoées validas em SEQ,.

Para qualquer seqiiente em SE(), definimos suas inversdes vdlidas pelas

seguintes cldusulas recursivas.

1. I', FeI', G sdo inversoes validas de I', F' A G.

2. I', F, G é inversdo vdlidade I', F' V G.

Atenuacao por substituicao em SEQ,.

A regra de atenuagdo por substituicdo, W S, e aregra de atenuagcdo por subs-

tituicdo inversa, W 1S, em SEQ), sdo as seguintes inferéncias, respectivamente:

como circuito
r'—o(),% e '— o), %

para quaisquer ', ¥, inversdo vdlida '~ de I" em SEQ), e qualquer # : Varidveis —

Variaveis.
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Teorema 3.11 Para qualquer seqiiente proposicional I' = Fi, ... F}, a formula

Fy V-V Fy, évdlida em logica proposicional se, e somente, se:
1. T tem uma deducdo estruturada como drvore em S EQ),
2. T’ tem uma dedugdo estruturada como circuito em SEQ).

Em particular, qualquer formula proposicional F' é vdlida em logica propo-
sicional se, e somente, se, existir uma deducdo em SFEQ) e se, e somente, se existir

uma dedugdo estruturada como circuito em S EQ).

Prova. O item 1 € bem conhecido. O item 2 € facilmente deduzido de 1. [ |

Teorema 3.12 A regra do corte € vdlida em SEQ. Isto ¢, se I',C e I',~C sdo
deduzidas em SFEQ), entdo também o é T, tanto em como drvore quanto como
circuito. Assim, adicionar corte a SE(Q)y ndo estende o conjunto de seqiientes que

se podem deduzir, tanto como drvore quanto como circuito.

Prova. A prova segue diretamente do teorema 3.11. |

Teorema 3.13 A regra atenuagdo por substituicdo inversa € vdlida em SEQ),.
Isto é, para quaisquer seqiientes 1" e ., qualquer substituicdo de varidveis 0 e
qualquer inversdo vdlida 1"~ de I', se I' € deduzida por uma dedugdo estruturada
como drvore (ou por dedugdo estruturada como circuito) em S EQ), entdo também
€ deduzida como dedugdo estruturada como drvore (ou por deducdo estruturada
como circuito) I', 2.

Assim adicionar Corte e/ou adicionar WS e/ou adicionar WIS a SE(Q)y ndo
estende o conjunto de seqiientes que podem ser deduzidos em deducoes estruturadas

como drvores (ou em deducdo estruturada como circuitos)

Prova. Suponha que I' = Fj, ..., F}; é deduzida em SE(Q),. Assim, pelo teo-
rema 3.11, F} V -- -V F} € valida em légica proposicional.

Agora,se I'" = F,..., F; éumainversdo validade I', entdo /| V---V I~
também € uma formula vdlida. Ainda, como, por defini¢do, a validade de férmulas
é preservada por atribuigdo de varidveis, temos que 6 (£} ) V- -V (F;”) também é
vélida, e obviamente também € vdlida qualquer atenuagao 6 (F 1_) V-V (Fl_) Vv
G1V---VGp,onde X =Gy, ,G,,.

Disto e pelo teorema 3.11 obtemos a dedugio de 6 (I'7),. |
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3.34
O Método em SEQ,

Nosso método para reduzir o tamanho de uma prova durante o processo de
constru¢do da mesma, consiste em substituir duas formulas similares pela férmula
obtida pelo algoritmo 1.

Comecgamos construindo uma prova normal de o de baixo para cima usando
[' como premissas. Em um certo ponto da prova encontramos duas formulas
unificdveis quando submetidas ao algoritmo 1. Construimos uma prova da férmula
obtida no final do algoritmo em vez de construir dois novos ramos de prova um para
cada uma das férmulas similares.

Uma representacdo grafica do método horizontal em S E(Q), pode ser vista na

figura 3.3.

D/
D, D, Lo WIS
F,Oél F7Oég F,Oél F,Oég
F,. « ¢ transformada em F,.oz
ie.
D,
:g F, (0%} . D’ , F, (03]
b =1« ¢ transformada em =Ia — I' o
:g F, (0%) F’ Q2

Figura 3.3: Representacdo Grafica do Método Horizontal

A regra WIS € a aplicacdo inversa do algoritmo 1, isto €, se duas formulas
a1 € (g sdo unificdveis quanto submetidas ao algoritmo 1 e a férmula resultante do

processo de unificacdo é o’ entdo

/
I' o WIS [Ny T an —_

F, aq F, Q9 € F, o

3.3.5
Exemplo de aplicacao: Numerais de Church

Vejamos como o método se comporta em SFE(Q),. Aplicamos o método ao

exemplo 3.6, depois de converté-lo a linguagem de SEQ).

Modus Ponens

Em SEQg, podemos inferir ', Bde ', Ae',-AV B.

Usaremos M P para abreviar o esquema apresentado na figura 3.4.
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A T,-AVB
T, B

Figura 3.4: Modus Ponens

Exemplo 3.14 Considere a provade o = (—A; V As) V (=(=A4 V A3) V (—(Ay V
AV (RALV A))) .

: 1T,
(mAaV A3) I

(_|A1 V Az) _\(_\Al vV Ag) \Y (_\Al \Y Ag) wp I
(_|A1 \Y Ag) F
—|(A4 V A1> V (—|A4 V Ag)
—|(—|A4 V Ag), —|(A4 \Y A1> V (—|A4 V Ag)
(044 V A3) V (2(Ag VA V (0AL V Ag))
(mA1V Ag),~(mAs vV A3) V (m(Ag vV Ay) V (mA4 V Ag))
(mALV A2) V (2(mAgV A3) V (2(Ag V A1) V (A V Ag)))

MP

onde F| = —\(—\Al V Ag) V (—\(—\A4 V Al) V (—\A4 V Ag)) e Fy = _'<_'A2 V Ag) V
(_‘(_‘Al \/ Ag) \/ <_'A1 \/ Ag))

I1; € a seguinte derivagdo:

Ay AV AL, :
Ay ALV A3
As
Ay, As
(mALV Aj)
—(mAgV Ay, (AL V As)
—(mAL VAV (RALV A))

—(=A; V Az), (0(mAgV Ay V (mALV Ap))
—(=A; V A3) V (=(mALV Ay V(AL V Aj))

a derivacdo 11, € similar a derivagdo de 11,

Aplicando o algoritmo 1 em F} = —(=A;VA3)V(=(=A4VA;))V(—mALV A3))
e [y = =(mA2 vV A) V (—(2AL V Ay) V (—A; V Aj3)) temos que as duas férmulas
sdo unificdveis.

O unificador € § = {ao/(—\Ag, —nAl), al/(—\Al, —\A4), 042/(—|A2, —\Al),
as3/(As, A3)} e aférmula resultante do processo de unificagdo é F' = —=(ap V a3) V
(=(aq Vag) V (a1 V a3)).
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Seja 1" a derivagdo de F’. Temos que I’ é:

-y V (o) :
(7)) — V Qa3
a3
ap, O3

(o V ag)
(a1 V), (a1 V az)
—(a1 Vag) V(g V ag)
(g V az), (o Vag) V(g Vag)

a derivacgdo € transformada em:

wis F1— -o—
= F’ — Fl —|<—|A4 \/Al) \% (_|A4 V A3) =7
2 >

3.3.6
Exemplo de aplicacao: transitividade da implicacao
Considere uma prova de a; — ag, a partir de um conjunto de hipdteses

{a; — a;y1,i =1,2,...k — 1}. Isto é, a prova da tautologia (a; — as) — (az —
2

as) ... (as,_, — as, ) — (a1 — as, ). Onde 2;, = 22" Lk

Uma prova normal desta férmula possui O(2) linhas. Por outro lado, se
usamos a provade (A — B) — (B — C) — (A — C) para tratar a transitividade
de —, e se partirmos em duas cada conclusdo intermedidria, isto €,

de a; — ag,_, € as,_, — ag, derivar a; — ag,

de a; — ag,_, € as,_, — ag,_, derivar a; — ay, _,

e o mesmo sendo aplicado as outras premissas de forma recursiva.

Teremos assim uma prova linear da férmula apresentada inicialmente.
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II
(A-B)—(B—(C)—(A—=C0C)
Sv Svi
NS

(a1 — aq) — (a4 — ag) — (a1 — as)

Figura 3.5: Esbogo da reducdo da transitividade para (a; — a4) — (a4 — ag) —
(a1 — ag)

Transitividade em SEQ),

Seja I's, uma representagdo em S E () da féormula acima.
an = Taq, ap A a9, A2 A as, ..., Clgnfl A _\CLQTL, a2n

Uma provade I'y, em SEQ, + WS teria o seguinte aspecto:

*
Ly, I A A5,
Iy,
onde
*
FQk L = a2, _,;+1,02; _,+1 VAN Q2,142,242 VAN A2, 43y, A2,—1 N —ag, , Ay, -

Onde I'; = 0(I'y,_,) e 0 € a seguinte substitui¢io:

9<a1) = Q2;_q+i-

Aplicando o processo de substitui¢do recursivamente em 'y, 'y, ., ...

obtemos a reducdo desejada também em SEQ, + W S.

3.3.7
Aplicacao em PHP

O principio das casas de pombos seria um bom candidato para se aplicar um
processo de eliminacdo de ramos semelhantes na prova. Isto é, PHP seria um bom
candidato para se trabalhar com SEQ, + W S.

Finger em (Fin05) apresenta uma prova polinomial do principio da casas

dos pombos como grafo aciclico direcionado (DAG) em Tableaux que podem
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ser facilmente traduzidas para SEQ, + WS (sem corte). Contudo, a construgdo
proposta por Finger faz uso de substituicoes ndo triviais (i.e substituigées que
exigem a intervencdo do usudrio).

Em suma, € possivel produzir uma prova polinomial de PHP em SEQ,+ W S.
Mas, analisando os trabalhos de Cook (Coo076) e Finger (Fin05) e as caracteristicas
de uma prova de PHP, temos fortes indicios para crer que as substitui¢cdes necessa-
rias para produzir uma prova curta dependeriam da intervencao do usudrio.

Como a nossa intencao € apresentar métodos que niao dependam da interven-
c¢do do usudrio preferimos omitir a apresentacdo da traducdo para SEQ), + W S do

exemplo apresentado por Finger.

3.4
Conclusao do método

O método apresentado nesta secao atende os requisitos propostos na introdu-

cdo da presente tese. Sendo, vejamos:

— O método pode ser aplicado durante o processo de construcdo da prova.
Esta caracteristica € de fundamental importincia, uma vez que pretendemos

utilizar este método em provadores automdticos de teorema.

— O método € de facil implementacdo. Um algoritmo € fornecido para o caso

em que a substituicdo seja um renomeamento de varidveis.

— O método € correto e completo. Como mostrado no teorema 3.13 a adi¢ao das

regras W.S e WIS ndo alteram o poder de SE(Q), que é completo e correto.

Algumas melhorias naturais que podem ser acrescentadas ao método, que

serdo temas para trabalhos futuros, sdo:

— Apresentar uma maneira eficaz de buscar por pares de férmulas semelhantes

durante a construcao do grafo de prova.

Nao abordamos na tese qual a melhor forma de buscar as possiveis formulas
semelhantes na prova. Mostramos que, uma vez encontradas tais férmulas

semelhantes o processo de produzir o unificante consumiria um tempo linear.

Apesar de ndo apresentarmos um processo de busca por férmulas em um
grafo aciclico, temos fortes indicios de que os recursos consumidos na busca
seria compensado pelo reducdo de recursos necessdrios para a construgao da

prova.
— Estender o método para légica de predicados.
Todos os resultados apresentados para SFEQ), sdo estendidos para SE(Q), a

versdo predicativa de S E Q). Precisamos trabalhar num algoritmo de unifica-

¢do que produza um substituicdo 6 : varidveis — termos.
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