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Preliminares

Com intuito de fixar a notacdo, apresentaremos, neste capitulo, resultados e
defini¢Oes essenciais que serdo utilizados ao longo da tese.

Para indicar identidade de duas expressdes, usaremos =.

N € utilizado para os nimeros naturais, com zero incluido. Seguiremos as
notacdes padrdes da teoria dos conjuntos como €, C.

Uma férmula proposicional € representada por letras gregas minusculas
a, 3,7, ... (possivelmente com sub- ou supescrito ou ") sendo constituida de va-
ridveis proposicionais p, ¢, 7, ... (possivelmente com sub- ou supescrito ou ’), e de
um conjunto de conectivos undrios e bindrios -, A,V e —.

O conjunto de varidveis proposicionais em uma féormula « serd denotado por
V().

O tamanho de uma formula € definido pelo numero total de simbolos que
aparece na férmula.

O tamanho de uma prova € definido pelo nimero total de simbolos na prova.
Definicao 2.1 (Subférmulas) A nocdo de subférmula que usaremos seguird o
sentido de Gentzen.

Subformulas de o serdo definidas por

(i) « € uma subformula de o;
(ii) « € uma subformula de —«;
(iii) Se vUIB € uma subformula de o entdo também sdao v, (3 para 1l =V, \, —.

Nossa avaliacdo de complexidade de um método levard em conta a "taxa
de crescimento" da funcdo correspondente. Serd usado o simbolo de ordem de
magnitude O para lidar com este conceito.

Definicao 2.2 Considerando f e g como fungées de N em N. Entdo:
O(f) € o conjunto de funcédes g tais que para algum r > 0 e para todo n a

menos de uma quantidade finita, g(n) < r.f(n).

Usaremos como sistema de provas o sistema de Deducdo Natural (ND)
como em Prawitz (Pra65) seguindo a convencdo de apresentar drvores de provas,

colocando as premissas maiores das regras de eliminacdo no lado esquerdo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220933/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0220933/CA

Capitulo 2. Preliminares 14

21
Sistema de Deducéao Natural

Definicao 2.3 (Sistemas de Dedugdo Natural)

Um sistema de deducdo natural (ND) € determinado a partir de um conjunto
de regras definidas sobre formulas de uma linguagem que representam a introdu¢do
e a eliminagdo dos operadores logicos, e uma no¢do de dedugdo.

As regras sdo expressoes da forma:

S1,5,...,5,
S

tal que 51,5, ..., S, e S sdo formulas. Neste caso, dizemos que S € inferida
a partirde S1,Ss,...,S, oude S1,5s,...,S, seinfere S.

Em deducdo natural, nenhum formula é considerada axiomaticamente vdlida,
porém € permitido introduzir, a qualquer momento, uma formula como hipotese.
Como resultado dessas introdugdes nas inferéncias, podemos determinar se uma
dada formula depende ou ndo de uma certa hipotese. Quando a formula inferida se
torna independente de alguma das hipdteses, dizemos entdo que esta descarrega a
hipdtese em questdo. Na linguagem proposicional, por exemplo, existem tres formas

de descarregar as hipoteses:

1- Dada uma dedugdo de (3 a partir de {a} U T', podemos inferir « — [3 a partir

de T, sendo entdo a hipotese o descarregada.

2- Dada uma deducdo de 1 a partir de {a} UT, podemos inferir —a a partir de

I', sendo entdo a hipotese o descarregada.

3- Dadas trés dedugdes: uma de o\ 3, outra de v a partir de {a} UT'y, e a terceira
de 7y a partir de { 3} UT's, podemos inferir y a partir de T'1UT'sU{aV 3}, sendo
a e (3 as hipoteses descarregadas (o da segunda deducdo e 3 da terceira

deducdo).

As regras de inferéncia consistem de uma regras de introdugcdo e outra de
eliminagdo para cada operador logico além de duas regras para o 1, uma usada
para a logica intuicionista (1 ;) e outra para a logica cldssica (1.)

Para facilitar a leitura da deducdo, coloca-se as hipoteses descarregadas
entre parénteses, entendendo assim que a nova deducdo ndo depende das hipoteses

que foram descarregadas.

Hl H2 Hl H1
a f( N aAfB a A

g
AE
alp o M I} "
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[o]"
11, 11, 11,
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, I, I, I, Il
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aV aV C
[-al
I IT;
L 1, . L .
a " «diferente de L. a ~°  «ndo possui aforma 3 — 1.

Nas aplicacoes de E-regras, a premissa contendo a ocorréncia de operadores
l6gicos que serdo eliminados € dita premissa maior; a outra premissa € dita

premissa menor da regra de aplicacdo.

211
Corte em Deducéao Natural

Durante o processo de construcao de uma derivacao, ndo parece ser adequado
a introducdo de algo e a posterior eliminacdo em seguida. Este € o conceito chave
para simplificacdo de uma derivacdo: evitar uma eliminacio apds uma introdugdo.

Se uma derivacdo possui uma introdugdo seguida por uma eliminagdo, entao
pode-se, como regra, simplifica-la.

Apresentaremos os resultados, contudo, eles ndo serdo demonstrados. Maio-

res detalhes podem ser encontrados em van Dalen (vD97).

Definicao 2.4 Uma formula v é um corte em uma derivacdo quando ela é a
conclusdo de uma regra de introducdo e a premissa maior de uma regra de

eliminagdo. vy € dita a férmula do corte.

Derivagdes podem ser simplificadas através de eliminagGes de cortes, por

exemplo:
o)
I1
P I
a=f o, Tl
16} converte para 16}

Denotamos por I1 >; I’ para representar "I converte para II'". IT > II’ para
representar que "existe uma seqiiéncia finita de conversoes II = Il >; II; >,
...>1 I,y =II"e Il > II’ para representar IT > IT" ou IT = II'. (IT reduz a IT").
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Definicao 2.5 Se ndo existe 11| tal que 11, >, 11| (i.e se II; ndo contém cortes),
entdo chamamos 11, uma derivacdo normal, ou dizemos que 11, estd na forma

normal, e se I1 > TI' onde 11" é normal, entdo dizemos que 11 é normalizado a
IT.

Dizemos que > possul a propriedade de normalizacdo forte se > ndo existe
uma seqiiéncia infinita de redugdes. E > possui a propriedade de normalizacdo fraca
se qualquer derivacao puder ser normalizada.

Temos que:

Teorema 2.6 (Normalizacao fraca) Toda derivacdo em logica cldssica pode ser

normalizada.

Definicao 2.7 Um ramo em uma derivacdo m é uma seqiiéncia oy, . ..,q, de

ocorréncias de formulas tal que:
i) aq € uma hipotese;

ii) se «o; ndo € uma premissa menor de — I nem a formula final de w, entdo

i y1 € a formula que ocorre imediatamente abaixo de o;;

iii) «, € premissa menor de uma aplicacdo de — E ou a formula final da

deducdo.

O teorema a seguir € uma conseqii€ncia imediata do teorema de normalizacgao.

Teorema 2.8 Se 7w € uma derivacdo normale 3 = Ay, ..., A, umramo de 7, entdo
temos:
i) Uma parte de eliminacdo de [ (possivelmente vazia) Ay, ..., A;_1 na qual

toda formula é premissa maior de uma regra de eliminacdo e contém a

formula imediatamente sucedente como subformula;

ii) uma parte minima A; de (3 que € conseqiiéncia de uma regra de eliminagdo,

se 1 # 1, e premissa de uma regra de introducdo ou de 1 ., se i # n;

iii) Uma parte de introducdo de [3 (possivelmente vazia) A;,1, ..., A, na qual
toda formula é consequéncia de uma aplicacdo de uma regra de introducdo

e contém a formula imediatamente precedente como sua subformula.

Teorema 2.9 (Principio de Subférmulas) Toda ocorréncia de uma formula em
uma deducdo normal de A a partir de I € subformula de A ou de alguma
formula de %, com excecdo das hipoteses descarregadas por aplicacoes de 1. e

das ocorréncias de 1, que estdo imediatamente abaixo de tais hipoteses.
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2.2
Classes hierarquicas e problemas Iégicos

Para facilitar a compreensdo e tornar motivante o estudo de sistemas de provas
proposicionais, vamos fazer uma revisao de algumas das teorias de P e N P.

Por convencdo, P denota a classe de conjuntos de strings reconhecida por
uma mdquina de Turing deterministica em tempo limitado por um polinémio no
tamanho da entrada. NP é o mesmo para mdquinas de Turing nio deterministicas.

Se TAUT denotar o conjunto de tautologias sobre qualquer conjunto fixo
adequado de conectivos, temos que P = NP se e somente se TAUT estd em P
(Pap94).

Agora P = NP ndo somente pode implicar a existéncia de algoritmos
relativamente rdpidos para qualquer algoritmo interessante e aparentemente sem
solucdo em N P, como também pode ter uma conseqii€ncia filoséfica interessante
em matemadtica. Se P = N P, entdo existe um polin6mio p e um algoritmo A com a
propriedade de que qualquer proposicdo S da teoria de conjuntos e qualquer inteiro
n, A determina com apenas p(n) passos se S possui uma prova de tamanho n, ou
menor.

Para ver que a existéncia de A origina-se de P = NN P, observe que o problema
solucionado por A estd em N P.

De fato, uma mdquina de Turing ndo-deterministica pode escrever qualquer
string de tamanho n em sua fita e, entdo, verificar se a string ¢ uma prova da
proposicao dada. Para qualquer teoria l6gica razodvel, esta verificacdo pode ser
realizada em tempo limitado por um polin6mio em n. Assim, a importancia de
mostrar que P # NP.

Outra importante questdao decisiva estd relacionada com o fato de NP ser
fechado ou nlo sobre complementacdo, i. e., >* — L estiem NP se L estiem N P.
Se N P nio ¢é fechado sobre complementacdo, entdo claramente P # N P (Pap94).

Assim o seguinte resultado € importante:

Teorema 2.10 N P € fechado sob complementagdo se e somente se T AUT estd em
NP.

Notacao 2.11 L ¢ o conjunto de funcoes f : X7 — X35, 31, X9, quaisquer alfabeto
finito, tal que f pode ser computada por um mdquina de Turing deterministica em

tempo limitado polinomialmente no tamanho da entrada.

Prova.(do teorema 2.10) O complemento do conjunto de tautologias estd em N P,
uma vez que para verificar que a férmula ndo € uma tautologia pode-se atribuir um
valor verdade e verificar que este falsifica a férmula. Inversamente, suponha que o
conjunto de tautologias estd em /N P. Como qualquer conjunto L em N P € reduzido

ao complemento das tautologias no sentido que existe uma fungdo f em L tal que
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para todas strings z, z € L sse f(z) ndo é uma tautologia (vide (Pap94)). Assim, um
procedimento ndo deterministico para aceitar o complemento de L é: sob entrada
x, compute f(z), e aceite = se f(z) é uma tautologia, usando o procedimento ndo
deterministico para tautologias assumido acima. Assim o complemento de L estd
em NP. |

Por convengao utiliza-se C'o/N P para representacdo do complemento de N P.

Desta forma o teorema 2.10 pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 2.12 NP = CoNP se e somente se TAUT € NP

A questdo se TTAUT estd em NP € equivalente a de existir um sistema de

prova proposicional em que toda tautologia possui uma prova curta, formalmente:

Definicao 2.13 (Sistema de Prova) Seja L C X*, um sistema de prova para L é

uma fungdo [ : ¥] — L para algum alfabeto ¥ e f em L tal que f € sobrejetiva.
Dizemos que o sistema de prova € limitado polinomialmente sse existe um

polinémio p(n) tal que para todo y € L existe x € X% tal que y = f(z) e

|z| < p(|y|), onde |z| denota o tamanho de uma string z.

Exemplo 2.14 (Sistema de prova proposicional) Para que a nocdo de sistema de
prova proposicional (maiores detalhes sdo fornecidos em A.l) se encaixe com a
defini¢do (2.13), primeiro devemos notar que as formulas podem ser consideradas
como strings sobre um alfabeto finito.

O unico problema é que uma varidvel proposicional também deve ser consi-
derada como uma string de forma que exista um suprimento ilimitado de varidveis
proposicionais.

Entdo uma prova T no sistema proposicional que € uma seqiiéncia de formu-
las, pode ser naturalmente considerada como uma string sobre um alfabeto finito
que inclui a virgula como um simbolo separador bem como os simbolos necessdrios
para especificacdo das formulas.

A funcdo [ que abstratamente especifica o sistema serd dada por () = A
se m provar A, e f(m) = Ay para alguma tautologia fixa Ay se m ndo € uma string

que corresponda a uma prova no sistema.

Teorema 2.15 Um conjunto L estd em NP sse L = () ou L tem um sistema de

provas limitado polinomialmente.

Prova. Se L. € NP, entdo alguma mdquina de Turing nio deterministica M que
aceita L em tempo polinomial. Se L # (), definimos f tal que se x codifica a
computagdo de M que aceita y, entdo f(z) = y. Se x ndo codifica uma computacdo
que aceita, entdo f(z) = yo para algum y, € L fixo. Entdo f € claramente um

sistema de prova para L limitado polinomialmente.
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Para a volta, se f é um sistema de prova para L limitado polinomialmente,
entdo um algoritmo ndo-deterministico rdpido para aceitar L €, sob entrada v,
atribua uma prova curta x de y e verifique f(z) = v. [

Podemos entdo inferir a partir dos teoremas acima que NP € fechado sob
complementacdo se e somente se T'AUT tiver um sistema de provas limitado
polinomialmente.

Com o intuito de verificar se os sistemas de provas convencionais sao limita-
dos polinomialmente, Cook e Rechkow em (CR79) definiram classes de equivalén-
cias para sistemas de provas de forma que a resposta fosse a mesma para sistemas
equivalentes.

A relacdo de equivaléncia associada € a p-simulagdo.

Notacdo 2.16 L ¢ o conjunto de fungoes f : X7 — 35,3, X9 qualquer alfabeto
finito, tal que f possa ser verificada por uma mdquina de Turing deterministica em

tempo limitado por um polinémio no tamanho da entrada.

Existem duas no¢des mais comuns de comprimento de prova. A primeira €
o numero de linhas que aparecem em uma prova, usualmente chamada niimero de
linhas ou numero de inferéncias de uma prova.

A segunda € a nocdo de nimero de simbolos aparecendo na prova e esta,
como ja foi mencionado no comego desta se¢do, serd a medida que utilizaremos no

decorrer do texto.

Definicdo 2.17 Se f, : X7 — Le fy : £5 — L sdo sistemas de provas para L,
entdo f, p-simula f; se existir uma fungdo g : 37 — X tal que g estd em L, e
fo(g(x)) = fi(x) para todo .

Segue da definicao acima e da defini¢cdo (2.13) que:

Teorema 2.18 Se um sistema de prova para L, fs, p-simula um outro sistema de
provas para L, fy, limitado polinomialmente entdo fs também é limitado polinomi-

almente.
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23
Sistemas de Frege

Nesta sec¢do definiremos sistemas de Frege, sistemas de Frege com substitui-
cdo e sistemas de Frege estendidos. Alguns resultados envolvendo sistemas de Frege
e p-simulagdo também serdo apresentaados. Maiores informacdes sdao apresentadas

no apéndice A.

Definicao 2.19 Um sistema de Frege, F, ¢ definido por um conjunto completo
de conectivos proposicionais, tendo um conjunto finito de regras de inferéncia
esquematicamente definido. O sistema admite modus ponens como uma regra
derivada e precisa ser completo e consistente.

Um sistema de Frege com Substituicdo, SF, € definido por adicionar a F a

seguinte regra de substituicdo
A(p)

A(B)

onde simultdneas substituicoes da formula B sdo permitidas para a varidvel p.

Definicao 2.20 (Sistema de Frege estendido) ,
Um sistema de Frege estendido, e-F , € obtido por adicionar a F a seguinte

regra:

p— A

onde A € qualquer formula e p € uma varidvel que ndo ocorre nem A nem em
qualquer regra de extensdo usada na prova e nem na formula final da prova.
A idéia da regra de extensdo € permitir que a varidvel p aja como uma

abreviacdo para a formula A.

Teorema 2.21 Um sistema de Frege estendido € limitado polinomialmente se e
somente se todos os sistemas de Frege estendidos sob todos os conjuntos de
conectivos forem limitados polinomialmente. Além disso, um sistema de Frege
estendido € polinomialmente limitado se e somente se existir um limite polinomial
sob o niimero de linhas nas provas em eJF . Desta forma, se P # N P, entdo ndo
existe um limite polinomial sob o niimero de linhas em provas em sistemas de Frege

estendidos, sistemas de Frege ou sistema de Dedugcdo Natural.
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2.4
Resolucao

O sistema de Resolugdo trabalha com varidveis proposicionais pq, ps . . . € suas
negagoes —p1, —po, . . . € Ndo tem nenhum outro conectivo 1égico, ou seja, k = ().

O objeto bdsico em Resolucdo € uma cldusula, um conjunto finito de literais
(varidveis proposicionais ou varidveis proposicionais negadas). Ou seja, uma linha
em resolucdo € um cldusula.

Uma cldusula pode ser vista como uma disjun¢do de literais. Desta forma,
uma atribui¢do de verdade satisfaz uma cldusula C' se e somente se satisfizer pelo
menos um literal de C'. A Regra de resolugdo nos permite derivar novas cldusulas
C1 U Oy de duas clausulas Cy U {p} e Cy U {-p}

Cyu{p} Cyu{-p}
C, U C,

Nao existem restricdes sob ocorréncias de literais p, =p em C; ou C5. Uma
propriedade ébvia de resolucdo € que, se uma atribuicao de verdade satisfaz as duas
cldusulas superiores da regra, entao ela também satisfaz a cldusula inferior.

Uma refutagdo em resolugdo de um conjunto de cldusulas C = {C,...,C,}
¢ uma seqtiéncia de cldusula Dy, . .., D, tal que cada D; € ou um elemento de C ou
€ derivado por regra de resolucdo de alguns D,,, D,,u,v < 7 anteriores, e tal que a
ultima cldusula € a cldusula vazia.

Teorema 2.22 Um conjunto de cldusulas € insatisfativel: isto €, ndo existe ne-
nhuma atribuicdo de verdade que simultaneamente satisfaca todas as cldusulas no

conjunto, se e somente se existir uma refutacdo em resolugdo do conjunto.

2.5
Principio das Casas dos Pombos-PHP

Tautologias expressando versées do principio das casas dos pombos tém sido
importantes casos usados para teste com o intuito de obter limites no comprimento
de provas proposicionais e de comparar o poder de prova dos vdrios sistemas
proposicionais.

O primeiro artigo de Cook e Rechkow (CR79) mostrou que o principio das
casas dos pombos possui prova de tamanho polinomial em sistemas de Frege
estendido. Buss em (Bus87) mostrou que o principio também possui uma prova
polinomial em sistema de Frege.

J4 Haken em (Hak85) mostrou que uma refutacdo em resolucio do principio
das casas dos pombos requer um tamanho exponencial.

Apresentaremos, nesta sec¢ao, o principio das casas dos pombos proposicional
e um esquema das provas em J e e-F , uma vez que o utilizaremos nas proximas

secOes para aplicar nosso resultado.
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2.5.1
PHP,

Para cada numero natural n > 1, seja PH F,, a formula proposicional que
expressa que "se n + 1 pombos descansam em n casas entdo alguma casa contém
mais que um pombo". Formalmente, se [n] denota o conjunto {0, 1,...,n — 1}; se
f:[n+1] — [n] entdo existem 0 < i < j < ntalque f(:) = f(j). Para expressar
proposicionalmente utilizaremos a varidvel proposicional p; ; significando f(i) = j

e definiremos P H P,, pela férmula.

/\ \/pi,j—> \/ \/(pi,j A Pimj)

i=0  §=0 0<i<m<n j=0

O lado esquerdo da férmula expressa que a fungdo € total e o lado direito que a
func¢do ndo € injetiva. Note que o tamanho de P H P, é proporcional a n?.

Uma prova informal do principio pode ser dada por uma indugdo sobre n. E
claro que o principio € verdadeiro para n = 2.

Em geral, se f : [n + 1] — [n], entdo seja f' : [n] — [n — 1] definida por

) _{ f(i), se f(i An—1)

f(n), caso contrdrio

Se f € injetiva, € fdcil verificar que f’ também o é, contradizendo a hipétese de
inducgao.

Para formalizar esta prova em sistema de Frege estendido e-F , usamos
novas varidveis proposicionais qgfj para representar a assercdo fi(i) = j. Isto é,

definiremos qu como segue:

qz’-:‘quﬁjl\/(qﬁzl/\q,]jﬁd), 0<i<k0<j<k1<k<n.

Seja Ay, a férmula proposicional

ko ok k
A V= V Ve,
i=0  j=0

0<i<m<k j=0

Fica claro que existe uma prova de ~PHP, — —A, e 7Ax,1 — A para
todo 1 < k < n em que cada prova possui tamanho O(n®). Este tamanho estimado
¢ obtido através da observacdo de que existe uma prova em e-F de ~ A, — Ap
com O(n?) linhas e cada férmula nesta prova tem tamanho O(n?).

Uma vez que existe uma prova em e-F de A1 = ¢y A 419 — o0 A Gi0-

Usando Modus Ponens n vezes para combinar as provas em e-F de ~PHP, —
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A, e A1 — —A; obtemos uma prova em e-F de PH P, de tamanho O(n").

Uma forma simples de converter esta prova em e-F para uma prova em
JF € substituir cada varidvel proposicional introduzida pela regra de extensao pela
formula que ela abrevia. A nova prova terd o mesmo nimero de linhas. Entretanto,
o tamanho das férmulas ¢y e Q%,o apresentard um tamanho de ordem 3". Assim, o
tamanho da prova em F serd O(n?.3").

Acreditava-se que o principio das casas dos pombos seria um exemplo que
mostra a separacdo exponencial entre e-F e JF . Entretanto, Buss em (Bus87)
provou que P H P, possui uma prova polinomial também em F .

Para mostrar este resultado Buss apresenta uma prova polinomial em e-F de
PHP cujas regras de extensdo, ao serem substituidas, geram uma prova em F que
continua sendo polinomial.

A estratégia, para a escolha das regras de extensdo, envolve vetor adicdo e
vetor contagem para circuitos de profundidade logaritmica que aparecem em Ofman
(Ofmry) e Wallace(Wal64).

2.6
PHP em Resolucao

Apresentaremos um resultado devido Haken, Buss e Turdn (Kra95) no qual o
tamanho minimo de uma refutacdo em resolugcdo de — P H P € exponencial.
Se considerarmos as varidveis proposicionais p;;,i = 0,...,n ej =

0,...,n — 1entdo ~PH P, pode ser considerado como o conjunto de cldusulas

{—pix, _‘pjk}, paratodoi # je k
{pio, - - ,pi(n_l)}, para todo .

Teorema 2.23 Em qualquer refutacdo em resolucdo do conjunto ~P H P,, existem

pelo menos 2°U) cldusulas diferentes.

Como o principio das casas dos pombos possui prova polinomial tanto em
F quanto em e-F , concluimos que Resolugdo ndo € nem um sistema de Frege e
nem um sistema de Frege estendido.

Uma vez que o sistema de resolucdo pode ser visto como um cdlculo de
sequentes com cortes de tamanho 1, temos que o teorema acima nos reforga a idéia
de que a introducdo de cortes de tamanho maior que 1 seria uma alternativa para

reduzir o tamanho de provas proposicionais.
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