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2
Coépulas e Interdependéncia

Neste capitulo serao expostas as definicoes de interesse e os principais
resultados a respeito da teoria de copulas, interdependéncia e contagio.
Mais a frente, o conceito de copulas serd usado para modelar estruturas
de dependéncia de dados multivariados. A dependéncia nos extremos sera
analisada e, a partir dai, saberemos como ela revela o comprometimento da
diversificacao de um investimento em um periodo de crise. Desenvolvimentos
semelhantes podem ser vistos em [I4], artigo que serviu de inspiragdo para

esta dissertagao.

2.1
Teoria Basica de Cépulas

A fungao de distribuigao conjunta H(z1,...,x,) descreve completa-

mente a dependéncia entre as variaveis aleatérias de valores reais Xy, ..., X,

H(zy,...,2,) = P(Xq <zy,..., X, < x,). (2-1)

Supondo que Xji,..., X, tém distribuicoes marginais continuas
Fx,(z1),..., Fx,(z1) podemos, através da transformada integral de proba-
bilidade, transformar o vetor aleatorio (X1, ..., X, ), componente a compo-

nente, de modo que ele passe a ter distribuigbes marginaisU (0, 1).

Th: R —R", (z1,...,2,) — (Fx,(21),..., Fx,(z,)). (2-2)

A funcao distribui¢ao conjunta C'(.) destas novas marginais uniformes

Fx,(z1),..., Fx, (x,) é chamada copula do vetor aleatorio (X1, ..., X,). De
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forma equivalente, C(.) também pode ser vista como a copula associada
com a distribuigao conjunta H(.). Segue que

H(zy,...\20) = P(Fx,(X1) < Fx, (21), ..., Fx, (X,) < Fx, (2,))

—p
= C(Fxl(l’l), Ce ,FXn(xn)).

Observacgao 2.1.1. E possivel transformar qualquer variavel aleatéria con-
tinua em uma outra variavel aleatoria que também tenha distribuigao con-
tinua (nao necessariamente U(0,1)). A transformagao T, : (z1,...,z,) —
(Fx,(z1),..., Fx, (x,)) mostrada na equacao (2-2) é uma ferramenta padrao
na metodologia de simulagao e largamente utilizada porque a distribuigao

U(0,1) & a mais simples possivel (livre de parametros).

Definig¢ao 2.1.1. Uma copula é definida como uma funcao de distribuicao

conjunta
C(uy, ... ,up) =PU; <wuyy...,U, <uyp), 0<u; <1

sendo U; ~ U(0,1), i=1,...,n.
Uma defini¢ao alternativa é:

Definigao 2.1.2. Uma copula é qualquer fungao C : [0,1]" — [0, 1] que

tem as seguintes propriedades:

(i) C(xy,...,z,) é crescente em cada componente z;;

(1) C(1,...,1,z;,1,...,1) =x; € [0,1] para todoi =1,...,n;

(111) Para todos (ay,...,a,), (bi,...,b,) € [0,1]" com a; < b; tem-se que
2 2
Z R Z(—]_)“—F“'—H”C(Ilil, R ,l’mn) > 0,
i1=1 in=1
C0m$j1:ajel'j2:bj7 jzl,,n

Pode-se mostrar que essas duas definicoes de copulas sao equivalentes,
e.g. Embrechts et al. [11].
O resultado mais importante na teoria de coépulas, que mostra a

existéncia e unicidade da fungao C(.) é o teorema de Sklar [1].
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Teorema de Sklar. Seja H(.) uma func¢ao de distribuicao conjunta com

marginais Fx,,..., Fx,. Entdao eziste uma cdpula n-dimensional C(.) tal
que

H(zy,...,z,) = C(Fx,(21),..., Fx,(x,)). (2-3)
Se as margens Fx,,..., Fx, sao todas continuas, entao C(.) € tunica. Em

caso contrdrio, C(.) € unicamente determinada no conjuntoIm(Fx,)x...x
Im(Fx,), onde Im(.) representa a imagem de (.).

Reciprocamente, dado que C(.) é uma cdpula n-dimensional e
Fx,,...,Fx, sao fungoes de distribuicao, entao a funcao H(.), definida na

equacao (2-3), € uma funcao de distribuicdo conjunta n-dimensional.

Através da equagao (2-3) podemos concluir que a copula C(.) é uma
funcao que relaciona a funcao distribuicao conjunta e sua marginais.

O corolario a seguir mostra que podemos extrair, desde que a inversa
exista, uma copula de qualquer distribuicao multivariada e usa-la indepen-

dentemente das distribuicoes marginais originais.

Corolario 2.1.1. Sejam H(.), Fx,,...,Fx, como no Teorema de Sklar e
sejam F)}ll, e ,F)Ej versas de Fx, ..., Fx, respectivamente. Entao para

qualquer u; € [0,1] existe uma copula n-dimensional C(.) tal que

Cluy, ... up) = H(Fy (w),..., Fx'(u,)). (2-4)

Em palavras, o corolario acima afirma ser possivel estudar a depen-

déncia entre variaveis sem fixar suas distribui¢oes marginais.

Teorema 2.1.1. Seja (X, ..., X,) um vetor de varidveis aleatdrias conti-
nuas com cépula C(.). Se ay(.),...,a,(.) sao funcoes estritamente crescen-
tes em Im(Xy),...,Im(X,), respectivamente, entao (a1(X1),...,an(X,))

também tém copula C(.).
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Prova. Sejam Fyx,,..., Fx, funcoes distribuicao de Xi,..., X, e sejam
G1,...,G, as fungoes distribuicao de oy (X7), ..., a,(X,) respectivamente.
Seja (X1,...,X,) um vetor aleatorio com copula C(.) e seja Cy(.) a copula
de (a1(X1),...,an(X,)). Una vez que ai(.) é estritamente crescente para
cada k=1,...,n,

Gr(z) = Plar(Xp) < 7) = P(Xy, < ;' (2) = Fie(o ' (2)),

para todo x em %, portanto

Ca(Gl(Zlfl), ce ,Gn(l‘n))

a1 (X)) < zp, o 00 (X)) < )
X1 < 041 (1'1) S Xn < O‘n_l(xn))
Fi(ay ! (z )) -~aFn(a51($n)))
Gi(x1), -+ Gr(n)).

P
B
C(
C(

Como Xi,..., X, sao continuas, Im(G;) = ... = Im(G,) = [0,1],
e, Cq(.) =C(.) em [0, 1]™.

Sendo assim, as transformagdes nao lineares estritamente crescentes
alteram a distribuicao conjunta H(.) e suas marginais, mas a forma analitica
da copula C(.) permanece a mesma. Esta é uma caracteristica importante
e desejavel.

O teorema a seguir declara a existéncia de uma funcao C’() que
separa uma funcao de sobrevivéncia n-dimensional a partir de suas funcoes
de sobrevivéncia marginais univariadas. Pode-se mostrar também que essa
funcao é uma copula, e essa copula de sobrevivéncia pode ser expressa em

termos de C(.) e de suas marginais k-dimensionais.

Teorema 2.1.2. Seja (X, ..., X,) um vetor de varidveis aleatdrias conti-
nuas com copula C(.). Se ai(.),...,a,(.) sao estritamente mondtonas em
Im(Xy),...,Im(X,), respectivamente, e seja (a1(X1),...,a,(X,)) um ve-
tor de varidveis aleatdrias transformadas em copulaCo, (x,),...an(x,)(-)-
Além disso seja ay(.) estritamente decrescente para algum k. Sem

perda de generalidade, seja k=1. Entao

Cor(X1),om (Xn) (U1, -y Up) =

= Lay(X2),..., ozn(Xn)(u27 o 7un) - CXl,ocg(Xg),...,ocn(Xn)(1 — U, U, ... 7un)-
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Prova. Sejam «a;(X1),...,a,(X,) varidveis aleatorias com fungoes distri-

buicao G4, ..., G, respectivamente. Entao,

Cal(Xl),‘..,an(Xn)<Gl (xl)a .. 7Gn($n)) =
= P(a1(X1) < z1,...,0,(X,) < x,)
= P(X; > a7 (z1), ..., X, < a;t(z))
= Cos(Xa),om(Xn) (G2(22), ..., Gr(zn))
- OXl,az(Xz),--.,an(Xn)(Fl(al_l(xl))a GQ(x2)> ceey Gn(xn))

(
- CXl,ag(Xg),...,an(Xn)<1 - G1 (131)7 G2(I2), cee >Gn($n))-

De onde a conclusao segue diretamente.

Teorema 2.1.3. Seja (Xq,...,X,) um vetor de varidveis aleatorias con-
tinuas com copula C(.), entao Xy, ..., X, sao independentes se e somente
se

C(u) = C(uy,...,u,) = Hul = II"(u).

2.2
Copulas Associadas a Valores Extremos

Sao intmeras as situacoes em financa, engenharia, questoes ambien-
tais, re-seguros e outras areas onde é necessério se caracterizar a estrutura de
dependéncia existente nos quantis extremos de uma distribuicao bivariada.
Para se medir a dependéncia assintotica pode-se fazer uso da modelagem
paramétrica dos méaximos em cada componente da distribuicao bivariada
ou, alternativamente, podem ser utilizadas as copulas pertencentes a essas
distribuicoes. Em casos onde, ao invés de maximos em cada componente,
prefere-se trabalhar com excessos além de limiares altos”, pode-se utilizar
uma grande variedade de copulas, com propriedades de assimetria e capazes
de capturar varios tipos de dependéncia, inclusive dependéncia de cauda.

Alguns dos resultados classicos da teoria de valores extremos bivariada
serao traduzidos para a linguagem de copulas. Em seguida veremos algumas
propriedades e medidas de interesse. Para isto, seja X = (X;, X3) um

vetor aleatorio em R? com fungao distribuigdo conjunta H(.,.), e tal que

!Chamamos de limiar alto um valor do suporte de X perto de zp, .
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H(.,.) € MDA(W)% onde W(.,.) ¢ uma BEV*“. Sejam F}(.) as marginais de
H(.,.), com F; € MDA(H;), onde H;(.) sao as distribuigoes GEV, i =1, 2.
Seja C(.) a copula pertencente a H(.,.);

H(Il,xg) = C(Fl(l'l),FQ(ZEQ)). (2—5)

Pelas consideracoes ja feitas podemos dizer que existe uma copula C,(.),

lnica, tal que

W(ZEl,ZL’Q) = C*(H1($1)7H2<J]2)). (2—6)

Deheuvels [3] mostra que

1 1

Ci(uy,uz) = lim C™(uj,uy). (2-7)
Entao C,(.) satisfaz
Ci(uy, up) = Cy(ug,ua), (2-8)

para todo ¢ > 0. A equacdo (2-8) é a definicdo de uma copula de valores

extremos.

2 As distribuigoes H de valores extremos sao obtidas como distribuigdes limite (2 — oo)
do méaximo de um conjunto de varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas, e sdo unicamente determinadas a menos de transformagoes afins. O teorema
de Fisher-Tippett implica que se F¥(cp,z + d,,) € ndo degenerada quando n — oo, para
certas constantes ¢, > 0, d,, € R, entao

Fo(e) — (20

)] —0,n— o0
n
para alguma H. Se a equacio acima se verifica, dizemos que F'x pertence ao dominio de
atracdo do maximo da distribuicio de valores extremos H. Notacdo: F'x € MDA(H).
3Distribuigao de valores extremos bivariados (Bivariate Extreme Value).
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Supondo que C(.) seja a copula BB4 (notacao de Joe H|):

1
1y
Cos(ur, ug) = {Ufe tuy’ =1 [(u” = 1)+ (uy” = 1)~ 6} .
onde 6 > 0 e § > 0. Usando a equacgao (2-7) obtemos a copula limite

C.(uy, uz) = ujug exp { [(— Inup) =0 + (— hluz)_ﬂ_%} ;

que é a copula Galambos, mostrada mais a frente na equagao 2-14)). Assim,
dizemos que a copula BB4 pertence ao dominio de atragao da copula
Galambos.

Apresentamos agora uma versao bivariada do teorema de Fisher-

Tippett.

Teorema 2.2.1.(Fisher-Tippett para copulas). Suponha que H(.,.) €
MDAW) e que W (xy,x9) = Cu(Hq (1), Ha(x2)). Entao

(1) As marginais H; sao GEV e F; € MDA(H;),i=1,2.
i) Cy(ul,ub) = Ct(uy, us) para todo t > 0.
( ) 1 2 *

O teorema diz que se existir uma distribuicao limite nao degenerada para
os maximos bivariados, entao as suas marginais devem ser do tipo de uma
distribuicao de valores extremos, e que a copula pertencente a distribuicao
limite deve ser max-estavel.

Sabe-se que a copula C(.) de H(.,.) é invariante sob transformagoes
estritamente crescentes de (X7, X3). Isto &, seja Y] = T1(X;) e Yo = Th(X>),
onde 11, T, sao fungoes estritamente crescentes de R — R. Entédo (Y1, Ys)
tem também copula C(.), como mostrado no Teorema 2.1.1.

Por outro lado, se C,(.) é a copula limite de (M;, Ms), ou seja, C.(.) é a
copula pertencente a W (.), pode-se mostrar que a copula limite de (M, M,)
¢ também C,(.), onde (M;, M,) sdo os maximos associados as seqiiéncias
das variaveis aleatorias (Y3, Ys). Para a prova deste resultado consulte Joe
[5]. De fato, a copula limite C, é independente da escolha das marginais de

H(.,.). Ela é determinada apenas pela copulaC(.) de H(.,.).

4Sejam X1, Xo,... variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas
com funcao distribuicao F, e sejam d,, € £ e ¢, > 0 constantes apropriadas. Dizemos
que F' é max-estavel se satisfaz a igualdade em distribuig¢ao

max(X1,...,Xn) 4 cnX +d,,.

A definigdo mostra que toda distribuicdo max-estavel é distribuicdo limite para o maximo
de variaveis aleatoérias independentes e identicamente distribuidas.
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Este é um resultado de interessantes implicacoes. A interdependéncia
entre quantis extremos de varidveis depende somente da copula que as
conecta, nao importando em nada a forma de suas distribuicoes marginais.

Assim, dizer que H(.,.) € MDA(W) é equivalente a dizer que
(C, F1, Fy) € MDA(C,, Hy, Hy). Resultando em:

Teorema 2.2.2. (C, Fy, Fy) € MDA(C,, Hy, H) se e somente se
(i) F; € MDA(H,),i =1,2.
(i) C € MDA(C,).

Nao é facil a caracterizacao dos dominios de atracao bivariados. Atra-
vés das copulas, no entanto, este exercicio se torna bastante interessante.
Uma distribuicao normal bivariada com coeficiente de correlacao< 1, por
exemplo, apresenta margens pertencentes ao MDA da Gumbel, Hy, e o li-
mite de sua copula (copula Gaussiana) é a copula produto, I1(.). Temos
entao:

W(xy,z2) = 1(Ho(xy1), Ho(z2))

= exp(—e ") exp(—e )
= exp(—e*t — e™2).

Podemos agora estabelecer o conceito de dominio de atracao para

copulas.

Definigao 2.2.1. Seja C.(.) uma copula de valores extremos. Dizemos
que a copula C(.) pertence ao dominio de atragao de C,(.), e escrevemos,
C € CDA(C,), se e somente se C(Fy, Fy) € MDA(C,(H,, H2)), sempre que
F; continua, F; € MDA(H;),i =1,2.

Assim, max-estabilidade nao s6 garante que W € MDA(W) como
também garante que C, € CDA(C,), para toda copula de valores extremos
C.

Analogamente ao estudo dos diferentes dominios de atragao, também
precisamos de teoremas e condicoes que permitam caracterizar se uma
determinada copula estd, ou nao, no dominio de atracao de uma outra
copula. O teorema a seguir é uma ferramenta que pode ser utilizada nesse

sentido.
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Teorema 2.2.3. Seja C(.) uma cdpula e C.(.) uma copula de valores
extremos. Entao, C € CDA(C,) se e somente se

t—0 t

= —InCi(e ™, e ™). (2-9)

Uma outra propriedade interessante é sobre o resultado de uma
combinagao convexa de copulas de valores extremos. Sejam Cy(.), i = 1,2,
copulas. Seja o € (0,1), e suponha que C; € CDA(C,;), i = 1,2. Defina

Cs(uy,ug) = aCq(ug, us) + (1 — a)Cy(uy, usg).

Pode-se mostrar, usando a equacao (2-9), que a copula limite de Cjs(.),

denotada por C, 3(.) é dada por

C*,g(ul, UQ) = (C'*,l(ul, Ug))a(c*g (Ul, Ug))l_a. (2—10)

Aplicando a equagao (2-10) as copulas de valores extremos: as copulas

produto II(.), e a da dependéncia positiva perfeita M(.), obtem-se

Cys(ur, ug) = (uqug)® min(u%_a,u%_a),

que é a copula de valor extremo de Marshall-Olkin.

Uma copula C(.) é simétrica se satisfaz
Cl(uy,ug) = Clug,uy), para todo (uy,uz) € [0,1]?

e as variaveis envolvidas sao permutaveis. Isto significa que as linhas de
quantil de C(.) sao simétricas em relagao a diagonal principal de [0, 1]2.
Em uma copula permutavel, a secao vertical de sua densidade ao longo da
diagonal secundaria, c¢(u, 1 — u), é simétrica.

Copulas permitem o uso de varios conceitos de dependéncia e de

concordancia, veja Joe [5] e Nelsen [15]. Aqui, tratando de extremos, o
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conceito mais importante serd o de dependéncia de cauda. O coeficiente
de dependéncia de cauda mede a dependéncia assintdtica existente no
quadrante superior direito, ou no quadrante inferior esquerdo, de uma
distribuicao bivariada.

O coeficiente de dependéncia de cauda superior, A7, entre X; e X5, é

definido como

lim A\y(a) = h% P{X,>F'1-a)| Xo>FE'1—-a)}, (2-11)

a—0t

se este limite existe. Dizemos que duas variaveis, X; e X5, sao assintoti-
camente dependentes na cauda superior se Ay € (0, 1], e assintoticamente
independentes se \y = 0. O mesmo conceito é aplicado para se definir o
coeficiente de dependéncia de cauda inferior, \j,.

Ambos os coeficientes, Ay e Az, podem ser expressos através da copula
C(.) pertencente a (X, Xs):

. C(u,u)
A=l (2-12)
onde C(u,v) = Pr{U > u,V > v}, e
Ay = lim S0 (2-13)
ul0 u

se esses limites existem.

Podemos classificar as copulas em trés tipos, de acordo com a forma
da segao vertical c¢(u,u) de sua densidade ao longo da diagonal principal.
A copula tipo “J” possui somente A\y > 0. A copula do tipo “L” possui
somente A\;, > 0, e a copula tipo “U” possui ambos A\, > 0 e \y > 0.

As copulas tipo “J” apresentam um tipo de assimetria de particular
interesse quando se estuda valores extremos. A maioria das copulas de
valores extremos sao do tipo “J”.

Copulas que tém Ay > 0 podem ser construidas aplicando-se o conceito

de copulas associadas. Para qualquer copula n-dimensional, existem?2™ — 1


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321203/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321203/CA

Interdependéncia Extrema e Contagio em Mercados Emergentes 24

copulas associadas. Quandon = 2 e (U,V) possui copula C(.), as copulas

associadas sao:

1. A copula pertencente a distribuigao de (1 — U,1 — V) e dada por
C'(u,v)=u+v—-—1+C(1 —u,1—w).

2. A copula pertencente a distribuigao de (U, 1-V') e dada por C"(u, v) =
u—Clu,1 —wv).

3. A copula pertencente a distribuigao de (1 — U, V) e dada por
C"(u,v) =v—C(1 —u,v).

Se a copula C(.) é do tipo “L”, entao C'(.) & do tipo “J” (Joe [5]). Aplicaremos
esta construcao a copula de Kimeldorf e Sampson, para obtermos uma
copula de valores extremos com Ay > 0 (veja a copula C4 ).

Na pratica, o problema da identificacao da copula mais adequada para
um conjunto de dados é complexo. No caso da modelagem de eventos extre-
mos, podemos superar esta dificuldade restringindo nossa atencao as copulas
de valores extremos. Serao mostradas a seguir as cinco familias paramétri-
cas de copulas de valores extremos que serao usadas, nesta dissertagao, na
modelagem dos dados. Nas expressoes abaixo usar-se-a4 a seguinte notacao:

u=—Inu,ev=—Inwv.

(i) Copula Galambos: C,,

Coa(u,v,0) = ujug exp {(ff‘s + 17_6)_%} , (2-14)

onde 0 < 0 < oo. Esta é uma coépula permutavel tipo “J”, com
coeficiente de dependéncia de cauda superior igual a 2 — 2%, para

§ > 1. Quando § — 0, C,, se aproxima da copula produto.

(i1) Copula associada a copula de Kimeldorf e Sampson: Co g

1 1 =
Cars(u,0,0) =u+v—1+ [(1 W) (1—w)F — 1], (2-15)
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onde 0 > 0. Esta é uma copula tipo “J” permutavel, obtida como a
copula C" associada a copula de Kimeldorf e Sampson (ou Pareto),
dada por C(u,v) = (u™ +v™° — 1)’%. Ela possui Ay = 275,
que vai para zero quando § — 0. Pode-se mostrar (Frees e Valdez
[7]) que a Cags(u,v,0) é a copula pertencente a distribuigao de
Pareto bivariada, isto é, a distribuicao formada por marginais Pareto
procedentes de uma mesma classe indexada por um parametro que

induz independéncia.

. _ sy e ~0,P1,D2
(iit) Copula do modelo logistico assimétrico: C57%]

1
CAL]W(uv v, 57p17p2) = €exp |:_ (p?aé erg@é) * - (1 - pl)ﬂ - (]' _p2)@:| )
(2-16)

para (p;,p2) € [0,1]* e & < 1. Esta copula é uma mistura das
copulas produto e Gumbel, e pode ser obtida usando a técnica
de assimetrizacdo. E uma coéopula nio permutivel. Contudo, nao
possui um tnico parametro associado com a nao-permutabilidade, e

problemas de identificabilidade de modelo podem ocorrer.

Utilizando-se a técnica de assimetrizacao é possivel obter-se a mesma
expressao para a funcdo de dependéncia A(.) do modelo logistico

assimétrico dada por

Ay(v) = [0°(1 = 0)° + ¢"0]° + (0—g)o+1—0, 0<0,6<1, §>1.

. . 5 A ~
No caso da copula da copula CV 7% os pardmetros (p1,p2) estdo

restritos ao [0,1]%. A partir da expressdao obtida para A(.) e de A\ =
2[1 — A(1/2)] obtemos a expressao para o coeficiente de dependéncia

. , S -
de cauda superior da copula C;747>. E dado por:

1
Av = p1+p2 — (P} +13)3, (2-17)
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para (pi,p2) € [0,1]> e § > 1. Se p; ou p, for igual a zero , entdo
Ay = 0, e temos independéncia. Quandop; = ps = 1, fazendo § — oo,

Ay se aproxima de 1, o caso da dependéncia perfeita.

(iv) Copula Joe-Clayton: C%,

onde 8 > 1, 6 > 0. Esta é uma copula tipo “U”, permutavel,
que possui ambos os coeficientes de dependéncia de cauda (ndo
necessariamente iguais), sendo \y = 2 — 29 independente de 4, e
Az = 275, independente de 6. Quando Ay = 0 (0 = 1) ela reduz
a copula Clayton. Quando 0 < 1, a concordancia aumenta com 6.
Quando ¢ — o0 ou 0 — o0, a C’% se aproxima da dependéncia

perfeita positiva dada pela copula M, e A\y — 1.

(v) Cépula Joe: C4

1
5

Clu,v,0) =1—[(1—u)’+(1—-0v)°—(1-uw’(1-0v)°]°", (2-19)

onde 6 > 1.

Maiores definicoes e explicacoes a respeito das copulas, como modelar
dependéncias com elas e seus principais processos de estimacao podem ser

encontrados em Mendes [12] e Anjos, Ferreira, Kolev e Mendes [13].
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