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Generalized Autoregressive Moving Average Models
(GARMA)

Este capitulo esta fundamentado no artigo de Benjamin, Rigby e
Stasinopoulos (2003) [1] o qual tem como objetivo tratar a extensdo dos modelos
ARMA (Autoregressive Moving Average Models) com distribuicdo condicional
gaussiana para distribui¢fes condicionais ndo-Gaussianas, pertencentes a familia
exponencial. Os modelos GARMA de Benjamin, Rigby e Stasinopoulos[1] s&o
extensfes naturais dos modelos n&o-Gaussianos desenvolvidos por Zeger e
Qaquish (1988) [23] e Li (1994) [13]. Conforme anteriormente colocado, neste
trabalho estaremos focados nas especificacdes GARMA que podem ser utilizadas
para modelar séries de dados de contagem que apresentam dependéncia temporal,
a saber, os modelos GARMA com distribui¢fes condicionais Poisson e Binomial
Negativa.

Os modelos GARMA sao definidos neste trabalho com a mesma notacéo e
arcabouco utilizados nos GLM (Generalized Linear Models) propostos por
McCullagh e Nelder (1989) [14] para observacfes independentes. A diferenca
fundamental entre as duas abordagens é que enquanto em McCullagh e Nelder a
distribuicdo definida é a marginal, nos modelos de Benjamin, Rigby e
Stasinopoulos a parte aleatéria do modelo é especificada pela distribuicdo
condicional tornando assim possivel o tratamento de dados (amostras)
dependentes. Assim sendo, € conveniente introduzir uma pequena descri¢cdo dos
GLM, antes de abordarmos os modelos GARMA.

2.1
Generalized Linear Models (GLM)

Trata-se da generalizacdo do modelo de regressdo linear e gaussiano de
forma a adequa-lo para a modelagem de variaveis de resposta independentes que
apresentem caracteristicas explicitas de nao-normalidade, tais como variaveis

continuas com assimetria e dados de contagem.
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Consideremos primeiro o modelo de regressao linear classico onde:

Y(ma) € O Vetor de observagdes;
Hna) € @ parte sistematica ou explicativa do modelo;
X; sdo as variaveis explicativas (regressores ndo estocasticos), onde

j=12,....p;

No arcabouco dos GLM, o modelo de regressao é especificado através de

trés componentes, a saber:

= Parte aleatoria:

p(y) é NID(x,0°1); 1)
= Parte explicativa:
P
n= Zﬂjxj (2)
j=1

onde 7 é denominado o preditor linear;

» Funcdo de ligacdo: componente que faz a ligacdo entre a parte aleatéria e a

parte explicativa do modelo de regressao:

“=n 3)

Para o caso generalizado temos as seguintes diferencas em relacdo ao caso

linear classico:

» componente aleatéria: a distribuicdo vem de uma familia exponencial, a
qual engloba como casos particulares, aléem da Gaussiana: Binomial,

Poisson, Binomial Negativa, Gama e Inversa Gaussiana.
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» componente de ligacdo: a funcdo de ligacdo ndo necessita ser a identidade.
A escolha da funcdo de ligacdo adequada vai depender da distribuicdo
escolhida podendo ser qualquer fungdo monotdnica duplamente

diferenciavel:
9(u)=n onde g() éafungio de ligagio.
A estimacdo dos modelos é efetuada por maxima verossimilhanca, a qual é
demonstrado ser equivalente a um esquema de minimos quadrados ponderados
reiterados. Dada a breve descricdo da modelagem GLM, agora sera apresentada a

definicdo do modelo GARMA.

2.2
Definicdo do modelo GARMA

Nos modelos GARMA a distribui¢éo condicional de cada observacéo vy,

paracada t=1,...,n dado o conjunto de informagfes passadas H, onde:

ﬂt:{Xtv"’ll’yt—lv-wyl’ﬂt—l’---:ﬂl}; 4)

é considerada pertencente a uma mesma familia exponencial abaixo representada:
Y ‘9t — b(‘gt) .
f(yt/ﬂt):exp T"—d(yt’(p) ) (5)

onde 9 é o parametro candnico da familia exponencial, ¢ € o pardmetro de
escala, b(-) e d(-) sdo fungdes especificas que definem uma familia exponencial

especifica e x € o vetor de varidveis explicativas de tamanho k .
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Como no caso GLM, a média condicional do processo y, se relaciona
com o preditor 7, pela fungdo de ligagdo g(-), ou seja, g(g )=n, sendo g()

duplamente diferenciavel e monotonica.

Diferentemente do caso padrdéo GLM, aqui, o preditor 7, possui uma
componente adicional, 7, que prové a parte relativa aos termos autoregressivos e

médias moveis, bem como também inclui no preditor valores passados das

variaveis explicativas presentes no modelo. Portanto, teremos:

9(u)=n = x f+7; (6)
com
T :_Zp:¢j A(yt_j,xt_j,ﬁ)+zq:9jM(yt_j,yt_j) (7)

onde A e M sdo fungbes que representam 0s termos autoregressivos e médias

maoveis respectivamente, com  parametros associados ¢'=(1,...,¢p) e

0 =0,..0,).

O modelo apresentado acima é muito geral e sera particularizado da
mesma forma presente no artigo de Benjamin, Rigby e Stasinopoulos (2003) [1].

Abaixo esta descrita a nova expressdo para o preditor 7, feitas as devidas

alteracGes no termo z, :

n=x 0ol )-x Bl D0l -n) ©®

Logo, juntando essa equacdo a equacao de f(yt /ﬂt) podemos definir o modelo

GARMA(p,q):
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3 —b(3
f(y,/H,)= exp{y”T(‘) +d(y,, w)} 9)

q

g(ﬂt)z = )_(Ité—i— Zp:¢1 {g(yt—j )_ﬁlt—jé}_i_ zej {g(yt—l)_nt—l} (10)

j=1

Da parametrizacdo do modelo GARMA acima descrito e usando o0s
seguintes resultados j& conhecidos e abaixo enunciados, é possivel chegar nas
expressdes da média condicional de y, dado H,, E[yt/ﬂt] e da variancia
condicional de y,dado H,,Var(y,/H,) . Detalhes deste desenvolvimento podem

ser encontrados no apéndice [1].

Utilizando as relag0es:

E{alog fy /H, )} o (12)
09,

09’ 09,

E{az log f (y, /ﬂt)}+ El[a'og f(y./H, )ﬂ 0 (12)

chega-se a:
« média condicional E[y,]=b(4,) (13)
e variancia condicional  Var(y, )= ¢b(4 ) (14)

Nesta dissertacdo iremos explorar duas especificagdes dos modelos
GARMA apresentadas no artigo de Benjamin, Rigby e Stasinopoulos, a saber, 0
modelo GARMA-Poisson e 0 modelo GARMA-Binomial Negativa (GARMA-

NB), os quais serdo apresentados a seguir.
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2.3
Modelo GARMA-POISSON

O modelo GARMA-Poisson consiste no modelo GARMA onde a fungéo
de distribuicdo de probabilidade utilizada para y, dado H, ¢é a distribuicdo
Poisson. Para este modelo a funcdo de ligacdo escolhida foi a logaritmica pois esta
prové valores ndo negativos para u, = g‘l(nt) ndo importando os valores
atribuidos a 7, . Entdo, fazendo uso das considera¢@es enunciadas podemos definir

0 modelo GARMA-Poisson:

Yt e*/l:
fy/H)=5—— (15)

t-

log(s,)= xS+ i% logly; ) )-x, , A1+ ié’j{log[ﬁ‘j ]} (16)

onde é conhecido que: E[y,/H,]=Var[y,/H]=x (17)

onde yt*_j = max(yt_j ,c) para 0 <c <1. O artificio de usar y; , a0 invés de Y. ; Se
mostrou necessario para substituir os valores em que y, ; =0 por ca fim de

permitir o uso da funcdo logaritmica como funcéo de ligacdo para modelagem de

séries que possuam algumas observacdes iguais a zero.

S8o0 casos particulares da modelagem GARMA-Poisson 0s modelos

puramente autoregressivos (¢; =0 para j=12,...,q) estudados por Zeger e
Qagish (1988) [23] e também os modelos puramente medias moveis, (4; =0

para j=1.2,..., p) estudados por Li (1994) [13].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421013/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421013/CA

2. Generalized Autoregressive Moving Average Models (GARMA) 20

Algumas outras formas de modelagem foram estudadas por Davis et al.
(1999) [6] e Brumback et al. (2000) [5]. Davis discute em seus estudos mudancas
na expressdo do preditor utilizando os residuos de Pearson para o0s termos médias
moveis, enquanto Brumback definiu um modelo similar ao GARMA-Poisson
chamado TGLM (Transitional Generalized Linear Models) propondo quatro

diferentes formas de se definir o preditor.

2.4
Modelo GARMA-BINOMIAL NEGATIVA (GARMA-NB)

No modelo GARMA-Binomial Negativa temos que a distribuicdo de
probabilidade condicional utilizada é a distribuicio Binomial Negativa. A
parametrizacdo utilizada e abaixo enunciada é a mesma presente em Benjamin,
Rigby e Stasinopoulos (2003) [1].

f(y,/H,)= Ly, +k) { a }y{ K }k (18)

F(k)r(yt +1) My +K M +K

para y,=012,... e k>0 onde k €é o parametro de dispersdo. Nesta
parametrizagdo a média condicional e a variancia condicional dado y, podem ser

encontrados pelas respectivas expressoes:
E[y, /H,]=u, (19)

2
Varly, /H,]= 4, +% (20)

onde a expressdo para log(y;) € a mesma utilizada no modelo GARMA-Poisson:

log(s, )= x, B+ Zp:qﬁj {Iog(yf_j )— X _}+ Zq‘ﬁj {mg( Yij J} (21)

Hig
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Verifica-se facilmente para a distribui¢cdo Binomial Negativa que:
varly, /H,]> E[y, /H] (22)

ou seja, 0 modelo GARMA-NB apresenta superdispersdo em relacdo ao modelo
GARMA-Poisson. Detalhes dos calculos da media e da variancia condicionais

bem como a expresséo de f(yt /ﬂt) para o caso GARMA-Negativa Binomial na

forma padréo da familia exponencial em questdo encontram-se no apéndice (l1).

2.5

Estimacé&o do vetor de hiperparametros

Para estimar o vetor de parametros desconhecidos y = (ﬁg Q') de um

modelo GARMA utiliza-se o logaritmo da funcdo de verossimilhanca, a qual

deve ser maximizada:

(73 Y0 Yew¥a) = I0[ L (7 Ve Ve 1) | (23)

Tal como nos GLM esta maximizacgéo ird exigir a utilizacdo de métodos
numéricos. Para o modelo GARMA-Poisson esta funcdo tem a seguinte
expressao:

—Hy

T Yt
(3, Yoo Vi )= log{H—” t ye, } (24)
t=r t"

[yt/ut —Hy — Iog(yt I)] (25)

T

|7;y1,y,+1,...,yT):

T
t=

Para 0 modelo GARMA-NB a expressdo é dada por:

. _ . F(yt +k) Hy g k k
I\y; yr’yr+l""’yT)_ Ioglnr(k)r(yt +1){/"t +k} {ﬂt +k} ] (26)
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Y, Yo V1 )= ilog (y, +k))—log(r(k))—log(T"(y, +1))+

Hy K
lo k
T g(ﬂt"‘kj_'- (ﬂt"'kﬂ

(27)

onde r é o indice da primeira observacdo ndo nula (a partir da qual temos
distribuicOes proprias). Para estimar os hiperpardmetros dos modelos estudados
foi utilizada a ferramenta fmincon presente no software Matlab. Fmincon é uma
ferramenta propria para achar o minimo de uma funcdo de maltiplas variaveis
num subespaco paramétrico bem definido. Logo para estimar os valores dos

hiperparametros bastou minimizar o negativo da funcao de log-verossimilhanca.

2.6

Estacionariedade dos modelos GARMA

Tal qual nos modelos ARMA Gaussianos, € necessario também investigar
as condicdes de estacionariedade dos modelos GARMA, de forma que inferéncias
adequadas sejam obtidas a partir destes modelos. Uma andlise das condigdes
necessarias para garantir estacionariedade dos processos GARMA sera abaixo
apresentada. Esta andlise encontra-se dividida em dois casos. No primeiro caso
verifica-se as condi¢des de estacionariedade dos modelos GARMA cuja funcdo de
ligacdo é a identidade. No segundo caso estuda-se a condicdo de estacionariedade
dos modelos GARMA cujas fungdes de ligacdo ndo sdo identidade. Este dltimo

caso é 0 que nos interessa, pois nossa fungéo de identidade é a logaritmica.

2.6.1

Modelos com funcéo de ligacao identidade

Séo definidas nesta secdo condi¢des de estacionariedade para a média e a
variancia incondicionais bem como a expressdo da média e da variancia. Para um

modelo definido pelas equacdes (9) e (10) a média incondicional pode ser obtida
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seguindo os seguintes passos a partir da expressao (10) aplicando-se a funcdo de

ligagéo identidade.

/‘tzxté i {ytJ X B }+i€j{ytj_77tl}' (28)

Definindo

Yi = 4tV (29)

temos que v, é o erro de previsdo com média e autocovariancia iguais a zero.

Substituindo a expresséo (28) em (29),

q

EETED YAVRE VD WA VEEY ST D

e reorganizando a expressdo acima, chegamos a equacao,

. p q
_Xtézz {yt i X J }+Z‘9] {yt—j _77t—1}+Vt- (31)
=1 J=1
Fazendo
2= Yea " © W =Y, —Xtﬁ (32)

pode-se escrever uma nova equagéo em fungao de w,,

p q
W, = z¢jwt—l + Zejvt—l Vi (33)
j=1 j=1

ou

_y(B), (34)
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onde:

¥(B)=(B)"e(B) (35)
¥(B)=1+¥,B+¥,B” +... (36)
Y@ (B)=1+¥B+W¥B* +... (37)
®(B)=1-®,B-...-® B" (38)
®(B)=1+0,B+...+© B’ (39)

onde®(B) €& inversivel.

Feitas essas consideracdes poderemos entdo calcular o valor esperado

incondicional de y, ao tomarmos o valor esperado dos termos da equacdo (32).
Ely.)= E|x |- E[w] (40)

Ely.]=x28 (41)

Para o calculo da varidancia incondicional, faz-se novamente uso da

equacao (32) chegando-se entdo na seguinte expressao:
Var[y,]=¢ E[¥*(B)o(u)] (42)

Escrevendo a equacdo da variancia na forma acima facilita o
reconhecimento das condicdes de estacionariedade para a mesma. Visto que

U(,ut) depende da distribuicdo condicional especificada, a expressao da variancia

incondicional apresentard forma distinta, dependendo do modelo considerado,
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Poisson ou Binomial Negativa. Para 0 modelo GARMA-Poisson a variancia

incondicional sera dada por:

Varly,|= ¥ (1), (43)

onde W@ =1+> i,

j=1
Enquanto que para o modelo GARMA-NB a variancia incondicional sera dada

por:

varly,]=¥® (1 ){ﬁo E[f t ]} , (44)

onde k é o parametro de dispersdo presente na distribuicdo Binomial Negativa e

el - o ”"”@)}{ Jow-s) @

)
sendo {1+%— ¥ " (1)} inversivel.

2.6.2

Modelos com funcgé&o de ligagcao diferente da identidade

Diferentemente dos modelos com funcdo de ligacdo identidade, os
modelos que possuem quaisquer outras funcdes de ligacdo diferente da identidade
ndo permitem uma forma direta e tratdvel para o célculo das expressdes dos
momentos incondicionais e nem também uma forma simples de se determinar as

restricbes paramétricas necessarias para garantir estacionariedade.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421013/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421013/CA

2. Generalized Autoregressive Moving Average Models (GARMA) 26

Podemos verificar este fato analisando um dos casos mais simples em
estudo, os modelos GARMA-Poisson e GARMA-Binomial Negativa, para 0s
quais foram assumidos a fungao de ligag&o logaritmo, ou seja g(-) = log(-).

Como exemplo temos o modelo GARMA apenas com um termo

autoregressivo (AR(1)), sem variaveis explicativas e intercepto constante igual a

x,3 = f3, . Definindo o modelo:

p(yt /Yt—l) - POiSSOI’](,ut)

(46)
Iog(/"t ) =By + Y
O primeiro momento condicional serd dado pela expressao:
E[yt /Yt—l]: /ut — e(ﬂ0+¢1yl—1) (47)

Tentando calcular o primeiro momento incondicional notamos pela equacdo (50)

que este é intratavel.

E[yt ] = E[E[yt Yy ]] (48)
E[yI ] — E[e(ﬂO*%yt—l)J (49)
E[yt] — eﬂo Ele(%yt—l)J (50)

Apenas para fins comparativos, abaixo estdo 0s mesmos quatro passos anteriores

para 0 mesmo modelo, mas agora com a funcéo de ligacao identidade:

E[yt /Yt—l] =t =Ly +hYeu (51)

E[yt ] = E[E[yt /Yt—l]] (52)
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E[yt ] = E[ﬂo + thl] (53)

E[yt ] =pf+ ¢1E[Yt71] (54)

Como num processo estacionario E[y,]=E[y,,] entdo chegaremos a uma
equacdo para o primeiro momento condicional para este modelo em questéo cuja
funcdo de ligacdo é identidade.

Po
1-¢

Ely,]= (55)

Conforme pode-se observar, para modelos em que a funcdo de ligacdo
difere da identidade, o clculo dos momentos incondicionais se torna impraticavel
impossibilitando a analise direta do espaco paramétrico no qual a estacionariedade
é garantida.

No capitulo 3, seguindo o procedimento adotado por Benjamin, Rigby e
Stasinopoulos (2003) [1], iremos investigar a regido de estacionariedade dos
modelos GARMA, pela obtencdo, via simulagdo Monte Carlo, da distribuicdo

incondicional implicada pelos modelos GARMA
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