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Os “Grundlagen” de Cantor — sua origem historica e
conceitos fundamentais

2.1

Os primoérdios da teoria dos conjuntos: a tese de Fourier

Uma vez que se pretenda buscar as origens da teoria cantoriana dos conjuntos,
nada mais natural do que se remontar aos trabalhos do matematico francés Jean
Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) sobre o desenvolvimento de funcdes
quaisquer por meio de séries trigonométricas. E considerando o problema da
unicidade de tal desenvolvimento para uma dada fung¢do que Cantor chega,
embrionariamente, a conceitos fundamentais de sua teoria sobre os numeros e
tipos transfinitos, expostos em 1884 em seus Grundlagen. De fato, de 1872 a
1883, a teoria de Cantor sobre os ndmeros transfinitos foi tomando forma como
uma espécie de generalizacdo de procedimentos e conceitos que vieram a tona,
inicialmente, a fim de resolver problemas relativos a representacdo de fungdes
através de somatdrios de fungdes seno e co-seno.

Em 1822, Joseph Fourier, um entdo engenheiro militar eleito sécretaire
perpétuel da Academia de Ciéncias de Paris (BOYER, p.352, [2001]), publica o
livro Théorie Analytique de la Chaleur, em que apresenta seus estudos sobre a
propagacdo do calor em meios metélicos. Neste trabalho, Fourier considera a
distribuicdo de temperatura v (x,y), em uma ladmina de metal, em funcdo do
tempo ¢ e de coordenadas cartesianas x e y, adequadamente escolhidas a fim de
representar a posi¢do dos pontos de calor sobre uma superficie laminar. Partindo
de certas hipédteses iniciais, Fourier conclui que a propagacao de calor em funcao
do tempo — isto é, a derivada parcial dW/d t — obedece a seguinte equagdo
diferencial (KATZ, p.651, [1993] ):

ME = v+ *va’,
cuja solucdo geral Fourier encontrou como sendo a série de fungdes co-seno:
v=aje “cosy + aze **cos 2y +..+ ae " cos ny +...
em que os coeficientes a; sdo determinados conforme condi¢des de contorno

previamente dadas.
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Somente pelo tratamento diferencial dado a propagacdo de calor em meios
metélicos, esta obra de Fourier de 1822 ja se tornaria célebre como um marco da
termodindmica. Entretanto, o interesse que o trabalho de Fourier despertou em sua
época decorre muito mais de uma ousada afirmacao nele contida, segundo a qual
qualquer fungdo, por mais arbitrdria que seja, admite uma representa¢cdo por
meio de somatorios de funcoes trigonométricas. Mais especificamente, Fourier
admitiu que, sendo dada qualquer funcdo f(x) de argumentos reais, definida no
intervalo /- 7..., 7], entdo, neste intervalo, pode-se expandir tal funcdo como uma
série trigonométrica do tipo geral

f(x) = ap/2 + ajcosx + b;senx + ...+ a,cosnx + b, sennx + ...,
em que os coeficientes a; € b; sdo nimeros reais convenientemente escolhidos,
interpretados originalmente por Fourier como integragdes definidas no intervalo /-
7%....,i] (EVES, p.527, [1997]).

Na expressao acima, f(x) € definida por Fourier como:

[...] Uma sucessdo de valores ou ordenadas tomados arbitrariamente. Se uma

quantidade infinita de valores € atribuida a abcissa x, entdo hd um nimero igual de

ordenadas f{x), [todas] tendo valores numéricos, sejam estes ou positivos, negativos
ou nulos. Nao supomos que tais ordenadas relacionam-se as suas abcissas por meio de

uma lei comum; elas [as ordenadas] sucedem-se mutuamente de qualquer maneira e

cada uma delas estd dada enquanto corresponde a um tunica quantidade [x].

(FOURIER in: KATZ, op. cit, p.653)

Embora Fourier sustente que qualquer fun¢do admite um desenvolvimento
trigonométrico, os exemplos por ele aduzidos em sua Théorie Analytique de la
Chaleur dizem todos a respeito de fungdes continuas (KATZ, ibid, p.652). Pelas
proprias palavras acima citadas, vé-se claramente que os valores possiveis para as
ordenadas devem ser positivos, negativos ou nulos, mas ndo indeterminados ou
infinitos. Desta maneira, ficava em aberto a questao de se precisar até que ponto a
tese de Fourier alcanca aquelas relagdes funcionais que ndo admitem ser
visualizadas geometricamente como curvas continuas arbitrarias.

Foi somente em 1829 que o matematico alemdo Peter Lejeune-Dirichlet (1805-
1859) precisou as condi¢des que uma funcdo deve satisfazer para que, sendo
definida no intervalo [-%..., 4], admita uma representacdo por meio de uma série

de Fourier neste dominio de variagdo. Segundo Dirichlet, se uma funcao f(x) é
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continua em todos os pontos do intervalo acima citado — se descontinua, em
somente um ndmero finito de pontos - além de limitada — isto é, com um nimero
finito de valores maximo e minimo bem determinados -, entdo, neste intervalo, ela
pode ser representada por meio de uma série de Fourier.

Uma vez que uma fungdo possa ser representada por meio de uma série de
Fourier, cabe indagar se tal representacdo € unica, isto €, se dadas duas
representagdes trigonométricas quaisquer de uma fungao f(x), estas correspondem
a uma unica série de Fourier, isto €, se tais representacdoes possuem 0s mesmos
coeficientes. E neste ponto que entram os trabalhos de Georg Cantor.

Em 1870, Eduard Heine (1821-1881) demonstrou que a unicidade da
representacdo de uma fung¢do f(x), por meio de séries de Fourier, s6 ocorre se, e
somente se, as suas possiveis expansdes trigonométricas convergem
uniformemente’, quando x percorre o intervalo /- 7..., 4] (LAVINE, p.39, [1998]).
Em 1871, em consideragdes feitas ao teorema de Heine acima citado, Georg
Cantor demonstrou que se duas séries de Fourier quaisquer convergem no
intervalo [0,...,27] para os mesmos valores, exceto possivelmente para um
conjunto finito de pontos de [0,...,27], sem que se pressuponha que tal
convergéncia seja uniforme, entdo elas t8m os mesmos coeficientes’. Um ano
depois, em um artigo intitulado “Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der
Theorie der trigonometrischen Reihen”, Cantor provou que tal teorema continua
véalido, mesmo que admitamos, no intervalo [0,...,2 7], certos conjuntos infinitos de
pontos para os quais as séries de Fourier ndo convirjam para os mesmos valores,
ou mesmo sejam divergentes. Em outras palavras, Cantor demonstrou que se pode
admitir um subconjunto infinito de /[0,...,27], para o qual os possiveis

desenvolvimentos trigonométricos de f(x) ndo convirjam para os mesmos valores

' Diz-se que uma série f(x) = 2f,(x) converge uniformemente em um intervalo [a,b] quando, dado
um &> 0, existe um nimero natural NV, funcio de g, tal que, paran 2> N e parap 21, vale a relagdo
/f,, 1) +fui2(x) +oit [ p (%) / < g para todo x pertencente ao intervalo [a,b]. Intuitivamente, a
convergéncia uniforme em um intervalo nos diz que, em todos os pontos x deste intervalo, a série
2Jn(x) converge com a mesma rapidez, sendo o inteiro N uma espécie de medida da velocidade da
convergéncia de f(x) ( KNOPP, p. 91-92, [1946]).

> O citado artigo de 1871 foi publicado em janeiro de 1871, pelo Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik, com o longo titulo “Notiz zu dem Aufsatz: Beweiss, dass eine fur jeden
reellen Wert von x durch eine trigonometrische Reihe gegebene Function f{x) sich nur auf eine
einzige Weise in dieser Form darstellen ldsst”. Na realidade, este artigo de 1871 é um adendo
(Notiz) a um artigo publicado por Cantor em 1870, também no mesmo jornal, em que é provada a
unicidade das expansdes trigonométricas para correspondéncias funcionais em geral, ndo
restringindo as expansdes as exigéncias impostas por Heine, como a convergéncia uniforme.
(DAUBEN, [1971], p.189).
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ou sejam divergentes, sem que isso implique que, para tal subconjunto, tais
desenvolvimentos trigonométricos nao se reduzam a uma unica série de Fourier.

Em 1871, Cantor demonstrara que, sendo dada uma funcao f(x), definida em A
= [0,...,2 7], uma vez que ela possa ser expandida, neste intervalo, como séries de
Fourier S’ e §”’, definidas univocamente pelos seus coeficientes, tais que, para
quaisquer valores x de A, tem-se que $’(x) = §”’(x), entdo S’ = §’’ - isto é, as duas
séries t€m os mesmos coeficientes. Se neste intervalo admitimos um conjunto
finito de pontos a, estruturados ou dispostos no intervalo A de uma maneira
especifica, tal que S’(a) # S’’(a), o teorema continua vélido; a unicidade da
representacao trigonométrica ndo &, por assim dizer, afetada por tais pontos de
excecdo. J4 em 1872, Cantor estendeu o teorema, admitindo que tais pontos
excepcionais pudessem estar contidos em [0,...,27] em um nimero infinito, desde
que estruturados em tal intervalo de uma forma também ndo perturbadora.

Portanto, a partir de seus estudos sobre a unicidade das representacdes
funcionais por meios de séries de Fourier, Cantor foi levado naturalmente ao
estudo estrutural de intervalos de numeros reais; estando a estrutura dos nimeros
reais perfeitamente distinguida, torna-se uma tarefa simples apresentar as
propriedades fundamentais destes conjuntos excepcionais de pontos.

De fato, antes de apresentar uma prova da extensido do teorema de 1871 para
conjuntos infinitos de pontos excepcionais, Cantor, em seu artigo de 1872,
preocupa-se, inicialmente, em analisar como as grandezas numéricas reais se
relacionam entre si.

Comecando com os racionais, Cantor introduz o conceito de segiiéncia
fundamental de nimeros racionais (JOURDAIN in:CANTOR, p.26, [1941]). Uma
seqiiéncia aj, ay,...,a,... ¢ fundamental se, e somente se, para qualquer nimero
racional g existe um inteiro NV, tal que

|am+n ) | <§E
paratodon > N.

Para Augustin Cauchy (1789-1857), era um fato 6bvio que tal seqiiéncia
converge para um dado nimero real b, como por ele atestado, em 1821, em seu
Cours d’Analyse de [I’Ecole Polytechnique (BOYER, p.355, op.cit). Todavia,
admitir isto é pressupor que a totalidade dos nimeros reais estd dada

completamente e que o numero b preexiste em relacdo a tal seqiiéncia,
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comportando-se como um ndmero fixo maior ou igual a qualquer termo de a,. Ao
invés disto, Cantor procurou associar cada numero real a uma seqii€éncia
fundamental, identificando-o com tal seqii€éncia. Portanto, cada nimero real é
entendido por Cantor como uma seqiiéncia enumerdvel bem definida de nimeros
racionais”.

Estando os reais definidos como seqiiéncias bem definidas de racionais,
Cantor entdo associou a cada nimero real uma representagdo geométrica como um
ponto em um segmento ordenado de uma reta. A partir desta associacdo — que
Cantor considerava como um axioma fundamental — (JOURDAIN in: CANTOR,
p-31, op. cit), Cantor pdde retornar ao problema fundamental relativo a unicidade
da representacdo trigonométrica de uma fun¢@o no dominio /0,...,2 7.

A partir da representacdo geométrica dos numeros reais, Cantor definiu o
conceito de ponto-limite de um conjunto P de pontos reais dispostos na reta, como
sendo:

Um ponto da linha de tal forma situado que, [qualquer que seja a sua vizinhanca],

nesta pode-se encontrar infinitos outros pontos de P [...] Por vizinhanca de um ponto,

entende-se qualquer intervalo que contém tal ponto em seu interior (CANTOR in:

KATZ, p.661, op.cit)

Dado um conjunto de pontos P, podemos formar o conjunto P’ de todos os seus
pontos-limite, o qual Cantor denominou de primeiro conjunto derivado de P. Se
também P’ € infinito, pode-se novamente formar o derivado P’’ de P’ e, de forma
geral, se P™ ¢ infinito, entdo hd o conjunto derivado P A partir de um dado
conjunto de pontos P, surgem entdo duas possibilidades: se existe um nimero
natural n, tal que P™ é um conjunto finito, entdo Cantor denomina o conjunto
original P de primeiro tipo e de espécie n; caso contrario, o conjunto P se diz de
segundo tipo e, a partir dele, mediante aplicagdes sucessivas da operagdo limite,
pode-se obter a seguinte seqiiéncia infinita de conjuntos derivados (LAVINE,

p.37-39, op.cit):

’E claro que ndo passou desapercebidamente a Cantor o fato de que duas seqiiéncias fundamentais
de racionais podem convergir ao mesmo numero real ¢. Sejam dadas as seqiiéncias fundamentais
{a;} e {b;}, tais que, para um nimero m e para qualquer racional &, vale a relacdo C = fay: - byl <
€, para todo m’> m. Neste caso, as duas seqii€ncias se associam ao mesmo nimero real, podendo
ser intersubstitdiveis. Mais precisamente, Cantor definiu um ndmero real ¢ como uma totalidade
enumerdvel de seqiiéncias fundamentais de racionais, sendo tais seqiiéncias equivalentes entre si
(KATZ, p.661, op.cit).
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P, P, PP, P pD ptd PR P
Nesta sucessdo infinita, P é o conjunto de todos os pontos-limite que pertencem
simultaneamente a todos os conjuntos derivados p® , 1sto €:
P = AP, para todo k finito.

Dispondo do conceito de conjunto derivado, Cantor pdde entdo estruturar
qualquer intervalo de pontos da reta —isto €, de nimeros reais — conforme a
distribuicado de seus pontos-limite. Com isto, possibilita-se que cada intervalo
numérico possa ser caracterizado em funcdo dos conjuntos derivados que da
origem. Assim sendo, a extensdo do teorema de 1871 pode ser enunciado da
seguinte maneira:

Dada uma funcdo f(x), definida em um intervalo A = [0,...,27], se as expansoes

de Fourier S, S”’,.. que tal funcdo admite neste intervalo, para qualquer ponto x

nele contido, convergem sempre ao mesmo valor — exceto para um conjunto

infinito de pontos x € B, B c A e B ¢ de primeiro tipo e de n-espécie -, entdo

tais expansoes tém os mesmos coeficientes.

Grosso modo, o teorema de 1872 nos diz que o conjunto B de pontos
excepcionais do intervalo [0,...,27], se tiver um numero finito de pontos-limite
residuais — isto é, aqueles pontos-limite resultantes de aplicacoes finitas da
operacdo “conjunto derivado” -, entdo tal conjunto nado interfere
significativamente na unicidade da representacdo, por meio de uma expansao de
Fourier, de uma func¢do f(x) definida em /0,....,2 7. E como se o conjunto B se
estruturasse, no intervalo A, de tal forma que seus pontos-limite mais fortes,
comuns a todo conjunto B,B ’,...,B(") , estejam isolados uns em relagcdo aos outros,
determinando uma disposicdo estrutural de B que ndo interfere na unicidade da
representacao trigonométrica de f{x) no intervalo [0,....,2 7].

De 1879 a 1882, em uma série de cinco artigos intitulados “Uber unendlichen,
lineare Punktmannigfaltigkeiten”, Cantor viria a desenvolver os conceitos de
conjunto derivado e ponto-limite, introduzidos originalmente em 1872. Nestes
artigos, Cantor apresentou uma definicdo estrutural dos conjuntos continuos,
como sendo aqueles conjuntos P para os quais vale

P=P.
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De 1872 a 1878, no que diz respeito a questdes relevantes ao desenvolvimento
ulterior da teoria dos nudmeros transfinitos, Cantor deteve-se em analisar os
conjuntos continuos, em especial procurando ver até que ponto pode-se compara-
los aos conjuntos enumerdveis, além de discutir em que sentido as propriedades
dos espagos continuos sdo invariantes em relacio a um grupo de bijecoes

discretas.

2.2

A nao-enumerabilidade dos numeros reais e a invariancia da
“poténcia” de espacos R " em relacdo a transformacoes bijetivas
discretas

Com a introdug@o de seus conceitos de ponto-limite e de conjuntos derivados,
Cantor estava em condi¢cdes de analisar estruturalmente os nimeros reais. Mas
ainda faltava a questdo de saber se os reais, assim como os racionais, admitem ser
bem ordenados fotalmente em um nimero enumeravel de passos. Dito em outros
termos, restava ainda precisar se € possivel uma correspondéncia bijetiva entre os
ndmeros reais € os numeros naturais.Em uma carta a Dedekind, datada de
novembro de 1873, Cantor diz que:

Por mais que julgue que tal correspondéncia [bijetiva] ndo exista, ndo consigo

encontrar a razao [de tal fato] (CANTOR in:DAUBEN, p.49. [1979])

Em 1874, no artigo “Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen
algebraischen Zahlen”, Cantor demonstrou aquilo que, menos de um ano antes,
apresentava-se como uma intui¢do ndo comprovada. Em linhas gerais, a prova de
Cantor € como se segue (LAVINE, p.91, op. cit; JOURDAIN in: CANTOR, p.39,
[1941)).

Primeiramente, parte-se do pressuposto de que ha uma enumeragao R de rodos
os nimeros reais contidos em dado intervalo real /a,...,b].

R =ry, 1301y

Nesta hipotética enumeragcdo, os numeros estdo listados sem que a sua
ordenacdo natural — isto €, aquela em que, em uma analogia geométrica, 0s
nimeros sdo visualizados como determinando distancias relativas ao nimero a —

se preserve. O que Cantor toma como hipétese a demonstracdo de seu teorema €
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que, sendo dada uma totalidade continua de pontos, é possivel bem ordenar todos
os elementos desta totalidade em passos enumerdveis, e € exatamente a
contradicdo que leva tal hipétese que prova que os reais ndo sao enumeraveis.

Sejam a’ e b’ os primeiros dois nimeros do intervalo /a,...,b] que aparecem
listados, de tal forma que a’ <b’.

R=a’b’,...,r,..

Considere-se agora o intervalo [a’,...,b’], [a@’,...,b’] C [a,...,b], e dois nimeros
a’’ e b’’ que sejam diferentes de a’ e de b’ tais que a’’ < b’’, além de serem os
primeiros nimeros do intervalo [a’,...,b’] a aparecer na seqiiéncia R:

R=a’b’,....a"°b",..

Por meio destes intervalos sucessivos, cada um visto como um encaixe dentro
do intervalo que lhe anterior, Cantor postulou que a seqiiéncia R contém todos os
nameros do intervalo /a,...,b], de tal modo que

R=a’b’,..,a”’b”,...aW,..
esgote a totalidade de ndmeros reais do intervalo /a,...,h]. Surge entdo duas
possibilidades:

(1) p € finito: neste caso, depois da enumeracdo de infinitos elementos de
[a,...,b], hd um intervalo [d’,...,b"’] c [a,..,b], tal que, na seqiiéncia R, sé possa
haver, no maximo, um elemento & de tal intervalo, aquele que justamente
encerra a enumeracdo R. Mas, entdo, pode-se tomar qualquer outro nimero de
[d,...,b'] que ndo estd enumerado por R, o que contradiz a hipitese de que o
intervalo /a,...,b] esta totalmente listado por R;

(2) p tende ao infinito: buma vez que os @’ crescem indefinidamente, devendo
atingir a um limite < ¢, ¢ € [a,...,b], ¢ uma vez que os b’ diminuem
gradativamente, mas com a restricio da atingir a um limite 2 ¢, hd duas
possibilidades:

(2.a) a”=b" : seja dado que o nimero a” = b” = ¢ apareca enumerado em R,
esgotando a totalidade de nimeros reais em [a,...,b]. Isto significa que ha um
termo de R que € igual a ¢. Mas isto é impossivel, ja que todos 0s nimeros reais
enumerados por R pertencem ao complementar de [a”, b™] = [c], em relag¢do ao

intervalo [a,...,b]. Por conseguinte, o limite a” = b” = ¢ esta fora de R.
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(2.b) a®”< b7 : Por um raciocinio andlogo ao anterior, tem-se que qualquer
nimero do intervalo [a™,..,b”] estd fora da enumeragio R, ja que esta s6 pode ter
ndmeros do conjunto complementar de [a%,...,b%] em relacdo a [a,...,b].

Portanto, ndo hd como bem ordenar a totalidade dos reais contidos em um
intervalo [a,...,b], utilizando-se um conjunto do mesmo tamanho dos niimeros
naturais; em outras palavras, os reais € 0s naturais nao t€m o mesmo tamanho,
havendo mais nimeros reais do que os que podem ser associados biunivocamente
com 0s naturais.

Ainda em 1874, Cantor se pusera o problema sobre a existéncia de uma
correspondéncia bijetiva entre os pontos de uma reta limitada e os de uma
superficie quadrada também com limites definidos. Em uma carta a Dedekind, de
5 de janeiro de 1874, a questao é expressa nos seguintes termos.:

[Os pontos] de uma superficie — como um quadrado, de lados definidos — podem ser

postos em correspondéncia [bijetiva] como [0os de uma curva] — um segmento de reta

definido-?” (CANTOR in: DUGAC, p.118, op.cif).

De forma geral, o problema de Cantor € mais amplo do que o mencionado a
Dedekind. De fato, o que interessava a Cantor era saber se, dado um ponto em um
espaco r-dimensional, representado por r varidveis reais independentes, haveria
uma representacdo deste ponto em um espaco p-dimensional, com r#p. Em outras
palavras, a questdo a ser resolvida era saber se, sendo dada as coordenadas (xj,
X2...,Xr) de um ponto, haveria como representar tal ponto, sem perdas topolégicas,
por meio de coordenadas (x;, X3...,Xp), com p #r. Aos 25 de junho de 1877,
Cantor escreve a Dedekind afirmando que ‘“todas as pesquisas feitas neste
dominio [fundamentos de geometria] partem em si mesmas de uma hipétese nao
demonstrada: uma multiplicidade r vezes estendida necessita, para a determinacao
de seus elementos, de r coordenadas reais independentes entre si, [sendo que] o
nimero destas coordenadas ndo pode nem ser aumentado, nem diminuido”
(CANTOR in: DUGAC, p.121, ibid). Assim, Cantor procurou demonstrar o
pressuposto acima citado, uma vez que, também ele, considerava tal pressuposto
uma das evidéncias fundamentais da matemdtica.

Mas qual ndo fora o espanto de Cantor ao perceber que sua andlise da questao
levava-o a tese contrdaria. Em 1878, no artigo “Ein Beitrag zur

Mannigfaltigkeitslehre”, Cantor provou que ha uma correspondéncia bijetiva entre
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os pontos de um espaco r-dimensional e um p-dimensional, com r #p, o que lhe
levou a exclamar admirado: “vejo-o, mas ndo acredito”(CANTOR in: DUGAC,
p-121, ibid). Neste trabalho, Cantor demonstrou que a quantidade de pontos de um
espaco independe de suas dimensdes, o que lhe fez acreditar que, qualquer ponto
representado em um plano, sélido ou uma por¢cdo de um espaco de dimensdes
quaisquer, € perfeitamente representado em um segmento de reta. Em linhas
gerais, a prova de Cantor € como se segue (DUGAC, p.119-120, ibid; KATZ,
p.662, op.cit).

Seja dado um espaco r-dimensional, tal que seus pontos sejam representados
por r-uplas (x;, X»,...X;) de coordenadas reais, independentes entre si. Cada
varidvel x,, dentro do intervalo real [0,..,1], pode ser representada por uma
seqiiencia de nimeros racionais, como o cuidado de que, dada duas seqiiéncias
distintas de racionais, elas correspondam sempre a numeros diferentes do
intervalo [0,...,1]. Portanto, cada coordenada x, do espaco dimensional pode ser
associada a uma expansao decimal. Assim temos:

x;1 =0,y1y2y3...
x2=0,91¥’2 3.

xr=0,y"1y5y3..,
em que os termos y; tomam valores inteiros positivos, situados entre 0 e 9. Por
conseguinte, dada um ponto P, com coordenadas (xP I xf Jyeens xf ), podemos
associar a tal ponto um outro ponto @, situado em um segmento de reta definido
pelo intervalo real [0,...,1], tal que

0=0y 1y 1.y iy Lyt sk v ey T
de tal forma que, para cada ponto P, um, e somente um, ponto @ esteja
relacionado pela equacdo acima e, para duas seqiiéncias distintas, estejam
associados pontos distintos do espago r-dimensional. Vé-se que tal relacdo é
bijetiva, uma vez que todos os pontos do espago r-dimensional estdo relacionados
a seqiiencias @ distintas, ndo havendo a possibilidade de seqiiéncias diferentes
representarem um mesmo ponto. Logo, hé tantos pontos em um espacgo real de r
dimensdes quanto no intervalo retilineo real [0,...,1]. Sendo tal intervalo um

espaco unidimensional, pode-se afirmar que ha tantos pontos em um espaco r-
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dimensional quanto em um segmento de reta. Como nao se especifica qual seja o
nimero r de dimensdes, podendo r tomar os valores I,2,...k,....e pela
transitividade da correspondéncia bijetiva, conclui-se que todos os espacos,
independentemente de suas dimensoes, tém a mesma quantidade de pontos.

Em um certo sentido, Cantor acreditou ter provado que a topologia de um
espaco independe do nimero de suas dimensdes.(DUGAC, p.123, op.cit). Uma
vez que todos os espacgos tém a mesma quantidade de pontos, entdo € de se esperar
que, sendo dada uma vizinhanca de um ponto em um espago r-dimensional, entao
em qualquer outro espaco p-dimensional, com r # p, esta vizinhanca pode ser
mapeada, sem perdas estruturais.

Entretanto, o resultado a que chegou Cantor ndo tinha o alcance entdo
pretendido por este. Antes de ser efetivamente publicada no Journal de Crelle, em
1878, a demonstracdo de Cantor passou pelo crivo critico de Dedekind. Em uma
correspondéncia datada de 2 de julho de 1877, Dedekind diz a Cantor que, embora
concordasse com as linhas gerais de raciocinio utilizadas na demonstra¢do, nao
julgava que Cantor havia demonstrado a equivaléncia topoldgica entre os espagos,
a despeito de suas dimensdes. Isto porque, para que tal equivaléncia tivesse sido
provada, a demonstrada correspondéncia bijetiva entre os pontos dos espagos teria
de ser continua, caracterizando-o um homeomorfismo entre os espagos de
dimensdes diferentes, o que é impossivel. Segundo Dedekind:

Se é possivel estabelecer uma correspondéncia completa, univoca e reciproca entre os

pontos de uma multiplicidade continua A, de @ dimensdes, com os pontos de uma

multiplicidade B, de b dimensdes, entdo, se a e b ndo sdo iguais, esta correspondéncia

é necessariamente descontinua (DEDEKIND in:DUGAC, p. 122, op.cit).

Dedekind observa que o nimero de dimensdes de um espaco € um invariante
em relacdo a um grupo de transformagdes bijetivas continuas. Se € possivel
efetuar uma bijecdo entre pontos de espacos de dimensdes diferentes, entdo tal
bijecao € discreta e, portanto, ndo diz respeito a topologia dos espacgos; dai a
impossibilidade de que as vizinhancas de um ponto em um espaco r-dimensional
possam ser bijetivamente mapeadas em um espacgo p-dimensional, com r#p, ja que
o mapeamento de vizinhangas pressupde uma bijecdo continua entre tais espagos
dimensionalmente diferentes. Portanto, espacos de dimensdes distintas sao

topologicamente distintos, embora tenham a mesma quantidade de pontos.
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Cantor, de posse das observacdes de Dedekind, mudou de opinido quanto a
equivaléncia topolégica de espacos dimensionalmente diferentes. De fato, no
artigo de 1878, Cantor introduz a observacio de que ndo trataria de
correspondéncias bijetivas continuas entre os espagos de dimensdes diferentes,
limitando-se a mostrar que tais espacos sdo equivalentes em relacdo a bijecdes
discretas (DUGAC, ibid, p.123).

Mas se os espacos de dimensdes distintas ndo sdo topologicamente equivalentes,
que tipo de equivaléncia pode-se inferir que ha entre eles, dado um grupo de
transformagdes bijetivas discretas?. Em outras termos, qual a propriedades destes
espacos que se mostra invariante em relacdo as tranformagdes bijetivas nao
continuas?

Para responder a tais questdes, Cantor introduziu o conceito de poténcia. Cantor
caracterizou poténcia como uma propriedade dos agregados tomados em sentido
abstrato, independentemente de estes serem constituidos de pontos geométricos ou
ndo. Dados dois agregados bem definidos — o que Cantor definiu como sendo
agregados cujos elementos sdo perfeitamente distintos entre si, além de
logicamente determinados quanto aos elementos que contém (CANTOR, p.46,
[1941])-, diz-se que tém a mesma poténcia quando € possivel colocar os seus
elementos em uma correspondéncia bijetiva discreta. Dados os agregados A e B,
se € possivel associar os seus elementos de maneira bijetiva, qualquer que seja a
estruturagdo interna que estes elementos tenham em A ou em B, entdo A e B sdo
ditos equivalentes ou tendo a mesma poténcia; no caso de A e B serem finitos,
diz-se que t&ém o mesmo nimero (ibid, p.40).

Através da nocdo de poténcia, o verdadeiro alcance do teorema de 1878 pode
ser compreendido. Dados espacos de dimensdes diferentes, uma vez que se
abstraia a estruturacdo interna destes — isto €, ignorando-se as vizinhangas que
cada ponto tem, em fun¢do do nimero de coordenadas usado para representé-lo -,
entdo é possivel relacionar bijetivamente os pontos destes espacos. Intuitivamente,
pode-se afirmar que, desprezando a topologia de espacos dimensionalmente
distintos, € possivel colocar os seus pontos lado a lado, evidenciando que hd o
mesmo niumero ou quantidade de pontos nestes espagos, quaisquer que sejam as
suas dimensdes.

Ja que Cantor havia demonstrado, em 1874, que este processo de colocar os

z

elementos lado a lado € impossivel entre agregados continuos e enumerdveisl,
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torna-se evidente que, para os conjuntos infinitos, h, no minimo, duas poténcias
distintas. De fato, no artigo de 1878, Cantor afirma que a poténcia dos conjuntos
continuos ndo € igual a poténcia dos conjuntos enumerdveis, sendo-lhe
imediatamente posterior — proposi¢ao esta que Cantor enuncia como um teorema,
contudo sem apresentar a sua demonstragdo. Denominando de um a poténcia dos
agregados enumeraveis, Cantor diz que

Mediante um processo de indu¢@o que [ndo descreverei no presente momento], chega-

se ao teorema que o nimero das classes dos conjuntos de pontos lineares € finito e igual

a dois (CANTOR in:KATZ, p.662, op. cit).

Portanto, ja em 1878, Cantor estava convencido de sua hipdtese do continuo,
afirmando que, entre as poténcias do enumerdvel e do continuo, ndo hd poténcia
intermedidria.

Com os seus trabalhos de 1872 a 1878, Cantor semeou o caminho para a
elaboracdo sistemadtica de sua teoria dos numeros transfinitos, apresentando, neste
periodo, o conceito de poténcia de um conjunto, mais tarde denominado de
nimero cardinal. Além disso, de 1879 a 1882, por sugestdo de Dedekind, Cantor
procurou estabelecer uma teoria dos conjuntos em sentido bem geral, livre da
intuicdo geométrica, na qual os conceitos de ponto de acumulagdo, conjunto
derivado e conjunto poténcia seriam tratados mais sistematicamente do que fora
nos trabalhos anteriores, de 1872 a 1878 (DUGAC, p.124-125, op.cit). Portanto,
pode-se afirmar com seguranca que os Grundlagen, de 1883, s@o uma espécie de
sintese dos trabalhos de Cantor iniciados em 1872, com o artigo sobre a unicidade
da representacdo trigonométrica de funcdes arbitrarias. Além disso, nos
Grundlagen, qualquer referéncia a contextos geométricos ou topoldgicos €
deixada de lado, de tal forma que os conceitos ai introduzidos sejam puramente

conjuntisticos.

2.3
As razoes que levaram Cantor a uma extensao dos numeros
naturais

Como j4 foi visto, em 1878 Cantor ja trabalhara com o conceito de poténcia de

um conjunto, o qual, posteriormente, se desenvolveria e viria a se tornar a no¢ao
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de ndmero cardinal. Também foi visto que a teoria cantoriana dos conjuntos se
desenvolveu a partir dos estudos de Cantor no campo da andlise, em especial no
que diz respeito a unicidade da representacdo trigonométrica de fungdes
arbitrarias.

De fato, na elaboracdo de seus Grundlagen, de 1883, obra considerada como o
marco inicial da teoria dos niimeros transfinitos, Cantor teve como inspiracdo um
problema que surge em contextos geométricos. Em 1878, Cantor demonstrara que
um espago unidimensional tem a mesma poténcia — ou 0 mesmo numero de
pontos — de um espaco tridimensional. Além disso, também provou que o espago
intermedidrio entre ambos, o espaco bidimensional ou o plano, também ¢é
equipotente aos espagos uni e tridimensionais. De forma geral, dados os espagos
R". R"eR?, comn <m<p,tal que R" cR" cR’, tem-se que

(R°~R") —» (R°~R") A (R" ~R"),

€6 9 £ -
~

em que o simbolo ¢ indicativo de equipoténcia — isto é, da existéncia de uma
correspondéncia bijetiva entre os pontos de tais espacos. A partir deste resultado
oriundo de pesquisas envolvendo a relacdo de grandeza entre os espacos infinitos
de dimensdes distintas, Cantor se viu com a obrigacdo de generalizar tal teorema a
conjuntos infinitos quaisquer que satisfacam a supracitada relacdo de inclusdo
verificada entre os espagos dimensionais, posto que a no¢do de poténcia é
extensiva aos conjuntos em geral, ndo tendo seu uso restrito a contextos
geométricos. Dados os conjuntos infinitos quaisquer A, B e C, taisque A cB C
C. Se (A ~C), entdo € de se esperar que (A ~B) e (B ~ ().

A fim de demonstrar tal teorema, Cantor se viu impelido a uma extensdo natural
da seqiiéncia dos inteiros positivos ou numeros naturais. Em uma carta a
Dedekind, datada de 5 de novembro de 1882, Cantor expressa claramente o papel
fundamental que a demonstra¢do do aludido teorema exerceu para que ocorresse
tal continuagdo ad infinitum da seqii€ncia dos naturais:

Vocé se lembra de que eu te disse que ndo conseguia provar o seguinte teorema: [S]e

M’ é uma parte [infinita] de um agregado M, M” parte de M’, e se M e M’’ podem ser
reciprocamente correlacionadas [de maneira] um-para-um (i.e, M e M’’ tem a mesma
poténcia), entdo M’ tem a mesma poténcia de M e M’’. [A]gora cheguei a fonte deste
teorema e posso prova-lo rigorosamente com a necessdria generalidade; e isto

preenche uma grande lacuna na teoria dos agregados.[Clheguei a tal resultado por
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meio de uma extensdo ou continuagdo natural da seqiiéncia dos inteiros reais [...]

(CANTOR, p.875, [1999]).

Por conseguinte, o surgimento dos nimeros ordinais transfinitos de Cantor esta
intimamente associado a uma questdo tedrica envolvendo poténcias de conjuntos
infinitos. Pode-se até dizer que tais nimeros foram introduzidos como uma
tentativa de contar as puras unidades de um conjunto ou agregado, quando este é
visto como poténcia, isto €, destituido de estruturacdo interna ou de inter-relagoes
entre seus elementos. Nestas condi¢cdes, um conjunto infinito € um fodo composto
de puras unidades, tomadas simultaneamente. A partir desta imagem abstrata do
agregado, pode-se contd-lo, tomando os seus elementos um a um, assim como é
possivel, pelo menos em principio, contar qualquer totalidade finita de unidades.

Em geral, um agregado ou conjunto, para Cantor, ¢ um todo de unidades
reunido por meio de uma lei; tal lei, em linhas gerais, se identificaria com a
possibilidade de atribuicdo de um nimero ordinal ao agregado, significativo de
uma contagem efetuada com todos os elementos do conjunto em questdo. No caso
dos agregados infinitos, tal contagem leva a uma extensao natural da seqii€éncia
dos naturais, chegando-se a um ndmero natural que limita o infinito, infinito este
que, em um primeiro momento, mostra-se como ilimitado E neste sentido que
Cantor afirma que sua teoria dos agregados busca recuperar a sintese platonica
entre dpeiron - ilimitado —e o perds - o limitado-, da qual resulta o conceito de
mikton, espécie de principio de limitacdo do que é potencialmente ilimitado
(CANTOR, ibid, p.916; PLATAO, Filebo, 23c-26e)

Os Grundlagen se iniciam com a categérica afirmacdo de Cantor de que
qualquer avango na teoria dos agregados depende essencialmente da extensao do
conceito de nimero inteiro para o infinito (CANTOR, ibid, §1, [1]- [2]). Uma vez
que tal extensdo se deu motivada por questdes envolvendo relagdes entre
poténcias, conclui-se que a teoria dos nimeros ordinais de Cantor se desenvolveu,
precipuamente, como uma teoria das poténcias. A extensdo que Cantor faz da

seqiiéncia dos naturais se deu, unicamente, com o intuito de contar o infinito
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atual, o qual, em oposi¢do ao infinito potencial ou imprépri04, Cantor define da

seguinte maneira:
Nos tempos modernos, na geometria € na teoria das fungdes, outro uso
justificado do infinito [em oposicdo ao uso do infinito potencial] foi
desenvolvido. Por exemplo, na teoria de funcdes analiticas de varidveis
complexas tornou-se necessdrio € comum imaginar, no plano que representa as
varidveis complexas, um unico ponto situado no infinito (isto é, um ponto
infinitamente distante, mas bem definido) e, a partir disto, examinar o
comportamento da fun¢do na vizinhanca deste ponto. Verificou-se que na
vizinhanga deste ponto infinitamente distante a funcdo apresenta exatamente o
mesmo comportamento como em qualquer outro ponto situado em uma regiao
finita, tal que, neste caso, estamos completamente autorizados a pensar o
infinito como situado em um ponto perfeitamente determinado.[Quando] o
infinito aparece em tal forma, denomino-lhe de infinito préprio [ou infinito

atual] (CANTOR, ibid, §1, [4]-[5])

Inspirado por analogias com contextos geométricos - em que a representacao
por meio de eixos coordenados permite, sem dificuldade, operacionalizar o
conceito de ponto infinitamente distante -, Cantor define o infinito atual ou
préprio como um ponto bem determinado que dista infinitamente de qualquer
ponto cuja determinagdo € feita com coordenadas finitas. Assim, por exemplo, em
um plano bidimensional, todo ponto coordenado por um dupla (x,y) de nimeros
reais quaisquer, estd infinitamente distante de um ponto cujas coordenadas
apresentem x = oo ou y = oo, em que o simbolo “od” indica, de fato, uma posi¢ao
bem determinada na dire¢do do eixo x ou y, infinitamente distante de qualquer
posicdo definida mediante coordenadas reais. Além disso, na vizinhanga de tal
ponto — isto é, em qualquer intervalo aberto que contenha tal ponto -, o
comportamento da fung¢do é normal, apresentado as mesmas caracteristicas
estruturais que a func@o apresentaria na vizinhanca de um ponto de coordenadas

reais finitas.

* O infinito impréprio ou potencial em Cantor caracteriza-se como “uma quantidade varidvel que
cresce para além de todos os limites ou diminui até qualquer exigiiidade desejada, sem, contudo,
deixar de ser uma grandeza finita”(CANTOR, ibid, §1, [3]).
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A partir desta visdo geométrica do infinito atual, Cantor passa a entender a
seqiiencia dos nimeros naturais de uma forma nova: ao invés de analisa-la como o
arquétipo do infinito potencial, Cantor a compreende de forma atual, como um
todo bem determinado, ao qual pode ser relacionado a mesma determinagdo do
ponto geométrico infinitamente distante. De fato, o que Cantor faz é associar aos
nimeros naturais um segmento linear e bem ordenado cujo final € indicado por
um ndmero inteiro perfeitamente determinado e infinitamente distante de qualquer
ndmero finito. O inteiro infinito associado i seqiiéncia dos inteiros finitos nao
constitui um ndmero finito maximo, mas um ponto, por assim dizer, situado fora
da seqiiéncia dos naturais finitos. Sobre esta compreensdo deste nimero inteiro
infinito como estando fora da seqii€éncia dos naturais, Cantor nos diz:

@ [0 primeiro nimero inteiro infinito] € o menor de todos os nimeros maiores que

todos os ndmeros inteiros [finitos]. Mas @ - v é sempre igual a @ e, portanto, nao

podemos dizer que os niimeros crescentes v fiquem tao proximos quanto queiramos de

@, de fato, qualquer nimero v, por maior que seja, estd absolutamente distante de @

quanto o menor nimero v. Aqui temos, de forma clara, o fato muito importante de que

meu menor nimero ordinal transfinito @ [...] situa-se absolutamente fora da série

infinita 1,2,3, e sucessivamente. Por conseguinte, @ ndo ¢ um nimero finito maximo,

pois ndo h4 tal coisa (CANTOR, p.78, [1941]).

A partir deste inteiro indicativo da compleicdo de todos os inteiros finitos,
Cantor estende a contagem ao infinito tal como esta se realiza no ambito do finito,
chegando, assim, a uma extensdo natural dos nimeros inteiros. Conforme ele nos
diz:

Os inteiros infinitos [...] ndo tém nada em comum com [o infinito potencial]. Ao

contrdrio, eles possuem a mesma determinacdo que encontramos nos pontos

infinitamente distantes da teoria das fung¢des analiticas — mas, enquanto estes
permanecem isolados de todos os pontos situados em regides finitas, os [inteiros
infinitos] ndo se reduzem a um tdnico ponto no infinito, mas formam uma seqiiéncia
destes; eles sao claramente diferenciados entre si e mantém entre si relagdes numéricas
similares aquelas observadas entre os inteiros finitos. Mas tais rela¢des ndo sao tais que
possam admitir ser reduzidas essencialmente as relagdes entre os inteiros finitos; estas,

de fato, aparecem freqiientemente, mas somente enquanto diferentes formas e

intensidades do infinito potencial — por exemplo, como fun¢do de uma varidvel x que

cresce ou diminui indefinidamente, tal que ela admita indices finitos em seu processo
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de crescimento [ou diminuicdo] infinitos. Tais relagdes, sem duvida, podem ser
consideradas como razdes disfarcadas daquilo que € finito (ou, pelo menos, redutiveis
aos dominios finitos) [...]; em contraste, as leis do [...] inteiros propriamente infinitos
sdo, desde o inicio, diferentes do que é dependente do finito, embora isto ndo implique
que os inteiros finitos devem receber novas determinagdes por conta dos nimeros

inteiros infinitos e determinados (CANTOR, [1999], §1, [7]).

De acordo com as préprias palavras de Cantor, os novos inteiros sao
inteiramente atuais e determinados; e se, ocasionalmente, este se apresentam com
os mesmos principios de formacdo dos inteiros finitos, € somente na medida em
que eles admitem ser indices sucessivos de um processo de crescimento ou
diminuic¢ao infinito de uma varidvel. Todavia, longe de serem uma roupagem nova
para o infinito potencial, os inteiros estendidos ao infinito estdo associados com
totalidades infinitas absolutamente completas e atuais.

Para que tal compromisso essencial com o infinito atual se mostre inequivoco, é
fundamental elucidar os trés principios de geracdo dos inteiros infinitos
(CANTOR, ibid, §11; §12, [1]-[10]). Na ja mencionada carta a Dedekind, de
novembro de 1882, hd uma exposicao clara e sucinta de tais principios, de tal
forma que, na medida em que Cantor vai ascendendo aos inteiros infinitos, os
principios vao sendo apresentados:

Denomino a seqiiéncia 1,2,3,...,v,... a primeira classe dos nimeros inteiros reais e a

designo por (v) [...] Chego até a segunda classe de nimeros como se segue: [...] Assim

como o nimero v € a expressdo para um nimero definido de v unidades tomadas em

conjunto, inicio criando um novo nimero @ que é a expressdo do fato de que a

totalidade (v) foi dada inteiramente; imagino @ como o limite dos nimeros v, se, por

isso, entendo nada além de que w é o primeiro inteiro criado apds todos os v, i.e., 0

primeiro que deverd ser chamado maior que todos os v [...]. Se aplico novamente a

adicdo de uma unidade a @, entdo obtenho o nimero @ +1, que expressa que o

primeiro @ estd incluido em uma totalidade completa, o que me leva a um novo

nimero. Denomino a transicdo de um nimero v ou @ ao imediatamente seguinte de
primeiro principio de geragdo; e denomino a transi¢do de uma seqii€ncia crescente de

inteiros que ndo tem maior nimero ao nimero que é maior que todos eles de segundo

principio de geracdo (CANTOR, p.875, [1999]).
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Mediante estes dois principios de geracdo, Cantor pdode estender seus nimeros
transfinitos, de tal forma que a sucessdo seguinte de inteiros infinitos surja
naturalmente:

12,3 ...,3 0,0V, ,d A+ au+v,..cd +pd™ +.+au+v,..,
a...,d" +,...,0q...

Tal seqiiéncia dos inteiros pode ser continuada, por meio dos dois principios
supracitados, ad infinitum. Todavia, ao continuarmos tal seqiiéncia
indefinidamente, ndo ha como chegarmos a um termo, a um limite que esgote a
possibilidade de geracdo de nimeros inteiros mediante a passagem ao limite de
uma sucessao enumerdvel ou por meio da adi¢do sucessiva de uma unidade. Em
outras palavras, para poder sair do dominio do enumerdvel, Cantor necessita de
um principio de geragcdo que autorize a introdu¢do de um inteiro infinito que seja
inacessivel, através da passagem ao limite, aos inteiros inferiores dispostos em
uma seqiiéncia infinita de termos crescentes, assim como, obviamente, mediante a
justaposi¢cdo de uma unidade. Isto é, Cantor precisa esgotar, por completo, a
totalidade dos ndmeros inteiros associados a fodas as seqiiéncias enumerdveis
possiveis. Para tanto, Cantor faz uso da nogdo de classe de niimeros (CANTOR,
ibid, §1, [7]-[9]). Definindo os inteiros finitos como a primeira classe de ndimero,
Cantor define os inteiros infinitos maiores ou iguais a @como a segunda classe de
nimeros. Como os inteiros infinitos sdo ilimitados em sentido amplo, € possivel,
entdo, postular um inteiro @y maior que qualquer inteiro da segunda classe, com o
qual se iniciam os inteiros infinitos da terceira classe; estes, por sua vez, sao
inacessiveis aos inteiros da segunda classe por meio da passagem ao limite de uma
seqiiéncia infinita e enumerdvel de inteiros infinitos da segunda classe. Por meio
deste procedimento, novas classes de nimeros sdo introduzidas sucessivamente.
Desta forma, a totalidade dos inteiros infinitos se subdivide em classes de

ndmeros sucessivas:
D =Mw;d)=[w a); D) =[a, a); (AV)=[ar, @) ;...; N) = [@.
1,03) 5000,
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de tal forma que, dada uma seqiiéncia @, @y,..., &,...de uma classe de nimero (J),

o limite de tal seqiiéncia situa-se, necessariamente, dentro do intervalo (J) = [@.1,
@)’

Tais ordinais, que iniciam as sucessivas classes de nimeros, sao introduzidos
por meio de um terceiro principio de geracdo, denominado por Cantor de
limitagcdo. Conforme diz Cantor a Dedekind:

A primeira impressdo que lhe causard tal seqiiéncia [a dos inteiros finitos e infinitos

gerados pelos primeiro e segundo principios de geragdo] é que ndo se v€ uma maneira

pela qual pode-se chegar a um tipo de conclusdo em sua continuagdo — uma conclusio
que, entretanto, seria necessdria, posto que o que se intenta € fornecer-nos uma
poténcia nova e determinada, isto €, a poténcia da segunda classe [de nimeros] que
imediatamente segue a poténcia da primeira classe. [A] fim de obter esta conclusio,
entdo um ferceiro principio de geracdo tem de ser adicionado aos dois momentos de
geracdo definidos anteriormente; chamo tal principio de limitacdo. Este consiste na
exigéncia de que a criagdo de qualquer inteiro, por meio dos principios [ja
explicitados], s6 possa ocorrer se a totalidade de todos os ndmeros precedentes &

contdvel por uma classe de niimeros ja conhecida e existente em toda a sua extensao

(CANTOR, ibid, p.876)

De forma geral, os inteiros infinitos de Cantor sio numeros associados a
contagens realizadas no ambito do infinito. Se o infinito a ser contado for
enumerdvel, entdo a contagem se realizard conforme a adicdo sucessiva de
unidades e a passagem ao limite, a qual pode ocorrer um numero ilimitado de
vezes, conforme a estrutura posicional dos elementos deste infinito. Entretanto,
tais procedimentos, em principio, sé permitem contar o que ¢ enumeravel ou da
mesma extensdo dos numeros naturais. Quando o infinito a ser contado é da
poténcia imediatamente superior a dos naturais, a numeracdo completa de seus
elementos ndo se dd somente com o primeiro e o segundo principios de geracdo;
faz-se necessdrio, entdo, introduzir um nimero maior que qualquer nimero da
segunda classe e que nao esteja associado, como limite, a nenhuma seqiiéncia
enumeravel de nimeros inferiores a ele. Para tanto, o inteiro a que se chega tem

de estar associado a totalidade, completa e atual, de todos os limites, dispostos em

*De fato, tal propriedade comeca a valer a partir da segunda classe de nimeros, pois, quanto 2s

seqiiéncias infinitas de ndmeros finitos, o limite destas é @, ndao sendo, portanto, um ndmero finito
ou da primeira classe (CANTOR, p.158, [1941]).
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ordem crescente, de todas as seqiiéncias infinitas € enumerdveis possiveis no
ambito dos nimeros da segunda classe. Utilizando-se o mesmo raciocinio, torna-
se possivel atribuir um ndmero inteiro a totalidade de nimeros da terceira, quarta
ou da enésima classe de nimeros.

Mediante os seus trés principios de geracdo, Cantor, de fato, consegue, por
assim dizer, contar qualquer infinito, de qualquer poténcia. Mais precisamente,
dado um agregado infinito de qualquer poténcia, sempre é possivel contd-lo ou
bem 0rdena—lo6, a tal ponto de, como acontece com os agregados finitos, ser
possivel atribuir-lhe um ndmero inteiro. Isto porque contar, para Cantor, ¢ bem
ordenar um conjunto, colocando os seus termos, tomados um a um, em sucessao.
No caso dos agregados finitos, a enumera¢do ou contagem dos termos —“Anzahl’-
resulta em um ndmero coincidente com a poténcia do agregado (CANTOR,
ibid,§1, [11]); para os agregados infinitos, a boa ordenacdo ou contagem pode
ocorrer de diversas maneiras, tal que, para cada agregado de poténcia infinita (K),
ha (K+1) maneiras de contd-lo ou bem ordena-lo- ou, dito de outro modo, para
cada agregado infinito de poténcia (K), hd (K+1) inteiros infinitos atribuiveis a tal
agregado como o resultado de uma boa ordenag¢do tomando um a um de seus

termos.

2.4
A inteligéncia humana e a sua capacidade de entender o infinito

Uma das caracteristicas da obra de Cantor € a naturalidade com que o infinito
¢ tratado. Tacitamente, em toda a andlise cantoriana, existe o pressuposto de que a
inteligéncia humana pode acessar as realidades infinitas, da mesma forma como
tem acesso aos dominios finitos. Segundo Cantor, com exce¢dao de Deus — o
absolutamente infinito -, todas as coisas sdo determinadas pelo intelecto, de tal
forma que qualquer realidade, mesmo que infinita, admite uma determinac¢do

numérica. Essencialmente, a tese de Cantor € a de que, ao lado das grandezas

®Segundo Cantor, “um agregado bem ordenado é um agregado bem definido em que seus
elementos estdo relacionados entre si por uma determinada sucessdo, tal que (i) hd um primeiro
elemento do conjunto; (ii) cada elemento do agregado (desde que ndo seja o dltimo) € seguido por
outro elemento do agregado; e, (iii) para qualquer [segmento] deste agregado, finito ou infinito, ha
um determinado elemento que é o sucessor imediato de todos os elementos | que compéem tal
segmento] (a menos que nio haja nada sucedendo os elementos de tal segmento)” (CANTOR, ibid,

§2, 2.
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finitas e do absolutamente infinito, inacessivel ao intelecto, ha uma esfera

intermedidria que consiste no dominio do Transfinitum ou do Suprafinitum:
O que afirmo e acredito ter provado [...] é o seguinte: sucedendo ao finito, hd o
Transfinitum (que também pode denominar-se Suprafinitum) — isto €, hd um dominio
gradual e ilimitado de modos determinados que em sua natureza ndo sio finitos, mas
infinitos. [Todavia], como o finito, [tais modos] podem ser determinados por nimeros
bem definidos e distintos. Estou convencido de que o dominio das quantidades
definidas ndo é exaurido pelas quantidades finitas, e os limites de nosso conhecimento
podem ser, de acordo com isto, estendidos sem violentarmos a nossa natureza

(CANTOR, ibid, §5, [3]).

A extensdo dos inteiros positivos para o infinito ndo é, conforme nos aponta
Cantor, contrdaria a natureza humana. Um dos argumentos contra a teoria
cantoriana reside na essencial finitude da inteligéncia humana, o que, em
principio, limitaria o seu acesso ao ambito do finito. Por conseguinte, ndo seria
possivel qualquer discurso sobre o infinito, posto que a inteligéncia, por
limitag¢des inerentes, € incapaz de conceber o infinito de forma atual. Em especial,
na atribui¢cdo de um ndmero a um agregado, os detratores do infinito aduzem o
argumento de que, posto que o infinito € ilimitado, ndo hd como estipular um
ultimo termo que expresse a contagem de todos os seus elementos, dado que estes
ndo tém fim. Neste sentido, o infinito atual, € incontdvel a inteligéncia humana; e,
qualquer tentativa de conté-lo, leva fatalmente a contradicoes (CANTOR, ibid, §4,
[4]-[10]).

De maneira perspicaz, Cantor aponta a faldcia do argumento que demonstra a
incapacidade humana de entender conceitualmente o infinito, em razdo da finitude
do entendimento humano. Basicamente, o que mostra Cantor é que, por finitude
do entendimento humano, compreende-se a capacidade de formar somente
nimeros finitos. Obviamente, um tal argumento pressupde que o entendimento
humano, a priori, estd vedado as realidades infinitas, o que nao €, de forma
alguma, evidente para Cantor. Pelo contrario, a tese cantoriana € a de que muitas
caracteristicas do infinito estdo presentes na inteligéncia humana, uma vez que,
sem tal presenca, o proprio infinito absoluto ndo seria reconhecido como tal. Dai
se segue que o entendimento humano, embora limitado pela prdpria natureza

humana, ndo é essencialmente finito, no sentido mencionado, mas tem, em si
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mesmo, a infinitude como uma de suas qualidades reconheciveis. Nas palavras de

Cantor:
A finitude do entendimento humano é geralmente apresentada como a razio do por que
somente nimeros finitos podem ser pensados; Mas [...] vejo nesta asser¢do um circulo
vicioso [...]. Claramente, estd ticito aqui que o significado de “finitude do
entendimento” engloba o de capacidade de formacdo de nimeros [exclusivamente]
finitos. Todavia, deve-se lembrar que o entendimento pode também, em um sentido
determinado, distinguir e definir o infinito, isto &, os nimeros superfinitos, de tal forma
que uma extensao do significado da expressdo “entendimento finito” faz-se oportuno;
ou, entdo, deve-se, em um certo sentido, inserir o predicado “infinito” ao entendimento
humano. Ao meu ver, a dltima op¢do € a mais adequada. A expressdo “entendimento
finito” [...] é, a mim, de todo inadequada; pois, embora limitado por sua natureza
humana, muito do infinito é aderente a ele; e, ouso dizer, se assim nao fosse, as
inabaldveis crencga e certeza que temos no ser absoluto, sobre o qual todos estamos de

acordo, seriam inexplicdveis (CANTOR, ibid, §5, [4]).

Para Cantor, o infinito atual pode-se manifestar sob trés formas distintas. Em
primeiro lugar, ha o infinito atual que nos chega ao entendimento, mesmo que de
forma paradoxal, sob a forma do infinito absoluto, o qual reflete a infinitude de
Deus ou de seus atributos. Além do infinito em seu sentido absoluto, Cantor
também aduz, como uma segunda forma do infinito apreensivel pelo
entendimento, o transfinito como concretude, isto €, na qualidade da totalidade
das criaturas criadas por Deus. Em uma carta ao Cardeal Franzelin, de Janeiro de
1886, Cantor explicita de forma clara a distin¢do entre o absoluto infinito e o
transfinito, como concretude. Em seus termos:

[E]lmprego as expressdes ‘“natura naturans” e “natura naturata” com O mesmo

significado que os tomistas lhes deram, tal que a primeira significa Deus, situado fora

das substincias criadas por Ele do nada, como Criador e Preservador das mesmas; a

outra, por outro lado, significa o mundo criado por Ele. Correspondentemente [a estas

expressoes], distingo o “Infinitum aeternum sive Absolutum”, que se refere a Deus e e

seus atributos, e o “Infinitum creatum sive Transfinitum”, que se refere a todas as

coisas presentes na [natura creata], dado que o infinito atual deve ser asseverado como

existente no mundo, posto que, por exemplo, de acordo com minha forte convic¢do, o

namero de coisas individualmente criadas, ndo somente em todo o universo, mas
mesmo, com toda probabilidade, em uma infima regido do espaco, € infinito

(CANTOR, p.103, [1994]).
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Completando, ha o infinito em abstrato, identificado por Cantor com o0s seus
ndmeros transfinitos. Em uma carta a G. Enestrom, de novembro de 1885, Cantor
afirma que:

O Infinito Atual [pode ser abordado] sob trés aspectos fundamentais: primeiramente,

enquanto Deo in extramundano aeterno omnipotenti sive natura naturante, como tal

chamado de Absoluto; em segundo lugar, enquanto ocorre in concreta seu in natura
naturata, o que lhe rende a denominacdo, de minha parte, de Transfinitum; e, em
terceiro lugar, o Infinito Atual pode ser visto in abstracto, enquanto passivel de ser
compreendido pelo entendimento humano na forma [efetiva] de um infinito atual ou,

como os denomino [nesta situacdo], de niimeros transfinitos, em sentido ordinal

(CANTOR, p.99, [1994]).

As trés maneiras que o entendimento humano tem de compreender o infinito se
relacionam, em certo sentido, com uma cosmogonia cantoriana, fortemente
influenciada pela tradi¢do judaico-cristd. No inicio, ha Deus, fora do tempo e do
espaco, absolutamente infinito em seu ser e em seus atributos. Este Deus, do nada,
cria o mundo espacio-temporal e, por sua benevoléncia e magnificéncia, criou o
mundo necessariamente infinito, como reflexo de seu ser (CANTOR, ibid, p.102);
este infinito criado € a totalidade de todas as entidades individualmente criadas —
como, por exemplo, a totalidade dos pontos do espago - tomadas em sua
singularidade, uma a uma; de certo modo, tal Infinitum creatum se identificaria
com o conceito de poténcia, ja que este Ultimo também consiste de um agregado
infinito de unidades consideradas distintamente, sem considerarmos as relacoes
de ordem que hd entre elas. Se considerarmos as possiveis inter-relagdes entre
estas unidades, entdo temos o infinito in abstracto, o qual coincide com os
nimeros inteiros infinitos, se tais inter-relagcdes forem as caracteristicas de um
agregado bem ordenado — caso contrario, o infinito in abstracto coincide com o0s
tipos ordinais, significativos das inimeras relagdes inter posicionais que possam

haver entre tais unidades’.

"Dado um agregado infinito, as inter relacdes entre seus elementos podem ndo caracterizar uma
boa ordenagdo. Por exemplo, o intervalo real @ < x < b constitui um agregado ordenado que ndo é
bem ordenado. A fim de dar conta destes agregados, que aparecem amildde na andlise, Cantor
definiu tipos ordinais em sentido amplo, os quais surgem de um agregado qualquer quando
desconsideramos a natureza dos elementos que o compdem, atendo-nos somente as relagdes de
ordem entre seus elementos.
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Analisados como realidades objetiva, os ndmeros, finitos ou infinitos, se
mostram sob dois aspectos: o intrasubjetivo — ou imanente — € o transsubjetivo —
ou transciente. Na qualidade de realidade intrasubjetiva, os nimeros sao
compreendidos como entes de razdo, bem determinados em nosso pensamento e
capazes de modificar, em um certo sentido, o conteido ou substincia da razdo
humana. Introduzidos por definicdo, os nimeros, vistos intrasubjetivamente,
mantém relacdes diretas com outros conteidos da razdo, gerando-se, assim,
modificagdes efetivas no escopo dos instrumentos racionais de andlise.
Compreendidos como de natureza transsubjetiva, os nimeros sao Vvistos como
expressoes, no entendimento humano, do que realmente ¢ no mundo exterior. Sob
tal acepcdo, os numeros assumem, por assim dizer, um compromisso com a
realidade dos fatos e, portanto, se portam como imagens intelectuais dos eventos
exteriores ou independentes do entendimento humano. De acordo com Cantor:

E possivel atribuir uma existéncia real aos nimeros inteiros, sejam finitos ou infinitos,

em dois sentidos; mas, rigorosamente falando, é sob estes dois sentidos que qualquer
conceito [...], no que diz respeito a sua existéncia, pode ser considerado.
Primeiramente, podemos olhar os inteiros como reais na medida em que eles ocupam
um lugar determinado em nosso entendimento, como bem distinguidos de todas as
outras partes do nosso pensamento, relacionando-se com elas de determinadas formas,
modificando, de fato, a substincia de nosso pensamento de uma certa maneira; chamo
este tipo de realidade dos nimeros de intrasubjetiva ou imanente [...] Todavia, posso,
da mesma forma, considerar os nimeros com expressdes ou cOpias dos eventos e

relacdes do mundo exterior, que se confronta com o intelecto [...] Chamo tal forma de

realidade de transsubjetiva ou transciente® (CANTOR, [1999], §8, [1]).

Em seus Grundlagen, Cantor ndo abordou os tipos ordinais, deixando para seu artigo de 1895 —
as “Beitrdge” - um tratamento detalhado e sistematico deste tépico (CANTOR, §§ 7-11, [1941]).
Entretanto, na ja aludida carta a Enestrom, de novembro de 1885, Cantor diz que, in abstracto, o
infinito atual tanto se mostra como inteiros infinitos, se bem ordenados, ou como tipos ordinais,
denominados por Cantor de “nimeros da mente” ou “vistos pelo olho da mente” (p.102, [1994]).
® Em uma nota final dos Grundlagen, Cantor expde bem precisamente a distingdo entre realidades
intrasubjetiva e transsubjetiva. Enquanto a natureza intrasubjetiva de um conceito é de escopo da
l6gica, seu cardter transsubjetivo — ou transciente — pertence a metafisica, porquanto lida com sua
correspondéncia com o mundo exterior. Segundo Cantor, “o procedimento na correta formagdo de
conceitos € [...] sempre o mesmo. Postula-se algo com propriedades que, inicialmente, ndo € nada
mais que um nome ou um simbolo A. [E]ntdo, de uma forma ordenada, atribui-se [a tal simbolo]
um ou muitos predicados inteligiveis, cujos significados sdo conhecidos por meio de idéias ja
disponiveis [na razao] e nao contraditérios entre si. Deste modo, determina-se a conexdo de A com
conceitos ja [definidos][...]. Uma vez que tal procedimento seja levado a termo, entdo temos todas
as condicdes prévias para o aparecimento do conceito A, o qual, adormecendo dentro de nds,
adquire um ser garantido por sua realidade intrasubjetiva, que consiste em tudo que se pede a um
conceito; determinar seu significado transciente — ou o seu contetido transsubjetivo — é uma
questdo da metafisica” (CANTOR, ibid, p.919)
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O fato de Cantor considerar que os conceitos matematicos — e, em geral,
qualquer conteido conceitual — admitem ser compreendidos de maneira
intrasubjetiva ou transsubjetiva, exerce um papel fundamental na atitude de
Cantor diante da matemdtica. Para Cantor, qualquer teoria matemadtica deve se
comprometer com sua natureza intrasubjetiva e, sendo assim, ndo pode permitir
contradicoes internas. O lado transsubjetivo da matemaética ndo interessa a Cantor;
em sua natureza dltima, a matemadtica € livre de qualquer relacdo com os fatos
exteriores, o que a torna uma disciplina que, essencialmente, prima pela liberdade

criativa, desde que esta ndo engendre paradoxos (CANTOR, ibid, §8, [4]-[5]).

25
O conceito de continuo nos “Grundlagen”

Uma das missdes que Cantor se prop0s nos “Grundlagen” foi a de bem definir
a natureza de um agregado continuo, como, por exemplo, o continuo dos niimeros
reais. Apds uma breve discussdo das concepcdes tradicionais sobre o continuo —
como as de Aristoteles ou de Santo Tomés de Aquino (§10, [1]-[3]), Cantor expde
a tese de que o conceito de continuo € independente das intuicdes de tempo e de
espaco; ao contrario, € pelo fato de podermos definir logicamente — ou
intrasubjetivamente — a continuidade que surge a possibilidade de entendermos o
tempo € O espago como coisas objetivas ou como representagdes subjetivas.
Segundo Cantor, ndo hd nada na percep¢ao sensorial do tempo e do espaco que
nos garanta que ambos sejam estruturalmente continuos. Conforme Cantor:
Em minha opinido, trazer a tona o conceito de tempo ou a intuicdo de tempo na
discussdo muito mais fundamental do conceito de continuo ndo € o procedimento
correto; o tempo, para mim, é uma representacdo e, para sua clara exposicdo, é
pressuposto o conceito de continuidade, sobre o qual ele depende e sem cuja
assisténcia ele ndo admite ser compreendido objetivamente (como uma substancia) ou
subjetivamente (como uma forma de intui¢do a priori) [...] Da mesma forma, minha
convic¢do € a de que a assim chamada forma de intuicdo do espago ndo pode nos
ajudar na aquisi¢do de conhecimento sobre o continuo. E somente por que temos o
auxilio do conceito de continuo ja completamente [desenvolvido], podem o espago e
sua estrutura [interna] ser objetos de sébria e exata investigacdes matemdticas, e ndo

somente ser temas comparagdes filoséficas (CANTOR, ibid, §10, [1]).
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A fim de entender o espaco e o tempo em termos estritamente l6gicos, Cantor
inicia um tratamento aritmético do continuo. Inicialmente, Cantor define um
espaco aritmético plano n-dimensional G,, como sendo o agregado de todos os
pontos aritméticos definidos pelas n-uplas (x, x2,..,X,), em que cada xi, ,tal que 1
<k <n, pode tomar como valores, independentemente, todos os nimeros reais do
intervalo (e o).

A partir dos resultados alcancados em 1874 e 1878, Cantor parte da tese de que
qualquer espago aritmético, de qualquer dimensao, tem a mesma poténcia de um
intervalo retilineo do tipo (0,1), a qual, ja em 1878, Cantor havia conjecturado ser
igual a (IT) — a famosa hipétese do continuo (CANTOR, ibid, §10, [5]-[7]). Como
um enunciado equivalente, a hipdtese do continuo admite a seguinte formulacao:
dada uma por¢do infinita P de um espago aritmético de dimensdo qualquer, ou tal
porcdo tem poténcia igual a da primeira ou igual a da segunda classe de
niimeros. Tomando os pontos de acumulacdo desta porcdo —vide (1.1)-, pode-se
entdo chegar a duas possibilidades: ou o primeiro conjunto derivado tem poténcia
igual a (I), a poténcia da primeira classe de nimeros, ou tem poténcia igual a (II),
a poténcia da segunda classe de nimeros. Se tiver poténcia igual a (I), entao ha
um ndmero inteiro @, da primeira ou da segunda classe de nimeros, tal que tal
por¢io do espaco aritmético seja de primeiro género e de arespécie — isto €, P%é
um conjunto finito. Mas se tiver poténcia igual a (II), entdo seu primeiro conjunto
derivativo satisfaz a equacao (CANTOR, ibid, §10, [9]):

P =R + 58,
sendo que R € um conjunto de primeiro género e de ¥espécie e S € tal que S = S7,
em que ¥ sdo numeros da primeira ou segunda classe, tomados sucessivamente;
em outros termos: o processo de eliminacdo sucessiva de S de seus pontos de
acumula¢do, mesmo que levado ao infinito, da por resultado o préprio conjunto S.
Qualquer conjunto infinito de pontos aritméticos que se comporte como S Cantor
denomina de perfeito (CANTOR, ibid, §10, [11]).

Para Cantor, um conjunto de pontos aritméticos € continuo se, e somente se, for
perfeito e conexo. Por conjunto conexo de pontos aritméticos, Cantor entende um
conjunto tal que, dados dois de seus pontos T e T’, para qualquer nimero tao

pequeno quanto queiramos & sempre existe um numero finito de pontos ty, t;,..., t,
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de T, tais que as distancias /T -1 /, /t1 - tz/, /tz -3 /,..., /tv - T’/ sdo todas
menores que € (CANTOR, ibid, §10, [15]). Desta forma, Cantor define um
conjunto de pontos - entendidos aritmeticamente- como continuo, se ele satisfizer,
necessdria e suficientemente, as condi¢des de ser perfeito e conexo. Com tal
caracterizacdo do continuo, Cantor integra, em uma unica defini¢do, as defini¢oes
anteriores e incompletas de Dedekind e Bolzano (CANTOR, ibid, §10, [17]-
[18])".

Caberia entdo a Cantor demonstrar que entre as poténcias (I) e (II) ndo ha
poténcias intermedidrias, isto €, a estrutura ordinal das poténcias infinitas
ascendentes €é isomorfica a estrutura dos inteiros finitos ou poténcias finitas. A
demonstracdo de Cantor €, em linhas gerais, como se segue (CANTOR, ibid, §13,
[1]-[9]). Em primeiro lugar, Cantor escolhe arbitrariamente um agregado (a’) de
diferentes nimeros a’ da segunda classe de nimeros. Necessariamente, pelo fato
da segunda classe de nimeros ser um agregado bem ordenado, valem para (a’) as
propriedades seguintes:

(1) Entre os niimeros de (a’), ha um menor nimero;
(2) Se os numeros de (a’) admitem ser postos em uma seqiiéncia decrescente
aj, a,...,ap..., entao tal seqiiéncia tem um ultimo termo ay, com a; sendo

o menor nimero de (a’), e, alem disso, tem um niimero finito de termos.

A partir destas duas propriedades de qualquer agregado da segunda classe de
numeros, Cantor passa a demonstragao do seguinte teorema, equivalente a tese de
que entre as poténcias (I) e (II) ndo ha poténcias intermedidrias:

Se (a’) é qualquer agregado da segunda classe de nimeros, entdo,

necessariamente, surgem trés alternativas: ou (a’) tem um nimero finito de

termos, ou tem poténcia igual a (I), ou tem poténcia igual a (II).

? Para Dedekind, o continuo dos niimeros reais caracteriza-se essencialmente pela propriedade de
que cada nimero real b define um corte, isto €, uma sec¢do nos nimeros racionais tais que ( -egb]
e ( b,o0). Além disso, cada corte definido nos racionais define um, e somente um nimero real
(DEDEKIND, p.21 ,[1964]). Obviamente, para que a definicdo de Dedekind se sustente, é
necessdrio o pressuposto de que cada nimero real € um ponto de acumulagdo de um conjunto de
racionais, isto é, na vizinhanca de cada nimero real, por menor que esta seja, hd infinitos nimeros
racionais, o que coincide com a definicdo cantoriana de conjunto de pontos perfeito. Por sua vez,
Bolzano define uma grandeza continua como sendo aquela que, dado um de seus elementos
qualquer e uma vizinhanca deste elemento, por menor que esta seja, sempre hd, no minimo, um
outro elemento da grandeza em questdo (BOLZANO, §38, [1999]). Em linhas gerais, a definicdo
bolzaniana de grandeza continua coincide com a nog@o cantoriana de conjunto conexo.
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A prova de tal teorema se faz da seguinte maneira: seja Q o primeiro nimero da
terceira classe de niimeros (III). Entdo qualquer nimero de (a’) € menor do que
Q, posto que (a’) estd contido em (II). Imaginemos que os nimeros de (a’)
estejam ordenados crescentemente, de tal forma que seja atribuido o indice @ ao
menor deles. Portanto, a seqiiéncia dos niimeros (a’), em ordem crescente, seria
Ay Ay + Ipes Agn vreee S€ postularmos que tal seqiiéncia tem um termo maximo,
entdo, ao enumerarmos todos os termos de (a’), chegamos a um nimero de indice
@+ k, o que, pela propriedade (2), implica que (a’) € finito. Por outro lado, pode
ser que (a’) ndo tenha um termo méximo, o que abre a possibilidade de duas
alternativas: ao enumerarmos todos os termos de (a’), podemos chegar a um
inteiro infinito limite da segunda classe, o que implica que a poténcia de (a’) seja
igual a (I) ou, finalmente, podemos continuar a enumeracdo passando por todos 0s
nimeros da segunda classe. Neste caso, o inteiro infinito atribuido a (a’) seria o
primeiro nimero da terceira classe de nimeros, sendo, por conseguinte, igual a Q.
Pelo terceiro principio de geracdo dos inteiros, isto implica que a totalidade (a’)
tem poténcia igual a (II), porquanto tem a mesma extensdao da segunda classe de
nimeros em sua completude. Desta maneira, se (a’) é enumerado, em sua
totalidade, por um segmento da segunda classe de niimeros, entdo (a’) € finito ou
tem poténcia igual a (I); se (a’) € enumerado por completo com todos os niimeros
da segunda classe, entdo (a’) tem poténcia igual a (II), ndo havendo, assim, uma
quarta possibilidade — quartum non datur-, como Cantor queria demonstrar.

E mediante o mesmo raciocinio que Cantor demonstra que, para quaisquer
agregados infinitos A, B e C,se A ¢ B c C e se (A~C), entao (A~B) e (B~C)
(CANTOR, ibid, §13, [10]-[11]). De fato, para que o teorema acerca das classes
de nimeros possa se verificar para quaisquer agregados, € necessério postular que
qualquer agregado possa ser bem ordenado da mesma maneira que as classes de
nimeros. Em outros termos, tem de se admitir que um agregado infinito qualquer
tenha uma poténcia igual a alguma poténcia de uma classe de nimero
determinada. A partir disto, postula-se que seus elementos possam ser contados
um a um, de tal forma que um inteiro infinito seja atribuido a totalidade de seus
elementos, dispostos como um conjunto bem ordenado. Se estas condi¢des sdao
satisfeitas, o infinito em questdo serd analisado como um segmento isomérfico a

algum segmento contido em alguma classe de nimero, e o supracitado teorema é
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demonstrado de forma andloga a demonstracdo de que, entre duas poténcias
ascendentes, pressupostamente imediatas, ndo pode haver uma poténcia

intermedidria.
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