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4
Estados semiclassicos para o caso U(1)

Neste capitulo, formularemos duas representacoes para a teoria do campo
eletromagnético em R?: a representacao de Fock (ou “candnica”) e a repre-
sentagao QEF (“quantized electric flux”, ou “polimérica”, ou “por lagos”),
esta ultima exatamente andloga a LQG. Veremos entao como as idéias de-
senvolvidas no modelo de particula pontual do Capitulo 3 podem ser trans-
portadas de maneira bastante direta para este caso, dando-nos uma formulacao
explicita para investigar estados da QEF que “parecam classicos” em escalas

macroscopicas.

4.1
A representacao de Fock

Uma conexao de U(1) é simplesmente uma 1-forma (tomando valores em
R A,(x) dz®. Seu momento conjugado é o campo elétrico E°(y). A forma
mais simples de quantizar esta teoria é obter um espago de fungoes em que
possamos representar a conexao por um operador de multiplicagao, e o campo
elétrico por um operador “derivada funcional”.

Considere o espago £ de campos vetoriais suaves €(z) = €*(x) e,, cujos

componentes satisfacam a condicao de Schwartz
Obe(x)
Oxb

para certas constantes Cp,. Entao podemos definir uma conexao dis-

" S Cb,n

tribucional de U(l) como um funcional linear sobre £, ¢ : € +—
¢(€). Identificamos a conexdo “de fato” A com o funcional linear
pa(e) = [ps Aa(x)€*(x)dz, e, por um abuso de notacdo, nos permitimos

denotar conexoes distribucionais por

e — ¢e) “ = /R3 Ag(z) €(z) da”

Lembramos que U(1) é o grupo dos ntimeros complexos unimodulares, ou seja, da forma
e, 0 € R. Logo, arigor, sua algebra de Lie, u(1), é o eixo imaginario iR, mas por praticidade
identificamo-lo com o eixo real.
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Seja A* o espago (linear) de tais conexoes distribucionais. Este espaco

admite (7) uma medida gaussiana dup dada por

/ €Z¢(€)d'uF(¢) — €_ifR3 Sap € (—A)71/2eb da

onde A é o laplaciano no espaco euclidiano R?. Em termos da transformada

de Fourie? do campo ¢, o laplaciano é dado por®
(Af)(x) = —/ k? e (k) e** da
R3

e logo a integral no lado direito da defini¢io acima vale [g; %te?(k)e’(k) dk B
Com isso, obtemos o espago de Fock Hpoac = L*(A*, dur).

Parece justo que neste espaco de funcionais sobre distribuicoes, os oper-
adores também sejam distribui¢oes. Dado um campo vetorial € € €., definimos

o operador de conexdao

(,21(6) \11) 6] = o(e) W[4] = ( | A@) (@) dx) U[g]

Da mesma forma, dada uma conexado A (no espago A, das conexoes
suaves cujas componentes satisfazem a condigao de Schwartz acima), definimos

o operador de campo elétrico

(Bw) i = —i[fu ]+ Lo(a) ) vig

t=0

= =i [ Mgy

w3 ([ Ao 2y ) i

2Definimos a transformada de Fourier (e inversa) de um campo vetorial ou de uma
conexao componente a componente, ou seja,

a 1 77,k:v
(k) = 2 /Rd dx
a 1 sz
e(x) = 2 /R3 dk

3Adotamos a convencdo de denotar, quando nao hé ambiguidade, a norma do vetor v
simplesmente por v; assim, por v? entende-se v - v, e por % entende-se \/%

‘Fsta integral estd bem-definida pois, parametrizando R?® em coordenadas esféricas,
dk = ¢? sin 0 df de de.
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onde ¢ + tA é a conexdo distribucional € — @(€) + t s Ae* dzx, e onde
identificamos naturalmente a conexdo )\, com o campo vetorial 5% ),. O
segundo termo, “multiplicativo”, estd presente apenas para garantir que £ (A) é
auto-adjunto num certo dominio apropriado (7)) (de fato, é essencialmente auto-
adjunto no dominio que nos interessa), e ndo influi nas propriedades algébricas
relevantes do operador.

Os operadores de conexao e campo elétrico satisfazem as relacoes de

comutacao

A, Am)] = o
[E(»,E(@i = 0
[E(A),fl(e): = /R Aofa)e'(x) do

Podemos considerar, ao menos formalmente, a existéncia de “operadores

distribucionais” fla(x), Eb(y), definidos pela propriedade

/ Au() ev(z)de = Ale)
| M By = B

(E importante enfatizar que estes operadores distribucionais sé estao
definidos formalmente, para simplificar certas manipulagoes simbdlicas mais
adiante.)

A “transformada de Fourier dos operadores distribucionais” é entao defi-

nida simplesmente por

/ A, dk = Ale)

. (k) e (k)
/ No(k) EY(R)dk = E())

R3

Considere agora os operadores de aniquilacao e criacao, respectivamente:
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Além do mais,

'] = 5 [ (A7) (-A) (e da

w3 | A7) (<8) (o) do
1 a
[ o) VEeu ) di

= / e, dx
R3

Definimos o vécuo de Fock |0) como o estado que é aniquilado por todos

os aniquiladores, ou seja,

a(e)|0) = 0

E possivel mostrar que estados da forma a'(emy) -+ -a'(e(n)|0) geram o
espaco de Fock inteiro B

A dlgebra de Weyl do espaco de Fock é a x-dlgebra abstrata W gerada
por produtos arbitrarios de elementos dos grupos abelianos {U(e) : € €
Exh, {V(N) : A € Ax}, com involucao U(e)* = U(—e), V(A)* = V(=A) e

satisfazendo

WMU@:pr/&am)m@wn

5De fato, o espaco de Fock é frequentemente definido em termos dos operadores de criacao
e aniquilacao. Isto é conveniente no caso de um espac¢o com uma quantia enumeravel de graus
de liberdade, mas no nosso caso é mais conveniente partir da representacao de Schrodinger.
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Assim, um elemento genérico de W pode ser escrito na forma

Z Zi U(G(i)) V()\(i))

W age sobre Hpocx por

(U w) (©) = exp(io(e) g
(T (@) = e (G0 (a7 ) o4y

Como os grupos U(e),V()\) sdo fracamente continuos, se tratam das
exponenciais de certos operadores auto-adjuntos; é facil verificar que se tratam
dos operadores A(e), E(\) definidos anteriormente.

Se definimos sobre W o funcional linear
1 T . a 2
p(U(e)V(N) =expq —= —le|"+ 20"\, + k |A|]7 ) dk
4 Jrs \ k

entdo a construgao de Gelfand-Naimark-Segal (8) sobre o vécuo |0) define o
espaco Hroe- Em particular, o conjunto dos estados obtidos comecando com
|0) e aplicando combinagoes apropriadas de operadores em W constitui um

subespaco denso de Hpyek.

4.2
A representacao por lacos

A holonomia de uma conexao de U(1) é definida simplesmente por

e, ) = i Au(e()é4(s) )

Seja L, o espago dos lagos fechados e : [0, 1] — R? (analiticos por partes)
que comegam e terminam em pg, com inversao denotada por a~!(s) = a(l—s)

e composicao denotada por

e1(2s), s<

(e10€2)(s) = { ex(25 — 1), 5>

Definimos a relagao de equivaléncia por holonomias ~ em £,,, da maneira

N~ N

6bvia: a ~ Bse U(a, A) = U(0, A) para toda conexao A. Nés iremos nos referir
a classe de equivaléncia de a por ~ como @, o “hoop” de a. Especificamente,
o hoop 0 do laco trivial ou constante o : s — py, consiste de todos os lacos

da forma 3 = a o (o 'R), onde R é uma reparametrizagao qualquer. Dado
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um « qualquer, & consiste de todos os lacos que diferem de « apenas por
reparametrizagoes ou por “insercoes” de lagos equivalentes a o.
O espago dos hoops, HG, tem uma estrutura natural de grupo se o

—_—~—

dotamos do produto & - B = «o (3. Naturalmente, a inversa é dada por
a'=a"1, e aidentidade é 6.

Podemos, portanto, definir uma classe de fungoes-holonomia indexada
por HG: T5(A) = U(a, A). Note que T5T; = T35; isto s6 vale porque U(1) ¢
abeliano. Note ainda que os Ty sao fungoes invariantes por gauge, e portanto
podem ser considerados fungoes sobre o espaco A/G das conexdes mddulo
transformacoes de gauge.

A algebra HA gerada pelos Ty é uma x-algebra com a involugao

(Z a; Tdi) = ZCL_Z‘Tdi—l

) %

Podemos doté-la da norma

I/l = sup [f(A)]
AeA/G

O completamento de HA em relacao a esta norma resulta na C*-
algebra H.A. Sua identidade é T5. Agora, a teoria de C*-dlgebras nos diz que
HA é naturalmente isomorfa a C(A), a C*-dlgebra das fungoes continuas
complexas sobre o espaco (Hausdorff e compacto) de ideais maximais A
(também referido como espectro de H.A). Note que a cada ideal maximal em A
corresponde (bijetivamente) um homomorfismo (de C*-dlgebras) h : HA — C;
o isomorfismo entre HA e C(A) é dado por a — &, onde a(h) = h(a).

De forma anéloga ao que foi feito no capitulo 2, definimos uma “conexao
generalizada” (moédulo transformagdes de gauge) como um mapa que associa
a cada curva e uma “holonomia” A(e) € U(1), satisfazendo A(e™!) =
A(e)™t, A(ejoey) = A(er) A(ey) — ou, equivalentemente, um homomorfismo de
grupos de HG para U(1). Dada uma tal A, podemos construir um elemento h
de A dado por h(T5) = A(a) (em (9) se demonstra que tal h de fato pertence ao
espectro). Alids, é facil ver que todos os homomorfismos de H.A em C admitem
tal forma® portanto, A também é caracterizado como o espaco das conexoes

generalizadas. De fato, em (10) se demonstra que A é um completamento do

5De fato, sé precisamos mostrar que os elementos de A satisfazem a propriedade
h(Tz) € U(1), ou equivalentemente |h(T5)| = 1. Mas, sabendo que Tz1j; = T ¢
ficil ver que qualquer homomorfismo h deve satisfazer h(T;-1) = h(T5)~!. Por outro
lado, h(T5-1) = h(Ta), e logo |h(T5-1)| = |h(T&)|. Combinando estes dois fatos, obtemos
‘h(T&)’1| = |h(T4)|, o que implica |h(T5)| = 1.
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espago A /G das conexdes médulo transformagoes de gauge; dado isto, podemos
nos referir a A como .A/G, conforme for mais conveniente.

Seja A uma representacao continua de H.A sobre um espaco de Hilbert H,
com vetor ciclico 2. Entao p(a) = (€, a2) define um funcional linear positivo
sobre HA. Equivalentemente, 5(a) = p(a) define um funcional linear positivo

sobre C'(A). Agora, o lema de Riesz nos diz que existe uma medida regular

sobre A = A/G tal que

@) = (a9 = [ a)du() = [ hia) du(h)

A

e, em particular (mudando apenas de notagao),

@70 0) = [ T du(h) = [ Atw)aut)

A/G

A representacio A de HA sobre H é unitariamente equivalente a uma
representacao em L2 (A_/g, du). A equivaléncia é dada da seguinte forma: H é
levado em L2(A/G,du) pelo mapa aQ — a (em particular, o vetor ciclico Q2
corresponde ao elemento w(A) = 1), e os Ty correspondem aos operadores de

multiplicagao

(m:) (A) = A(a)T(A)

Da mesma forma, no sentido contrario, dada qualquer medida du no
espaco .A_/Q, a construcao de Gelfand-Naimark-Segal determina uma repre-
sentacdo de H.A sobre L2(A_/g, du), onde a agao dos T; é dada pela expressao
acima e o vetor ciclico é w(A) = 1.

Note que, pela estrutura de H.A, o subespaco Loop gerado pelas funcoes
Vs = Thw é denso em L2(A/G,du). (Explicitamente, Us(A) = A(a). Estes
estados sdo, naturalmente, chamados estados de lagos.)

H4 uma medida, em certo sentido, “natural” para A/G, construida da
seguinte forma. Definimos, para cada conjunto finito de lacos ag, ..., a,, um
espaco Hy,, . o, =~ U(1)" e uma medida dugl) induzida pela medida de Haar

para U(1):

1 A ,
Flz, . zn) dul?) = / Fle® e dp, ... db,
/ « & )i (2m)™ [0,27] ( ) 46,

Marolf e Mourao (1)) definem uma nogao de espago-limite projetivo de
uma familia de espacos de medida, e demonstram que o espago-limite projetivo

da familia {(Hal,”_ﬂn,dug))} é (A/G,duy), para uma certa medida dug; em
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particular, cada espago H,, ., admite uma projegao natural

n

p:A—/g - Hal,...,an
A — (Alar),..., Alon))

As fungées cilindricas sio os elementos de L2(A/G,duy) que fatoram
por alguma destas projecoes; dito de outra maneira, sao as fungoes da forma
U(A) = f(A(),...,A(ay)). O conjunto das fungoes cilindricas é denotado
Cyl,.

A medida dug obtida acima no limite projetivo é induzida pelas medidas

de Haar, no sentido de que, para cada funcao cilindrica, vale

_ _ 1 , .
/\I/(A) dpo(A) = ) /[02 . fle, ... "), ... do,

A/G

e portanto podemos nos referir a dug como “medida de Haar” para A_/g

A representacio de HA sobre L*(A/G,duy) = Ho é chamada repre-
sentacdo por lagos, ou (talvez mais especificamente) representagao de Haar.
Podemos usar a definicao acima de dug para determinar o funcional linear

positivo correspondente a esta representacao: caso & = 6, A(a) = 1VA e logo

A/G

1
= — do

2m [0,27]
= 1

pT2) = [ Aa)duo(A)

enquanto que, caso & # 0, temos

pTw) = [ Alw)duo(A)
A/G
1 .
= — e do
27 [0,27]
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Finalmente, vamos definir sobre H, operadores “conjugados” E (33), onde
¥ sao 2-subvariedades (superficies parametrizadas) em R?. Sua agao sobre
estados de lagos é dada da seguinte maneira. Seja N(p) o vetor normal de
Y em p. Sejam s;...s, os valores em [0,1] em que « intercepta ¥ nao-

tangencialmente, ou seja, tais que a(s;) € ¥ e é(s;) £ N(a(s;))D Entao

E(Z) \IJd = (i I{j) \If&

onde k; = sgn (&(s;) - N(a(s;))) determina a orientacao relativa entre a e X
em cada intersecao.

Este operador ¢ essencialmente auto-adjunto em Loop, e portanto admite
uma tnica extensdo auto-adjunta (também denotada E(X)) para Hy. Por
uma construcao exatamente analoga aquela feita na secao 2.0, é facil ver que,

formalmente,

N ) )
EX) = —z/Z A dS(o)

e, portanto, E(Z) é o “operador do fluxo elétrico sobre 7.

4.3
Representacoes r-Fock

Nosso objetivo ¢é codificar o comportamento da representacao de Fock nos
mesmos termos da representacao por lacos — ou seja, codificar os estados de
Hroa como funcgoes sobre o espaco de configuracoes A_/Q Nesta secao, vamos
obter medidas pu,., chamadas medidas r-Fock, que resultam em representacoes
de HA (ndo-equivalentes & representacio associada & medida de Haar) que
cumprem exatamente este papel.

Comecamos definindo o fator forma de uma curva e como sendo o campo

vetorial (distribucional) X2 sobre R? tal que, para todo A,

X2(z) Ay () do = /O Ay(e(s)) €°(s) ds

R3

ou, em termos do delta de Dirac 3-dimensional §),

Xg(m):/o ¢4(5) 6@ (z — e(s)) ds

"Da prépria definicdo do operador E(E), entende-se o porqué de ignorarmos pontos de
tangéncia entre a e Y. Da analiticidade de «, segue-se que os pontos de intersecao nao-
tangenciais existem apenas em nimero finito.
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Neste sentido, o fator forma contém exatamente a informacao sobre a
geometria de e que é relevante para o calculo de holonomias. Agora, para

r > 0, considere a familia de funcoes em R? definida por

1 o2
(@) = Sm—ge2?

= ons/2y3
(Escrevemos x2 = ||z||2.) Note que lim, o f, = 0®. Assim, podemos
considerar os campos vetoriais (suaves) definidos substituindo 6® por f. na

formula acima, ou seja, fatores forma borrados

X0 (x) = / §(s) f,(x — e(s)) ds

Note que a composigao de curvas ¢ preservada: Xe oe,r = Xeyr + Xeyr-
Podemos agora definir, para cada r > 0, um mapa mensuravel de A*
para A/G por O,(¢) = Ay, onde

Agr(e) =exp (i¢p(Xer)) € U(1)
Tomando o push-forward de dugr por ©,., obtemos uma familia de medidas
du, em A/G, definidas por
MT(B) = :uF(@':l B)

para qualquer conjunto mensuravel B. Cada du, é associada a um espacgo de
Hilbert L?(A/G,dpu,) (e, por conseguinte, a uma representaciao de H.A), com

funcional linear associado

pe(Ts) = [ Ala)dp(A)
A/9

= [ ew(i6(Xes) dur(0)
= o (- [ 00 X0 (A) VXL, ) o)

Se consideramos a transformada de Fourier do fator-forma

a _ a —ik-x
XI(k) = COEE RSXe(x)e dx

1
_ —ik-e(s) sa
(2ﬂ)3/2/0 e é*(s)ds
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e do fator-forma borrado

a o 1 a —ik-x
Xep(k) = W/RS Xep(z)e " dx
k27'2
= e = X!(k)
entao temos
1 1 u b
pT(Td) = exp| — _5abXar(k>Xar(_k)dk
4 R3k ’ ’
1 1
= —= N X (K% dE
ow (=5 [ 7 1% ax)

Construimos, assim, uma representacdo “r-Fock” de HA em
L2(A/G, dp,).

Em (12), é demonstrado que HA é naturalmente isomorfa a C*-
dlgebra HA,, onde HA, é a algebra gerada pelas “holonomias borradas”
de lagos T5,.(¢) = exp (ip(Xa,)). O isomorfismo é dado por I.(T5) = Ts,,
HA, é uma sub-algebra propria da algebra de Weyl W, e no entanto
em (I2) se demonstra que, aplicando a constru¢ao de Gelfand-Naimark-
Segal a H.A,, com vetor ciclico 2 e com o funcional linear positivo pp
definido na representacio de Fock — que, restrito a HA,, tem a forma
pr(Tay) = exp (=1 [os + | Xar (k)P dk) = p.(Ts) — o espaco H, obtido é

isomorfo a Hpoe, com o isomorfismo dado por

A

U(Ts, Q) = exp (1 A(Xa)) [0)

(Em particular, os elementos da forma exp <z A<Xa,'r')> |0) geram um
conjunto denso em Hp,ek.) Podemos, portanto, denotar a acdo do operador
de holonomia borrada sobre o espago de Fock por Ta;r = exp <z A(XM)), sem
ambiguidade.

Agora, se induzirmos um funcional linear positivo “de Fock” sobre H.A
por p(Ts) = pr(1(Ta)) = pr(Ts,) = pr(Ts), recuperamos o funcional linear
positivo p, obtido acima, o que mostra que a representacdo r-Fock de H.A
em L*(A/G,du,) é unitariamente equivalente A representacdo de Fock em

L*(A*,dur). O mapa unitdrio que efetua esta equivaléncia é dado por
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—

UT(\IId) - U(Ir(Td)Q)
— U(Ts,0)
= T&,T|0>

Cada operador B sobre o espaco de Fock possui uma acao R induzida
sobre o espaco 1-Fock L*(A/G,dp,), obtida pela condicio U,(R(B)(¥)) =
B(U,(¥)) — ou, de forma mais breve (usando o fato de que temos um

isomorfismo), R(B) = U-' o B o U,. Em particular,

r

R(T;,)Ws = (U7 0Ty, 00,) s

~

e portanto R(7}j,) = TB’ como era de se esperar.
Para determinar a acdo do campo elétrico £ (\), notamos primeiro que,

€m HFock7

([BO). Ta,] @) [0) = (—z’ /R (y) Xan(y) dy) %) wg)
e portanto

[Ea(m), Ta] — —iX? () Ts,

(Note que, apesar de E“(:c) ser um operador distribucional, seu comu-
tador com a holonomia borrada estd bem-definido.) Logo, no espaco r-Fock,

devemos exigir
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Se definimos o campo elétrico borrado Ef(x) = —i [ps fr(z—Y) #(y) dy,
vemos que
(o)1) U5 = =i [ flo— g dy ity [ folo—g) sl
r\ L) Lla g — 1 r\r =Y YyTilg r\T =Y Yy
’ R3 6Aq(y) R 0 Aa(y)

= =i | fole—y) Xoxy)Vpdy
R3
+iTs | fole—y) X5(y) Vgdy
R3

= i (X () - X2, (@) Vs

aof,r

= —iX2, (x)T5V,

e logo R(E*(x)) = E*(x). Portanto, naturalmente,

R(E(N) = / Na(z) Bo(x) da

R3

Com isso temos uma algebra de Lie definida por

A

|Be(@), Ts] = —iX2, (@) T

4.4
Redes de carga

As redes de carga sao o andlogo exato das redes de spin e, da mesma
forma, fornecem uma base ortonormal para L?*(A/G,du). Tome um grafo
fechado orientado v = {e;}, com cada aresta e; analitica por partes. Definimos

lacos

Bi = Q(e(1) " o €50 Q(e(0))

onde o Q(p) é qualquer caminho do ponto-base py até p que tenha apenas
um numero finito de intersegoes com ~. “Colorimos” as arestas com ntimeros

inteiros ¢., (correspondendo a representacoes irredutiveis de U(1)) sujeitos a
+

seguinte condi¢ao: em cada vértice v, sejam e;” as arestas que chegam a v e
sejam e, as arestas que saem de v; entdo ) ¢+ = Y ¢.—. Definimos entéo o
7 k

lago correspondente a rede de carga s = (v, q) por

ﬁ:ﬁfelo...oﬁ#n
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(onde " é o lago obtido percorrendo-se [ r vezes). Entao o estado de rede de

carga s ¢ definido por

U, = TB w
E possivel mostrar que, de fato, (¥s,¥y) = 054, ou seja, o produto

interno é nao nulo apenas se s, s’ tiverem o mesmo grafo e mesma coloragao.
Definimos o fator-forma de s por X¢ = >, ¢., X¢,, e o fator-forma borrado
de s por X, =5, ¢, XS .
Sejam s (v,q) e s = (v/,¢) duas redes de carga arbitrarias. Se

definimos Ty = T; seguindo a construcao acima, vemos que

Ts \I]s’ = \Ists’

onde sUs = (yUv,q+¢). (Ou seja, e é aresta de s U s’ se e somente se é
aresta de s ou se s'; neste caso, a carga associada a e é g. + ¢..)

Podemos calcular a acao dos operadores de fluxo elétrico sobre estados
de redes de carga. Da acao definida acima para estados de lagos, temos

diretamente

B(X) U, = (Z /{jqj> T,

Note que os estados de redes de carga sao autofuncoes; isto ocorre apenas
porque U(1) é abeliano.
No que se segue, serd importante considerar o operador campo elétrico

borrado

E(x) U, = X¢,(2) T,

Formalmente, £%(z) = —i Jrs %X;T(:c) dx. Note que [Eﬁ(m),fa] =
—1X gr(x)fa Este comutador tem a mesma forma que tem na representacao
r-Fock. Logo, se tratam de duas representacoes diferentes da mesma algebra

de Lie.

4.5
O vacuo no espaco dual

Nesta secao, iremos definir um estado candidato para corresponder ao
vacuo de Fock na representacao QEF. Da mesma forma que no capitulo
anterior, este estado nio pode ser um elemento de L2(A/G, dg): tem de ser
um elemento de seu dual. Especificamente, seja D C Hy o subespago (denso)

das combinagoes finitas de estados de redes de carga. Seja entao D* o espago
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dos funcionais lineares complexos o : U +— (o|W). Os operadores de holonomia

e campo elétrico borrado herdam naturalmente uma agao sobre D* por

(olTa] [w) = (o] [720.)]

Ty yxps>]

E2(2)'|w)]

S

(ol Bx()]| [w,) =

~ S~~~
2

ol [ B2())w.)]

Lembramos que, para qualquer campo €, o vacuo de Fock |0) satisfaz

a(e)[0) = % (A((~A)4) +iB ((-A) ) 1) =0 (4-1)

Usando a identidade de Baker-Hausdorff-Campbell, obtemos

pV2iale)  _ ez‘A((-A)l/4e) e—E((—A)*l/“e) e—%[A((—A)1/4e),E((—A)*l/“e)]

eiA((—A)1/4e> e-E((-A)*/%) o3 [ llell?de

Se tomamos uma rede de carga arbitraria s e escolhemos

€ = (=A)7Y4X?2 | a férmula acima se torna

EXE

~

e\/im(e) _ Tsre_EA((‘A)_l/QX?ﬁ p(TM)Q

)

Podemos considerar a agao deste operador no espago r-Fock por

R <e\/§id(e)> _ Ts e—f(_A)—1/2Xa,s,r E¢ dx pr(Ts>2

O operador R (eﬂi&(6)> estd definido apenas em termos de elementos da
algebra de Lie gerada pelas holonomias e campos elétricos borrados; portanto,

isto nos permite considerar sua agao sobre a representacao no espaco dual D*:

(@R (e\/iz‘fz(e)> _ (J|T371 o (22X B da oo (T,)?

Assim, a condicao (4.1) sobre o vacuo equivale a seguinte condicdo em
) s s
D*-

<UO| Ts - <UO| e_f(_A)ilmXays’T Eﬁ da pr(TS>2
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Aplicando ambos os lados da equacao ao estado de rede de carga W,
obtemos
(o0l T/} = {ou] e Kuer Bi e (7,121 )
e logo

(ool Us) = py(Ty)2 /OO e (g ) (42)

Em particular, tomando s’ como a rede de carga vazia o, temos

(ools) = pr(T5)* (o0o)

O valor (og|o) é uma constante arbitraria C'; portanto, a equagao acima

define um funcional oy : s — C p,(T)?, onde

1 1
w2 = e (=5 [ FIXGar)
R3

1 1
= €Xp <_§ Z Geq1Ges /];{3 EdabXel,r<k)X22,r(k) dk)

€1,e2€y

Para mostrar que este elemento de D* corresponde ao vacuo de Fock,

falta apenas verificar que ele é solugao de (4.2). Agora, note primeiro que, se

s=(v,q) e s =(v,¢), entao

1 1
pr(TsUs’) = €Xp _5 Z Z (qe1 + QQl) (q62 + Q(/ig) / _5ab Xgl,r(k)ng,r(k) dk

s k
e1 €YUy egeyUy/ R

onde, claramente, g. = 0 se e ¢ v e vice-versa. Portanto, o somatério dentro

da exponencial pode ser decomposto como

1
S (et dl) (et ) / L s X (X2 () dk =

s k
e1 EyYUY eg €Uy R

:Zqulqe2/...+Z qulq;/...—FZZqulqéz/”,

e1€Y ea€y e1€v ea€y’ e1€Y ea€y’

e, portanto, para qualquer rede de carga s’, temos

/ 1 a
(@l Ush = CoTf (o oxw (= [ 20 X8, (0X,(8) di )
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/ ]' a
= p.(T,)? (o0|s") exp (— /R3 E(Sab X (k)XY (k) dk>

como desejavamos. Portanto, oy representa o vacuo de Fock no espago dual da
representacao QEF. A partir de o, a acao da dlgebra H.A define um subespaco
Fp C D*. Podemos definir naturalmente (I13) um produto interno sobre Fp
tal que seu completamento resulta num espaco de Hilbert Hp C D* isomorfo
a Hrock- NO entanto, este produto interno nao coincide com o produto interno
definido em Hjy; portanto, para entender a relacao entre os estados “fisicos”
da representacao QEF e os estados “de Fock” de Hp, temos que apelar para

outras ferramentas, no analogo exato da situagao obtida no capitulo 3.

4.6
Conclusdao e comentarios

Aqui, como no capitulo 3, podemos definir uma no¢ao de “shadow
states” e definir nogoes de s-expectancia e s-variancia para redes de carga.
Com base nisso, deve haver alguma classe de redes de carga “regulares” s
(ndo estd imediatamente claro quais seriam) para as quais poderiamos obter
explicitamente a expectancia, digamos, de T., no estado .

Nesta dissertacao, nos restringimos a considerar a construcao de estados
semiclassicos para a teoria de U(1), um grupo abeliano, sobre o espago
euclidiano R?, uma variedade com estrutura métrica predefinida. Em (14), ¢
feita uma “traducao” do resultado apresentado acima para o caso da LQG. Em
resumo, os autores primeiro redefinem o vacuo acima em termos da aplicacao de
um operador “ntcleo de calor” (obtido como um limite projetivo); repetem esta
construcao no espaco de estados da LQG tomando um operador supostamente
andlogo (dependente de um “gauge fixing”), e obtém assim um estado que
propoem como candidato ao vacuo de Minkowski.

Neste ponto, é necessario tecer um comentario final. A abordagem
utilizada por esta dissertacao — derivada dos papers de Ashtekar et. al. e de
Varadarajan (12)), (13), (14) — admite uma alternativa, resumida por Rovelli
em (4). Lembrando que, como mencionado no capitulo 2, uma rede de spin s
é uma autofuncao dos operadores de area e volume referentes a superficies
e regioes arbitrarias na 3-variedade; os autovalores associados sao a area
da superficie, ou volume da regiao, na geometria definida por s. Podemos
entdo selecionar uma escala macroscépica ¢ (maior do que o comprimento
de Planck /p) e uma métrica g, e definir uma classe de “weaves”: redes de
spin que definem, para toda regiao ou superficie macroscopicas, o mesmo

volume ou drea que g, a menos de erros pequenos em {/{p. Estados fisicos
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seriam, portanto, superposicoes de classes de equivaléncia de weaves. Em
particular, podemos definir uma weave plana (nao-tinica, note-se) aproximando
a geometria plana. Rovelli entao sugere que o elemento do dual associado
ao vacuo de Minkowski aproximaria o vacuo da teoria linearizada. Uma
série de consideracoes heuristicas levam, finalmente, a um funcional gaussiano
concentrado na weave plana.

As propostas de Ashtekar e Rovelli tém o mesmo formato (sugerindo
uma possibilidade de redescrever mais rigorosamente as duas propostas nos
mesmos termos), mas aparentemente nao coincidem. Serd interessante no

futuro investigar o porqué desta divergeéncia.
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