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2
A gravidade quantica em lacos

Este capitulo é dedicado a um panorama geral da teoria da gravitacao
quantica por lagos. Como dito na Introducao, o que se pretende aqui nao é
dar uma descricao completa e autocontida da LQG partindo dos primeiros
principios de relatividade geral e mecanica quantica, mas apenas prover algum
tipo de embasamento que dé propdsito ao que € feito no restante da dissertacao.
Portanto, neste capitulo nao nos preocuparemos com o rigor e completude,

favorecendo uma visao esquematica do assunto.

2.1
Introducao

E possivel obter solugoes das equacoes de Einstein tomando uma “fatia”
do espaco-tempo — uma 3-variedade tipo-espaco M — e a analisando como
um sistema mecanico infinito-dimensional. Este sistema é derivado de forma
rigorosa no Apéndice A; para os propésitos deste capitulo, basta a seguinte
descricao “pictorica”, apresentada sem demonstragoes.

Definimos uma conexdo do grupo de rotagoes SO(3) sobre M como
uma 1-forma A(z) = A,(z)dz® assumindo valores na algebra de Lie de
SO(3) T Como este grupo admite um recobrimento (universal) por SU(2), suas

algebras de Lie sao isomorfas, e logo podemos expressar a conexao em termos

dos geradores da dlgebra su(2) — que sdo, a menos de um fator de —%, as
matrizes
0 4 0 1 1 0
T = , Ty = , T3 =
lio |0 | cr o0 o=

Assim, podemos escrever A(z) = A’ (x)7; dz®. Os valores A’ (x) sdo as

coordenadas deste sistema mecanicd?. Seu momento conjugado consiste da

1Utilizaremos ao longo de todo o texto a convencdo de somatdério: quando um indice
aparece repetido numa expressao, subentende-se um somatério sobre todos seus valores
possiveis. Assim, Tpp.S*? = 22:1 25:1 TpeSed,

2Note que A pode ser considerada um objeto com um fndice “curvo” a (cada valor de a
corresponde a uma a diregdo em M), um indice “plano” i (cada valor de i corresponde a uma
direcdo em T, SU(2) = su(2)), e um “indice continuo” = com uma gama nao-enumersvel de
valores.
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chamada triade densitizada, composta por trés campos vetoriais® E]b(y) A
partir deles, podemos definir o tensor métrica g,, por Ef E;’ 69 = (det g) g*
(onde g ¢ a inversa definida por g,.g?® = 6% — note que det g é o determinante
de gap, ndo o da inversa!). Estes observaveis constituem uma &lgebra com

colchete de Poisson

{A,(@), Ay} = 0
{Ei(2), Ej(y)} = 0
{AL@), Bj(y)} = 60,0 (x,y)

8

8

(6® é o delta de Dirac em M, definido por [,, f(z) 0®(z,y) dz = f(y).
Para uma defini¢do mais rigorosa desta algebra, veja o apéndice A.)

A “receita de bolo” da quantizacao canonica nos aconselha a encontrar
um espaco de Hilbert sobre o qual estejam definidos operadores /Alfl(x), E;’(y)

satisfazendo

Ai@), Alw)] = o
(@), Biy)| = 0
Ai), Biy)| = —indt ;69 () 1

Normalmente se toma algum espago H de fungoes W(A) sobre o espago
de configuragoes — no caso, A, o espago das conexoes suaves de SO(3) em M.

Entao definiriamos, sobre estas fungoes, os operadores

(Ay(2) W)[A] = Al(z) ¥[A]

A Y
(Ej(y) U)[A] = —ih———[A]
0A4(y)
Aqui, a operagao 5,;15?’\1@) seria definida formalmente como a “derivada
direcional” de ¥ na direcio da “variagio” §AJ(z) = “69 34y 63 (z,y) 77

3A rigor, cada E; é uma densidade vetorial de peso 1.
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5;15;;@ A = Larateon

dt
Infelizmente, esta “derivada funcional” em geral s6 esta bem-definida

t=0

como uma distribuicao, e tem de ser “borrada sobre M”. Ou seja, para cada

V. podemos definir uma medida sobre M, denotada é,f;lz@/) dy, e assim, para
b
cada “fungao-teste” f(z), podemos calcular a integral | v W) 6,;;7\1211) Y.
b

No caso da teoria do campo eletromagnético, que estudaremos em
detalhe no capitulo 4, é possivel tomar como espaco de configuracoes um
espaco de conexoes distribucionais. A presenca da métrica euclidiana em R3
permite definir uma medida privilegiada, dita “gaussiana’, sobre este espaco de
distribuicoes, e com relacao a esta medida se obtém um espaco L? de funcionais
sobre o qual é possivel definir os operadores correspondentes a conexao e a seu
momento conjugado. No entanto, no presente caso da teoria da gravitacao, a
abordagem anédloga se mostra um tanto impraticavel (entre outros motivos, por
falta de uma métrica “de fundo”; veja (IJ)). Portanto, a quantizacao candnica

se mostra impraticavel e somos levados a procurar formatos alternativos.

2.2
A representacao por lacos

Na representacao por lacos, passamos a considerar, como variaveis
basicas, as holonomias. A holonomia da conexdo A ao longo da curva® e :
[0,1] — M ¢ definida da seguinte maneira. Tome, no ponto ¢(0), a matriz
I € SU(2), e aplique a ela o transporte paralelo definido por A, ou seja, defina
uma curva de matrizes U(s) que satisfaga a EDO

dU(s) N de(s)
ds ds
(com condigao inicial U(0) = I). A matriz Ul(e, A) = U(1) assim obtida pode

ser representada formalmente como uma exponencial ordenada:

Aq(e(s)) U(s) = 0 (2-1)

L dea(s)
A)=T
Ule, A) = Texp /0 s

Ag(e(s))ds
(A notagao “T'exp [” ndo se refere propriamente & exponencial de nenhum
elemento de su(2). De fato, uma exponencial ordenada é o limite de um
produto de Riemann, da mesma forma em que integrais sao limites de somas
de Riemann.)

No que se segue, serd importante notar as seguintes propriedades da

exponencial ordenada:
— Texp [ f(s)ds = (T exp ff f(s) ds) (T exp [, f(s) ds)

4Neste capitulo, consideraremos apenas curvas suaves por partes.
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~ Se amc, entdo Texp [; f(s)ds ~ exp [ f(s)ds

O grupo SU(2) possui uma unica medida (normalizada) duy, chamada
medida de Haar, que é invariante por translacoes a esquerda — ou seja,
(U - B) = puy(B) para todo conjunto mensuravel B C SU(2) e para todo
elemento U € SU(2). De fato, a medida de Haar para grupos compactos como
SU(2) também é invariante por translagoes a direita (ver (2])). Considere ugl)
a medida-produto em SU(2)™: d,ugf)(Ul, o Un) =dug(Uy) - - dpg (Uy).

Considere um grafo v sobre M — ou seja, uma colecao de vértices p,,
ligados por arestas e; (curvas como acima) B Seja Cyl, o espago de todas as

fungoes da forma

U(A) = f(U(e1, A),...,U(en, A))

onde f é uma fungdo Haar-quadrado-integrével qualquer sobre SU(2)". Uma
fungao que pertence a Cyl,, para algum grafo y ¢ dita cilindrica. Cada um destes
espagos ¢ idéntico a um L?*(SU(2)", dpgf) ), e portanto é dotado do produto

interno induzido pela medida de Haar:

) = [ O O AU V) di
SU(2)"

Se 7/ é um grafo contendo 7 (ou seja, se todas as arestas de -y sdo arestas
de 7'), entao claramente Cyl, C Cyl.,. Seja agora Cyl = |J ., Cyl, o conjunto de
todas as funcoes cilindricas. Dados quaisquer grafos 1,2, considere um grafo
7" que os contém; assim, Cyl, C Cyl,. Portanto, dadas ¥; € Cyl, C Cyl
(1 =1,2), o produto interno (¥, ¥s) é aquele definido pela férmula acima em
Cyl,.

Este produto interno provém uma norma, com respeito a qual podemos
completar Cyl, obtendo um espaco de Hilbert Hp,,. De fato, este espago pode

ser escrito como

HPoly = LQ(“‘L d;U/Poly)

onde A é um completamento de A. Este completamento consiste das conexdes
generalizadas A — funcoes que associam a cada curva e em M uma “holonomia”
A(e). No entanto, diferentemente do que ocorreria se esta fosse de fato a
holonomia ao longo de e de uma conexdao em A, a aplicacio A pode ser
descontinua. De fato, conexoes generalizadas precisam satisfazer apenas as

restricoes

5Nossa definicdo de grafos ndo admite vértices “soltos”, ou seja, que ndo tenham arestas
os alcancando.
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Ale™) = A(e) ™, Aeg o e3) = Aley) A(es)

e a dita “condigao de hoop”: se U(ey, A) = U(eq, A) para toda conexao regular
em A, entdao A(e;) = A(es).

A medida f1pory mencionada acima é uma medida regular sobre A definida
pelas medidas de Haar nos Cyl,. (No Capitulo 4, discutiremos mais em detalhe
esta medida. Por enquanto, vale mencionar que A é um conjunto denso e de

medida zero em A:; Upoly-quase todo elemento de A é generalizado. )

2.3
A acao do grupo de gauge

Dada uma fungao (digamos suave) V : M — SU(2), definimos uma

transformacdo de gauge sobre a conexao A = A’ (x)7; dz® por

oV (z)

Ay =V(z)™! (A;(x) Ti) V(z)de® 4+ V(z)™" ppn

dz*®

ou simplesmente Ay = V1AV + V~1dV. No primeiro termo, cada matriz de
su(2) Au(r) = Al(x)7; é conjugada pela matriz de SU(2) V(z), resultando

num elemento de su(2)

(V7ALnLV) = A (VinV)
= A, (Rl7)

E facil verificar que a matriz Rg = &FTr(r; V=17, V) assim obtida é uma
rotagao — especificamente a rotacao definida pelo recobrimento universal de
SO(3) por SU(2).

Para estender tais transformacoes a conexoes generalizadas, devemos
primeiro ver sua agao sobre holonomias, pela definigdo natural Uy (e, A) =
U(e, Ay). De fato, se tomamos U(s) a curva de matrizes que satisfaz a
equacao do transporte paralelo para a conexao A, e escrevemos V(s) =
Vie(s)), Uy(s) = V(s)"1U(s) V(0), entao

dUy

—X(s) = VU V() +V(s) ™ U(s) V(0)
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Portanto, Uy (s) satisfaz a equagao do transporte paralelo para a conexao Ay, e
logo Uy (e, A) = V(e(1)) ' U(e, A) V(e(0). Esta agao se estende naturalmente
a conexoes generalizadas por Ay (e) = V(e(1))~! A(e) V(e(0)).

Podemos também estender as transformacgoes de gauge a triades E =

Ef(x) 7" 52%. Os ¥ aqui sdo geradores do dual su(2)*, a saber, a base dual de

matrizes 2 x 2 definida por Tr (r;77) = 67; é facil verificar que 7/ = —69 7;. A
acao da transformacao de gauge sobre su(2)* serd a acao dual: se u € su(2) e
w € su(2)*, entao Tr (uwwy) = Tr (V- uV w).

Pelas propriedades do traco, vemos que wy = Vw V™! e, portanto, se

w=wT, wy =w; V7V =uw, S;- 77. Ora, entao

S; = 0p T (VrVvrh)
= 0 Tr (Ti yolrk V)
= 0T ((=0"m) V7 (=0"" 1) V)
= 00" 6" Tr (n V7, V)
= 00" Ry

Em termos matriciais, isto significa S = RT = R™! (pois R € SO(3)).
Definimos (Ey )} = S§ Ej. Agora, note que

(Ev)! (BEy)' 6% = SFEgS™E: &
= BB, (st 57 6)
= EpLE) 6™

onde a tltima linha segue do fato de que S € SO(3) (de fato, a expressao
SF Sy 0% = gF™ & a propriedade ST'S = I expressa tensorialmente). Portanto,

a métrica é invariante por transformacoes de gauge — o que é de se esperar,
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dado estas agem sobre graus de liberdade nao presentes na formulagao original
da GR.

As consideragoes do paragrafo acima indicam que nossa teoria, como
quantizacao da GR, deve conter apenas estados invariantes por gauge, ou seja,
apenas estados W tais que W(A) = U(Ay ). 8 Chamamos de H, o subespaco de

tais estados em Hpory. De fato, este espaco também pode ser definido como

HO = LQ(A—/gv :U’O)

onde A/G é o espago das conexdes generalizadas médulo transformagoes de
gauge (obtida de forma andloga & construgdo da segao anterior). ug é uma
medida regular induzida pelas medidas de Haar. Veremos este assunto em

mais detalhes no Capitulo 4.

2.4
Redes de spin

Agora definiremos certos estados, chamados estados de rede de spin, que
formam uma base ortonormal para Hy. Vamos primeiro dar a definicao num
exemplo simples, e depois utilizar as mesmas idéias no caso geral.

Considere o grafo v formado por dois vértices pi, ps, ligados por trés
arestas ej, eq, €3. Associe a cada aresta uma representagao irredutivel de SU(2)
(ou “cor” M i, ja, js (como no diagrama abaixo), satisfazendo a condicdo de
Clebsch-Gordon |7, — jp| < je < jo + jp (onde a, b, ¢ é qualquer permutacao de
1,2,3).

6Esta agdo do grupo de transformagoes de gauge sobre Hpoly é unitéria, pois o produto
interno em Hpoly € invariante — o que basta verificar para funcoes cilindricas, efetuando a
substituicdo (U;)y = V(e;(1))~* U; V(e;(0)) e observando que dug (U;) = dug (Us)v), pela
invaridncia da medida de Haar.

7 As representacoes irredutiveis de SU(2) sdo exatamente as seguintes: para cada “spin”
j=0,1%1, %, ..., 0 espaco de Hilbert é o produto tensorial simetrizado

’ 9
2j
Hy) = Q) C?
n=1

ou seja, o espaco dos tensores completamente simétricos com 2j indices u?t-42. A
representacao de SU(2) em H ;) é entdo definida pelo produto totalmente simetrizado de 2;
cépias de U:

i Ar.. Ao A Azj

W = v ug)
B 1 A1y Axr(25)
() Z Ul UsJas)

T,0ES,

Para simplificar nossas expressoes, utilizaremos a “notacdo de indices abstratos”, em que
se denota um elemento de H;y por u?, onde A é um “Indice na representacio j”.
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J3

y4! D2

Isto é equivalente a pedir que cada um dos j,, Jp, Je €steja no produto
tensorial dos outros dois, como se vé do teorema da soma de momentos

angulares:
Hjoy @ Hyy = Hlja—jyl) © Hlja—g+1) D -+ - D H(j,45)

Entéo tome o produto tensorial H = Hgy ® H,y @ Hej,y. Os vetores deste

A1,A2,A3

espaco sao da forma u , onde cada A, é um indice na representacao

Ja- E possivel mostrar que o subespago dos vetores invariantes por SU(2) em

A1,A2,A3

H ¢ unidimensional, gerado por um vetor v . Chamamos este vetor de

“entrelacador”.
. i C 2s o AL A As
Imagine que associamos a cada um dos dois vértices p; uma copia v;
do entrelacador. Definimos entao um estado de rede de spin da seguinte forma.
Cada j,[U] pode ser considerado um operador linear de H;,) em Hy; ), por
u?t — jo[U]3 uB. Assim, dada uma conexio generalizada A, podemos contrair
cada j,[A(e,)] com os indices na representagao j, presentes nos entrelagadores

dos dois vértices, obtendo o escalar

U, (A) = j1[A(ex)]ip jolA€2)]mq Js[Ales) e )™ 05T

Definiremos agora uma rede de spin para um grafo contendo apenas
vértices trivalentes®, por meio de uma generalizacio simples da definicao dada
acima. Associe a cada aresta e; de v uma cor j., (agindo no espaco Hy,), com
a seguinte restricao. Para cada vértice p do grafo, as cores das trés arestas
que nele se encontram deve a condi¢ao de Clebsch-Gordon, e portanto define
um entrelagador com tres indices, cada um associado a uma das arestas.
Assim, podemos definir uma funcao cilindrica da seguinte maneira. Dada
uma conexao generalizada A, contraimos cada j,[A(e,)] com os indices na
representacao j, presentes nos entrelacadores das extremidades de e,; cada
aresta assim se contrai dois indices de entrelagadores, resultando num escalar

que representamos por

() = (QilAE)] ) Qe

T

8Valéncias menores ndo nos interessam: podemos considerar vértices univalentes
proibidos, e podemos eliminar um vértice bivalente que liga duas arestas e; e eg, substituindo-
as pela composta ey o es.
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(onde o - representa contragao de indices de acordo com a topologia do grafo.)

Agora, s6 falta considerar o que acontece com vértices de valéncia n > 3.
De fato, cada tal vértice pode ser decomposto como um “grafo virtual” que
contém, ele proprio, apenas “vértices virtuais” trivalentes, conforme ilustrado

no diagrama abaixo.

p D1
es3
ey €
D2

Neste diagrama, um vértice quadrivalente p, onde se encontram as arestas
e1, ..., eq, ¢ decomposto como dois vértices trivalentes py, po, ligados por uma
“aresta virtual” e. Note que aqui ha uma ambiguidade — podemos ligar e; e e
a pi, € e3 € e4 a Py; mas igualmente, podemos ligar e; e e3 a p1, e ex e e4 a po, €
assim por diante. Por enquanto, faga uma escolha arbitraria de decomposicao.
Esta escolha impoe uma condicao de Clebsh-Gordon sobre a coloragao da aresta
virtual e. Em geral, um vértice n-valente pode ser decomposto como um grafo
virtual com n — 2 vértices virtuais trivalentes; a decomposicao pode ser feita
de forma arbitraria. Cada uma das arestas virtuais assim geradas esta sujeita
a uma condi¢ao de Clebsch-Gordon.

Assim, seja p, um vértice de v no qual se encontram as arestas ey, ..., e,
(com representacoes associadas je,, . .., j, respectivamente). Tome o produto

Al“'A”, onde

tensorial Hi)®...® H(,). Os vetores deste espaco sao da forma u
cada A; é um indice na representacao j.,. Seja H, o subespago de vetores
invariantes por SU(2) em H) ® ... ® H(,). Como vimos acima, se p, for
trivalente, H, tem dimensao 1; caso a valéncia seja maior, é possivel mostrar
que a dimensao de H,, ¢ igual ao nimero de coloragdes possiveis (compativeis
com as condigoes de Clebsch-Gordon) das arestas virtuais na decomposigao
trivalente de p,. E possivel ver que cada uma destas coloragoes define um vetor
em H, , e que os vetores associados a diferentes coloragoes sao ortogonais entre
si. Obtemos assim uma base ortonormal formada por possiveis entrelacadores
de p,. Escolha um entrelagador v, para cada vértice.

Um grafo ao qual associamos cores e entrelagadores é chamado uma rede
de spin. A cada rede de spin s fazemos corresponder uma funcao cilindrica

U, (A), invariante por gauge, da mesma forma como fizemos acima. A coloragao

associa a aresta e; (ligando p, a ps, digamos) um operador linear j.,[A(e;)] :
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H, — H,. Pela construcao acima, esta definido em p, um espago-produto
que contém H,); idem para p,. Logo, o entrelagador v, possui um indice na
representacao j.,; 0 mesmo vale para vs. Assim, podemos contrair j;[A(e;)]
com os indices apropriados de v, e vs. Por construgao, cada v, tem justamente
os indices certos para contrair com todos os operadores associados as arestas
que nele chegam, e assim obtemos um escalar que depende apenas da rede de
spin e da conexdo generalizada A, representado simbolicamente pela mesma
expressao dada acima. (Na verdade, este escalar depende também das escolhas
de decomposicao virtual em cada vértice de valéncia n > 3: cada decomposicao
topologicamente distinta de um vértice p, induz uma base ortonormal distinta
para o subespago H,, , e portanto um conjunto de entrelacadores distinto para
cada vértice.)

E possivel mostrar (3) que (fixadas as decomposicoes dos vértices) os
estados ¥, formam uma base ortogonal para Hj, que pode ser normalizada de
forma simples. (Vale enfatizar que (Us, Uy ) # 0 se e somente se s e s’ tém o
mesmo grafo e a mesma coloragao!) Note que esta base é nao-enumerdvel, e
de fato nao existe base enumeravel para Hjy; em outras palavras, este espago é
nao-separavel. No que vem a seguir, consideraremos também o subespago Cyl,
das funcoes cilindricas invariantes por gauge, ou seja, das combinacoes finitas

de estados de redes de spin; este espaco é denso em H,.

2.5
Estados invariantes por difeomorfismos

Vamos considerar agora o grupo Diff de “difeomorfismos estendidos” em
M, ou seja, funcoes diferenciaveis com inversa diferenciavel, exceto talvez em
um numero finito de pontos. (Veremos a frente por que nao é suficiente tomar
simplesmente o grupo Diff de difeomorfismos.) Sob a agao de lf)\i?f, conexoes

em A se comportam como 1-formas, ou seja:

(9" A)(x) v = A(¢(x)) (do(x) - v)

Assim, podemos definir a acao de Diff sobre o espaco Hy por UgU(A) =
U(¢p*A). Novamente, é facil ver que o produto interno em H é invariante por

difeomorfismos, usando o fato de que as holonomias se transformam por

U(e,A) — U(e,¢*A)
~ Texp / (6" A)(e(s)) é(s) ds
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1

= Texp | A(d(e(s))) (dop(e(s)) - é(s)) ds

1

A(B(els))) (6 0 €)(s) ds
= U(poe, A)

= Texp

S— —

Infelizmente, Hy nao contém nenhum estado nao-trivial que seja invari-
ante por Diff. Isto é de se esperar intuitivamente: como vimos, todo estado
em H, pode ser escrito como combinagao linear (possivelmente infinita, mas
enumeravel) de estados de rede de spin ®,,, mas o grafo de cada rede de spin s;
pode ser levado por Diff numa quantidade nao-enumeravel de grafos diferentes.

Precisamos entao procurar elementos invariantes em outro espago, Cylj.
Este é o espago dos funcionais lineares o que levam ¥ € Cyl, em (o|V¥) € C.

Diff tem uma agao natural sobre Cylj por dualidade:

(Ugo | W) = (a]|Uy1 W)

Considere agora a aplicagao Py : Cyl, — Cylj definida por

(PagV|W') = Z (7, )
UI=U, W

(onde somamos sobre todos os ¥ € Cyl, tais que existe ¢ € Diff com
V" = UyV¥). Ora, a soma acima terd, sempre, apenas um ntmero finito de
termos nao-nulos, e logo estd bem-definida para todo W’. De fato, basta ver
isso para estados de rede de spin Wy, ¥y . O produto interno (U,¥s, ¥y ) 6 €
nao-nulo quando ¢ leva cada aresta e; de s numa aresta e;- de s', e se todos
0s pares e;, e;- tém a mesma coloragao. Logo, as redes s que contribuem para a
soma estao fixadas a menos de variacoes de ordenacao e orientacao das arestas.
Ou seja, Pyg ¢ uma aplicagao bem-definida que “toma a média” sobre todo o
grupo Diff.

E evidente que os estados Pyig W sao invariantes por Diff. Por outro lado,

se definimos, em Py (Cyl,),
(PygV, PygV') = (PygV|U’)

entao ¢ facil verificar que este ¢ um produto interno, o que faz de Py;(Cyl,) um
espaco pré-Hilbert — e este espago é gerado pela base ortonormal {PygViy},
onde cada [s] é uma classe de equivaléncia por Diff de redes de spin. (E

possivel verificar (4)) que o conjunto {[s]} é enumerdvel — e que isto acontece
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apenas porque nos permitimos tomar difeomorfismos estendidos®) Assim, o
completamento deste espaco na norma definida pelo produto interno acima
constitui um espago de Hilbert separavel Hpig, que é o espaco de todos os

estados fisicos (ou seja, de norma finita) invariantes por Diff.

2.6
Operadores

Assim como na abordagem canonica vista anteriormente, caso
tentassemos definir um campo de operadores correspondente a conexao
A, descobririamos que ele teria de ser um campo distribuicional, e, logo,
precisa ser “borrado” (integrado) para resultar num operador bem-definido. A
graga do espaco Hy é que nele podemos definir um operador correspondente
a holonomia da conexao sobre uma curva e (ou mais exatamente, quatro
operadores correspondendo aos seus componentes matriciais), agindo por

multiplicagao:

(U(e,A);} \p) [A] = Ule, A)2 W[A]

Do operador holonomia, derivamos operadores (invariantes por gauge)
chamados lagos de Wilson: Ty(A) = iTr U(a, A), onde a é um laco fechado.
Se s é uma rede de spin cujo grafo nao intercepta «, entao

Ta \Ils = \I[sUa

onde sUa é a rede de spin formada adicionando a s o lago o com a representacao
de spin % Note que os lagos de Wilson sao operadores unitarios.

Definimos também, de maneira apenas formal, um operador “derivada

funcional” —iﬂ%(x). Este operador também precisa ser borrado, mas apenas

sobre duas dimensoes, como veremos agora. Tome uma superficie ¥ : ¢ —

z% (o) em M e considere

)
E,(X) = —i —— - dS(o
) s A4y )
9De fato, considere um vértice p do qual partem n arestas ey, ..., e,. Seu espaco tangente

T, M possui n tangentes é, ... é,; gostarfamos de que a nossa equivaléncia entre grafos fosse
capaz de tomar como equivalentes vizinhancas de quaisquer vértices n-valentes, e portanto
deveriamos ter mapas capazes de levar qualquer configuragdo de n tangentes em qualquer
outra. No entanto, um difeomorfismo (nao-estendido) ¢ induz uma transformacao linear
(tridimensional) D¢(p) : T,M — Ty M. Assim, uma escolha de ¢ nos dé apenas trés
escolhas de tangentes; se n > 3, as outras tangentes estarao automaticamente determinadas.
Assim, consideramos que a classe de difeomorfismos deixa graus de liberdade “artificiais” no
conjunto de classes de equivaléncia de grafos; claramente, tomar difeomorfismos estendidos
é suficiente para eliminar esta liberdade extra.
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[, un(0)0aMo) &
- | do'd
7 /2 €abc dol Oo? (SAZC(:U(O—)) 7

onde €, é 0 simbolo totalmente antissimétricd. Vamos ver que o operador
E;(Y) estd bem-definido sobre um estado de rede de spin W, (A), definindo
assim um operador de “fluxo gravitacional” sobre a superficie . Para fazer
isso, precisamos antes entender o que a “derivada funcional” —i% faz com
uma holonomia U (e, A). Tome a variacio § A1 (y) = 0¥ 64y 6@ (y, ) 7;. Suponha
que hé apenas um sy € [0,1] com e(sg) = z. Entao, pelas propriedades da

exponencial ordenada,

1
Ule, A+tdA) = Texp/ ¢(s) (AL(e(s)) + 07 6, 6P (e(s),2)) 7 ds
0
1 so+5
= lim (Texp/ ) (Texp/ )
=0 sot+§ s0—%§
X Texp/ ’
0

so+35
= li_r%U(e;OJr%,A—i—téA) (Texp/ 2)

€
0=3

xU(eX "2, A+15A)

(Aqui, e|’ denota a curva obtida restringindo o dominio de e ao intervalo [a, b].)

Para ¢ — 0, temos

sot5

T exp é%(s) (Ai(e(s)) + téijéab6(3)(e(s), x)) 7, ds

&*(s0) (€ AL(@) + 1 695.0) )

Portanto, como dA(y) = 0 para y # x,

)
0A (x)

Ule, A) :{%U@A+wm]

t=0

0¢,p. = 1 se abc é uma permutacio par de 123, —1 se abc é uma permutacio impar, e 0

se abc tem elementos iguais.
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= ¢"(s0) Ulel,

Eln

A) i Ulelg, A)
Em geral, se e(s1) = e(s3) = ... = e(s,) = x, teremos

5 ) 1 )
Ay @A) = ;e (s1) U(elL , A) 7 U(elsF, A)

_ /Oe'“(s)U(el A) 7 U(els, A) 6@ (e(s), x) ds

R

Agora, chame de “puncgoes” os pontos de intersecao entre X e o grafo de
s. Vamos considerar primeiramente o caso em que X e s se interceptam em
uma unica pungao p, que fica no meio da aresta e. Seja j. a cor de e, ou seja,
a representacao de SU(2) associada a e. Entdo, se os geradores infinitesimais

de 7. sao 7Ue)

1 )

J

S U A= [ 68 dUels, A7 U el A5 (e(). ) ds

Lembramos que os estados de rede de spin sao definidos por contragoes
das holonomias, nas representacoes associadas as arestas. Assim, podemos iso-

lar o termo correspondente a representacao j., obtendo coeficientes \IJZ(TS”_G)(A):

\IIS(A) = \Ijl(;n—e) (A) jE[U(e7 A)]lm

onde [,m sao indices em H(). Como e é a tnica aresta que atravessa X,

podemos considerar estes coeficientes constantes na derivagao funcional:

. 0x(a) 0z(0) ;.
EZ(E) \IJS(A) = _Z/E\eabc ol o2 \Ijl(s—e)(A)

x (L U e, A)]lm> do'do®

- i /Oquézze)(A) (3ol Celt, AN 72 U el AN)

Oz () 0z°(0) de(s)
dot 002 ds

m

ds dotdo?

x 0@ (e(s), 2(0)) €ape

Reconhecemos ai o jacobiano da mudanca de varidveis
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1

(0l,02,8) — (2% b €¢). Caso a curva e nao seja tangente a ¥, o jaco-

biano serda nao-nulo e poderemos calcular a integral tridimensional sobre

¥ x [0,1]:

lm

W) = i [ g4 (@0l A el 4)
x 0¥ (e(s),z(0)) dV
= =W (A) (GelUCelt, A7 GelU ey, A)])

Im

Caso o jacobiano seja nulo, a integral vale zero. Em particular, apenas
pungoes nao-tangenciais contribuem para E;(X) W (A). Em resumo, o efeito
dos operadores E;(X) sobre Wg(A) é simplesmente “interromper” a holonomia

das curvas que cruzam X e inserir uma matriz — Tl-(je) nas puncoes. No caso
de uma puncao num vértice p do grafo, é possivel mostrar (5) que o efeito de
E;(X) é o seguinte. Escolha uma orientacao arbitraria para X. Separe as arestas
que encontram p em trés classes — “para cima”, “para baixo” e “tangencial”
— de acordo com sua posicao em relagao a orientacao escolhida. Decomponha
p num grafo virtual (veja a secao 2.4]) tal que todas as arestas “para cima” se
ligam (talvez indiretamente) a uma aresta virtual “para cima”, todas as arestas
“para baixo” a uma aresta virtual “para baixo”, e todas as arestas tangenciais
a uma aresta virtual “tangencial”. Sejam j*, j%, j*, respectivamente, as cores
destas arestas. Entao F;(X) insere uma matriz —i 7"

%
: . (59
e uma matriz —z T;

na aresta “para cima”,
na aresta “para baixo”.

Note que F;(X) ¥ (A) ndo é um estado de rede de spin, e de fato nao
pertence a Ho; logo, os E;(3) ndo sao operadores invariantes por gauge. No
entanto, é facil ver que E(X) = \/Z?:l E;(X) E;(X) é invariante por gauge

quando age em estados com wma sé puncio. De fato, para um tal ¥, temos!

EA()Wy(4) = (L y(A) (jewe;,A)] (Zn“e’n“e)> jemera,A)J)

= U (A) GelU el A Gele + D IGy) GelUCEls A)),,
= je(je + 1) \IIS(A)

Ilm

HTembramos que o vetor de operadores do spin j, j = (Tl(j), T2(j), Téj)), satisfaz

PF=iG+DI
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Logo E(X) U (A) = /je(je +1)¥s(A). A idéia agora é procurar um
operador que seja invariante por gauge para qualquer estado de rede de spin.
Para fazer isso, basta dividir ¥ em pedacos suficientemente pequenos para que
cada puncao caia em um pedago diferente. Ou seja, considere uma sequéncia

N — (Zlg")) de particoes “cada vez mais finas” de ¥ e o operador
k=1
A(D) = lim Y B(SY)
k

Dada uma rede de spin s, existe uma particao 2 tal que cada puncao cai
num pedago diferente X;. Para estes k, vale E(3;) V,(A) = \/j(j + 1) U (A);
os outros pedagos nao contribuem. Deste n em diante, o valor do operador fica

estacionado, e portanto o limite é trivial. Em resumo,

= > Vili+1)Q,

pi€(NE)
Para o caso em que ocorrem puncoes em vértices do grafo de s, é possivel

mostrar que

1 o . o
AX) Y, =3 > \/235‘(]2‘ + 1)+ 257G+ 1) = GG+ 1) s

pi€(vNE)

Note que esta férmula pode ser considerada como o caso geral, pois um
ponto interior de uma aresta sempre pode ser considerado como um vértice
bivalente ligando duas arestas. Neste caso, jf = 0 e j* = j¢, e portanto a raiz
se reduz a \/47*(j* + 1).

Vamos agora obter o limite classico de A(X). Substituamos de volta

o operador derivada j por sua correspondente cldssica, o momento

9
0AL(x
conjugado Ef(z). Para partigoes suficientemente finas, Z,(fn) é arbitrariamente

pequeno, e logo podemos tomar o valor de Ef constante, obtendo

dol  0o%

Ox® Oxb
G0 o7 Lt ()

a b
Ez‘(zl(gn)) = /2‘"’ eabcax (0) 0z (U)E-C(:E(cr))dalda2
k

~ (E () ) €abcy 1

onde a(S(™) 6 a drea de £\ em termos dos pardmetros o, o2, Logo
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n—oo

. (n Ox® Gmb Oxd Oxe
A(X) = lim > a(z) \/Zeabca P oa B () €aer 55— B ()

Mas esta é precisamente a definicao da soma de Riemann para a integral
sobre >

Oz Oxb Oz Oxe
/\/Zeabca 180'2 c(‘CE( ))gdefa 18 2Ef< ( ))d01d02

Fazendo z! = o', 2% = 02, 2 = 0, obtemos

— /Z \/Z E3(x(0)) E3(z(0)) do'do?

Lembrando da definicao da triade densitizada, temos

Z E?(fL’(U)) Ef@(“)) = (det g) 9% = 911922 — 912921

Mas, se imaginarmos que a 3-variedade M esta parametrizada localmente por
(01,09,03),entdo X = {p € M : 03 = 0} e o valor g11ga2 — g12921 é precisamente
o determinante da métrica bidimensional n definida como a restricao de g a X..

Temos, portanto,

= / Vdetn dotdo?
b

que ¢é precisamente a area de X.

Da mesma forma, como se vé, por exemplo, em (4)), podemos definir um
operador V(R) cujo limite classico é o volume dentro da regiao R. Da mesma
forma que A(X), o operador V(R) tem as redes de spin como autovetores;
especificamente, ele consiste de uma soma de termos correspondentes aos
vértices da rede que estao dentro de R.

Estas propriedades induzem uma interpretagao fisica para a repre-
sentacgao por lagos. Cada vértice de uma rede de spin representa um quantum
de volume, um “pedaco elementar de espaco”; se dois vértices sao ligados por
uma aresta, isto significa que os dois pedacos sao contiguos, e a superficie de
contato entre estes dois pedacos é um quantum de &rea.

Mais ainda, os estados Diff-invariantes sio gerados por classes de equiva-
lencia de redes de spin, ou seja, estes estados eliminam toda a informacao
sobre a posicao dos vértices e arestas em relagao a qualquer parametrizacao

especifica da variedade M, retendo apenas a informacao geométrica. Assim, a
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acao induzida dos operadores de area e volume sobre Hgg define uma teoria
de excitagoes do espaco em M que nao faz referéncia alguma a uma métrica

“de fundo”.
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