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5
Fluidos Estaveis

Neste capitulo é apresentado um método para resolver numericamente as
equacoes de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis. Esse método foi desen-
volvido por Joe Stam em 1999 e é conhecido como Stable Fluids (stam1999).

Ele ¢ um método semi-lagrangeano, que é incondicionalmente estavel.

5.1
Navier-Stokes para fluidos incompressiveis e 0 método da projecdo

Ao supor que o fluido possui temperatura e densidade constantes, ele é
descrito pelo campo de velocidades V e pelo campo escalar de pressao p, que
sao variaveis no tempo e no espago, denotando por X a coordenada espacial.

Dados os campos V e p em um tempo inicial £ = 0, esses campos evoluem
de acordo com as equacgoes de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis:

oAY 1
i —(V-V)V — ;Vp +uV3V + F (5-1)

V.-V =0, (5-2)

onde p é a constante de viscosidade, p é a constante de densidade e F' uma
forga externa que atua sobre o fluido.

Suponha-se que o ligiiido esta delimitado em um dominio D. Neste caso,
as condigoes de fronteira sao dadas por uma func¢ao up, definida no bordo de
D, 0D, de forma que a componente normal da velocidade em relagao a 9D
seja zero, isto é, o material nao atravessa o bordo.

Acontece que, para o fluido em questao, os campos de pressao e velocidade
que aparecem na equacao de Navier-Stokes estao relacionados, ou seja, é
possivel combinar as duas equagoes em uma tnica equagao para a velocidade.

Para mostrar esse resultado é necessario o seguinte teorema:

Teorema 5.1 (Decomposi¢cao Helmholtz-Hodge) Um campo vetorial W, em
D, onde D é uma regiao do espaco com bordo 0D suave, pode ser unicamente
decomposto na forma

W =V + Vp,
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onde p € um campo escalar, V tem divergente livre (zero) e € paralelo a 0D,

isto €, V-n =0 em 9D, onden é o vetor normal a 0D.

Demonstragao Usando a identidade
V-(pV)=(V:-V)p+V.Vp,

aplicando o teorema da divergéncia e o fato de que V - V = 0, obtém-se

/V-Vpde/V-(pV) de/ pV -ndA =0,
D D oD

desde que V-n =0 em 0D. Assim, temos a seguinte relagao de ortogonalidade

/V-VpdeO
D

que usamos para demonstrar a unicidade. Supondo W = V;4+Vp; = Vo+Vps.
Tem-se
0=V —Vo+V(p—p2).

Fazendo o produto interno com V; — V5 e integrando
0= [ IVy = Val? + (Vi = Va) - Vo1 ) dV = [ Vi = Vil av,
D D

Usando o teorema de Stokes e a relagao de ortogonalidade, segue que, V; = V,
e conseqiientemente Vp; = Vps, ou seja, p; = py + constante
Se W = V+Vp teremos V-W = V-Vp = V?p e portanto, W-n = n-Vp.

Agora, dado W, seja p definido pela solucao do seguinte problema de Neumann

Vp=V-Wem D, com g—p:W-n sobre 0D.
n

A solucao existe e é inica a menos da soma de constante a p. Com esse p defina

V =W — Vp, assim V satisfaz V-V =0e V -n =0 por construgao de p.

Pelo teorema, qualquer campo vetorial W pode ser decomposto como a
soma de um campo que conserva massa e um campo gradiente.

Com esse resultado, define-se o operador P, que projeta um campo
vetorial W em sua por¢ao com divergente livre V. = P(W). Esse operador

é definido implicitamente aplicando V- aos dois lados da equacao do teorema.

W = V+Vp
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V-W = V-V+V-Vp
V-W = V-Vp
V-W = V. (5-3)

Esta é uma equagao de Poisson. A solucao desta equacao é usada para calcular
a projecao V
V=PW)=W —Vp.

Aplicando o operador aos dois lados da equagao de Navier-Stokes para

fluidos incompressiveis, obtém-se

P <88—\t/> = P (—(V V)V — %var uV*V + F)

v _ P(—(V-V)V—lvaruv?VJrF)
ot p

1
88—\; = P(—(V-V)V+uV2V+F)IP’<;Vp>
A% )

Onde, usa-se os fatos que P(V) = V e que P(Vp) = 0. Para esta tltima temos
Vp =0+ Vp e, como a decomposicao de Helmholtz-Hodge é tinica, chegamos
aP(Vp) =0.

A equagao (5-4) é a equagao fundamental para a evolugao do estado do

fluido. A equagdo (5-4) basicamente descreve como funciona o algoritmo.

1. Calcular o termo dentro dos parénteses. O resultado é um campo W.

2. Projetar W sobre seu campo com divergente livre. Para aplicar a projecao

resolve-se a equagao V - W = V?p, e projeta-se

v

Lo P(W) =W — Vp.
5 (W)=W —Vp

3. Conhecendo %—Y, é possivel avancar o estado do campo V para o proximo

passo de tempo.

4. Comece novamente.
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5.2
Método numérico na Resolucdo da Equacdo de Navier-Stokes

Nesta secao, é explicado o método numérico usado para resolver as
equacoes de Navier-Stokes, usando o processador da placa grafica. Para isso,
resolve-se numericamente cada termo da equagao (5-1), separadamente.

O resultado de uma etapa é o inicio da préxima. Assim, reduzimos
a sobrecarga no envio de dados para a GPU e carregaremos no hardware
grafico somente dados relativos ao estado inicial e as condigoes de fronteiras
da simulacao.

A figura 5.1 mostra um exemplo da simulagao. A estrela do mar e o peixe
representam barreiras para o fluido. Em um determinado tempo ¢, o estado
da simulagao é descrito pelo campo de velocidades do fluido. A pressao e os
outros atributos sao todos calculados com base no campo de velocidade, como

seré visto na seqiiéncia.

5.2.1
Conceito Principal

Para resolver a equacao de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis,
é necessario definir um operador (S), que evolui para o estado do fluido em
um passo de tempo. Esse operador sera a composicao de quatro operadores:
advecgao (A), difusdo (D), aplicacao das forgas (F) e restauragdo do campo
com divergente livre (IP).

A cada passo de simulacao o estado do fluido é descrito pelo campo
velocidade V e é aplicado o operador de advecgao. Entao, V. = A(V), depois
V = D(V), V = F(V), e finalmente V = P(V), evoluindo o fluido em um
passo de tempo.

A cada passo serd aplicado mais um operador V. = V(V), conhecido
como confinamento de vorticidade, que atua sobre a velocidade, injetando de
volta a energia perdida com dissipagao numérica.

Cada um desses operadores serd melhor analisado, e, no proximo capitulo,
serd mostrada uma maneira de implementéa-los, usando o hardware grafico, com

o auxilio da linguagem Cg.

5.2.2
Advecciao

Olhando para a equagdo 5-4 é necessario calcular o termo —(V - V)V,
que corresponde a advec¢ao na equacao de Navier-Stokes.
O fluido transporta a si mesmo e suas propriedades com o tempo, e esse

transporte ocorre na direcao do campo velocidade. Pensando em uma célula
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Figura 5.1: Uma simulacao com dominio de 65536 células de fluido, com
condicao de fronteira definida pelo bordo da figura do peixe dourado e pelo
bordo da estrela do mar

fixa no fluido, ela possui certas propriedades em um determinado tempo ¢, e
num tempo t + At, as propriedades da célula serdao alteradas com o fluxo do
fluido, na direcao da velocidade.

Suponha-se que a célula, no tempo ¢, possui uma determinada quantidade
q, de alguma propriedade, (pode ser velocidade, densidade, temperatura ou
qualquer quantidade carregada pelo fluido). Entéo, o valor de ¢, no tempo

(t + At) dessa célula é dada pela equagao:
q(z,t + At) = q(x — V(z,t)At, t). (5-5)

Dividindo o passo de tempo em dois, obtemos a seguinte equagao

gz, t+ At) = g <;c - V(x,t)% —V (;n - V(x,t)g,t) %,t) . (56)

2
Fazendo uso desta equacgao, o calculo do adveccao fica mais caro, porém, como

esse nao é o gargalo da aplicagao, vale a pena usar esta equacao, pois ela
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aumentara muito a precisao do operador.

5.2.3
Difusdo

Olhando para a equacao 5-4 é necessario calcular o termo pV?V, que
corresponde & difusao pela viscosidade, na equacgao de Navier-Stokes.

Os fluidos com viscosidade mais elevada tém uma maior resisténcia ao
fluxo. Essa resisténcia resulta na difusdo do momentum, (perda de energia),
isto é, perda de velocidade. Por isso, esse operador é chamado de difusao.

Aplicar o efeito da viscosidade do fluido é equivalente a usar a equacao
de difusao na velocidade. Y% )

B = uV=V, (5-7)
onde 1 é o coeficiente de viscosidade.

Nao se resolve esta equacao com integragao explicita, pois o método

ficaria com restricao no passo de tempo. Pensando em integracao implicita,

chega-se & seguinte equacao:
(I — uéV*Hu(z,t + 6t) = u(z,t). (5-8)

Esta equacao pode ser resolvida com algum processo de relaxacao.

5.2.4
Restauracdo do campo com divergente livre

Neste ponto é necessario calcular o gradiente da pressao Vp e subtrai-lo
do campo de velocidade. Para encontrar Vp, basta resolver a equacao (5-3),
que é uma equacao de Poisson. Precisamos calcular o divergente da velocidade
intermediaria. A figura 5.2 mostra o campo de divergéncia, que é extraido do
campo de velocidade. Através dessa equacao encontra-se o campo escalar de
pressao p. A figura 5.2 mostra também esse campo. Vp é calculado aplicando

diferencas finitas, definidas pela férmula

Vp = @ @ _ (Pi+1j —Pi1y Pij+1 — Pij-1
ox’ dy 2Az ’ 2Ay

e em seguida, é subtraido o campo gadiente Vp do campo de velocidades.
5.2.5
Confinamento de Vorticidade

O método baseado em (stam1999) sofre de dissipagdo numérica. Esse

problema pode ser reduzido injetando a energia dissipada de volta no fluido,
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Advected]lnks

Figura 5.2: Um exemplo de visualizagao dos campos de divergéncia e pressao
Em vermelho as altas pressoes, e em verde as altas divergéncias

nas baixas freqiiéncias, usando o método de confinamento de vortice, descrito
em (steinhoff1994).

Primeiramente, para gerar detalhes nas baixas freqiiéncias do fluido é
necessario identificar de onde vém os detalhes. Num fluxo incompressivel, a

vorticidade
w=VxV (5-9)

dé a estrutura das baixas freqiiéncias. A dissipa¢ao numérica atua justamente
onde |w| é maior. Entdo, simplesmente soma-se essa energia de volta no campo

velocidade.
N=L (5= V) (5-10)

onde N aponta da menor para a maior concentracao de vorticidade. A direcao
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e magnitude da for¢a que é adicionada, fica
fconf = EAZL'(N X W) (5—11)

onde € > ( é usado para controlar a quantidade de detalhes de baixa freqiiéncia,
que é somado ao fluxo e onde Az é a distancia entre os nés da malha.

Esse método é usado com sucesso em modelos muito complexos de fluxos,
onde nao é possivel adicionar nos suficientes, para nao perder os detalhes de

baixa freqiiéncia.

5.3
Implementacio

A implementacao do método usa a linguagem Cg. O método é uma
extensdo do trabalho descrito por (harris2004), principalmente no que diz
respeito ao tratamento das fronteiras e uso de confinamento de vorticidade.

A discretizagdo do fluido é feita usando uma malha bidimensional, e
as propriedades do fluido sdo armazenadas em texturas na GPU. Cada pixel
da textura corresponde a uma célula de fluido. A velocidade do fluido é
codificada nos canais R e G da textura, e existem texturas intermediarias
para armazenamento da pressao, divergente, e a velocidade intermediaria, sem
divergente livre.

Se a implementacao fosse em CPU, cada parte da simulagao possuiria
um loop que iteraria sobre cada célula de fluido. Na GPU nao é possivel usar
esse tipo de loop. Mas o pipeline de fragmentos da GPU é desenvolvido para
executar o mesmo calculo para cada fragmento que é processado pela GPU.

Depois que esses calculos sao realizados sobre os fragmentos, o resultado
é a cor do fragmento, que é armazenada em um pixel buffer. Esse buffer pode
ser tratado como uma textura, e é usado no passo subseqiiente do algoritmo.

A cada passo do algoritmo sao geradas primitivas "Quad"para disparar
o pipeline grafico. E em cada parte do algoritmo sao carregados novos shaders.
O resultado de cada etapa é uma textura, que serd usada na etapa seguinte.
Assim é reduzida a necessidade de comunicacgao CPU GPU.

A figura 5.3 mostra como funciona cada etapa do algoritmo. Primeiro
disparamos o pipeline usando uma primitiva Quad. A primitiva é rasterizada
e os fragmentos sao processados pelo Fragment Shader, que possui acesso de
leitura a memoéria da GPU. O resultado desse processamento é o pixel buffer,

que é usado para alimentar o préximo passo da aplicagao.

5.3.1
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Rasterizacao
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Figura 5.3: Pipeline de uma etapa da simulacao, como os pixels sao reutilizados
a cada etapa.

Adveccao

Para aplicar o operador de advecgao (A), carregamos o seguinte fragment
program, que denominaremos de shader de Advecao, no pipeline gréafico,
passando para ele a velocidade do fluido (em forma de textura) no parametro
u. J&4 na variavel rdx representa a distancia entre as células da malha e o

parametro = é a quantidade a ser advectada (velocidade, temperatura, etc.).

float4 main( uniform float timestep,

uniform float rdx,
uniform samplerRECT u,
uniform samplerRECT x,
float2 coord : WPOS

) : COLOR

{
float2 pos = coord - (timestep * rdx * 0.5 * f2texRECT(u, coord ));
pos = pos - (timestep * rdx * 0.5 * f2texRECTbilerp(u, pos));
return f4texRECTbilerp(x, pos);

O estado do fluido est4 armazenado na memoria da GPU, em uma textura

que denominaremos de textura das velocidades. E necessario aplicar o operador
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de advecgao na velocidade. Isso é feito disparando o pipeline grafico com um
Quad, e usando o shader de advecao.

O shader recebe no parametro u a textura de velocidade, e como a
quantidade a ser advectada é também a velocidade, passamos também no
parametro x a mesma textura. O resultado desse processo, é o pixel buffer
com os valores da velocidadade advectada. O pixel buffer é usado entao como
a nova textura de velocidade.

A funcao texRECThbilerp retorna o valor da textura interpolado. Como

o Cg ainda nao tem essa fungao nativa, é necessario implementa-la.

5.3.2
Difusao

Como em (harris2004), o método para resolver a equagao da difusdo ¢ a
iteracao de Jacobi. A seguir esta descrito o shader da iteragao de Jacobi. A
iteragao de Jacobi esté sendo usada para resolver a equagao de difusao, que na
verdade é o mesmo que resolver um sistema linear Ax=Db.

Como a matriz associada & equacao de difusao é bastante simples, nao
é necessaria uma representagao explicita da matriz. Na verdade, descrevemos
a matriz usando apenas alguns parametros, que sao passados para o shader:
a=(Azx)?/vAte =4+ a.

O parametro b é a velocidade, e o chute inicial é também a textura de

velocidade.

float4 main(half2 coords : WPOS,

uniform half alpha,
uniform half rBeta,
uniform samplerRECT x,
uniform samplerRECT b

):COLOR

{
// left, right, bottom, and top x samples
half4 xL = h4texRECT(x, coords - half2(1, 0));
half4 xR = h4texRECT(x, coords + half2(1, 0));
half4 xB = h4texRECT(x, coords - half2(0, 1))
half4 xT = h4texRECT(x, coords + half2(0, 1)
// b sample, from center
half4 bC — h4texRECT (b, coords);
// evaluate Jacobi iteration
return (xL + xR + xB + xT + alpha * bC) * rBeta;

));
1));

Assim, para realizar um passo de iteracao de Jacobi, é necessario disparar
o pipeline com uma primitiva Quad, e rasterizar com o shader da iteracao de
Jacobi com os parametros descritos acima. O resultado é um pixel buffer, que
serd a nova textura de velocidade. Quanto mais passos forem executados, maior

sera a precisao na solucao da equagao.
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5.3.3
Aplicacio de forcas
A tnica forga externa que estamos levando em conta é a forca aplicada

pelo usuéario ao interagir com o mouse sobre o fluido. Conseguimos isso usando
o seguinte fragment program, que soma valores 46666 velocidade.
float4 main(half2 coord :WPOS,

uniform float2 x,

uniform float2 dx,

uniform float radius,

uniform samplerRECT u
):COLOR

{

float dist — distance(x,coord);
if (dist < radius)

return f4texRECT (u, coord) + exp(-dist) * float4(dx,0,1);
else

return f4texRECT (u, coord);

Quando o ponteiro do mouse se move sobre o fluido, desenhamos uma primitiva
quad do tamanho da textura da velocidade, e aplicamos esse fragment program.
Passamos na variavel x a posicao do ponteiro, dz a direcao do movimento e a
textura da velocidade em u.

Obtendo como resultado o pixel buffer, entao usamos esse como a nova
textura de velocidade, que foi alterada num circulo com centro na posi¢ao do
ponteiro do mouse, e a alteragao é suavizada por uma gaussiana. Assim, a

simulacao continua de forma mais suave.

5.3.4
Restauracdo do campo com divergente livre

Aqui também seguiremos os passos de (harris2004). Vamos usar o método
de Jacobi para resolver a equagao de Poisson da Pressao, onde a = —(Ax)?, e
b =4, Ax é o espacamento entre as células da malha. Guardamos a pressao em
uma textura (Nao é exatamente a pressao que obtemos, mas ela multiplicada
por um fator. Como estamos interessados no gradiente, isso ndo importa.),
usamos uma férmula de diferencas finitas para calcular Vp e subtraimos esse
gradiente da velocidade. Teremos entao uma nova velocidade com o divergente

livre.
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5.3.5
Confinamento de vorticidade

20

Para facilitar a implementacao desse passo vamos dividi-lo em trés partes:

1. A partir da velocidade calculamos o w como na Eq. (5-10) e o armaze-

namos em uma textura.

2. Calculamos o valor das duas componentes de N e armazenamos em outra

textura.

3. Somamos f..ns da Eq. (5-11) no campo de velocidades.

Para realizar esses célculos precisaremos de trés fragments programs

calcular o rotacional V x u

float4 main(half2 coords : WPOS,

uniform samplerRECT u

):COLOR.

{
float4d wL=texRECT(w, coords- half2(1,0));
float4 wR=texRECT(w, coords+ half2(1,0)
float4d wB=texRECT(w, coords- half2(0,1));
floatd wT=texRECT(w, coords+ half2(0,1));
return ((wR.y-wL.y)+(wT.x-wB.x))

);
)
1

para calcular as componentes de N

float4 main(half2 coords : WPOS,

uniform samplerRECT curl

):COLOR

{
float cL=abs(texRECT(curl, coords- half2(1,0)).x);
float cR=abs(texRECT(curl, coords+ half2(1,0)).x);
float cB=abs(texRECT (curl, coords- half2(0,1)).x);
float cT=abs(texRECT(curl, coords+ half2(0,1)).x);
float2 N — float2((wR.x-wL.x),(wT.x-wB.x));
normalize(N);
return float4(N,0,0);

para adicionar a f.,,s a velocidade

float4 main(half2 coords : WPOS,
uniform float h,
uniform float eps,
uniform samplerRECT curl,
uniform samplerRECT n,
uniform samplerRECT u
):COLOR

{
float2 U — texRECT(u,coords).xy;

: para
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Figura 5.4: Representacao da condigao de fronteira com normal

float2 N = texRECT(N,coords).xy;
floatl C = texRECT(N,coords).x;
return h*eps*float4(U.x+N.x*C,U.y+N.y*C,0,0);

5.4
Condicoes de fronteira

Nesta se¢ao vamos mostrar uma maneira de acoplar um niimero arbitréario
de fronteiras. O fluido reagird a essas fronteiras como se fossem barreiras
impostas por corpos solidos. Nao trataremos aqui fronteiras extremamente
finas. Para este caso o método de simulagao teria que possuir algum esquema
adaptativo.

A condigao de fronteira que usaremos para a velocidade é conhecida como
no-slip condition, isto é, a velocidade deve ser zero na fronteira, e para a
pressdo devemos usar a condi¢ao de fronteira de Neumann dp/dn = 0, isto é,
a mudanca de pressao na direcao normal a fronteira é zero.

Vamos incorporar essas condig¢oes a simulacao como mais um operador no
algoritmo. A cada passo do algoritmo vamos aplicar as condi¢oes de fronteira
para ajustar a velocidade e a pressao na fronteira. Realizaremos isso criando
mais um fragment program. Desse modo, a cada passo da simulacao usaremos
os operadores descritos acima, e, em seguida, aplicaremos o programa que forca
as condicoes de fronteiras, avangando assim o estado da simulacao.

Codificaremos a fronteira em uma textura, assim como codificamos a
velocidade do fluido, classificando cada tipo de pixel dessa textura. Vamos
utilizar apenas o canal R de uma textura. Cada pixel da textura é entao

classificado como fluido (R negativo), sélido (R=0), ou fronteira (R variando
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L—1—
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[ Fluido (R=0)
Seélido (R<0)
. Fronteiras com a normal (R entre 0 e 2%)

Figura 5.5: Valores da textura para o fragment program da fronteira.

E
e

M Fluido OVanr interpolado de velocidade
Sélido
B Fronteiras com a normal

Figura 5.6: Interpolagao bilinear para suavizar o erro na fronteira.

de 0 a 27). Na fronteira vamos armazenar a diregao do vetor normal, a fronteira

parametrizando a dire¢ao como sendo:
n = (cos(t), sin(t)), (5-12)

onde t é o valor que foi armazenado na textura, ou seja, para cada fragmento
poderemos responder se ele corresponde a fronteira ou ao fluido. Dessa maneira
podemos escrever um fragment program que a cada passo de simulagao copia
para a fronteira o valor da pressao do ponto da malha para onde aponta a
normal. Assim teremos a condi¢do de Neumann respeitada, e da mesma forma
copiamos para a fronteira o valor da velocidade com sentido invertido, ou seja,
teremos que a velocidade vale zero nos pixels entre a borda e o fluido. Ao
copiarmos essa velocidade novamente usamos a funcao texRECTbilerp. Para

interpolar o valor da pressao e da velocidade, também interpolaremos a pressao.
Agora o codigo em CG desse fragment program
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float4 main(uniform samplerRECT w,
uniform samplerRECT x,
uniform float scale,
float2 coord : WPOS

):COLOR

{
float t = texRECT(w,coord ).r;
float4 r;
//boundary

float2 n = float2 (sin(t),cos(t));
r = scale * f4texRECTbilerp(x,coord +n);

//fluid
if (t<0) r = texRECT(x, coord );

/ /solid
if (¢t = 0.0) r — float4(0,0,0,0);

return r;

Usamos o mesmo programa, tanto para a pressao, como para a velocidade.
Para a pressao, em w passamos a textura contendo a codificacao da fronteira,
em r passamos a textura contendo a pressao. O fator scale vale 1. Ja para a
velocidade o fator scale vale —1, e passamos a textura com a velocidade na

variavel z.
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Resultados e Conclusao

Neste capitulo serao analisados os resultados obtidos com a simulacao de
fluido e também a performance da simulacgao.

A tabela 6 mostra a velocidade em frames por segundo, de varios
cenarios de simulacao. A velocidade da simulacao depende principalmente
de dois fatores: o primeiro é o tamanho do dominio de simulagdao. Foram
realizados testes com dominios de 128 x 128 = 16.384,256 x 256 = 65.536,
512 x 512 = 262.144 e 1024 x 1024 = 1.048.576 de células de fluido. O segundo
fator é o ntimero de iteragoes na resolucao dos sistemas lineares: quanto mais
iteragoes, melhor a simulacao, e pior a velocidade.

Para aplicagoes onde é necessaria somente a simulacao visual, as simula-
¢oes com apenas 20 iteragoes ja dao um bom resultado, permitindo assim gerar
graficos para jogos em tempo real. J& para aplicagoes em fisicas sao necessarios
mais passos.

Também foi realizada uma comparacao quanto ao uso das condigoes de
fronteira. Neste caso é possivel ver que este nao é o gargalo do algoritmo.
Mesmo assim, é possivel otimizar esta parte da simulagao, porém, valendo mais

a pena estudar novos processos para reduzir o tempo gasto com as iteragoes

de Jacobi.
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