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Inexisténcia de érbitas do tipo T? x R

Neste capitulo provaremos a inexisténcia de 6rbitas do tipoT? x R mas
antes daremos algumas defini¢oes pertinentes que nos ajudarao a familiarizar-
nos com a nossa acao em particular.

Para nossa variedade M = T* x B2(¢) temos o sistema de campos de
vetores canonico {Y1,Y5,Y3,Yy, Z1, Z,}. Como mencionamos anteriormente,

nossa a¢ao inicial 6y é gerada pelos campos de vetores { X1, Xo, X3, X4},

Xi(p) cos2mz;  sin2mwz 0 0 Yi(p)

Xo(p) | | —sin2mz cos2mz 0 0 Ya(p)

Xs(p) 0 0 cos2mzy  Sin 272y Y3(p)

X4(p) 0 0 —sin2mzy  cos 2wz Yi(p)
A(ZIZQ)

para cada p = (Y1, Y2, Y3, Y4, 21, 22) € M e claramente A(zy, z2) é uma matriz

inversivel para qualquer ponto (21, z2) de Bg(e).

Ao tomar um ponto pre-fixadop podemos definir localmente a aplicacao
inversa de (6p), : R* — F, C M = T*x B3(e), onde F, ¢ a 6rbita que passa por

p, logo existem vizinhangas V, e Bg(r) de p e da origem em R* respectivamente

tal que:
(00)," - Vp — By(r)
w1y
Wa
(w17 Wa, W3, w4) — A(Zh 22)

w3
Wy

(90);1(101, Wy, w3, wy) = ( wycos2mzy + we sin 2mzy, —wy Sin 2721 + wa cos 2w2y,

W3 €S 229 + Wy sin 272y, —ws3 Sin 2729 + W, COS 2729
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Agora para este mesmo ponto p, vamos a definir uma aplicacao que sera
fundamental para o desenvolvimento deste trabalho, a funcao?,, que vem a

ser a composicao das aplicacoes seguintes:
(i) =, aplicagao projegao de T),(T*) sobre T),F.

(if) D(6,)," aplicagao inversa da derivada da acdo aplicada ao pontop.

Jp
7o -1\
Ty (T4) — T,F D4>(90)p R*

Vi——s (V) —— D(HO);l om,(V)

Onde o campo V = Z?:l t;Y;.
Poderiamos dizer que a aplicacao © vem a ser a inversa da projecao de 6.

T,(F)
Z/p% g T
S

Figura 3.1: aplicacao v,

Essa aplicacao serd definida “globalmente” em toda a variedade da

seguinte forma:

3.1
A aplicacdo ¥

Definicdo 3.1 Seja 0 uma C'-perturbacio da acio 0y de R* em M = T4 x

B2(e€) definimos a aplicacio ¥ associada a 0 da sequinte forma

0 T(M) — R*

4 4

(p, Z t;Y;) @p(z t;Y:)
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Sendo entao ¥ formulada para cada (p,v) € TM do modo sequinte :

JI(p,v) = {9},(@) = (Dep)_l o (V)

Esta funcao 0] depende tanto do ponto como do campo onde esta sendo
aplicado. Observe que como uma projecao faz parte da aplicacdo entao esta
nao depende das coordenadas {7, Zo} do campo. Por exemplo, quando 6, é
a nossa acao inicial, p é o ponto (y1, Y2, Y3, Y4, 21, 22) € V = > ¢;Y; um campo,

entao

cos(2mz1)yy + sin(2721)y2) X1 +

= (
(—sin(27m21) Yy + cos(2mz1)ya) Xa +
(cos(2mz2)ys + sin(2m22)ya) X3 +

(

— 8in(2722)ys + cos(2m22)ys) Xy.

. ~ . L, . . -1 . ,
Esta aplicacao em particular é associada a matriz (A(z, 22))”  inversivel
que a representa, devido ao fato desta aplicacdo ser linear com respeito ao

campo de vetores. (Porém nao é linear com respeito ao ponto de aplicagao).

E em geral, Se 6 é uma acio em R™ sobre uma variedade M™*! definida

pelos campos de vetores { X1, X, ..., X,,} onde
Xi =) au(2);
j=1

e {¥1,Y,,...,Y,} sdo os campos de vetores canoénicos. Denotamos como

Alz) = (aij> ~a matriz dos coeficientes destes campos de vetores. Uma
1] -
Cl-perturbacao 6 de § define naturalmente, em cada ponto, uma bijecdo linear

V:H — D que é a inversa da projecao de 6 sobre H, onde H ¢ R", plano
tangente a T" que é gerado pelos campos canonicos e D = R™ o dominio da
acio. E claro que quando 6 = 0 entéio 9 é dado pela matriz (A(z))~" na base

canonica.

3.2
Holonomia de 73 x R

Supor que a folha F, tem a forma 7° x R nos leva a deduzir que ela tem

3 dire¢oes compactas logo podemos encontrar tres vetores{vy, vo, v3} e definir
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as curvas fechadas a;(t) = tv; em T* tal que seus respectivos levantamentos
7i(t) a partir do ponto p na folha F, também sao fechadas na variedade M.
Logo podemos formar uma base {vy, v, v3,v4} de vetores unitarios de R*
contendo os anteriores e com a condicao de que a matriz que faz a mudanca
de base com a candnica tem coeficientes racionais. As curvas{«;}’_, definem
o grupo fundamental 7r; (T*) no ponto p. Tomemos em conta que a folha nio é

supostamente compacta na quarta direcao.

Defini¢ao 3.2 Sejam os vetores {v1,va,v3,v4} que formam uma base de R4,

a partir destes definimos os campos de vetores correspondentes

Vi : M — TM
p +— Vi(p) = (p,v:)

Definicao 3.3 Seja p o ponto origem e F, a orbita que contém este ponto e
a qual € compacta no minimo nas trés dire¢oes {vy, va, v3}.

Seja T3 o toro mergulhado na orbita F, que contém o ponto p e que
vem a ser o levantamento de T?> x 0 = ({vy,ve,v3}) C RY. Para cada ponto
r = (Y1,Y2,93,0, 21,22) € T definimos as curvas o;(z)(t) = tv; + T;t €
0,1],i = 1,2,3,4 em T3 x 0, onde T = (y1,%2,93,0), e seu respectivo
levantamento ~;(z)(t) em Ty C F,.

Agora definamos a aplicagao que descreve a holonomia da folhaF, para

cada ponto (y1, Y, Y3, 0, 21, 22) de T3. Com respeito a quarta direcdo vy, tem-se

foT— T
o f(2) = nl@)1)

T3 € o toro que também estd mergulhado emF, e que vem a ser o conjunto

formado pelos pontos y4(z)(1) para cada x € T

Em simples palavras f(x) é o ponto obtido depois de seguir pela diregao
vy comecando no ponto x. f pode ser considerada como uma aplicacao de
um espaco bidimensional num outro, também bidimensional, devido a que a

diferenca entre z e f(x) so se da nas coordenadas Z1, Z.

Em virtude de 6 ser uma perturbacio Cl-proxima de 6, entdo f é

C'-proxima da identidade.
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Defini¢ao 3.4 Para cada ponto em T3 se faz corresponder sua respectiva

coordenada (z1, z2) da sequinte forma

2 Tg - Pro.jzhzz (Tg)

(y17y27y370721722) — (Z17Z2)

onde Proj,, .,(T¢) denota a projecio do toro Ts no plano Zy, Zy. Como defi-
nido, cada ponto (y1,Y2,Ys, 0, 21, 22) pertence a folha F),.

ZlZZ
\/\/_/
g A
T2 /
Tl Yl YZ Y3
T3 T Y,
Y3
Y2

Figura 3.2: Aplicagoes f e ¢

E assim sucesivamente, temos aplicacoes respectivas para cada toro T3

de F, dispostos da seguinte forma:
wo: Tp — R?

07 : T? — R?
0o T3 — R?
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3.3
Primeira Afirmacao
A seguir o Teorema principal ou demonstracao pelo absurdo da afirmacao

deste capitulo :

Teorema 3.5 Seja 0y a acao definida acima e p o ponto origem. Se 6 é uma
C — b-prozima de 6y para 0 < 6 < R, onde R € tal que ||D*(6),"|| > 2R

entao nao existem drbitas do tipo T? X R para a agado 6.

Demonstracao

Vamos supor por absurdo que exista ao menos uma Orbita deé7 passando por
um ponto p, que tenha a forma T3 x R, logo existe um espaco tridimensional,
denotada por V, no espaco do cobrimento da folha e cujo levantamento
forma a parte compacta da orbita. Os seguintes casos foram classificados apos
analisar como este espago V' pode interceptar os sub-espagos canonicos (Y7, Y3)
e (Y1,Y5). A escolha dos campos V; que geram V sao feitas segundo estas

condicoes.

Primeiro caso : se
dim{V n (\1,Y5)} = 2 e dim{V n (Y3, Y)} = 1
entdo (Y1,Ys) C V e podemos tomar

Vi=Y1 e V=Y, e Vi=aYs5+0Y)

onde a, b s20 numeros racionais simultdneamente nao nulos.

Segundo caso : este caso é analogo ao primeiro. Se
dim{V n (\1,Y2)} = 1 e dim{V n (Y3,Yy)} = 2
entao (Y3, Y;) C V e podemos tomar

Vi=aY1+0Y, e Va=Ys e V3=Y)

onde a, b sao nimeros racionais simultaneamente nao nulos.

Terceiro caso : caso diferente aos anteriores e se da quando
dim{V N ({Y;,Ys)} =1 e dim{V N (Y3, Y} =1

entao podemos tomar
Vi=aVi+bYs e Va=cVa+dYy e Vi=eYit[YatgVs+hYs

onde a,b,c,d, e, f, g, h sao nimeros racionais nao nulos.
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V' evaluada num ponto, que pode ser a origem, ¢ gerada por 3 vetores
{v1,v9,v3} 08 quais sao levados em 3 geradores de 71 (T*) e aos quais corres-
pondem os respectivos campos {Vi, Vo, V3}. Os campos V; ; i = 1,2,3 sao as
direcoes onde a folha é compacta.

Notemos que qualquer seja o caso , como visto anteriormente, duas

dire¢Oes necessariamente terao a forma
Vi=aY1+0Ys e Va=cY;+dY)

onde a,b sdo numeros racionais e tanto o vetor (a,b) como (c,d) sdo vetores
nao nulos. Fixemos elas assim.

Denotemos a curva a;(t) = tv; ; t € [0,1] para i = 1,2,3 que fazem
parte do grupo fundamental de T e tomemos seus levantamentos respectivos
na folha F),, comegando no ponto p, especificamente num toro Tj mergulhado

na folha e contendo o ponto p, denotemos a estas curvas fechadas por

agora se caminhamos pela folha na direcao nao compacta v, chegaremos a

formacao de novas curvas também fechadas

Fi(t) = tvi + f(po(tvs))

que se encontram no toro T3. Tanto y; como ¥; sao levantamentos de «; em ’]1"%
e T? respectivamente.
Ao supor que a folha F), tem trés dire¢oes compactas podemos obter por

propriedades topologicas as seguintes igualdades:

[ o = [ G s

para i = 1,2, 3. E generalizando para qualquer pontop = (y1, ys, 3,0, 21, 22) €

T2 quando i = 1,2, 3 temos :

/0 B(p + (t) A1) dt = / 3o+ Flt), 31 dt

E a integral fica da seguinte forma :

0 = [ [+ 5050 = 3o+ (0o
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T, 22,
9 A
3
Y
> e
blj T / p
TfW" V1V2V3
T To v,
A /
VL -
' |

Figura 3.3: Levantamentos dos «;
1 ~ ~
= [ [Frnio GiO) = Fprietoien] e

4 sobre

Por defini¢do, ¥ = (D@,)"! o © contém uma projecao de T(T)
T,F, logo os vetores v.(t),¥i(t) que ja se encontram em T,F e sdo vetores
nos respectivos pontos em que foram levantados ficam na igualdade do modo

seguinte:

Dy () = D (D)t

_Dep_j’%(t) O Tp+7;(t) (’?z,(t)) - Dép_j%_(t) O Tptr,(t) (’YZ/ (t))] dt
DAL o) (3H(8) = DOy ()] at

:Dep—j%(t) (3:(t) = DL, (it »] it

+ /O 1 [Dep Lo Do L (] (ﬂ)} dt
_ /[Depj% Depjw)} (34(t))dt

v [ D32 G100 - )
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Se denotamos :

plp+tVi) = (21(1), 22(?))
Jorovy (e +1tVi)) = (Zu(t), 22(t))

Figura 3.4: Projegao sobre o plano {Y;, Zs}

Consideramos o ponto p sendo a origem, resulta

1
0 = /[Det‘/l+f<t\/)( (tV3)) DetVl+<p(tV)](,%(t))dt

[ DB 160 - Gt

E na igualdade acima :

E tal expressao se aproxima da seguinte expressao:

/ / [D? (6o), " (w)].V; dsdt
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+/01D(90);1 [O] dt
- / /01[D2(90>;1(w)m dedt

Mas por dados iniciais quando: = 1,2, 3 :

po = (21(0),22(0)) = (215(1), 22:(1))
pr = (21(0), 22(0)) = (Z1:(1), 22:(1))
Yo = P1—Do

= %i(0) —%(0)

= %i(1) —%(1)

Notemos que tanto para i = 1,2,3 o vetor diferenca vy € o mesmo. Isto

se deve a que o toro da orbita se fecha nas direcoes analisadas.

Z,

Figura 3.5: Projegao sobre o espago {Y;, Z1, Zs}

Observagao 3.6 Queremos salientar o fato que o plano resultante da diferen-
ciagao das curvas v;(t) e 3;(t) no plano {V; =Y;, Z1, Z3}, onde i = 1,2 ou 3,
nao chega a ser uma superficie com uma grande “tor¢cao” pois estamos supondo
que 0 é uma Ci-aprozimagao de by com § sufucientemente pequeno, menor que
m/4 e 0 < 6 < R onde ||D*(6), || > 2R sendo p o ponto origem (em geral

um ponto fizo qualquer).
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De fato se X; = > ai(z1, 20)Yi+b1(21, 22) Z14bo(21, 22) Zo entdao os valores
bj (21, 22) sao C}-prozimos de zero.

|7i(t) — 7:(t)] < 8, esta desigualdade representa a CP- aprozimagio e
quer nos dizer que o vetor diferenca (;(t) = ~i(t) — Y(t) tem um mddulo
suficientemente pequeno.

|Vi(t) —7L(t)| < 8, esta desigualdade representa a Cj-aprozimacao (acele-
ra¢ao) e quer nos dizer que a diregao ou dngulo em que se movimenta o vetor
Gi(t) é menor que § e onde este é menor que w/4. Por esta razao a diferenca
de curvas projetadas sobre o plano z1, zo (como se este fosse um toro) nao pode

ser como a figura mostrada abaizo.

Projecdo no plano

ZZYi W
/

Z,

Figura 3.6: impossivel torcao

Vamos fazer uma analise da curva

G+ S'—=R*—{(0,0)}

onde 7;(t) — v (t) = (0,0,0,0,¢;(t)). A imagem de (; deve estar contido
em uma regiao que ocupa um pequeno angulo que, em maximas proporgoes,
¢ menor que um semi-quadrante /4 e isto novamente como resultado do
argumento de 0 ser uma Cj-aproximagao de 6.

Por dados iniciais sabemos que w = (r,s) = (;(0) = (;(1) para

1,7 = 1,2,3, e por 6 ser uma C'- aproximagao de 6y entao w ~ (;(t) para
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....................................................

Figura 3.7: a funcao ((t)

i=1,2,3ete|0,1], pela proximidade de (;(0) para ((t) também temos que
o produto interno de w com (;(t) sempre é positivo.

Analisemos a expressao

/01 /Ol[DQ(QO)Zl(w)]-Vi dedt =

rsin2mwz;  —rcos2wz 0 0
1 pl .
T COS 272 rsin2mz 0 0
/ / ! ! ' V; dedt
o Jo 0 0 ssin2mwzy —SCOS2m2y
0 0 SCO0S2Tzy  SSin2mzy

Ao supor que a folha nao é compacta, estamos supondo que o vetor
w = (r,s) é diferente do vetor nulo, logo a matriz quadrada M(r, s) que com-
poe a expressao possui duas submatrizes onde ao menos uma delas é inversivel
e os vetores V;, seja (a,b,0,0) ou (0,0, c,d), sdo por suposi¢ao nao nulos, logo
podemos encontrar um p e uma vinhanca aberta desta matriz B/ (p) (na vari-
edade de matrizes do posto de M(r,s) ) de raio p tal que para todo elemento
desta vizinhanca estes ainda conservem a propriedade de ter ao menos uma sub-

matriz inversivel, Logo para todos,t € [0,1] = [D6 ) o ](5:(t) =i(t))

correspondente a 0~, Cl-perturbagao, p-proximo de M(r, s) pertencente a esta
vizinhanca também terd a propriedade mencionada acima. Além disso este
d(p) sera tomado de tal forma que para todot € [0,1] , ~i(t) seja um vetor

proximo de V; e portanto um vetor nao nulo.

Notemos na expressao acima, que quando a primeira submatriz é in-

versivel, entao a equacao que contém o produto desta matriz com o vetor
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Vi = (a,b,0,0) resulta num vetor W; nao nulo e fazendo o produto interno
desta por este mesmo vetor chegaremos que a nova expressao integral é nao
nula.

E no outro caso, quando a segunda submatriz for nao nula, a equacgao
que contém o produto desta matriz com o vetor Vo = (0,0, ¢, d) resultard num
vetor W5 nao nulo e novamente fazendo o produto interno com este vetor nao
nulo chegamos que a nova expressao integral é nao nula.

Agora olhando a equacao abaixo vemos que em qualquer que for o caso
o termo final ¢ diferente de zero (fazendo o respectivo produto interno). Como
a primeira expressao é considerada numa vizinhanca que ainda conserve as
propriedades de inversao da submatriz e vetor nao nulo, logo chegamos a uma

contradicao com o resultado decorrentes das propriedades topologicas acima.

0 = / / D202 o (o(8) = 2(0) | (31(8) st
T / DA, (i) = (i) | at

/o1 /Ol[Dz(QO)Zl(w)kVi dedt
+/01 D(6y);"
- / /01[D2<90>p1<w>w,- dedt

12

rsin2mwz; —rcos2mz 0 0
1 1 .
2 2 0 0
_ o / / rcos2mz; rsin2mz | V, dedt
o Jo 0 0 $8in2mzy —SCOS 272y
0 0 SCOS2Tzy  SSin2mwzy

1,1
= 27 / / W, dcdt
0o Jo

Agora para fazer os célculos, comecemos denotando as expressoes seguin-

tes:
Ay = /01 01<D2(90>p1w).m dodt
By = D(6y);*[0]dt = 0
A= [ [P g i) =200 Gl
Bo= [ o[ - Glo]a
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Primeiro paso.- Como a expressao abaixo

rsin2mz; —rcos2mz; 0 0
1 pl .
2 2 0 0
Ay = 21 / / rcos2mz;  rsin22nz V, dedt
o Jo 0 0 ssin2mzy —SCOS2mzy
0 0 $COS2mzy  SSin2mzy

esta composta por DQ(HO);I(w), uma matriz fixa e inversivel (ou de posto
2) e para algum i : [D?*(6)," (w)]V; € um vetor ndo nulo logo existira
um 0 < R < 1 tal que ||Ao|| > 2R entao ||Ay + Bo|| > 2R

Segundo paso.- Limitando as expressoes. Dado R > 0 Existe 0 < § < R
tal que ¥V z € {¢%(t) + (1 — ¢)yi(t)/t,s € [0,1]} tem se que ||D?4;" —
D?(6p), '] < R/4, considerando a segunda derivada como uma forma
bilinear que pode ser normada. Além disso como ((0) = ((1) = w e
Ai(t)—=7:(t) = (0,0,0,0,((t)) entao para0 < ¢ < 1 (tomamos um ¢ menor
se for necessério) tal que se ||, —7;|| < d entdo ||7;(t)—v:(t)—w|| < R/AM
onde [|D*(6), || < M

= aoll = Il [ [ 1D = D200, ) = ) e
[ 10200, 160) = i) — w0t

IN

LAKHW@?—D%M?MW@—%@MW@WMt

+AulumwwﬂM%w—%@—wwmmm¢m
< R/A+R/A=R)2

Terceiro paso.- Limitando as expressoes. Como v;(t) ~ V; e 3;(t) ~ V; entao
Se |5 — ll < & entao [|5;(t) —vi(#)]| < R/2C onde

C = sup{|| DA, ||/t € [0,1]}

|@—Bm:=w£w@mm@—w@wn

IA

1
AHD%@MWW%~MMWt
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< R/2

Sabemos por suposicao que

0=||A1+ Bi|| = [[(Ao+ Bo) + (A1 — Ay) + (B1 — By)]]
||Ao + Bol| — ||A1 — Aol| — [|B1 — By|
> 9R—R/2—R/2=R>0

v

chegamos assim a uma contradigao.
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