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O METODO HIBRIDO DOS ELEMENTOS FINITOS

Este Capitulo tem por finalidade apresentar a formulagdo do método
hibrido dos elementos finitos. Para tanto, parte-se da introducao de conceitos
basicos da teoria do potencial e da teoria da elasticidade para problemas
dindmicos, seguidos do conceito de solu¢des fundamentais.

Em continuagdo apresenta-se o potencial de Hellinger-Reissner
generalizado e a formulagdo do método hibrido dos elementos finitos para
problemas dindmicos no dominio do tempo.

Finalmente, apresenta-se a formulagao geral do método para problemas
no dominio da frequéncia, com uma solugdo para o problema de autovalores
nao-lineares relacionado a equagdo de equilibrio dindmica no dominio da
freqliéncia, o processo de superposi¢cdo modal e a obtencédo da matriz de rigidez

como uma série de freqliéncias.

2.1.Conceitos de Teoria do Potencial

Muitos problemas de engenharia, tais como condugéo de calor, condugao
elétrica, campos gravitacionais, campos eletrostaticos, fluxo irrotacional de
fluidos ideais, percolacdo através de um meio poroso, torcado de barras
prismaticas, sao governados por uma mesma equacao diferencial, denominada
equacgao quase-harménica (Zienkiewicz, 1977), por representar problemas que
nao sao puramente transientes e nem harménicos. Exemplos da equagao quase-
harmdnica sao as conhecidas equacgdes de Poisson e de Laplace.

No item 2.1.1 s&o apresentados o problema de potencial quase-harmbnico
e a equagao de Poisson de forma geral, possibilitando sua aplicacdo a qualquer
um dos exemplos dados acima. Referéncias em particular serdo feitas ao
problema de fluxo de calor, de forma a situar as expressdes apresentadas com
os exemplos a serem mostrados no Capitulo 5. O mesmo sera feito no item
2.1.2, o qual apresentara o problema de potencial harménico e a equagao de

Helmholtz.
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2.1.1.Problema de Potencial quase-harmoénico

Em certos problemas, a difusdo ou o fluxo de certas quantidades, tais
como o calor, é de grande relevancia. A taxa de transferéncia por unidade de
area de tais quantidades, g, pode ser expressa por suas componentes

cartesianas como

T

a =lo, 9, a.] (2.1.1)

Sendo Q a taxa em que a quantidade em questédo é gerada por unidade de
volume, o equilibrio ou continuidade necessaria para o fluxo em estado

permanente é dado por

a
9, Ny % oy vig-0=0 emQ (2.1.2)
o&x oy oz

em que Q é o dominio do problema e

0
o
9
oy

0
o

(2.1.3)

De forma geral a taxa de fluxo é relacionada ao gradiente de certa
quantidade potencial u, que para problemas de fluxo de calor representa a
temperatura, sendo ¢ neste caso o fluxo de calor por unidade de area. Tal

relacao se expressa de forma geral como

ou
q, Ox
ou

q=19, =-ki—r=-kVu (2.1.4)
oy
o au
0z

onde k € uma matriz 3x3 (para o caso geral de problemas 3D), geralmente
simétrica devido a argumentos de energia. Para problemas de fluxo de calor, k
representa a matriz de condutividade térmica do material.

A equacéo final de governo para problemas de potencial € obtida pela
substituicdo de (2.1.4) em (2.1.2),

Vv (kVu)+Q =0 em Q (2.1.5)
Na solugédo de problemas fisicos em termos de equagdes diferenciais, €

em geral necessario satisfazer um certo numero de condi¢gdes iniciais ou
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condicdes de contorno. As condigdes de contorno podem ser: em potencial, em
fluxo, proporcionais e mistas.

Condicbes de contorno apenas em potencial sdo conhecidas como
condigbes de contorno essenciais ou de Dirichlet. Condigcbes de contorno
unicamente em fluxo sdo conhecidas como condicbes de contorno naturais ou
de Neumann.

As condicbes de contorno em que o fluxo é proporcional ao potencial, ou
seja,

q,=9+au (2.1.6)
sdo também denominadas de condi¢gbes de contorno de Robin. Na equagéo

(2.1.6) o € um coeficiente de transferéncia ou radiagdo, g é o valor de
densidade de fluxo conhecida e ¢, € a componente de fluxo normal a superficie.

Ja as condi¢des de contorno mistas sdo aquelas em que se tem potencial
em uma parte do contorno, denominado de I'y, ou seja,

u=1u emTl, (2.1.7)
e fluxo em certas partes do contorno, denominadas de I, isto €,

q,=9 em I (2.1.8)
onde u € o valor de potencial conhecido e ¢,, componente de fluxo normal a
superficie, & dada por

g,=q'n=—(kVu)'n (2.1.9)
levando em conta que se tenham apenas as condi¢cdes de contorno mista.

Na equacdo acima, n € um vetor de co-senos diretores da normal a
superficie:
n’ =, n, n] (2.1.10)
No caso de as diregdes cartesianas (x,y,z) coincidirem com as diregdes

principais do material, ou seja, k,, =k, =k, =0, tem-se

k. 0 0
k={0 &k, 0 (2.1.11)
0 0 k,
Dessa forma a equacéo (2.1.5) fica da seguinte maneira:
i[kta—uJ+i k.a—u +£[kza—uj+Q:0 (2.1.12)
ox\_“ox) oy\ Toy) oz 0z

Se, além disso, o0 meio em questao for isotrépico e homogéneo, entdo

neste caso a equacao (2.1.5) se escreve na forma
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2 2 2
PR ) W (2.1.13)
o o o

emque k=k =k, =k, .

A equacédo (2.1.13) é conhecida como equacgao de Poisson. Para o caso
de problemas de potencial quase-harménico sem fonte interna em meio
homogéneo e isotrépico, a equagao governante se torna a equacao de Laplace,
ou seja,

o*u d*u 'u

2
P +8y2 +622 =0 ou Vu=0 (2.1.14)
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2.1.2.Problema de Potencial Harmonico

No item anterior, deduziu-se a equacéo (2.1.5) para o caso geral de fluxo
em estado permanente.
Ja para o caso do fluxo variando com o tempo, a equagao (2.1.5) sofre

uma ligeira alteracdo, sendo entéo
T _ 814
\% kVu+Q=cE em Q (2.1.15)

Onde ¢ =c¢p, no caso de problema de fluxo de calor, sendo ¢ o calor

especifico e p a densidade do material em questéo.

Para material homogéneo e isotropico, a equacédo (2.1.15) assume a
expressao

k(azu o%u 82uJ+ :Eﬁu

+ + — 2.1.16
oyt ozt ot ( )

a partir da equacao (2.1.14).

Para o potencial expresso por meio de uma formulagao dependente da
freqUéncia, parte-se da separacgao de variaveis

u=u(w)r(t,w) (2.1.17)
em que 7(¢,w) é definido de tal forma que

%: —or(t,0) (2.1.18)

e ® € uma quantidade matematica em principio arbitraria, cuja interpretagéo

fisica depende do problema em estudo. Com isso, a equacgao (2.1.16) torna-se

Eazu o’u  o%u

ax2+ayz+azzJ+Q+E2u:O (2.1.19)

em que ¥’ :5% € a constante de separagdo também denominada de “numero

de onda”, qualquer que seja o problema em questao.

A equacao (2.1.19) é a equacao de governo para problemas de potencial
harménico em meio homogéneo e isotropico e é conhecida como equagéo de
Helmholtz, cuja solu¢cdo fundamental sera apresentada no item 3.1 do Capitulo
3.
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2.2.Conceitos de Teoria da Elasticidade

Na teoria da elasticidade, busca-se determinar a distribuicdo estatica ou
dindmica dos deslocamentos e das tensbées em uma estrutura submetida a
acdes externas conhecidas. Para isso deve-se obter uma solugcdo para as
equacgbes basicas da elasticidade que satisfagca as condi¢des de contorno
impostas, que podem ser em deslocamentos ou em forgas. Tais equagdes sao:
equacbes de equilibrio de forcas, equacdes de compatibilidade entre
deformacoes e deslocamentos e equacgbes constitutivas.

As grandezas relacionadas a essas equacbes (deslocamentos, forcas,
deformacbes e tensbes) devem ser descritas em dois sistemas basicos de
referéncia ou de coordenadas. Tem-se um sistema global ou externo, no qual

estdo representados os deslocamentos absolutos u; e as forgas relacionadas,
que podem ser tanto forcas de massa f;, que atuam no dominio 2 do corpo,
como as forgas de superficie ¢, que atuam no contorno I' do corpo. Tem-se

também um sistema local ou interno, no qual se representam os deslocamentos

relativos, ou seja, as deformagdes ¢, assim como as tensdes c; relacionadas.

Nesta e nas proximas secgdes, 0s subscritos i e | assumirdo os valores 1, 2
ou 3, conforme se refiram as coordenadas globais x, y ou z, respectivamente.
Um subscrito depois de uma virgula representa derivada em relagcdo a direcéo
coordenada correspondente. indices repetidos indicam um somatério de trés
termos, no caso geral de problemas tridimensionais.

Seja um corpo elastico em equilibrio, sujeito a pequenos deslocamentos,

com condi¢des iniciais em deslocamento e velocidade conhecidas em todo o

corpo, que esta submetido a forcas de massa fl no dominio Q e forcas de
superficie 7, no contorno I'; e deslocamentos prescritos %, no contorno I,

conforme a fig 2.1.

Figura 2.1: Corpo elastico em equilibrio.
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As equacdes de equilibrio de forgas e tensdes relacionadas a este corpo

sdo:
G = pii;+ [ =0 em Q (2.2.1)
G, =0, em Q (2.2.2)
L, =0,1; em [, (2.2.3)

Elas expressam as transformagdes entre as forcas descritas no sistema
global e as tensGes descritas no sistema local de coordenadas, incluindo a
condigcao de simetria do tensor das tensdes. A grandeza escalar p é a densidade

de massa do meio e 7, s&o os co-senos diretores de um elemento de superficie

2

dI'. A derivada no tempo é indicada por pontos, ou seja, i, = zi .
t

As equacbes de compatibilidade entre deformacbes e deslocamentos sao

dadas por

&, =~(u, +u,,) em Q (2.2.4)

y

N | —

u; =1, em T, (2.2.5)
Na equacgao (2.2.4) tem-se a expressdo das transformagdes cinematicas
entre os deslocamentos descritos no sistema global e as deformag¢des no
sistema local de coordenadas. Na equacdo (2.2.5) tem-se a relacdo de

compatibilidade entre os deslocamentos u«; no contorno I', e os deslocamentos
prescritos u; .

Por fim, as equacobes constitutivas que representam as relagdes entre as
tensdes e as deformagdes no corpo elastico sdo dadas por

o, =Cyuey em Q (2.2.6)

ij ij
C,u € a matriz constitutiva do material, a qual, para um material

linearmente elastico, isotrépico e homogéneo, se expressa na forma

2Gv
Ciw = ESUSH + G(aiijl + 8i16jk) (2.2.7)

em que v é o coeficiente de Poisson, G é o mddulo de elasticidade transversal
ou de cisalhamento e 5, € o delta de Kronecker, ou seja:

0 L
5, ={ e (2.2.8)
1 se i#]
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A substituicdo da equagdo (2.2.7) em (2.2.6) e a posterior substituicao
deste resultado em (2.2.1), considerando a equacdo (2.2.4) e a condi¢cao de

simetria da matriz constitutiva, C;,, fornece a equagéao conhecida como equagéo

de Navier:
G .7
Gu; o +——Uy ; — Pl + f;=0 emQ (2.2.9)
o l=2v)
que pode ser expressa na forma
CoU; gy +(612 —cj)u,(,kl.—iiﬁﬁ:o emQ (2.2.10)
p

As grandezas ¢, e ¢, sdo a velocidade de propagacdo de ondas

irrotacionais e a velocidade de propagac¢ado de ondas de cisalhamento no meio

elastico, dadas por

¢ = |200~Y) (2.2.11)
p(1-2v)

1

¢, = |2 (2.2.12)
p

A consideracdo de que as velocidades e as aceleragbes sdo nulas nas
equacdes acima leva a equacao da elastostatica, para a qual sdo obviamente

validas todas as transformacoées anteriores:

Gt 4 +Luk,ki +/,=0 em Q (2.2.13)

(1-2v)
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2.3.Solugoes Fundamentais

Nesta secdo apresenta-se de maneira geral o conceito de solugbes
fundamentais, de forma a fornecer ao leitor ndo familiarizado com tal assunto
condigbes de acompanhar os desenvolvimento da formulagdo do método hibrido
de elementos finitos.

Solugdes fundamentais sdo conjuntos de fungdes de interpolacdo de
campo, em equilibrio com o fluxo ou a tensao, para problemas de potencial ou
elasticidade, respectivamente. Isto &, sdo fungcbes que satisfazem as equacgdes

de equilibrio do problema, independentemente das condi¢cdes de contorno.

Os campos de tensoes cg e de deslocamentos ulf no dominio Q, este
ultimo a menos de constantes de corpo rigido, podem ser pensados como uma
superposicéo de uma solugéo particular ¢/ e uma solugdo homogénea 0;. da

equacao da elastodinamica,

o, —pii; + f, =0 em Q (2.2.1)
ou seja,

G{; = G;- +oj (2.3.1)

ul =u +u’ (2.3.2)
em que

ol —piil +f,=0 emQ (2.3.3)

G, —pii; =0 em Q (2.3.4)

~ * * ~
As fungbes o; e u; podem ser representadas em termos de parametros

nodais de forga p. , na forma

* * *

Gij :Gijmpm (235)

U =u,,p, (2.3.6)
0 que, de acordo com a equacgao (2.3.4), significa que

s

O j — P, =0 emQ (2.3.7)
Uma fungao cs:;m que satisfaca a equacao (2.3.7) é chamada de solugao
fundamental e é caracterizada pelo sobrescrito (*).

O campo de deslocamentos ul correspondente ao campo de tensdes c;

também pode ser representado em termos de parametros nodais de forga p;, a

menos de constantes de corpo rigido, ou seja,
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s s

onde u,, é chamada de solugéo fundamental em termos de deslocamentos e u;,

€ um conjunto de funcgbes arbitrarias de deslocamentos de corpo rigido (Chaves,

2003), que aparecem multiplicadas por paréametros arbitrarios r,. No termo mais
a direita da equacao (2.3.8), tais paradmetros de corpo rigido sdo expressos em
termo de parametros de forga p,, multiplicados por uma matriz de constantes

arbitrarias C,, (ver Chaves, 2003). No Apéndice B mostra-se como ¢ feita a

avaliacdo de deslocamentos em pontos do dominio para problemas estaticos
considerando deslocamentos de corpo rigido.

As solugcbes fundamentais podem ser funcbes singulares ou nao-
singulares. Solugbes fundamentais singulares, quando requeridas a satisfazer
certas condigdes de contorno, sdo chamadas de funcbes de Green. Solucbes
fundamentais singulares gerais sdo também chamadas de fungbes de Green de
campo livre. Ja as solugbes fundamentais nao-singulares sdo chamadas de
funcdes de Trefftz pelos pesquisadores que seguiram o trabalho pioneiro de
Trefftz (1926).

Na hipdtese da utilizagdo de solugdes fundamentais singulares para
obtencdo da solugdo homogénea da equacgdo (2.2.1), as equagbes (2.3.4) e

(2.3.7) assumem expressao ligeiramente diferente, ou seja,

* .

o, —pii; ==Ap] em Q (2.3.9)

*

=—A, em Q (2.3.10)

ok
G;’/’m,j “Fim im

em que Aou A, € uma fungdo singular (delta de Dirac) nula em todo o dominio

im

exceto em uma regido Q, arbitrariamente pequena de Q2 e que envolve o ponto

. ~ * P ~ . . ~
de aplicagdo da forga p,. Porém as solugbes fundamentais singulares n&o

fazem parte do escopo deste trabalho e ndo mais serdo mencionadas daqui para
frente, e qualquer citacdo a solugcdes fundamentais dira respeito unicamente as
solugbes funtamentais n&o-singulares. Mais detalhes sobre solugdes
fundamentais singulares podem ser obtidos em De Souza (1992), Chaves (1999)
e Brebbia (1978).
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2.4.0 Principio de Hamilton

Considere um corpo elastico, como na figura 2.1, no qual as deformagdes
variam continuamente entre os instantes t, e t;. Os efeitos de tempo a ser
considerados sido aqueles devidos a inércia de um corpo elastico. Considere

ainda que os deslocamentos virtuais du; aplicados sobre o corpo elastico variam
com o tempo de tal modo que Su; =0 nos limites de integragdo t, e t;.

Seja u; um campo de pequenos deslocamentos, fun¢do do tempo ¢, de tal
modo que ou;, =0 em I,

O principio dos trabalhos virtuais aplicado a este corpo, levando-se em
conta as forgas dindmicas, se expressa da seguinte forma, para um certo

instante de tempo:

an,.jcsg,,dQ = '[Qj?i&tidQ+J.rgt_i§uidl“—IQpiii&4idQ (2.4.1)

Para um corpo elastico, pode-se expressar

[ oy08,d0=] sU,d@=sU (2.4.2)

como a variagao da energia interna de deformacao U. Além disso,

J.Qj?i&idQ+J.rat_i5uidF=5W=—5V (2.4.3)

representa a variacao do potencial de trabalho W das forcas externas.

A parcela —J'Qpii,duidQ que aparece na equacao (2.4.1) representa a

variacdo de energia relacionada as forgcas dindmicas, de acordo com o principio
de D’Alembert, que diz que um corpo de massa m desenvolve uma forga,
denominada de forca de inércia proporcional a aceleracdo da massa e de
sentido contrario.

A integracdo da expressdo do principio dos trabalhos virtuais, equagao

(2.4.1), no intervalo de tempo (to, t;), fornece
4] 4 4
sUdt = [ " owdt— [ [ pii,ou,ddt (2.4.4)
to to ty 9Q

Além disso, a segunda integral do lado direito da igualdade na equagao
(2.4.4) pode ser relacionada a variagdo da energia cinética K do corpo, através
da seguinte integragao por partes:

4

[ [ pii i, = | ﬂdiﬁuidQ‘ - jt [ i i, = —j [ pigidode (2.4.5)

to
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]

visto que .[quiﬁuidQ =0 com base na hipotese de que os deslocamentos

ly
virtuais du;, s&o nulos nos limites de integracdo no tempo (to, t;). Portanto, a

equacao (2.4.4) pode ser escrita como:

s["(m-K)de=0 (2.4.6)
)
onde:
1 - _
M=U+V = Ejgoygde—IinuidQ—J‘ra fu.dr (2.4.7)
K—lj i dO) (2.4.8)
=5 Pt 4.

A equacao (2.4.6) é conhecida como o principio de Hamilton e diz que a

integral | '(IT—-K)dt tem valor estacionario, em um sistema eléstico submetido a

4
fo

um carregamento dindmico conservativo.
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2.5.0 Potencial de Hellinger-Reissner Generalizado

O potencial de Hellinger-Reissner € um potencial mais geral do que aquele

tradicionalmente utilizado no método convencional de elementos finitos, pois ele

conta com dois campos, um de tensdes alf no dominio Q do elemento e outro

de deslocamentos u; no contorno I" do elemento, diferentemente do potencial

utilizado no método convencional, que conta apenas com um campo de
deslocamentos, para o dominio e o contorno do elemento.

Com o intuito de se chegar a uma formulag&o hibrida de elementos finitos,
a ser abordada na préxima se¢do, a equacdo (2.4.6) apresentada na secdo
anterior deve ter relaxada a condicdo de compatibilidade entre deformacdes e
deslocamentos dada pela equacgédo (2.2.4), de forma a se ter uma versdo
generalizada do principio de Hamilton (Dumont e Oliveira, 1997).

Abaixo tem-se a equagdo (2.4.6) reescrita de forma mais conveniente:
‘ 7 : e
54[0 (.[Q U, (Ei,-)dQ—J‘Q fl.ul.dQ—J‘ra fu,dl _EIQ o 1, dQ)dt =0 (2.4.6)
O principio de Hamilton pode ser generalizado na forma:
f) X _ B 1 ‘
/ i 0 S
5J.to (J.Q UO (gii )dQ_IQ fiuidQ_J.r(r t,-ul-dr _EJ-Q pu u; dQ —

- 4 [g,-.jf —%(ﬁ,.,j i, )de [ Al -7, )dQJdt -0
A

em que se tem um campo de tensoes o;.jff, com consequentes deformagoes ¢&;

(2.5.1)

e deslocamentos ulf, de tal maneira que as equagdes de equilibrio dindmico

(2.2.1) e (2.2.2) sejam satisfeitas em ) como premissa, e um campo de

deslocamentos u, que satisfaga a condigdo de compatibilidade (2.2.5) em T,.
Os multiplicadores de Lagrange X, e X, s@o necessarios para a incluséo

adequada dos dois termos de energia advindos do relaxamento da equagéo de
compatibilidade (2.2.4) assim como do fato de que se tém dois campos de
deslocamentos distintos.

Pode-se reconhecer nos multiplicadores de Lagrange da equacao (2.5.1)

um sentido mecanico: a variavel 1, corresponde a tenstes no dominio €,

enquanto A, se refere a forgcas dindmicas que agem no dominio Q2 do elemento.

Além disso, observa-se que a imposicdo de estacionariedade do potencial da
equacao (2.5.1) estabelece que as variaveis presentes devem ser relacionadas

entre si através das equagbes (2.2.1)-(2.2.6). Sendo as equagdes (2.2.1) e
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(2.2.2) satisfeitas como premissa (para o campo de tensdes no dominio dado
como uma série de solugdes fundamentais), pode-se atribuir a 4; o sentido
fisico mais estrito de tensoes af enquanto que 4, assume sem erro o sentido
estrito de forgas dinamicas — pii; .

Por outro lado, sendo as deformacobes eyf funcbes das tensdes O'U , deve-
se expressar a densidade de energia de deformacdo U, (ver figura 2.2) em
termos da densidade de energia de deformagao complementar U, , ou seja,

j U, (] )dQ2 = j ol &l dQ- j Ut (o])dQ (2.5.2)
Para materiais linearmente elasticos, os valores dos termos UC( ) e U ( )

sdo iguais. A diferenca existente consiste na forma conceitual como estas duas
parcelas sao descritas, conforme ilustra a figura 2.2.
(o

oo, |

OU, = &,00;

U, (G;)

U() (glj) SUO = GUSSU

-
dg;

Figura 2.2: Grafico da energia interna de deformagéo de um corpo elastico.

Aplicando-se o teorema de Green ao quinto termo de integracdo da

equagao (2.5.1), em que se escreve af em lugar de X, visto que séo

i

equivalentes como mencionado anteriormente, e levando em conta a simetria do

tensor o/ , equagéo (2.2.2), tem-se

.[Qa;[gf—%(u +u, de:J. o; UdQ '[ayu”dQ—

(2.5.3)

—J. Gl/ i gl dQ— .[ o; n}udF+I O'U]uldQ
onde 7; € o vetor dos co-senos diretores de um elemento de superficie dI', de

acordo com a figura 2.1.

A substituicho das equacgbes (2.5.2) e (2.5.3) na equagao (2.5.1),

escrevendo-se — pii/ em lugar de %, , fornece:
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~om, =5["[ [Us +(o, + £, )i i +5[ " [ zitdrd:-

; el . (2.5.4)
_5 j [ o/njidrdt+s j IQE i/ ! dQdt +5 I [, piif (u/ —i7 it = 0

que é a expressao mais geral do potencial de Hellinger-Reissner, apresentada
de maneira adequada em sua forma estacionaria. Nesta expressdo tém-se

apenas duas variaveis independentes entre si, que sdo 0 campo expresso em

termos de tensdes oy-jf e deslocamentos u,f no dominio Q, aproximados por

solugbes fundamentais, e o campo de deslocamentos u,, que necessitam ser

descritos apenas no contorno I'" do corpo, por fungdes de interpolagcdo como no

meétodo de elementos finitos tradicional. A integral de dominio do termo entre
colchetes na equagéo (2.5.4) ndo sera avaliada, pelo fato de U, ser expresso
em termos de solugdes fundamentais, como se vera na proxima secao, além do
fato de se fazer uma transformacdo da expresséo de flﬁl para levar sua

integral do dominio para o contorno (n&o discutido nesta dissertagao).
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2.6.Formulagao do Método Hibrido dos Elementos Finitos

O ponto de partida para a formulagdo do método hibrido dos elementos
finitos é a condi¢cao de estacionariedade do Potencial de Hellinger-Reissner, eq.

(2.5.4), reescrita abaixo por motivo de conveniéncia:
~on, =5["[ s +(o], + £ )i i +5[ " [zt drd:-

4 : 2 1 ) 4 i (2.5.4)
o] fotn i o], i ac o [ it i =0

Nas proximas subsegdes sao feitas transformacdes no potencial de
Hellinger-Reissner de forma a se obter sua expressdo matricial e alguns

comentarios acerca das propriedades fisicas das matrizes obtidas.

2.6.1.Particularizacdo da Condigcao de Estacionariedade do Potencial
de Hellinger-Reissner para o Caso de Solu¢gées Fundamentais Nao-
Singulares

Sobre a equagao (2.5.4) faz-se a seguinte transformacgao, relacionada ao
quarto termo de integragao do lado direito da primeira igualdade:
i1t i/ . e
s["[ LU o = | j“%dtdgzj p([agﬁu,.f i —jtﬁfﬁufdtJdQ
Wi 2 Qldy 2 Q o Jy (2.6.1)
N R Y I g fo S
= jto jgpu,. Su! dQdt = 5th jﬂpu,. u det+LOIQp5ui u/ dQdt
Tal transformacgao fornece a seguinte expressdo para a condigdo de

estacionariedade do potencial de Hellinger-Reissner,

o, =o' [ Ui +(o), + 7, - pii! Y e +s[" [ i drar-

‘ ‘ (2.6.2)
_5_[’0] LU Jéfn_/idl"dt-i-jt(: Igp&j;fu;fdmt ~0
O desenvolvimento da variagdo (expressa pelos termos em &) fornece:
—oll, = J: IQ (6U¢ + 60 ] i, - pii! @, JiQdr +
* J.t: J.Q (G’Jf/ + J;, B pulf )&iidet +
* .[z: J‘ra t,0, T dt _L: L oo il dUdt (2.6.3)

= [ oindadra « [ [ psifu dcdt =0

Porém, o termo relativo a energia de deformagdo complementar ainda

pode ser desenvolvido da seguinte forma,
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” wdgdz—j [ 60/ul dot = ” o/ul') dQdi- 26s
_LOI Ly zfdef—j [ oo /nul drd- j [ 60 u dar o

Sua substituicdo na equacgéo (2.6.3) fornece a equacdo do potencial de
Hellinger-Reissner em sua forma mais adequada a discretizagdo numérica, qual
seja:

— o1, ——H sal , - péii! uf—u)deHj j Soln,u —i Jdrdi+

i f
[ o+ 7 - piil Yo [ [ (o), —r)&;drdt

Entretanto, antes que se facga tal discretizacdo, ainda é possivel tornar a

(2.6.5)

equacao (2.6.5) mais simples e direta para a discretizagcdo numérica.
Tal simplificacdo se da através da condigcdo expressa pelas equacdes
(2.3.3) e (2.3.4) que, para solugdo fundamental n&o-singular, torna nulos o

primeiro e o terceiro termos de integracado da equacéo (2.6.5), fornecendo:

-ott, = ['[ oo/ ~iJrdi~['[ (o/n, -7 Jidrac=0  (268)

que é a expressao mais adequada do potencial de Hellinger-Reissner para

solugcdes fundamentais nao-singulares.

2.6.2.Discretizacao da Condicao de Estacionariedade do Potencial de
Hellinger-Reissner para Solugées Nao-Singulares

De acordo com a Segéo 2.3, as tensdes c,{;' e os deslocamentos u/ no
dominio Q2 sd0 expressos como

o/ _G +0oj (2.3.1)

l/

ul =u; +ul (2.3.2)
A substituicdo destas expressoes, equacgdes (2.3.1) e (2.3.2), na equacgao
(2.6.6), fornece:

a1, ZJ‘Z"L(&;; + 808 Y\ +up —ii, Jardr -

_ I L o7 + o2, -7 birard: =0

Deve-se aqui lembrar que o termo o que aparece na equagao (2.3.1) €

(2.6.7)

um termo constante e portanto sua variagéo 3o, na equagdo acima é nula.
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A discretizagdo numérica da equacao (2.6.7) é feita através das seguintes

expressbes para as tensdes G; e deslocamentos u, no dominio Q e os

deslocamentos u; no contorno I" do elemento, respectivamente,

6 =GP (2.6.8)
u; =uy,p, (2.6.9)
u; =u,d, (2.6.10)

onde p, s&o pardmetros nodais de forga, d, sdo parametros nodais de
deslocamento e u,, sdo fungdes de interpolagédo de deslocamentos iguais as

utilizadas no método de elementos finitos convencional.
Utilizando-se por fim as expressdes dadas pelas equagdes (2.6.8), (2.6.9)

e (2.6.10), a equagao (2.6.7) torna-se:
tl * * * *
- mR = Ito J.F O-[/‘m 5pmﬂj (“mpn + uip - uind”l )drdt -

2.6.11
_J't:.[r[(atj‘mp;"'o_f j_f[]um§dndrdt=() ( )

Entdo, a nova expressao para a forma estacionaria do potencial de

Hellinger-Reissner, escrita na forma matricial, passa a ser

em que as quantidades p° e d s&o vetores contendo os parametros pfn ed,,

respectivamente — incognitas primarias do problema. A matriz F € a matriz de
flexibilidade, simétrica por construgdo, como pode ser visto na equacao (2.6.13)
abaixo; H é uma matriz de transformacdo cinematica, e b um vetor de
deslocamentos nodais equivalentes as forcas de corpo, como mostram as

equacgoes (2.6.14) e (2.6.15), a segulir:

[Fl=[F,,]= | u)0},n,dr0 (2.6.13)
W' ]=[m,,1=[ u,0o),n,dr (2.6.14)
b" 1=[b, 1= uro,m,dr (2.6.15)

As quantidades p’ e p que aparecem na equagéo (2.6.12) sdo vetores de
forcas nodais equivalentes relativos as forcas de corpo fl e as forgas de tracao

t,, respectivamente, e séo definidas como

b J=[pt = [ w,opm,dr (2.6.16)
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pl=[p. 1= w,idr (2.6.17)

Quanto a matriz b da equacgao (2.6.15), é possivel escrever

* 7.dl = Hd" (2.6.18)

in"n ljmnj

b =J‘uip0';m?7de =J‘uA d’c
r T

em que d” contém deslocamentos u” medidos diretamente em pontos nodais

do contorno.

Portanto, para um determinado instante de tempo e valores arbitrarios de

dp" e &d aequagdo (2.6.12) decompde-se em duas novas equagdes:
Fp' =Hd-d") (2.6.19)
H'p =p-p’ (2.6.20)

Eliminando-se p* nestas equagdes, tem-se, finalmente,

H'F'H(d-d")=p-p’ (2.6.21)
em que
H'F'H=K (2.6.22)

€ uma matriz de rigidez positiva semidefinida, que transforma deslocamentos

nodais (d—d’) em forgas nodais em equilibrio com o conjunto de forgas nodais

equivalentes (p —p”) definidas no lado direito da equacéo (2.6.21).

A matriz H, para o caso de solugdes fundamentais nao-singulares

construidas para um conjunto polinomial completo, € em geral uma matriz
retangular, visto que ha mais parametros de forca p° do que pardmetros de
deslocamentos (d—d’) na equagdo (2.6.19), isto & dim(p*)z dim(d—d”) (ver
tabelas 3.1 e 3.2, no Capitulo 3), ao contrario do que ocorre no método hibrido
de elementos de contorno, onde H é sempre quadrada.

Para problemas no dominio do tempo com a utilizagcdo de solucbes
fundamentais ndo-singulares, a matriz F & ndo-singular e sua inversa pode ser
encontrada diretamente, como indica a equagao (2.6.22). Ja para problemas
estaticos ou de regime permanente, a matriz F é singular e sua inversa deve ser

obtida através do procedimento apresentado no Apéndice A.
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2.6.3.Propriedades Fisicas Relacionadas as Matrizes H, F e K

Tecer-se-d0 aqui alguns comentarios acerca das propriedades fisicas

relacionadas as matrizes H, F e K, as quais dizem respeito as transformacgdes
sofridas pelos vetores de deslocamentos nodais (d—d”) e de forgas nodais
(p—pb) que aparecem na equacao (2.6.21).

No sistema externo ou global, os deslocamentos nodais (d—d”)
descrevem um campo de deslocamentos compativel em todo o contorno I'. A
estes deslocamentos (d—d”) correspondem as forgas nodais (p—p”)

energeticamente equivalentes as solicitagdes externas que atuam no contorno.
Os deslocamentos (d—d”) podem assumir valores arbitrarios, porém as forcas
equivalentes (p—p”) devem ser sempre auto-equilibradas.

No sistema interno ou local, a parcela estatica das forgas nodais p* define
um campo de tensdes no dominio Q. A estas forcas nodais p° correspondem
deslocamentos nodais d* que podem ser definidos a partir do principio dos
trabalhos virtuais como,

d =Fp’ (2.6.23)
em termos da matriz de flexibilidade F, previamente definida. Estes
deslocamentos nodais equivalentes ndo existem fisicamente, de modo a serem
diretamente mensuraveis, mas sao grandezas mecanicamente equivalentes, em
termos de trabalhos virtuais, ao campo de deslocamento correspondente as
forcas aplicadas.

A substituicdo da equacdo (2.6.23) na equacdo (2.6.19) permite concluir

que H é uma matriz de incidéncia cinematica, que relaciona os deslocamentos

nodais (d—d") do sistema externo com os deslocamentos nodais equivalentes
d” do sistema interno de coordenadas:
d" =H(d-a") (2.6.24)
Da equagdo (2.6.20) advém que a matriz H” realiza uma transformagao

de equilibrio entre forgas nodais p° do sistema interno e as forgcas nodais

equivalentes (p—pb) do sistema externo de coordenadas, que equivale ao
principio da contragradiéncia.
Ja das equacgdes (2.6.21) e (2.6.22), como mencionado acima e ressaltado

novamente, tem-se que K ¢é uma matriz de rigidez, que realiza uma
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transformagdo linear dos deslocamentos nodais (d—d”) em forgas nodais
equivalentes (p—p”):
(p-p’)=K@-d") (2.6.25)
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2.7.Analise Geral de Problemas Dependentes do Tempo no Dominio
da Frequéncia

Nesta secdo faz-se a andlise de problema sem amortecimento. Uma
abordagem generalizada para problemas com amortecimento viscoso é feita em
Dumont (2005a).

2.7.1.Mudanca do Dominio do Tempo para o Dominio da Freqiiéncia

Com o objetivo de se chegar a uma formulagcédo no dominio da freqltiéncia a

partir dos desenvolvimentos gerais feitos nos itens anteriores, supbe-se que as

funcbes de tensbdes c;., equacdo (2.6.8), e de deslocamentos u, equacao

(2.6.9), no dominio Q, assim como as fungdes de deslocamentos #; no contorno

I', equacgao (2.6.10), podem ser expressas por uma separagao de variaveis de

espaco e de tempo, para uma dada freqiiéncia circular de vibracéo w:

6, =6, (®)p,(®)1(1,0) em Q (2.7.1)
U =1y, (0)p, (©)1(t,0) em Q (2.7.2)
u, =u,d, (0)(t,o) emT (2.7.3)

Sendo 1(t,0) definido de tal maneira que,

2
%z—m%(tm) (2.7.4)
t

De acordo com o que é exposto na Seg¢ao 2.3, as equagdes (2.7.1) e
(2.7.2) sdo expressbes de solugcdes fundamentais e portanto satisfazem a

equagao (2.3.7) para uma dada freqiiéncia circular o, ou seja,
G;j((o)+(ozpu;(oa)=0 (2.7.5)
Portanto, de acordo com as equacdes (2.7.1)-(2.7.3), as equacdes (2.6.19)
e (2.6.20) ficam, para uma dada frequéncia circular o,

F(o)p’ () - H()(d(0) —d" (@))=0 (2.7.6)

H' (0)p" (@)~ (p(@) ~p"(@))=0 (27.7)
em que p’ (), p(w) e d”(w) sdo, de acordo com as equacgdes (2.6.16), (2.6.17)
e (2.6.18), os componentes harmdnicos dos vetores gerais dependentes do
tempo p”, p e d’, respectivamente. As matrizes H(o) e F(o), nas equagdes

(2.7.6) e (2.7.7), sdo matrizes nao-singulares, e por isso a obtensao de K, de

acordo com a equacao (2.6.22), é direta.
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As solugdes da equacgdo (2.7.5) podem ser expressas adequadamente

como
G (®) «0,,(0)+0,, (o) (2.7.8)
u, (o) «u, (0)+u, (o) (2.7.9)
em que cj;m(O) e u, (0) correspondem & solugdo fundamental da parte estatica
do problema.

Como consequéncia de escrever as solugdes fundamentais na forma das
equagbes (2.7.8) e (2.7.9), as matrizes F e H, das equacgdes (2.7.6) e (2.7.7),
podem ser formalmente representadas como

F(o) <« F, +F, (2.7.10)

H(w) < H, +H_ (2.7.11)

em que os termos F, e H,, correspondem as matrizes da formulagéo estatica.

2.7.2.Propriedades Espectrais das Matrizes H, e Fo

As matrizes F, e H, que aparecem nas equacgdes (2.7.10) e (2.7.11)
possuem certas propriedades espectrais que merecem alguns comentarios.

Se os deslocamentos (d—d”) corresponderem a movimento de corpo
rigido, a parte independente do tempo do vetor de forcas nodais equivalentes
(p0 —p’g) deve ser nula, o que em termos de trabalhos virtuais significa que

W (p,—p})=0 (2.7.12)
em que W é uma matriz cujas colunas formam uma base ortonormal do espaco
dos deslocamentos de corpo rigido, tal que

W'W =1 (2.7.13)
onde, | é a matriz identidade. A equacao (2.7.13) implica

WW/’ = matriz idempotente tnica (2.7.14)
No caso de um dominio limitado, deslocamentos de corpo rigido,

representados pela matriz ortogonal W, ndo podem ser transformados em
deslocamentos nodais equivalentes d* pela parte estatica da matriz cinematica,
H,, consequéncia da condicdo de ortogonalidade de (p—pb) ao espaco de

deslocamentos de corpo rigido dada pela equagédo (2.7.12), ou seja,
H,W=0 (2.7.15)
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0 que significa que ha em geral uma matriz V cujas colunas formam uma base

ortogonal do espago de forgas p°  que correspondem a forgas nodais

equivalentes (p—pb) desequilibradas, referentes a deslocamentos de corpo
rigido, ou seja,

H/V=0 (2.7.16)
de tal modo que

vViv=l (2.7.17)

De fato, a matriz V é um conjunto de autovetores correspondentes aos

autovalores nulos da matriz Hg Porém, a obtencdo de V através deste

procedimento pode encontrar problemas de mau condicionamento. Uma solugao

para este problema é considerar que, se ambos os conjuntos de deslocamentos
(d—d’) e d”sdo fisicamente os mesmos graus de liberdade, entdo as bases V
e W séao linearmente dependentes. Como conseqiiéncia, ha uma base nao-

normalizada V cuja normalizagdo produz a base ortonormal V, que pode ser

projetada em W, na forma

WW'V =W (2.7.18)
Entdo, V pode ser obtida como solucéo do sistema

(H + WWT V=W (2.7.19)

Como a matriz (HT +WWT) € nao singular por construgéo, V tem
solugcao unica na equacao acima. Conseqlientemente, a normalizacdo da matriz
V leva a base V que satisfaz a equacgao (2.7.16).

Em conseqiéncia da equagdo (2.7.16), e de acordo com a equacao
(2.6.23), conclui-se que

F,V=0 (2.7.20)
0 que, em outras palavras, significa que a matriz de flexibilidade F, é singular, e
0 espago nulo desta matriz € o mesmo da matriz Hg .

As propriedades espectrais dadas pelas equagbes (2.7.15),(2.7.16) e
(2.7.20) s&o importantes para a correta interpretacdo da inversa F,' necessaria

na expressdo da matriz de rigidez, equagao (2.6.22), no caso de problemas

estaticos ou quase-harménicos.
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2.7.3.Desenvolvimento das Matrizes F e H em Séries de Freqliéncia

Retornando, apdés o breve adendo sobre propriedades espectrais das

matrizes F, e H,, ao problema de dominio da frequéncia, nota-se pelas

equacdes (2.7.6) e (2.7.7), que as variaveis envolvidas no problema sao fungdes
de uma dada freqiiéncia ®. Porém, ao invés de se formular o problema para uma
dada freqliéncia, pode-se expressar as solugbes fundamentais, equacgdes (2.7.1)

e (2.7.2), como uma série de poténcia de freqléncias:

n
o 2i % L P 4 * on *
O i —Z@ O ks Ps _(Gojks T OO FO Oyt + O G, )Ps (2.7.21)
i=0

njs

n
u; = E O"Uy Py =(u0jS +OU O Uy 0 Y )ps (2.7.22)
i=0

Como conseqléncia, as matrizes F e H, definidas nas equacdes (2.6.13) e
(2.6.14), assim como K, definida na equacéo (2.6.22), também se tornam séries

de poténcia de freqliéncias, truncadas com um numero arbitrario n de termos:

F=) oF, (2.7.23)
i=0
H=) o’H, (2.7.24)
i=0
K=Y 0"K,=K,- ) o’M, (2.7.25)
i=0 i=1
onde K, =K,, para i = 0, € a matriz de rigidez estatica da formulagdo de

elementos discretos e K, =-M,, para i > 0, sdo matrizes aqui denominadas

matrizes de massa generalizadas M; (Dumont e Oliveira, 2001), que constituem
na verdade uma mistura de matrizes de massa e rigidez. A Unica excegéo ¢é a

matriz Mj;, que corresponde a matriz de massa obtida na formulagao

convencional, a qual é truncada depois de ®”.

A obtencao da matriz K como uma série de poténcia de freqiiéncia passa
pela inversdao da matriz F dada também como uma série de poténcia de
freqiéncia, conforme a equacao (2.7.23). Na Secéo 2.10 é mostrado como é
feita tal inversdo para o caso particular de matrizes simétricas positivas semi-
definidas (Dumont e Oliveira, 2001). Para casos gerais de inversdo de matrizes

em série de poténcia ver (Dumont, 2005).
Compondo-se o vetor dependente do tempo, (d—d”), de deslocamentos

nodais, 0 qual se deseja encontrar, como a série truncada de mtermos
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d—d’ Ed(t)—db(t)zi(dj ~d' k(o)) (2.7.26)

j=l
torna-se possivel modelar o comportamento de estruturas sem amortecimento,
de acordo com a equacgao (2.6.25), como:
Z[KO —Za;f."M,.](dj ~d’ F(t,0,)=ple)-p"(¢) (2.7.27)
Jj=1 i=1

que para valores de #n igual a 3, por exemplo, resulta em,

m

3 (K, —02M, —0'M, —o?M, [d, —d’ k(o) = p()-p" () (2.7.27a)

Jj=1
Para elementos de trelica e viga sem amortecimento, Przemieniecki (1968)

escreveu a matriz de rigidez efetiva K da equacéao (2.7.25) na forma
K=K,-o’M, -0'(M, -K,)-0°(M, -K,)+ O(0") (2.7.28)
mas alguns autores Voss (1987) também obtiveram
K=K,-0o’'(M, -K,)-0'(M, -K,)-0°(M, - K, )+ O(0") (2.7.29)
com uma matriz coeficiente K, multiplicando o*, o que néo esta correto, ja que

este termo é nulo em qualquer formulagdo consistente de elementos finitos, o

que esta coerente com os desenvolvimentos dos livros classicos sobre dindmica

que mantém os termos até o’ : K=K, - ®’M, + O(a").
Na equacdo (2.7.27) os vetores de deslocamentos (dj—dlj’.) sdo as

incognitas do problema, a serem determinadas para as forcas de dominio e
contorno, além de velocidades e deslocamentos nodais iniciais. O numero n de
matrizes relacionadas a freqléncia é arbitrario.

A vantagem de tal formulagdo baseada em série de freqliéncias € que ela
proporciona uma melhor satisfacao da equagao diferencial de equilibrio dindmico
de tensbes, equacao (2.2.1), em pontos internos do corpo elastico (Dumont e
Oliveira, 1997), o que, para uma mesma discretizagdo do dominio da estrutura,
comparada ao método de elementos finitos convencional, fornece resultados
com maior precisado numeérica.

De acordo com a definicdo de t(t,0) na equacao (2.7.4), a equagao

(2.7.27) pode ser escrita alternativamente como,

[Ko —i(—l)[Mf;—;j(d—d")w(f)—p”(t) (2.7.30)

a qual é um sistema acoplado de equacdes diferenciais de alta ordem de tempo

que faz uso de matrizes obtidas na formulag¢ao de frequéncia.
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2.8.Solucgao para o Problema de Autovalor Nao-linear

O problema de autovalores nao-linear relacionado a equagéao (2.7.30) tem
a forma
n
K,®-> MoQ* =0 (2.8.1)
i=1
onde Q7 é uma matriz diagonal com tantos autovalores @’ quanto o nimero de
graus de liberdade da estrutura e ® é uma matriz cujas colunas sado os
autovetores correspondentes. Este problema de autovalor ndo-linear é de dificil
tratamento, visto que a convergéncia numeérica ndo pode ser facilmente
assegurada e que erros de arredondamento ocorrem inevitavelmente.

Uma maneira de se tratar este problema adequadamente consiste em
transformar a equagéo (2.8.1) em um problema de autovalor linear, através da
utilizacdo de matrizes aumentadas, com o custo de se ter aumentado de n vezes
0 numero de incognitas do problema.

Assim sendo, o problema de autovalor linear aumentado, relacionado a

equacéo (2.7.30) e correspondente a equacao (2.8.1), é

_Ko 0 0 --- 0|
D, D, - (I)O,n—l
0 M, M, --- M, o o T
10 11 1Ln-1
0 M, M, --- 0 . . . .
0 M, 0 oo e P T e (2.8.2)
_M1 M, M, - M”_—(I) ° e v 0
0o 01 0,n-1
M2 M3 0 (I) (I) (I) 00 Qz 0
M9 110 :]1 . 1:,,771 . L . =0
M, 0 0 0 __(I)HO ®, @, .,]0 0 - QiI
em que

D=, Q=0 ¢ ®, =0, Q" i=1..,n-1 j=0,...,1n-1. (283)

Os autovalores e autovetores aumentados que aparecem nas equagdes
(2.8.2) e (2.8.3) sédo em geral complexos. Entretanto, apenas o calculo dos
subconjuntos reais Q e @ € requerido em uma aplicagao pratica.

Sendo o problema de autovalor aumentado expresso pela equagao (2.8.2)
linear em Qf os autovetores correspondentes constituem uma base ortogonal,

embora ainda n&o ortonormal. O critério de normalizagao para estes autovetores

é, classicamente,
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(I)OTO (I)lTo (I)rTl—IO | Ml M2 M3 M,, [ q)00 (I)01 (I)On—l
T r T M, M 0 0 @ o @
(I).m (I).n (I)n.fl,l M3 0 . 0 10 :11 1:;171 -1
(I)(7)",n—l (I)l7:17—1 (I)Z;—l,n—l__Mn 0 0 0 __(I)n—l,() (I)n—l,l (I)n—l,n—l
(2.8.4)

A avaliagdo da submatriz (0,0) do sistema acima, tendo em conta a
equacéo (2.8.3), permite que se perceba que ®,, = ® serd uma base ortonormal

apenas se

z z QZj—ZiCD TM ,CDQ 2i-2 _ I (285)

i=1 j=i
A expressao acima, para n igual a 3, vale

O'M,®+Q°0'M,®+Q'®'M,® +

(2.8.5a)
O'M,0Q° +Q° P M, ®Q° +®' M, ®Q’ =1
ou, para um par de autovalor a)f e autovetor @,
@7 (M, +20°M, +30'M, 0, =1 (2.8.5b)

Portanto, deve-se apenas trabalhar com ® de forma que a equacao (2.8.5)

seja atendida. Os autovetores ®,, =®, quando obtidos através da equagao
(2.8.2), ainda nao estdo normalizados de forma a atender a equacgao (2.8.5).

Para isso relaciona-se o autovetor ndo normalizado, &), com o normalizado por

meio de uma matriz diagonal A,
@ =0A (2.8.6)
que pode ser encontrada através da substituicdo da equagao (2.8.6) em (2.8.5),

resultando
n n _%
2j-2igaT ) 2i-2
A :(ZZQ THOT™M 00 j (2.8.7)
=l j=i
A expressao acima, para n = 3 e um par de autovalor coi e autovetor @,
vale
2=(®,7 (M, +20°M, +30'M, B, | (2.8.7a)
Além disso, pode-se expressar que, desde que a equacao (2.8.4) assegura

a normalizagao dos vetores, entdo, da equacéao (2.8.2),
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(K 0 0 0 |
D, D@y @ ||
T T T 0 M, M, M,
D, D, D,
o o M, M, 0
(I)Z)ﬂ,nfl (I)lz:rzfl : q)ifl n—1 | 0 Mﬂ 0 0 | (288)
®, @, D), Q0 0
o, o, - O, 4 _ 0o Q - 0
., ¢, P, 0 0o - Qi_l

Tendo em vista a equagdo (2.8.3), pode-se calcular a submatriz (0,0) do
sistema acima, a qual, juntamente com a equacgao (2.8.5), constréi a partir da

equacao (2.8.2) a expressao

i=l j=1 i=l j=i

n—1 n—i n n
[CI)TKOCD + . Q"0 QY j - [ZZQ”(DTM ;DQ“JQZ =0 (2.8.8)
ou, como conseqléncia de os autovetores ® serem ortonormais,

n—1 n—i
[CDTKOCD +> > Q"M Q¥ j =Q’ (2.8.9)
i=1 j=1

A expressao da equacgao acima, para » igual a 3, vale

(@K, ®+Q°0"M,0Q° +Q’0'M,0Q" +Q'®'M,dQ’°)=Q’ (2.8.9a)

ou, para um par de autovalor a)f e autovetor @,

@, (K, +®'M, +20°M, JD , = (2.8.9b)
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2.9.Uso de um Processo de Superposi¢ao Modal
2.9.1.Processo de Superposi¢ao Modal

Apesar de toda a complexidade envolvida na solugédo da equacéo (2.7.30),
reescrita abaixo,

[Ko —ﬁ(—l)"Mi i}(d—d”)= p()-p" (1)

7 (2.7.30)

€ possivel utilizar-se de um processo de superposicdo modal na solugdo deste
sistema de equagdes diferenciais parciais de alta ordem.

Independentemente da suposicao feita sobre a forma do vetor de

deslocamentos dependentes do tempo (d(t)—db(t)), pode-se introduzir um
conjunto de deslocamentos auxiliares d,(f), em que o subscrito entre

parénteses indica que eles constituem um conjunto, tal que
2i(y _ qb
dg =(—1)fﬂdz,—d), i=1...,n (2.9.1)
ot
Portanto, de acordo com a equagao (2.9.1), a equacéo (2.7.30) pode ser

reescrita como um sistema aumentado,

K, 0 0 - o0]fd-d"] [M, M, M, - M, ||d-d"| [p—p’
0 M, M; - M,/ d, | M, M; 0 0| dg, 0
0 M, M, 03d, (+/M, 0 0 |5 d, 0o  (29.2)
0 M, 0 - 0 |ld,, | M, 0 0 - 0]d,, 0

em que os dois pontos sobre os elementos do vetor que multiplica a segunda
matriz aumentada representa a segunda derivada em relagdo ao tempo.

Entdo, partindo-se da equacdo (2.9.1), pode-se aproximar o0s
deslocamentos dependentes do tempo (d(t)—db(t)) e d, (t) como uma soma
finita de contribuicdes dos vetores aumentados (normalizados) ®@,,, introduzidos

como a primeira coluna da matriz de autovetores aumentados na equacao

(2.9.2), multiplicados por um conjuntos de vetores de amplitudes 7, =7,(z), os

quais serao as novas incognitas do problema:

d-d’ i)
d DO’
f” _ : (11 _ 11") (2.9.3)
d (I)Q 2n-2

(n-1)

De acordo com a equacéo (2.9.3), a equacgao (2.9.2) se torna


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310981/CA

55

K, 0 0 0|
()]
0 M, M, M, 5
) (019] 5
0 M, M, 0 : (1]—1] )+
: : : | g
10 M, 0 - 0 ] (2.9.4)
_M1 M, M, Mn__ ® p_ph
M, M 0
P o0’ "
M, 0 . 0 . (n—n )= 0
* ° * (1)9211—2
M, 0 o - 0] 0

Finalmente, pré-multiplicando-se esta equacao por <I>iT0, levando-se em

conta a equacao (2.9.3) e considerando que os autovetores sao normalizados de
acordo com a equacao (2.9.4), tal que a equacao (2.8.8) seja satisfeita, chega-se
a uma expressao muito simples para a submatriz (0,0) do sistema aumentado de
equacdes:

(-0’ )+ii-i’ =@ (p-p’) (2.9.5)
que equivale a equacdo (2.7.30). Porém, a equagao (2.9.5) é um sistema
desacoplado de equagdes diferenciais parciais de segunda ordem, com tantas
equacbes diferenciais quanto o numero de autovetores de interesse a serem
considerados e que pode ser facilmente integrada por meio de métodos de
integracao padrdes.

Esta equacgao é equivalente a

n 2i
Q’n+ij= <I>T(p —pb)+ (I)T[KO ->.(-)'M, Wjdb (2.9.6)
i=1

A expressdo da equacgédo (2.9.5), para problemas que n&o consideram as
forgcas de dominio, é

Q’n+ij=@'p (2.9.7)

A expressao equivalente a equacao (2.9.5) para problemas de potencial é

Q> (-0’ )+n-i’ =0’ (p-p) (2.9.8)
um sistema desacoplado de equagdes diferenciais parciais de primeira ordem,

analogo ao sistema da equacao (2.9.5).
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2.9.2.Consideragao de Velocidades e Deslocamentos Iniciais

Para condicdes iniciais ndo-homogéneas, é necessario expressar n(t =t,)

e N(t=t¢,) como fungbes dos deslocamentos d(z=¢,) e velocidades d(t:to)
nodais iniciais. Com esse intuito, tem-se que solucionar o sistema geralmente
retangular da equacédo (2.9.3) em termos das incognitas (n—nb). @]

desenvolvimento a seguir esta em (Dumont e Oliveira, 2001).
Pré-multiplicando-se ambos os lados da equacdo (2.9.3) pela matriz de

rigidez aumentada da equacgao (2.9.2) e, subseqliientemente, pré-multiplicando-

se a equacgao resultante por Qﬁ), obtém-se

_Ko 0 0 0 [[d-d°
0 M, M, - M,| d,

o7 @7 . o] 0 M, M, - 0| d, |=Qn-n") (29.9)
L 0 M, o - 0 __d(n—l) ]

ja que os autovalores satisfazem a equacéao (2.8.9).
Desprezando-se os efeitos de for¢as de corpo, por motivo de conveniéncia,

porém sem perda de generalidade, ler-se-a na equacdo acima o vetor de
deslocamentos (d—db) como d e o vetor de amplitudes (n—nb) como n.

Entdo, em continuacdo fazem-se os produtos matriciais, considerando a
equacéo (2.9.1), obtendo-se,
0*/d

n—1 n—i
N1=070'Kd+) Q0" (-1))M 7 (2.9.10)
i=1

J=1

Entretanto, esta equacido s6 é aplicavel se d e todos as suas 2n-1

derivadas forem conhecidas no inicio do intervalo. Como em geral apenas os

deslocamentos e as velocidades sdo conhecidas, deve-se obter uma solucao
alternativa.

Substituindo-se os valores de d(t), para i > 0, na equagéo (2.9.9), por

suas expressdes dadas pela equacao (2.9.3), obtém-se

K, 0 o0 - 0] q
0 M, M, - M
T 2T 202 T ? } ! (I)an 2
o7 0@ . @07 0 M, M, - o oo (2911)
o m, 0 o fen

Entao, executando todas as operacbes matriciais indicadas pela equacao

(2.9.11), resulta que
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[0"K o =0"Kd (2.9.12)
ja que, de acordo com a equagao (2.8.9), as séries de produtos de matrizes

multiplicando m simplificam para o termo em colchetes. Por fim, pode-se concluir

sem suposi¢coes a mais que, se a equacgao (2.9.3) é valida, entao

n=lo’K, 0] @K d (2.9.13)
também é valida e, consequentemente,

ni=1,)=[0"K o ®'K di=1,) (2.9.14)

it =1,)=[0"K o ®"K,d¢=1,) (2.9.15)

que sao as relagcbes desejadas para expressar as condi¢des iniciais nodais de

um problema transiente, para ® e Q relacionados aos modos e freqiiéncias de
deformacéo elastica pura, respectivamente. Por outro lado, para os modos @,
e freqUéncias €, =0 relacionados aos deslocamentos de corpo rigido, tem-se:
M ;= ©;,M,d (2.9.16)
O conjunto de equacgdes diferenciais de tempo de segunda ordem
desacoplado, equacéo (2.9.5), junto com as equacgdes (2.9.13) e (2.9.16) para a
consideracédo de deslocamentos iniciais, € a transformagéo da equacéo (2.7.30)
para a solugdo de uma ampla gama de problemas dependentes do tempo por

meio de uma superposi¢ao nodal e com base na formulacdo em freqiéncia.

Note que se poderia ter escrito a seguinte seqliéncia de equagdes:

d=an (2.9.17)
K,d=K,®n (2.9.18)
®'K,d=®"K,®n (2.9.19)

chegando assim a equagdo (2.9.13) por meio de um processo muito simples.

Entretanto, pré-multiplicar a segunda das equacgdes acima pela matriz @', a
qual pode em geral ser retangular (se apenas alguns modos de deformacgao séo
de interesse), requer uma justificativa, a qual apenas ocorre no contexto do
procedimento que terminou de ser tragado: o uso das propriedades ortogonais
expressas pela equacgao (2.8.9). Além disso, note que a inversao do produto de
matrizes simétrico indicado na equacédo (2.9.13) é inevitavel no contexto dessa

formulagao nao-linear dependente da freqliéncia.
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2.9.3.Consideragao de Deslocamentos Nodais For¢ados

Quando parte dos deslocamentos nodais sao funcbes de tempo
conhecidas, procede-se exatamente como na analise dindmica convencional
(Przemieniecki, 1968) e (Chaves, 2003), reescrevendo-se a equagao (2.7.30) em

termos de submatrizes,

K” K¥ n M MY | 5% d—d%) o byp
0 0‘ _Z(_l)l i z‘ 8_21 ( l) — (p pb) (2920)
ki k7| s ey o fla-ay | le-pty
em que os subscritos p e f referem-se a subconjuntos de deslocamentos nodais
prescritos e livres, respectivamente. O segundo conjunto de submatrizes da
equacao acima pode ser dado explicitamente como:

[K-éf “Seymr 2 J(d &) = (p-p’y - [Kfp S ymr L J(d a'y

i=1

(2.9.21)

Desde que todas as quantidades do lado direito da equacgao (2.9.21) sao
funcbes de tempo conhecidas, esta equagdo é formalmente equivalente a
equacgéao (2.7.30), para o proposito do processo de superposicdo modal usado
para se chegar & equagdo (2.9.5). Uma vez que os deslocamentos d’/ s&o
obtidos, depois da transformacdo da equagédo (2.9.21) em um conjunto de
equacgdes diferenciais de segunda ordem desacoplado, as forgas de reagao
dependentes do tempo relacionadas aos nds prescritos podem ser calculadas
usando-se o primeiro conjunto da equacgao (2.9.20) de submatrizes. Uma palavra
de cautela é necessaria no que concerne a implementagcdo numérica da equagao
(2.9.21) (Chaves, 2003), ja que as altas ordens de derivagcado no lado direito da

equacao (2.9.21) podem conduzir a resultados nao confiaveis se (d—db)” nao é

uma expressao fechada de tempo, mas ao invés, uma aproximacao em série.
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2.9.4.Avaliagcao dos Resultados em Pontos Internos

Em formulagdes harmonicas, os parametros de forga p*(w) séo obtidos,
conforme a equacéo (2.7.6), por,

P (@) =S(w)d(w)-a" () (2.9.22)
onde S(w)=F'(w)H(w). Para as séries de poténcias de freqiiéncias
introduzidas na subsecao 2.7.3, de acordo com as equagbes (2.7.21)-(2.7.25), a
equacao acima é trocada por,

p’ (@) ~ ia)ZiSi(d(a)) ~d"(w)) (2.9.23)

i=0

com

-1
D oS, = (Zw”ﬂj > o™H, (2.9.24)
i=0 i=0 i=0

De acordo com a equacao (2.7.22), os deslocamentos em pontos internos
podem ser expressos como,
un=>> olup =) uQ"p’ (2.9.25)
j=0 i=0 i=0
Em que, substituindo-se p* por sua expressao dada pela equagéao (2.9.23)

e considerando-se a expressio de (d—d") dada pela equacdo (2.9.3), tem-se:

u(t) = ZZ 'S, @0 (n-v") (2.9.26)

i=0 j=0
que para n = 3, fornece:

u(t) =[S, @+ [uzS, +ulS, ) 0Q? + (u3S, +u's, +u’S, ) 0Q* + 2.9.260)

+(u’(§S3 +u;S, +u;S, +u§S0)(I)Q6]n -

Para a avaliacdo adequada da expressao acima, para o caso particular de
problemas estaticos ou de regime permanente (para os quais se deve considerar
a parcela relativa a deslocamentos de corpo rigido, que aparece na equagao
(2.3.8)), o leitor encontrara mais detalhes no Apéndice B.

Particularmente no que concerne a inversdo de matrizes em série de
frequéncia, o leitor terd mais detalhes, de forma completamente geral, em
Dumont (2005). No item a seguir é feita uma particularizagcdo do problema de
inversdo de matrizes em séries de frequéncia para os casos de matrizes

simétricas, positivas semidefinidas.
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2.10.0btencao da Matriz de Rigidez como uma Série de Frequéncias

O caminho para se obter a matriz de rigidez K como uma série de poténcia
de freqiéncia (Dumont e Oliveira, 2001), de acordo com a equagao (2.7.25),
passa pela inversdo da matriz de flexibilidade F, como indicado na equagao
(2.6.22). Esta inversdo pode se dar de duas formas, conforme a natureza dos
limites do dominio, que podem ser: dominio infinito € dominio finito.

No caso de dominio infinito, a matriz F, correspondente a parte estatica da
formulagdo em frequéncia, como indicado na equacao (2.7.10), é nao-singular
tornando assim o processo de obtengao da inversa de F simples e direto, como é

mostrado abaixo.

X=> 0"X, (2.10.1)
i=0
em que
X,=F,~" e X,=-X, > FX,,, i=l.n (2.10.2)

Jj=1
é ainversa de F, tal que

XF =FX =1+0(0*""?) (2.10.3)
(As equagdes (2.10.1)-(2.10.3) aplicam-se de maneira analoga para a inversao
de uma matriz de rigidez dependente da freqiiéncia).

Ja para dominios finitos, a matriz F, é singular, como indicado pela
equagao (2.7.20), e por isso o calculo da matriz inversa de F que satisfagca a
equagcao (2.10.3) deixa de ser feito da forma simples e direta como
anteriormente e requer o uso avangado da teoria de matrizes inversas
generalizadas (Ben-Israel e Greville, 1980; Zielke,1970; Schulz, 1933, Dumont,
2005).

O processo de inversdo de F para o caso de dominios finitos se da da
seguinte forma: a matriz X, da equacao (2.10.1), passa a ser expressa como,

X=Y 0"X, (2.10.4)

i=—1
onde se percebe o aparecimento de um termo adicional, m‘zX_l, em que
X, =V(V'EV)'v’ (2.10.5)
A matriz F, que aparece na equag&o acima € n&o-singular, visto que ela é

fisicamente relacionada a primeira matriz de massa do corpo elastico, mas

poderia ser singular (Dumont, 2005). Introduzindo-se uma matriz auxiliar Y
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v=F"(I-vv7) (2.10.6)

pode-se demonstrar que a matriz coeficiente X, da equacao (2.10.4) é expressa

como
X, = Y(Y'EY+VV 'Y X FX, (2.10.7)
Quanto aos termos restantes, eles podem ser obtidos de maneira
recorrente:
i+1 i+1
X, ==X, > FX, ,-X >F,X,,, i=l.n (2.10.8)
j=1 Jj=1

Embora haja uma poténcia negativa da freqiiéncia na equacédo (2.10.4), o

produto matricial
S=F'H=) 0" Y X H,_; =) 0”8, (2.10.9)
i=0 Jj=-1 i=0

requerido em ambas as expressdes de p’'na equagdo (2.6.12), como uma
funcdo de d, e como um passo intermediario no calculo da matriz de rigidez K,
nao contém o termo (x)’zXf1 , ja que

H/X =0 (2.10.10)

de acordo com as equacdes (2.7.16) e (2.10.5).
Portanto, finalmente, pode-se expressar a matriz de rigidez K como a série

de poténcia,
K=H'F'H=) 0") H'S, (2.10.11)
i=0 j=0
ou, conforme a equacéo (2.7.25),
K=Y 0"Y HS, =) 0K, =K,- Y 0’M, (2.10.12)
i=0 j=0 i=0 i=1

onde K, =—-M, parai> 0.
O processo de obtengao da inversa da matriz Fy para o calculo da matriz

de rigidez Ky para o caso particular de problemas de elastostatica € dado

diretamente pela seguinte expressao:
K=H'[F+vV'|'H (2.10.13)
O Apéndice A no final teste trabalho mostra como é obtida a expressao

dada pela equacéo (2.10.13). Uma apresentacao geral do processo de inversao

de matrizes em série de poténcia é feita em Dumont (2005).
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