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1
Introducao

Desde a década de setenta, com o crescimento explosivo do mercado
de derivativos, a interagao da pratica financeira com a pesquisa académica
vem se estreitando consideravelmente. Muita atencao vem sendo dada ao
desenvolvimento de modelos matematicos extremamente sofisticados para
descrever instrumentos financeiros cada vez mais complexos, tendo em vista as
possiveis vantagens que esta modelagem possa trazer no competitivo mundo
das financas.

Assim, uma questao central é o problema do aprecamento: qual é o prego
“justo” de um ativo financeiro, por exemplo, uma opcao escrita sobre uma
acao? A este problema se dirige o trabalho pioneiro de 1973 (e ganhador
do Nobel de economia de 1997) de Black-Scholes-Merton, considerado um
classico da matematica financeira contemporanea, no qual diversos conceitos
importantes, tais como arbitragem, replicagao, hedging, completamento sao
discutidos.

Dentre os conceitos acima, o de arbitragem é fundamental para esta
dissertacao. Uma arbitragem é uma oportunidade que um agente econdmico
encontra no mercado de obter ganhos sem correr riscos. Pensamos ser natural
nao ser possivel selecionar ativos cujos pregos sao tais que alguma compra e/ou
venda simultanea deles resulte em ganhos sem risco, i.e., uma hipdtese razoavel
em modelagem é a auséncia de oportunidades de arbitragem. De fato, em
mercados competitivos, uma tal oportunidade tende a desaparecer no momento
que ¢é percebida pelos agentes. Na realidade essa hipétese é violada por curtos
periodos de tempo até que o acesso a informacao seja equalizado ou mesmo
com tal discrepancia, os custos de transacao sao tao proximos ao ganho da
arbitragem que ela de fato nao ocorre.

Um dos importantes desenvolvimentos da década de oitenta é a clari-
ficagdo da profunda conexao entre o conceito economico de arbitragem (ou
melhor, de sua auséncia) e a teoria de martingais, um dos topicos centrais
da moderna teoria dos processos estocasticos. Esta surpreendente ligacao, es-
tabelecida inicialmente nos trabalhos de Harrison, Kreps e Pliska (ver [11] e

[10]), é um dos grandes pilares da teoria de finangas moderna, sendo a base
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dos varios desenvolvimentos ulteriores. Por sua posicao central, tal conexao
recebeu o nome de Teorema Fundamental do Aprecamento que é o tema dessa
dissertagao. Ele também é chamado de Primeiro Teorema Fundamental, sendo
um resultado preliminar para o problema do aprecamento. O Segundo Teorema
Fundamental é aquele que efetivamente produz uma férmula de aprecamento.
No capitulo 2, daremos um exemplo do uso do conceito de arbitragem.

Este teorema, afirma que em certos modelos idealizados para o mercado
financeiro a auséncia de oportunidades de arbitragem equivale a existéncia
de medidas de martingal equivalentes, e é o topico desta dissertacao. Va-
mos nos restringir aos modelos em tempo discreto que, apesar de nao tri-
viais, nao exigem o aparato técnico da teoria de processos estocdsticos em
tempo continuo (particularmente do célculo estocéstico) e permitem ter uma
clara visao das idéias centrais e das hipdteses basicas do modelo utilizado.
Em particular, para a demonstracao da necessidade, seguimos o método da
Transformada de Esscher, proposto por L.C.G. Rogers [6] que evita o uso de
resultados de anélise funcional usados nas primeiras demonstragoes.

O capitulo 1 esta dividido em duas partes: na primeira, faremos uma
breve revisao de probabilidade envolvendo defini¢oes e resultados importantes
que usaremos ao longo da dissertacao e na segunda, dos conceitos de financas
e algum resultados obtidos com o ferramental probabilistico.

No capitulo 2, trataremos do modelo binomial uniperiédico como exemplo
para varias idéias definidas anteriormente e em seguida, trataremos do Teorema
Fundamental do Aprecamento no caso de um espago de probabilidade finito e

finalmente, no capitulo 3, no caso geral.

1.1
Revisao de Probabilidade

Na maioria dos modelos atuais de financas, o risco financeiro é modelado
através da teoria da Probabilidade. Assim precisamos rever alguns conceitos
fundamentais da teoria da probabilidade. Seja ) espaco amostral, i.e., um

conjunto nao vazio qualquer e 11={0,1,2,... N}.

Definigao 1.1 Uma dlgebra é uma coleg¢ao de subconjuntos de Q0 # (), fechada
sob complementos e unioes finitas de subconjuntos. Ja uma o- dlgebra é uma

dlgebra fechada sob unioes enumerduveis.

Definicao 1.2 A o-algebra gerada por uma colecao ¢ de subconjuntos de €2
¢ a menor o-dlgebra contendo esta colecao, isto €, a intersecao de todas as

o-dlgebras contendo (.
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Exemplo: Se €2 = R, a g-algebra de borel é
B(R) = o({intervalos (a,b)}), (isto é, a o-dlgebra gerada pelos abertos de R)
= o({intervalos semi-abertos (a,b|})
= o({intervalos fechados [a, b]})
(

= o({intervalos semi-infinitos da forma (—oo,al})

Defini¢ao 1.3 Seja Q # 0 e F uma o-dlgebra em Q. Uma medida de

probabilidade em (2, F) € uma func¢do de conjunto

P:F — [0,1]
A — P(A),
t.q.:

(i) P(Q)=1,P0)=0;

(ii) Se{An}, 5, € colegdo de eventos disjuntos, entdo:
P(|JA,) =) "P(A,)  (0- aditividade),
n=1 n=1

A tripla (Q, F,P) € chamada de espago de probabilidade. Chamaremos
de eventos os elementos de F (que sao chamados em teoria da medida de

conjuntos mensurdveis).
Propriedades Basicas:
. Ac F=P(A°)=1-P(A).
2. ABeFeAcCB=P(A) <P(B) (Monotonicidade).
3. P(Ups14n) < 22,51 P(A,) (0—sub aditividade).

Seja P uma medida de probabilidade em (R, #(R)) e defina a funcao real

F:R—R
x+— F(z) =P(—00,1].
Nao é dificil verificar que F satisfaz:
1. F' é monotona nao-decrescente;

2. F é continua a direita com limites a esquerda;

3. lim F(z)=1, lim F(z)=0.

T—+00 T——00
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Definicao 1.4 Uma funcao que satisfaz as 3 condig¢oes acima chama-se uma

funcao de distribuigao.

Prova-se que uma funcao de distribuicao determina biunivocamente uma
medida de probabilidade em (R, Z(R)), i.e. existe uma bije¢ao entre fungoes
de distribui¢ao e medidas de probabilidade em (R, Z(R)) (ver [7]).

Defini¢ao 1.5 Diz-se que uma propriedade S em (Q, F,P) vale P — q.c.(lé-se
quase certamente) ou com P-probabilidade um se {w € Q: S(w)}c C N,N €
F eP(N)=0.

Defini¢ao 1.6 Dados (2, F) e (R, B(R)) , uma funcao X : Q@ — R tal que
X-YB) € F ,VB € B(R), chama-se uma varidvel aleatéria

Observagao: Em teoria da medida essas fungoes sao chamadas F /% (R)-
mensuraveis. A condicao de ser varidvel aleatéria(v.a.), garante que faz sentido
calcular a probabilidade de X~ (B) = {w € Q : X(w) € B} ja que é um evento.
A o-dlgebra gerada por X, denotada por o(X) é a menor o-algebra com respeito
a qual X é mensurdvel, i.e., 0(X) = X1 (%(R)). Denotaremos por f € F uma

funcao F - mensuravel.

Definicao 1.7 Um vetor aleatério n-dimensional é um conjunto ordenado de

varidveis aleatorias: (Xi(w), Xo(w), ..., Xp(w)).

Definigao 1.8 Sejam (2, F,P) espaco de probabilidade e X : Q — R varidvel
aleatoria, entao X induz uma medida de probabilidade Px em (R, B(R))
definida para todo B € B(R) por:

Py(B) = P(X '(B)) = P(X € B) = (Po X ')(B),

e € chamada de distribuicao ou lei de X. A funcao Fx : R — R dada
por Fx(z) = P(—o0,z] = P(X < z) para todo x em R é uma fungdo de

distribuicao, chamada fungao de distribuicao de X.

Lembre que a esperanca ou wvalor esperado ou valor médio de uma v.a.
X é definida como a integral de Lebesgue em relacao a medida de probabilidade
P, ie, EX] = [, X(w)P(dw) = [, XdP. Como referéncia veja [7].

Obs: Se E[| X|] < oo, X é dita integravel.

Obs: Nocoes analogas valem para vetores aleatérios.

Iremos enunciar resultado muito usado chamado Teorema de trans-

formagcao ou de mudanca de variaveis:
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Lema 1 (Teorema de Mudanca de Variaveis) Se (Q,F) e (S,S) sao
espagos mensuraveis e X : Q0 — S fun¢ao F/S-mensurdvel. Suponha que P €
uma medida de probabilidade em F e Px a medida de probabilidade induzida

em S. Entio se g: S — R € S/AB(R)-mensurdvel temos:

A

/ 4(X (w))P(dw) = / 9(2)Px(dz)
X-1(A)

Assim, se uma das integrais existe, a outra também existe e sao 1guais.
Note que se tomarmos (S,S) = (R,B(R)), X : Q2 —-Reg:R—-R

funcdo de Borel, tomando A =R temos

E[g(X)] = /X 9(X ())P(dw) = / 9(2)Px (da)

R

A demonstracao desse Teorema encontra-se em [7].

Definicao 1.9 Dado um espago de probabilidade (2, F,P), X uma varidvel
aleatoria integrdavel e G C F uma sub-o-dlgebra de F, entdo a esperanga

condicional de X com respeito a G € aquela varidvel aleatdria, denotada por
E[X|G], tal que

a) E[X|G] é G-mensurdvel;
b) E[E[X|G]|1p] = E[X1p],VD € g.

Pode-se mostrar que tal varidvel aleatéria existe (ver [7]). Note que
E[X|G] ¢é definida a menos de um conjunto de probabilidade zero e qualquer
variavel aleatéria Z que satisfaz a definicdo acima chama-se uma versao de
E[X|G].

Algumas propriedades basicas da esperanca condicional sao listadas a

seguir:
(i) Se Z é qualquer versao de E[X|G], entao E[X| = E[Z];

(ii) ElaX + pY|G] = oE[X|G] + FE[Y|]
P —q.c., a, § € R (linearidade);

(iii) Se X é G-mensuravel, entao E[X|G] = X P — q.c..
(iv) Se X >0 P — g.c., entao E[X|G] > 0 P — g.c. (positividade);

(v) Se X ¢é G-mensurdvel, Y e XY integraveis, entao E[XY|G] =
XE[Y|G] P—q.c,;

(vi) Se A, G sao sub-o-dlgebras com A C G C F, entao E[E[X|A]|G] =
E[E[X|G]|A] = E[X|A] P — q.c. (propriedade de iteragao ou da torre);
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Defini¢ao 1.10 Uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias (ou vetores aleatorios)
X ={& }nen onde 11 ={0,1,2,...}, é chamada de um processo estocastico em

tempo discreto ou uma sequéncia aleatoria.

Em financas, usualmente tratamos de modelos com horizonte finito, i.e.
IT =4{0,1,2,..., N} uma vez que os contratos expiram em um instante final
que chamaremos de N.

O conceito abaixo é extremamente importante no que se segue pois
podemos interpreta-lo nos modelos como uma forma de sistematizar o acimulo

de “informacgoes” de um processo de acordo com o passar do tempo.

Definigao 1.11 Uma filtracao F = {F,}_, ¢ uma familia crescente de sub-
algebras:
FoCRC.CFy=F

A monotonicidade dessas dlgebras equivale a idéia de que nao hd perda de

informacao ao longo do tempo.

Defini¢ao 1.12 Dizemos que um processo {&,}nen € adaptado a filtracio F
se &, € F, para todon €11 .

Quando F,, for a o-dlgebra gerada por &, &1, ..., &,, denotada por F,, =
(&, &1, -0, &), a filtracdo é dita natural.
A seguir revemos a nocao de martingal, que é central na moderna teoria

da probabilidade e em suas aplicacoes, particularmente em financas.

Definigao 1.13 Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade munido de uma
filtracdo F = {F,},~o- Uma sequéncia de varidveis aleatorias M = {M,},>o
adaptado a ﬁltmg:do_e com E[|M,|] < oo € um (F,P)- martingal quando, para
todon >0

E[M1|F) = M, P —q.c.

Observagao: A defini¢do acima equivale a E[M,,|F,] = M,, m > n. Note que
se M é martingal, entao como M,, é F,,-mensuravel e usando as propriedades

de esperanca condicional:
E[M,1|F.] = M,, < E[M,+1 — M,|F,] =0 < E[AM,|F,] =0.
e dizemos que Y,, = AM,, é martingal diferenca. Tomando a esperanca:
E[E[AM, 1| F,]] = E[AM, 1] =0 = E[M,,,] = E[M,]; n=0,1,...,N — 1,

ou seja, um martingal é um processo “constante em média” e pode ser pensado

como um modelo de um jogo justo. Como mostra o exemplo a seguir:
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Exemplo 1 Considere X,, a variavel aleatoria associada ao langamento de
uma moeda honesta, onde cara representa o ganho de uma unidade monetdria
e coroa a perda. Associe entio X,, = 1 a cara e X,, = —1 a coroa. Nesse
caso, {Xy}n>1 s@o v.a’s i.i.d (independentes e identicamente distribuidas)
de Bernoulli com P(X,, = 1) = 1/2, P(X,, = —1) = 1/2 ¢ E[X,] = 0,
n>1 F, =o0(XoX1,....Xn), Fo = {¢,Q} e considere o ganho acumulado
Sp =>4 Xk, com Sy = 0. Entao S = {S,}nz0 € um (P,F)- martingal. De
fato,

E[S,|Fn] =  E[Sm + (Sh — Sm)|Fuml
= Spu+E[(S, — Sm)|Fn)

n

= Su+E[ ) XilF)
k=m+1

—  Sn+ zn: E[X,]

k=m-+1

= Sn.

Vamos precisar mais adiante, de uma outra caracterizacao de martingais,

que discutimos a seguir:

Defini¢ao 1.14 Dada uma filtragao F = {F, }nen, um processo estocdstico
6 = {0, =(02,0},0%, ...,6%);n € 11} € predizivel se 0, € F,,i =0,1,....d e

n» n’ - n?

n=20,1,... N — 1.

Definicao 1.15 Seja (2, F,P,F,1I). Dado um (F,P)-martingal M = {M, :
n € I} e um processo ¢ = {¢pn;n > 1} predizivel e limitado, a transformada

de martingal de M por ¢ € o processo:

0 ,sen =0
(¢- M), = n
Doy dmAM,, sen>1

Proposicao 1.16 (Caracterizagao de Martingais) Um processo M =
{M,, : n € 1T}, F — adaptado é um (F,P)-martingal se e somente se para
todo ¢ = {¢p,;n > 1} predizivel e limitado, E[(¢- M), ] =0 Vn > 1.

Demonstragao:
(=) Seja M um (F,P)-martingal e ¢ um processo predizivel limitado,
entao temos que E[|(¢.M),|] < oo, (¢.M),, € F,. Além disso,

E[(¢M)n+1_(¢M)n|Fn] - E[¢n+1'AMn+1|Fn] = ¢n+1E[AMn+1|fn] = 07 0<n< N.
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Logo, (¢ - M) é um (F,P) - martingal. Notemos que, por definigao,
E[(¢- M) =0=E[(¢-M),], Vn>1.
(<)Fixem € 1,....N e A € F,, . Defina ¢ = ¢,,; n > 1 por:
0 ,sen#m+1
¢n = {

g ,sen=m+1

Entao ¢ é predizivel. Para n > m:
0=E[(¢ M)n] = E[pmr1AMmi1] = E[1a(Mp41 — M)

= ]E[lAMm+1] = E[lAMm] VA € Fon-

Como A € F,, é arbitrario, M,, é uma versao de E[M,,.1|F], i.e.,
M,, = E[M;1|Fn] P—qec, Ym<N.

= M é (F, P)-martingal. O

1.2
Conceitos de financas e introducao do modelo

Para modelarmos como o investidor se comporta ao investir seu dinheiro,
por exemplo, quanto quer investir em agoes e quanto numa caderneta de
poupanca, precisamos da nocao de um ativo de risco. Um ativo de risco é
um ativo que varia de valor aleatoriamente e que iremos modelar como uma
variavel aleatoria, enquanto o ativo sem risco muda com uma taxa de juros
suposta por simplicidade deterministica (ndo aleatéria). Uma poupancga seria
um exemplo de ativo sem risco e as agoes, de ativos de risco.

Enunciaremos as hipdéteses do modelo e definiremos os instrumentos
financeiros matematicamente. Para maiores detalhes veja [9]. Um exemplo
especifico serd visto no capitulo 2.

Seguimos o modelo usual do “mercado sem atrito” que pressupoe as

seguintes hipoteses simplificadoras:

1) Existe uma taxa de juros livre de risco r > 0;

2) Nao existem custos de transacao;

4) Transagoes instantaneas;

(1)
(2)
(3) Nao ha pagamento de dividendos;
(4)
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(5) E permitido a venda a descoberto, ou seja, vender ativos que nao possui

no momento, como por exemplo, tomar emprestado ativos;
(6) Os ativos sao arbitrariamente fracionéveis;

(7) Liquidez, ou seja, dado um ativo, sempre existem compradores e vende-

dores.

As hipdteses acima, além de viabilizar as contas, permitem que se montem
as carteiras sem maiores problemas como é o caso das hipdteses 4,5 e 7.
Dadas as hipdteses acima, comecgaremos a transformar as idéias intuitivas desse

modelo em definicoes.

Defini¢ao 1.17 Seja (2, F,P,F). Una estratégia de investimento é um pro-
cesso estocdstico § = {0,}N_, de vetores 0, = (0°,0%,...,0%) € RI que é
predizivel, isto €, para i=0,1,...,d, 6 € Fo e 0, € F,,_1. O vetor 0, é dito port-
folio ou carteira do investidor no instante n, sendo 0, a quantidade de ativos
do tipo i que o investidor possui no instante n. Os ativos onde 1=1,2,...,d sdo

ativos de risco e quando 1=0 é um ativo sem risco.

Definicao 1.18 O vetor de precos no instante n € dado pelo vetor aleatorio
em (Q,F,P,F 1) :

S, = (89,8}, 52, ..., 8% e R

onde S! é o prego do i-ésimo ativo no instante n. S = {S, }nenm € 0 processo

de pregos. Consideraremos normalmente Sy = 1.

Definicao 1.19 O valor da carteira 6 no instante n, 0 <n < N € dada por

d
(0,,8,) =) 0.5 sel<n<N
Vo) = 2

(61, S0) sen =0
onde onde (,) € o produto interno usual.

Definicao 1.20 O wetor de precos atualizado ou descontado no instante n, €

o vetor

— 1 1
Sn = nSn = _Sn = —Sn = 17 nSla ) nSd )
50 = 2550 = Ty = (1Sl S5

onde B, = (1 4+ r)™™ € chamado fator de desconto. Analogamente define-se o

valor atualizado no instante n por:
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Agora definiremos uma importante classe de estratégias que iremos

utilizar.
Definicao 1.21 Uma estratégia é auto-financiadora se

(On, Sn—1) = (On—1,Sn_1) para 2 <n < N.

No caso de um vetor descontado a condicao se escreve:
(0, Sp_1) = (0,,_1,Sn_1) para 2 < n < N, (1-1)
e denotamos por © o conjunto das estratégias auto-financiadoras.
Note que uma estratégia constante 6, = ¢ é auto-financiadora.

Proposicao 1.22 Se a estratégia é auto-financiadora, nao ha entrada nem
saida de capital, ou seja, a varia¢ao no valor da carteira so depende da variagao

dos precos dos ativos, mais precisamente:
AV, (0) = (0,, AS,,).
ou seja, pode-se trocar a forma, mas nao o quanto investir .
Demonstragao:
AVi(6) = (B, Su) — (B, St
adicionando e subtraindo (6,,, S,,_1) temos:
AV, (0) = (On, Sn — Sn-1) + (0 — 01, Sn—1)-
Note que a condigao de auto-financiamento nos diz que (A6, S, 1) = 0, logo
AV, (0) = (0, S — Sn-1)-

O
Para medir o ganho obtido pelo investimento em certa carteira num certo

instante é conveniente termos a seguinte:

Definicao 1.23 O processo de ganhos para a carteira 6 é dado por:

Go(0) =0 e G,(0) = i<0m7A5m>, n>1

m=1
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e o correspondente descontado:
Ga(0) = (0, AS,).
m=1

A proposicao a seguir nos da um critério para a caracterizacao de carteiras

auto-financiadoras:

Proposicao 1.24 Seja 0 uma estratégia de investimento. Entao as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

(i) 0 € auto-financiadora;

(”) Vn<9) :%(8)+Gn(8) n=1..,N;
(i) V., (0) = Vo(0) + G, (0) n=1,..,N.
Demonstragao:

(i) = (i)

A condig@o de auto-financiamento equivale a
AV (0) = Vi (0) = Vip1(0) = (00, AS),m =1, ..., N.

entao somando:

D Vin(0) = Viuea(0) = Vi (0) = Vo(0) = (B, AS,) = Gr(6).

(i1) = (i)

Vn(g) - Vn—1<0) = Gn(e) - Gn—l(e) = <9n> ASn>'

(1) < (i1i) é andloga usando (1-1). O

Observagao: A proposicao acima diz que, se o investidor segue uma
estratégia 6 € O, o valor descontado é completamente determinado pelo
valor inicial V4(6) e pelo processo (61,602, ...,6%) uma vez que na expressao

n - n’

de G,(0) = X" _ (0, AS,,), o termo 69 é zero pois:

S S = BnSY — BniSY  =1-1=0.

Agm m m—1

Definicao 1.25 Uma varidvel aleatoria X € Fy € dita duplicavel (replicavel )

se existir uma estratégia auto-financiadora 0 tal que

Vn)=X P —q.c
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A nocao de arbitragem é fundamental em finangas uma vez que vai nos
ajudar a dizer qual é o preco justo de um certo ativo, i.e., trata-se daquele preco
obtido sob hipétese de auséncia de arbitragem. A nocao de oportunidade de
arbitragem ¢é de que se pode obter lucros sem arriscar um valor inicial. Isto é

formalizado a seguir:

Definicao 1.26 Uma oportunidade de arbitragem é uma estratégia auto-

financiadora 0 tal que

(1) P(Vo(0) = 0) = 1;
(i) P(Vy(0) = 0) = 1, P(Vn(0) > 0) > 0,

Quando ocorre a auséncia de oportunidade de arbitragem(A.O.A.) o

mercado € dito viavel.

A proposicao a seguir, que serd importante no capitulo 3, mostra que se
existe oportunidade de arbitragem no modelo, entao existe oportunidade de

arbitragem em ao menos um dos periodos [n — 1,n).

Proposicao 1.27 Seja (2, F,P,I1,F,S) modelo de mercado em tempo dis-
creto, onde (2, F,P) € espago de probabilidade com 11 = {0, 1, ..., N} conjunto
de tempo discreto, F uma filtracio e S = {S,}nen, processo de precos. Sao

equivalentes:

(i) O modelo admite uma oportunidade de arbitragem.

(ii) Para algum n = 1,2,...,N existe ¢ : Q — R F, 1 — mensurdvel t.q.
(p,AS,) >0 eP((p,AS,) >0)>0.

(i4i) Para algum n = 1,2,..,N eziste ¢ : Q — R F,_1— mensurdvel t.q.

(p,AS,)) >0 eP((p,AS,) >0)>0.

Demonstragao: Entre (ii) e (iii) a equivaléncia é clara. Entao sem perda de
generalidade podemos supor S° = 1,n € II. Se (i) vale com certa ¢ e tomando
A={weQ:(p,AS,)(w) > 0} entdo podemos construir uma oportunidade
de arbitragem 6 como se segue:

Para w ¢ A, tome 0,,(w) = 0 para todo m € II . Para w € A, tome

Om(w) = 0, para todo m < n e, no instante n, tome:

On(w) = (—Z@(w) Z;1(W),¢1(w),¢2(W),-'-,szﬁd(w)) :
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Finalmente se m > n

O (w) = (Va(6)(w),0,0, ..., 0).

Note que por construgao, 6 é predizivel(lembre que por hipdtese ¢ é F,,_1-
mensuravel). Para vermos que 6 é auto-financiadora, note que o processo de
valores V' (6) sé se altera quando w € A e entao AV,,(#) = 0 a menos que

m = n. Além disso,

AVp(0) = (On, Sn) = (On-1,5n-1)
= <9m Sn>(_ Va (9))

d
= = &S5 +Z¢ZS’ (¢, AS,))
i=1
d d 4
- S es SMZ@ Z@ Snat oS,
i=1 i=1
d
= =) 6iSi,AS)+ Z $iAS],
i=1 i=1
= (0, AS,).
Agora, V5(0) = 0, enquanto que para m > n temos V() = 0 em Q\ A.

Como S° = 1 e portanto AS?, = 0, vem que em A para m > n,

Vin(0) = (Vin(0) = Vina(0)) + .. + (Vo () — Vi (0))

uma vez que V,,_; = 0 por ser anterior a n. Assim, para todo m > n,

Vin(0) = Vi (0) = (0, AS,) = (6, AS,)) > 0

Portanto, em particular,
Vn(@) >0 P—gq.c

Mas pela definicao de A,

A C{Vn(0) > 0},

logo 6 é uma oportunidade de arbitragem ja que P(A) > 0.
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(1) = (it) Gy@) > 0 qc. e P(Gy(#) > 0) > 0 para alguma
0 € ©. Assuma sem perda de generalidade que (6, Sy) = 0. Deve existir para

caracterizarmos a arbitragem, um primeiro instante m > 1 em II tal que
Oy Sm) >0 P—gqec.e P{0,,S,) >0)>0.

Considere (0,,-1,Sm-1) : ou (fm—1,5m-1) = 0 gqc. ou A =
{{O;m-1,Sm-1) < 0} tem probabilidade positiva. Caso (6,,_1, Sm-1) >0 q.c.,
m nao seria o primeiro instante a ser positivo. No primeiro caso, por 6 ser
auto-financiadora, i.e., (6,,_1, Sm—1) = (O, Sm—1), temos:

<9m7 Sm> = <9m7 Sm> - <6m717 Sm71> = <9m7 ASm> > 07

e da mesma forma,
P((0n, AS) >0) >0

logo vale (ii). No segundo caso, em B = {(0,,_1,S,,—1) < 0}, temos

<9m7 ASm> - <9m7Sm> - <‘9m—17 Sm—1> Z _<9m—175m—1> > 07

logo a v.a. ¢ = 150, é predizivel e vai satisfazer (i7).
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