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Cargas Moveis, Linhas de Influéncia e Envoltérias de
Esforgos

21.
Introducgao

Para o dimensionamento de qualquer estrutura é necessario conhecer os
esforcos maximos e minimos que ela apresentara ao ser submetida ao
carregamento que sera destinada. Para estruturas submetidas a cargas méveis
existe um diagrama, denominado de envoltéria de esforgcos, que determina os
valores limites, maximo ou minimo, para as segdes transversais da estrutura.

A seguir, serdo apresentados conceitos, relacionados a cargas moveis e
tracado de linhas de influéncia, necessarios ao calculo das envoltérias de
esforcos, bem como sera exemplificada a determinacdo de uma envoltéria de

esforcos e discutida as maneiras de obté-la.

2.2,
Classificagao das a¢coes atuantes nas estruturas

De acordo com a NBR — 8681 (1984), as acdes atuantes nas estruturas,
que sao as causas que provocam esforcos ou deformagdes, podem ser

classificadas segundo sua variabilidade no tempo em trés categorias:

e Aclbes permanentes
Sao as cargas que ocorrem com valores constantes ou de pequena
variagdo em torno de sua média, durante praticamente toda a vida da
construgdo. As agdes permanentes sao divididas em diretas, tais como os
pesos proprios dos elementos da construgao, incluindo-se o peso préprio
da estrutura e de todos os elementos construtivos permanentes, e

indiretas, como protenséo, recalques de apoio e a retragdo dos materiais.

o Acdes variaveis
Sao as cargas que ocorrem com valores que apresentam variagdes

significativas em torno de sua média, durante a vida da construcdo. Sao
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as cargas moveis ou acidentais das construgdes, isto é, cargas que atuam
nas construgdes em fungdo de seu uso (pessoas, mobiliario, veiculos,
materiais diversos, etc.).

Elas podem ser normais, quando possuem probabilidade de ocorréncia
suficientemente grande para que sejam obrigatoriamente consideradas no
projeto das estruturas de um dado tipo de construgdo, ou especiais, como
acdes sismicas ou cargas acidentais de natureza ou de intensidade

especiais.

o Ac0es excepcionais
Sao as cargas que tém duragdo extremamente curta e muito baixa
probabilidade de ocorréncia durante a vida da construgdo, mas que devem
ser consideradas nos projetos de determinadas estruturas. Por exemplo,
acdes excepcionais podem ser decorrentes de explosdes, choques de

veiculos, incéndios, enchentes ou sismos excepcionais.

2.3.
Cargas Moéveis

Diversas estruturas sado solicitadas por cargas moéveis. Exemplos sao
pontes rodoviarias e ferroviarias ou poérticos industriais que suportam pontes
rolantes para transporte de cargas. Os esforgos internos nestes tipos de
estrutura n&o variam apenas com a magnitude das cargas aplicadas, mas
também com a posicdo de atuagdo das mesmas. Portanto, o projeto de um
elemento estrutural, como uma viga de ponte, envolve a determinacdo das
posicdes das cargas moveis que produzem valores extremos dos esforcos nas
secdes do elemento.

No projeto de estruturas submetidas a cargas fixas, a posicao de atuacao
de cargas acidentais de ocupacao também influencia na determinacdo dos
esforcos dimensionantes. Por exemplo, o momento fletor maximo em uma
determinada secdo de uma viga continua com varios vaos nao € determinado
pelo posicionamento da carga acidental de ocupagcdo em todos os vaos.
Posigcdes selecionadas de atuacéo da carga acidental vao determinar os valores
limites de momento fletor na se¢éo. Assim, o projetista tera que determinar, para
cada secao a ser dimensionada e para cada esforco dimensionante, as posicoes
de atuacio das cargas acidentais que provocam os valores extremos (maximos

e minimos de um determinado esforco).
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Uma alternativa para este problema seria analisar a estrutura para varias
posicdes das cargas moveis ou acidentais e selecionar os valores extremos.
Este procedimento ndo é pratico nem eficiente de uma maneira geral, exceto
para estruturas e carregamentos simples. O procedimento geral e objetivo para
determinar as posigdes de cargas moveis e acidentais que provocam valores
extremos de um determinado esforgo em uma se¢ao de uma estrutura é feito

com auxilio de Linhas de Influéncia.

24.
Linhas de Influéncia

Linhas de Influéncia (LI ) descrevem a variagao de um determinado efeito
(por exemplo, uma reacao de apoio, um esforgo cortante ou um momento fletor
em uma se¢ao) em fungao da posicdo de uma carga vertical unitaria que passeia
sobre a estrutura. Assim, a LI de momento fletor em uma secdo é a
representacdo grafica ou analitica do momento fletor, na se¢ao de estudo,
produzida por uma carga concentrada vertical unitaria, geralmente de cima para
baixo, que percorre a estrutura. Isso € exemplificado na Figura 2.1, que mostra a
LI de momento fletor em uma secdo S indicada. Nesta figura, a posicdo da
carga unitaria P =1 é dada pelo parametro x, e uma ordenada genérica da L/
representa o valor do momento fletor em S em fungcdo de x, isto é,

LIMg =Mg(x). Em geral, os valores positivos dos esforgos nas linhas de

influéncia sdo desenhados para baixo e os valores negativos para cima.

‘ X lP—l
5 5
Ao e C = Ms(x) L L
. L 5 m s |

Figura 2.1 — Linha de influéncia de momento fletor em uma se¢éo de uma viga continua.

Com base no tragados de LI's, é possivel obter as chamadas envoltérias
limites de esforgcos que sdo necessarias para o dimensionamento de estruturas

submetidas a cargas mdveis ou acidentais.
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241.
Tracado de LI

O FTOOL calcula a linha de influéncia de um esforco E utilizando o
Principio de Miiller-Breslau (SUSSEKIND, 1997), também conhecido como
meétodo cinematico para o tragado de LI, que foi formulado por Muller-Breslau
no final do século 19.

Este método pode ser demonstrado através do Principio dos
Deslocamentos Virtuais - PDV (Martha, 2005) e pode ser aplicado para qualquer
tipo de estrutura, isostatica ou hiperestatica. Embora este método possa ser
utilizado para obtencao de LI de esforgos e reagdes, o FTOOL nao calcula LI
de reagdes.

De uma maneira resumida, para se tracar a linha de influéncia de um efeito
E (esforgo ou reagdo), procede-se da seguinte forma (SUSSEKIND, 1997):

e rompe-se o vinculo capaz de transmitir o efeito £ cuja linha de influéncia
se deseja determinar;

¢ na secao onde atua o efeito £, atribui-se a estrutura, no sentido oposto ao
de E positivo, um deslocamento generalizado unitario, que sera tratado
com sendo muito pequeno;

¢ a configuragao deformada (elastica) obtida é a linha de influéncia.

O deslocamento generalizado que se faz referéncia depende do efeito em
consideracéo, tal como indicado na Figura 2.2. No caso de uma reag¢ao de apoio,
o deslocamento generalizado é um deslocamento absoluto da secéo do apoio.
Para um esfor¢co normal, o deslocamento generalizado € um deslocamento axial
relativo na secado de esfor¢go normal. Para um esforgo cortante, o deslocamento
generalizado é um deslocamento transversal relativo na seg¢do do esforgo
cortante. E para um momento fletor, o deslocamento generalizado € uma rotagao

relativa entre as tangentes a elastica adjacentes a se¢do do momento fletor.
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Efeito Deslocamento
generalizado
Reacdo de apoio
ZS -T=== ;f\‘=~":_'_' =
\¥% ¢ A=1
Esforco normal A=1
<
_—N> &_ ______ :____:_ﬁ

Esforco cortante
ik
Momento fletor

DG

Figura 2.2 — Deslocamentos generalizados utilizados no método cinematico.

2.5.
Determinacgao de esforgo extremo com base em L/

A determinagdo de valores maximo e minimo de um esforgo interno em
uma secao de estudo é exemplificada para o caso do momento fletor na seg¢ao
S da Figura 2.1. O carregamento permanente, constituido do peso proprio da

estrutura, é representado por uma carga uniformemente distribuida g, tal como

indica a Figura 2.3.

llllllllllllllllléllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll 8
© LIMs

s e ~ N

Figura 2.3— Carga permanente uniformemente distribuida atuando em uma viga

continua.

Considerando que a ordenada de LIM (: M (x)) ¢é fungéo de uma carga
concentrada unitaria, o valor do momento fletor em S devido ao carregamento
permanente pode ser obtido por integracdo do produto da carga infinitesimal

gdx por M (x) ao longo da estrutura (Equacéao 2.1):
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12 12
M = [Mg(x)-gdv= [ LIM - gdx (2.1)
0 0

Considere que existe uma carga movel atuando sobre a estrutura, que é
composta por uma carga concentrada P e por um carregamento acidental de

ocupagao que é representado por uma carga uniformemente distribuida ¢ . Por
ser acidental, a carga g pode atuar parcialmente ao longo da estrutura. O que
se busca sdo as posi¢des de atuagédo das cargas P e g que maximizam ou
minimizam o momento fletor em S. O valor méximo de M é obtido quando a
carga g esta posicionada sobre ordenadas positivas da LIM e a carga P esta
sobre a maior ordenada positiva, e o valor minimo é obtido quando a carga ¢
esta posicionada sobre ordenadas negativas da LIM e a carga P esta sobre a

maior ordenada negativa. Isso € mostrado nas Figuras 2.4 e 2.5.

P

|
JULLILLLILLLLLLL L LLLLL g qalJLILLILLILILLLLLL
S a— & LIMs

S = N

Figura 2.4 — Posicionamento da carga mével para provocar maximo momento fletor em

uma secgéao.

P
SUILILLILLLLLLLLLLLLLLLILLL
=2 LIMs

S
o —o_ L ~ 2

Figura 2.5 — Posicionamento da carga mével para provocar minimo momento fletor em

uma segao.

Os valores maximo e minimo de M devidos somente ao carregamento

acidental podem ser obtidos por integracédo do produto LIM  .gdx nos trechos

positivos e negativos, respectivamente, da linha de influéncia, conforme

equacbes 2.2 € 2.3:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310953/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310953/CA

Cargas Moveis, Linhas de Influéncia e Envoltérias de Esforgos 28

(Mmy) = j'uMS .qdx+ TLIMS . qdx (2.2)
0 9

(Mg) =(LIM,-qdx (2.3)

N

Os valores maximo e minimo de M devidos a carga concentrada podem

ser obtidos pelo produto LIM P, onde LIM € a maior ordenada positiva ou
negativa da linha de influéncia, respectivamente :

(m7),, =L P (2.4)

(7)), =L p (2.5)

N

Assim, os valores maximos e minimos finais de M _ provocados pelo

N

carregamento permanente e pela carga movel sao :

(M) = ME+(M2),, +(M7),.. (2.6)

(M), =ME+(M2),, + (7)., 2.7)

Observe que, no caso geral, o valor maximo final de um determinado
esforco em uma sec¢ao nao € necessariamente positivo, nem o valor minimo final
€ necessariamente negativo. Isto vai depender da magnitude dos valores
provocados pelos carregamentos permanente e acidental. Quando maximo e
minimo tiverem o mesmo sinal, o esfor¢o dimensionante sera o que tiver a maior
magnitude. Quando maximo e minimo tiverem sentidos opostos, principalmente

no caso de momento fletor, ambos podem ser dimensionantes.

2.6.
Envoltéria Limite de Esforgos

As envoltérias limites de um determinado esforgo em uma estrutura
descrevem para um conjunto de cargas moveis ou acidentais, os valores
maximos e minimos deste esforco em cada uma das se¢des da estrutura, de
forma analoga a que descreve o diagrama de esforgos para um carregamento
fixo. Assim, o objetivo da Analise Estrutural para o caso de cargas moveis ou
acidentais € a determinagéo de envoltérias de maximos e minimos de momentos

fletores, esforgcos cortantes, etc., o que possibilitara o dimensionamento da
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estrutura submetida a este tipo de solicitagdo. As envoltdrias sdo, em geral,
obtidas por interpolagdo de valores maximos e minimos, respectivamente, de
esforgos calculados em determinado numero de se¢des transversais ao longo da
estrutura.

A seguir € mostrado um exemplo de determinacdo de envoltéria de
esforcos internos de uma viga bi-apoiada com balancos, carga permanente e
carga moével (Figura 2.6). Na figura também estdo indicadas as sec¢des adotadas
para o calculo dos valores limites e para o tragado das envoltérias. Devido a
simetria da estrutura em relagao a se¢do D, a obtencio dos valores limites sera
demonstrada apenas para as segcbes 4, B, C e D, visto que a envoltéria de

esfor¢o cortante sera anti-simétrica e a de momento fletor sera simétrica.

< §
TR corganiona
=<3m
T L T T T TIITIIIIT] Carga Permanente
4 II?I IC D ]IS .1.:| G Estrutura e se¢des trans-
! Beqq,é;;Bdlr ! ! Feqq-A-Fdlr ' versais para envoltdrias
*Sm*fbm*")m*:‘om*:’;m;l

Figura 2.6 — Viga bi-apoiada com balangos, carga permanente e carga mével.

Os esforgos devidos a carga permanente foram primeiramente calculados,
ou seja, determinaram-se os diagramas de esforgo cortante e de momento fletor
(Figura 2.7).

120

60 60 Carga Permanente:
Besq, ’\\'\D E  Fesq, | \ G Esforcos Cortantes [kN]

~FE e ] &mw
—60

Carga Permanente:
A /[\ C E /]\ G Momentos Fletores [kNm]

B4 AF
180

270

Figura 2.7 — Esforgos internos da carga permanente.

Em seguida, determinaram-se os esforcos cortantes maximos e minimos
devidos a carga moédvel para cada secdo transversal adotada da estrutura
(Figuras 2.8 a 2.11). O posicionamento do trem-tipo para determinar os valores

limites em cada segao segue o procedimento mostrado na seg¢éo 2.5.
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z <
Sl 1o0/m S Posicdo da carga moével
"l l l l l A4 para Qges; minimo
—1.00
1 LIQs
Besq Az, AN B

Posicdo da carga moével
(carga moével ndo atuando) para Qpes; MAXimo

sm=t=sm=f<sm=l=sm=<3m=l<3m

Qs );';;- =[20-(~1.00)+10- (~1.00) + 10 -3 (~1.00)] = —60.00kN

(@} -

Figura 2.8 — Esforgo cortante maximo e minimo na segdo B“7 .

< Z
Sl 10/m R Posicdo da carga movel
"ll l l lv para Qpair minimo
=—n B —%, LIQgair
025 o5 05 £
1.00 0.75
z Z
(@]

Posicao da carga mével

[ARE20RR AR TARRARNRRARNRRAARA] oy oo
kam=l<smalcim=f<smal<cim=f<3m=|

(Qpair S =[20-(~0.25) +10-0.5-3-(-0.25)] = -8.75kN
(Qpair S5 =[20-(1.00)+10-(0.75) +10-0.5-3-(0.25) + 10-0.5-12 - (1.00) | = +91.25kN

Figura 2.9 — Esforgo cortante maximo e minimo na secdo B" .

2 <
S| 10N/m & Posicao da carga movel
m vlllllv para Qc minimo
—0.25 -0.25
| 5 LIQC
—_— I/J/
025 A Co—m 05 AN
g Z
~N = 10kN/m Posicdo da carga movel
HITTT wlUILIWlLLLLLILTLLL para Qc maximo

sm=tesm=fesm=lesm=lesm=<sm =

(Qc ) =[20-(~0.25)+10-0.5-3-(-0.25) +10-0.5-3-(~0.25)] = ~12.50kN

min.

(Qc )™ =[20-(0.75)+10-(0.50)+10-0.5-3-(0.25) +10-0.5-9-(0.75)] = +57.50kN

max.

Figura 2.10 — Esforgo cortante méximo e minimo na segéo C .
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2 2
2 Q 10 KN/m Posic¢do da carga mével
JLILIIRLLILLY para Qp minimo
—025 —050 -0.25
— — LIQp
025 A Dy o023 £
15 210kN/m Posigdo da carga mével
m Vlllllvllllll para Qp méximo
ksm=lc3m=l<3m=l<3m=l<3m=<3m =
( D );;:1 = [20 -(-0.50)+10-(-0.25)+10-0.5-6-(-0.50)+10-0.5-3- (—0.25)] =-31.25kN

Qp )it

=[20-(0.50)+10-(0.25)+10-0.5-6-(0.50) + 10-0.5-3-(0.25)] = +31.25kN

Figura 2.11 — Esforgo cortante maximo e minimo na segéo D.
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A Tabela 2.1 mostra os resultados do esfor¢co cortante maximo e minimo

nas se¢des da estrutura devido a cada carregamento atuante e o valor final das

envoltorias de esforgo cortante, que estdo representadas na Figura 2.12. O

esforco cortante devido a carga mével na extremidade livre do balango

corresponde a carga de 20 kN posicionada sobre esta secao.

Tabela 2.1 — Envoltérias de Esforgo Cortante [kN].

Secao | Carga Carga Moével Envoltdrias
Permanente minimo maximo minimo maximo
A 0 -20.00 0 -20.00 0
Besq -60 -60.00 0 -120.00 -60.00
Bdir +120 -8.75 +91.25 +111.25 +211.25
C +60 -12.50 +57.50 +47.50 +117.50
D 0 -31.25 +31.25 -31.25 +31.25
E -60 -57.50 +12.50 -117.50 -47.50
Fesq -120 -91.25 +8.75 -211.25 -111.25
Fair +60 0 +60.00 +60.00 +120.00
G 0 0 +20.00 0 +20.00
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Envoltoérias:
Esforcos Cortantes [kN]

permanente

trabalho

ksm=fesmafesmlcsmalesm=<sm=

Figura 2.12 — Envoltérias de Esfor¢o Cortante.

As Figuras de 2.13 a 2.15 mostram como foi feita a determinagcao dos
momentos fletores maximos e minimos devidos a carga mével para cada segao

transversal da estrutura.

< Z
K1oOKN/Mm |2 Posicao da carga mével
"lllll" para M minimo
—3.00
5 LIM
B
AN AN

Posicao da carga mével
(carga moével ndo atuando) para Mz maximo

ksmafsm=f<smalcsm=<sm={<sm >

(Mp ) =[20-(~3.00)+10-0.5- 3+ (~3.00)] = ~105.00kNm

min.

(Mp )i =0

max.

Figura 2.13 — Momento fletor maximo e minimo na segéo B.

Z 2
& 2 10 kKN/m Posicdo da carga moével
vlllllv para Mc minimo
—-2.25
c -0.75
LIM
4& AN :
0.75
1.50
225
2 Z
S 2 10 kN/m Posicao da carga mével
LUVl LI I ILILTLTLT para Mc maximo

ksmafesm=fcsm=lesm=<3m=<sm=

(M )™ =[20-(~2.25)+10-0.5-3-(-2.25)+10-0.5-3-(=0.75)] = =90.00kNm

min.

(Mc )™ =[20-(2.25)+10-(1.50) +10-0.5-12 - (2.25)| = +195.00kNm

max.

Figura 2.14 — Momento fletor maximo e minimo na sec¢éo C .
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2

10KN/m [Q Posicao da carga movel
m vlllllv para Mp minimo

-1.50 -1.50

MLSL\ .50

00
<

I T T I
kim=<sm=l<imal<sm=l<im=l<sm

10 KN

LIMp

20kN

Posicdo da carga moével
para Mp maximo

(Mp X" =[20-(~1.50)+10-0.5-3(~1.50) +10-0.5 - 3- (~1.50)] = —75.00kNm

min.

(Mp X =[20-(3.00)+10-(1.50)+10-0.5-12 - (3.00)] = +255.00kNm

max.

Figura 2.15 — Momento fletor maximo e minimo na segéo D.
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A Tabela 2.2 mostra os resultados do momento fletor maximo e minimo

nas se¢des da estrutura devido a cada carregamento atuante e o valor final das

envoltérias de momento fletor, que estao representadas na Figura 2.16.

Tabela 2.2 — Resultados obtidos na envoltéria de momento fletor.

i , \méximos
permanente 375
faixa de
trabalho
smofcsmalcsm=lcsm={<3m =<3 m =

Figura 2.16 — Envoltdrias de momento fletor.

Secgao Carga Carga Moével Envoltdrias

Permanente minimo maximo minimo maximo
A 0 0 0 0 0
B -90 -105 0 -195 -90
C +180 -90 +195 +90 +375
D +270 -75 +255 +195 +525
E +180 -90 +195 +90 +375
F -90 -105 0 -195 -90
G 0 0 0 0 0

195 minimos -195
\_?,(m\ Envoltorias:
; Momentos Fletores [kNm]
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Conforme visto, para determinar os valores limites de esforcos em uma
secao transversal precisa-se conhecer as posicoes de atuagao do trem-tipo que
causam esses esforcos limites. Para casos mais simples de trem-tipo e linhas de
influéncia, como no exemplo acima, € intuitiva a determinacdo dessas posicoes
limites. Porém, para casos mais complexos, torna-se impossivel essa
determinagao por simples observacgao.

Esse problema de determinar posi¢gdes limites constitui um problema de
otimizagdo, em que o objetivo € minimizar e maximizar os valores dos esforgos
nas secgbes transversais dos elementos estruturais em fungdo da posi¢do de
atuacao do trem-tipo. Porém, nao existe uma fungcdo matematica que descreva a
envoltoria de esforcos de uma estrutura, o que torna impossivel o uso da maioria
dos métodos classicos de otimizagao para resolver este problema, ja que muitos

deles utilizam derivadas da fungao objetivo, como sera visto no capitulo seguinte.
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