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Resumo

Samico Balter, Rodrigo; Bergmann, Jose Ricardo; Simon da Rosa,
Guilherme. Aplicagao de Técnica de Sintese de Lentes Cir-
cularmente Simétricas. Rio de Janeiro, 2023. 72p. Dissertacao
de Mestrado — Departamento de Engenharia Elétrica, Pontificia
Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

Este trabalho tem como objetivo aplicar uma técnica de sintese otica
de lentes dielétricas circularmente simétricas, que sao iluminadas por uma
fonte pontual com diagrama circularmente simétrico. A interface da lente
(interface do dielétrico-ar) serd modelada utilizando as aproximacoes da Otica
Geométrica e da Fisica Otica. Da Otica Geométrica, o controle da densidade
de poténcia em campo distante é obtido pela aplicacao de conservacao de
energia no interior dos tubos de raios que emergem do centro de fase da
fonte e a determinacao da direcdo dos raios que emergem da superficie do
dielétrico é obtida através da aplicagdo da Lei de Snell para os raios incidentes
na interface. Da Fisica Otica, é possivel obter as correntes elétrica e magnética
na superficie externa da lente para determinar o campo radiado na integracao
dessas correntes pela superficie a partir da suposicao de que as dimensoes da
lente e da curvatura da interface sejam muito maiores que um comprimento de
onda no espaco livre. Devido a simetria circular, simplificagoes na formulacao
e nos esquemas numeéricos para a solucao serao apresentadas, resultando em
técnica de projeto mais eficientes. A descricao da superficie da interface da

lente é obtida através de técnica numérica.

Palavras-chave
Lente Dielétrica; Sintese Optica; Método de Analise; Otica Fisica;

Otica Geométrica.



Abstract

Samico Balter, Rodrigo; Bergmann, Jose Ricardo (Advisor); Simon
da Rosa, Guilherme (Co-Advisor). Application of a Technique
for the Synthesis of Circularly Symmetric Lenses. Rio de
Janeiro, 2023. 72p. Dissertacdo de Mestrado — Departamento de
Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade Catélica do Rio de
Janeiro.

This work aims to apply a technique of optical synthesis of symmetrically
circular dielectric lenses, which are illuminated by a point source with a
symmetrically circular diagram. The lens interface (dielectric-air interface) will
be modeled using the approximations of Geometric Optics and Physical Optics.
From Geometric Optics, control of the power density in the far field is obtained
by applying energy conservation inside the ray tubes that emerge from the
phase center of the source and the determination of the direction of the rays
emerging from the dielectric surface is obtained through the application of
Snell’s law for the incident rays at the interface. From Physical Optics, it is
possible to obtain the electric and magnetic currents on the external surface
of the lens to determine the radiated field in the integration of these currents
along the surface assuming that the lens dimensions and interface curvature
are much larger than a wavelength in free space. Due to circular symmetry,
simplifications in formulation and numerical schemes for the solution will be
presented, resulting in a more efficient design technique. The description of the

lens interface surface is obtained through numerical technique.

Keywords
Dielectric Lens; Optical Synthesis; Analysis Method; Physical Optics;

Geometric Optics.



Sumario

1 Introducao

2 Descricao da formulagao da sintese
2.1 Sintese de lente

2.2 Lei de Snell para refracao

2.3 Lentes circularmente simétricas

2.4  Conservacao da Energia

2.5  Solugao numérica para o mapeamento
2.6 Determinacao da superficie

3 Andlise via Otica Fisica

3.1 Anélise Campos Radiados

3.2 Coeficientes de Transmissao

3.3 Campos na Interface Externa da lente

3.4 Polarizacao dos campos elétrico e magnético

3.4.1 Campos Radiados pela Lente em Campo Distante
3.5 Integracao das Correntes Equivalentes

3.5.1 Base Retangular

3.5.2  Correntes Equivalentes sobre a Interface na Base Retangular

3.5.2.1 Corrente Equivalente Elétrica

3.5.2.2 Corrente Equivalente Magnética

3.5.3 Separacao de Variaveis

3.5.4 Analise nos eixos X,Y e Z

3.5.5 Simplificacao das integrais

3.5.5.1 Simplificacdo da integracao para o eixo X
3.5.5.2 Simplificagao da integracao para o eixo Y
3.5.5.3 Simplificacao da integracao para o eixo Z

4 Simulacao da lente circularmente simétrica
4.1 Caso 1 - Cobertura uniforme

4.2  Caso 2: Cobertura Gaussiana

4.3 Caso 3: [luminac¢ao uniforme sobre solo

5 Conclusao e trabalhos futuros

A Projecoes Estereograficas

A.1 Representacao das dire¢oes no espago

A.2 Notagao complexa

A.3  Vetor Unitério

A.4  Derivadas de Fungoes Reais de Variaveis Complexas
A.5 Propriedades dos vetores p'e p,

B Integrais em ¢;
B.1 Integracao de go(6)
B.2 Integracao de g1(6)cos(¢;)

11

14
14
14
18
20
21
22

25
25
27
29
29
30
32
32
33
33
35
36
37
38
38
39
40

43
43
49
53

58

60
60
61
62
62
63

64
64
65



B.3 Integracio de go(0)cos?(¢;)
B.4 Integracdo de q1(0)sin(¢;)
B.5 Integracdo em gycos(¢;)sen(¢;)

Referéncias bibliograficas

66
67
68

70



Lista de figuras

Figura 1.1 Lente Circulamente simétrica, adaptado de [9]

Figura 2.1 Geometria do problema de sintese da lente, adaptado de
[9]

Figura 2.2 Geometria da Simetria Circular, adaptado de [16]

Figura 2.3 Formulacao da Lente

Figura 3.1 Diregoes incidentes e transmitidas
Figura 3.2 Polarizagoes (a) polarizacao paralela ou vertical, (b)
polarizagao perpendicular ou horizontal, adaptado de [15]

Figura 4.1 Diagrama do Alimentador, M=2.91

Figura 4.2 Lente de espessura 6

Figura 4.3 Raios incidentes/refratados espessura=6A, M=2.91 e N=0

Figura 4.4 Diagrama de radiacao espessura=6A, M=2.91 e N=0

Figura 4.5 Lente de espessura 25\

Figura 4.6 Raios incidentes/refratados espessura=25\, M=2.91 e N=0

Figura 4.7 Diagrama de radiagdo espessura=25\, M=2.91 e N=0

Figura 4.8 Lente de espessura 6\

Figura 4.9 Raios incidentes/refratados espessura=6\, M=2.91 e N=12

Figura 4.10 Diagrama de radiacao espessura=6\, M=2.91 e N=12

Figura 4.11 Lente de espessura 25\

Figura 4.12 Raios incidentes/refratados espessura=25\, M=2.91 e
N=12

Figura 4.13 Diagrama de radiacao espessura=25\, M=2.91 e N=12

Figura 4.14 Lente de espessura 6

Figura 4.15 Raios incidentes/refratados espessura=6\, M=2.91 e
N=-2

Figura 4.16 Diagrama de radiacao espessura=25\, M=2.91 e N=-2

Figura 4.17 Lente de espessura 25\

Figura 4.18 Raios incidentes/refratados espessura=25\, M=2.91 e
N=-2

Figura 4.19 Diagrama de radiagdo espessura=25\, M=2.91 e N=-2

Figura A.1 Projegoes Estereogréficas [20]

12

15
18
20

26

28

45
45
46

47
48

50
50
ol
52

52
53
54

%)
%)
56

o6
57

60



Lista de tabelas

Tabela 4.1 Parametros do alimentador e de campo distante para o

Caso 1 44
Tabela 4.2 Parametros do alimentador e de campo distante para o
Caso 2 49

Tabela 4.3 Parametros do alimentador e de campo distante para o
Caso 3 54



1
Introducao

Lentes sao dispositivos o6ticos amplamente utilizados nas aplicagoes em
antenas de micro-ondas. Diversas caracteristicas foram estudadas durante o
desenvolvimento inicial de antenas de micro-ondas com bastante influéncia pelo
extenso trabalho existente de 6tica. Subsequentemente, os estudos diminuiram
um pouco a medida que as antenas de lente foram ultrapassadas por refletores
para antenas de alta eficiéncia e grande abertura. No entanto, o interesse foi
renovado a medida que a pesquisa se expandiu no uso de bandas de frequéncia
de ondas milimétricas e de ondas submilimétricas onde as lentes tém dimensoes
reduzidas. [1-6]

Podem ser projetadas e moldadas para modificar ou melhorar algumas
caracteristicas de radiacao, sendo usadas principalmente para direcionar a
energia incidente de forma a evitar que se espalhe em direcoes indesejadas.
Por exemplo, a eficiéncia de abertura de um alimentador pode ser melhorada
corrigindo o erro de fase de abertura. Alternativamente, é possivel usar
uma lente para controlar a amplitude do feixe de saida ou para melhorar a
desempenho de polarizagio cruzada.[7]

Ha também aplicagoes em que sao utilizados refletores parabdlicos, es-
pecialmente em frequéncias mais altas. Nas frequéncias mais baixas, suas di-
mensoes e 0 peso tornam-se excessivamente grandes inviabilizando a utilizagao
de lentes. Elas podem ser classificadas de acordo com o material de que sao
construidas, ou de acordo com sua forma geométrica. Em resumo, uma an-
tena ideal é aquela que irradia a poténcia entregue a ela pelo transmissor em
uma dire¢ao ou diregoes desejadas. Na pratica, porém, desempenhos ideais nao
podem ser alcan¢ados, mas podem ser aproximados.[§]

Além disso, existe a possibilidade da fabricacdo de baixo custo de lentes
sofisticadas, feitas com tolerancias muito boas, utilizando materiais dielétricos
comerciais que apresentam perdas de dissipacao despreziveis. Entretanto o seu
desempenho pode ser limitado pelas reflexdes internas, especialmente quando
o indice de refracdo do material é grande, ou pelas dimensoes da lente pois a
efetividade de seu desempenho e as técnicas de sintese sdo validas para lentes
maiores do que varios comprimentos de onda. [7]

As principais vantagens das lentes sao a possibilidade de obter dimensio-
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nar a largura de feixe, alto ganho, 16bulos laterais baixos e baixa temperatura
de ruido. Suas estruturas podem ser mais compactas e pesar menos que as
cornetas e as antenas refletoras parabdlicas. A modelagem do feixe pode ser
alcancada controlando a distribuicao de fase através da abertura da lente de
modo preciso e menos dispendioso do que seria o caso de um refletor. Desta
forma, a lente dielétrica pode ser mais econémica para produgoes de pequena
a média escala do que outros tipos de antenas. [7]

O presente trabalho tem como objetivo apresentar técnicas de sintese e
andlise de lentes dielétricas circularmente simétricas que sao iluminadas por
uma fonte pontual na abertura do alimentador com diagrama circularmente

simétrico, conforme figura 1.1.

Figura 1.1: Lente Circulamente simétrica, adaptado de [9]

Dessa forma, a interface da lente (interface do dielétrico-ar) serd mode-
lada através de técnicas de sintese para avaliar o desempenho da lente. Diversas
técnicas de sintese tém sido utilizadas para o modelamento de lentes, através
de métodos analiticos [2] ou numéricos que por sua vez tém base nos princi-
pios da Otica Geométrica ou, alternativamente, com base nas aproximacoes
da Otica Fisica (PO) associadas a métodos de otimizacao [10], [11], [12], [13].

Neste trabalho, sera considerada a sintese da lente circularmente simé-

trica que serd realizada através de sua modelagem utilizando os principios da
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Otica Geométrica para controlar a largura de feixe e o diagrama de radiacéo
transmitido pela lente.

Esta técnica envolve duas principais leis: a lei da conservacao da energia
e a lei de refracdo de Snell. O controle da densidade de poténcia em campo
distante ¢é obtido pela aplicagao de conservacao de energia no interior dos tubos
de raios que emergem do centro de fase da fonte e da aplicagdo da Lei de Snell
para os raios incidentes na interface para determinar a direcao dos raios que
emergem da superficie do dielétrico.

No entanto, a Otica Geométrica nao considera os efeitos difrativos na
lente e portanto nao permite determinar os lobulos laterais do diagrama
de radiagdo. Uma das solucoes para estimar o comportamento dos campos
radiados nesta regido é através das aproximacoes da Otica Fisica. Pela qual, a
partir da suposicao de que as dimensoes da lente e da curvatura da interface
sejam muito maiores que um comprimento de onda no espaco livre, é possivel
obter as correntes elétrica e magnética equivalentes na superficie externa da
lente e determinar o campo radiado na integracao dessas correntes sobre
a superficie. E, desta forma, sera possivel utilizar um método baseado na
combinacio da Otica Geométrica e da Otica Fisica para obter melhores

resultados, estimando assim o comportamento dos campos radiados pela lente.



2
Descricao da formulacao da sintese

2.1
Sintese de lente

As lentes sdo capazes de alterar a trajetéria do fluxo de energia das
ondas eletromagnéticas incidentes na interface entre dois meios através do
efeito de refracao e, consequentemente, o seu diagrama de radiacdo. Para
lentes com dimensdes muito maiores que um comprimento de onda, pode-se
aproximar o comportamento do fluxo eletromagnético através dos principios
da Otica Geométrica. Neste capitulo, serdo apresentados os principios da Otica
Geométrica que serao utilizados para modelar uma lente dielétrica: Lei de Snell

e o principio da conservagao de energia.

2.2
Lei de Snell para refracao

Para descrever a trajetoria dos raios, serd utilizada a notacao apresentada
por Westcott et al. [14], que emprega coordenadas complexas para representar
as direcoes no espaco. Detalhes sobre a notacao podem ser encontrados no
Apéndice A.

A Figura 2.1 ilustra um raio emanado por uma fonte pontual em cuja
localizacao estd na origem do sistema de coordenadas, tem a dire¢ao dada pela
coordenada complexa 7 e é refratado em uma interface dielétrica no ponto R

na dire¢ao de propagacao de coordenada complexa (. [15] [14] [16]
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Plano de

Meio 1 — ar R
ﬁ_ incidéncia

Meio 0 — lente

Interface
Dielétrica

0

Figura 2.1: Geometria do problema de sintese da lente, adaptado de [9]

Os vetores unitarios #(n) e #(¢) coincidem com a direcdo dos raios
incidentes e refratados, respectivamente. n é um vetor unitario normal a
superficie da lente, v o angulo entre a direcdo do raio refratado e direcao
da normal (72), 7; o angulo entre a diregdo do raio incidente e direcdo da
normal (7). Os meios dielétricos sao lineares, isotropicos e homogéneos com
seus indices de refracao dado pelos valores reais ny (meio 0) e ny = 1 (meio 1),
a Lei de Snell impoe a seguinte relagao para as dire¢oes dos raios incidente e
refletido [17]:

sen(7:)
sen(7;)

= Ny. (2—1)

Como n, t e 7 sdo coplanares, é possivel determinar através de seus
produtos vetoriais um vetor unitario ¢ que é ortogonal ao plano que contem

estes trés vetores (7, t, 7)

S>> D
X X
=y o
Il I
®n @R
D
ER=4
NS
(SIS
RIS
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Realizando as devidas substitui¢coes nas expressoes acima, temos:

—

i x £ —mno(h x 7) = 7 x [{ = noit| = 0. (2-4)

Colocando em evidéncia o vetor fi, é possivel notar que o vetor [t — ngr] é

paralelo ao vetor normal a interface dielétrica

| = ot / /. (2-5)

Sendo r(n) fungdo escalar que representa a distdncia do ponto R a origem
O e 7(n) o vetor unitario na dire¢ao do raio incidente, a interface da lente pode

descrita pelo seguinte vetor:

7(n) = r(n)F(n). (2-6)

Do segmento OR representado por 7(n), pode-se verificar que a derivada de r
em relagao a n (7, = [dr(n)/dn]) é um vetor tangencial a superficie e descrito
por [14]

Ty = = —[r(n)r(n)] = #(n) +r(n)y(n). (2-7)

Ty = TyT + 17 (2-8)

Como 7, é tangente a superficie e o vetor {t — nof} ¢ um vetor normal a

superficie, o produto escalar resulta na seguinte relagao:
£ = no#| - 7y = [T = nof| - [ry#* + 1) = 0. (2-9)
Esta expressao pode ser reescrita como:
(£ = nof| - [rof + 1) = vy (- 7) + 7(E - 7y) = mory (7 - 7) = mor (7 - 7,) = 0. (2-10)
Como 7 e 7, sao ortogonais, seu produto escalar é zero
ro(t - 7) 47 (- 7y) = nory =0, (2-11)
resultando em

Ty [(f F) — no] +r(t-7,) =0. (2-12)
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Isto permite obter a seguinte expressao para 1,

_7’(7?' fn)
Ty = )
(t-7)—mng
que, reajustando
'n —(t )
- (f ) —ng B

onde A e A, sao descritos por

A:
A, =

17

(2-13)

(2-14)

Seja uma fungao real L(n) definida para a superficie dielétrica r(n)

r
=1In
a partir das relacoes
d f
— In(f _ﬁ’
a (f) 7
d o d, .
%I | —%(nn)—n,

(2-17)

(2-18)

(2-19)

¢ possivel obter a derivada de L(n) em relagao a coordenada complexa 7

d r 1+ |n)? r
n [14n] r L+l (14 )

que pode ser reorganizada como

w7

L, =

Substituindo os respectivos valores atribuidos as funcoes A e A,

A, 7

(1)

AT )

(2-20)

(2-21)

(2-22)
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que pode ser reexpresso por [14]

Ln — _ 2(52_ 77) + 7](1 B nO)(l :_ |T]|2) 5 ) (2_23>
2[¢=n"+ (no + 1)(1 + [¢[)(1 + [n[7)

Esta expressao representa a lei de Snell para a refragdo em coordenadas
complexas, relacionando a dire¢do dos raios incidentes e transmitidos através
das derivadas parciais da superficie L(n) desde que L,; seja uma funcao real
que garanta integrabilidade. Existindo assim uma funcao real que satisfaz o

mapeamento especificado [14].

2.3
Lentes circularmente simétricas

A Figura 2.2, ilustra uma interface circularmente simétrica, em qualquer
dire¢do no espaco pode ser descrita por duas varidveis (0, ¢) ou associada ao

ponto R sobre a esfera de raio unitario com centro sobre a origem.

-Y

Figura 2.2: Geometria da Simetria Circular, adaptado de [16]

Para o caso de uma lente circularmente simétrica, pode-se simplificar a

analise e considerar os raios contidos no plano ¢ = 0. Nesse sentido, a funcao
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real L(n), que descreve a interface no plano ¢=0°, depende exclusivamente de
f, pois 0 mapeamento ocorre em um unico plano.

Utilizando as expressoes de u, v e 1 das projegoes estereograficas apre-
sentadas no apéndice A.1, em ¢=0° temos [14][18] [19] [20]

u = cot(g) cos(¢) = COt(Z), (2-24)
v = Cot(g)sen(qb) =0, (2-25)
n=u= COt(g). (2-26)

Reescrevendo p’ em coordenadas esterograficas, temos

PATARN 1—u?.

7= i . 227
b 1+ UQZ + 1+ u2Z ( )
P = sen(0)i, + cos()iz, (2-28)
e
1|dp
Dy = = | — 2-29
=y | (229
assim
1—wu? ~ il —u?) . 2u .
Dy = -y — iy + i, 2-30
P PP T G P O 250
Reorganizando, é possivel notar as relagoes de ortogonalidade
1—u? . 2u . (1 —u?) .
Dy = ——————1p + 1, — Ty 2-31
N T e e e A e

Como 7 depende unicamente de 6, é possivel encontrar Ly derivando em relagao

a u

o 2d(cot_1(u)) =2
du du 1+ u?

(2-32)

Sera utilizada na derivada da definicao de variaveis complexas de L. em relacao

au [14][18]

, _ldL_1dLdo 1, df

- - = = 2
T odu 2d0du 2 Cdu’ (2-33)
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substituindo e reorganizando os termos, Ly pode ser expresso por
Loy = 2L, [%} =—L,(1+u?) =—-L, [1 + cotQ(g)} =-L, [sen(g)} :
(2-34)

2.4
Conservacao da Energia

Conhecida a relacao da direcao do raio incidente e transmitido através
da interface da lente das expressoes anteriores, é possivel estabelecer a relacao
entre densidade de poténcia incidente e transmitida através do principio de
conservagao de energia. [17]

Pela superficie da lente L(n), a expressdo 2-23 permite determinar a
direcao do raio transmitido para uma determinada direcao do raio incidente.
Alternativamente, se as dire¢des dos raios incidente e transmitido forem
conhecidas, a interface pode ser determinada através da solucao da equacgao

diferencial.

v
N

Figura 2.3: Formulacao da Lente

Para determinar a relagdo entre a dire¢ao dos raios incidente e transmi-
tido, pode-se utilizar o principio da conservacao de energia no interior de um
tubo de raios. Para o caso de uma lente circularmente simétrica iluminada por
uma fonte pontual situada no ponto O e com diagrama circularmente simé-
trico, o cone de raios definido pelo semi-angulo #; formara um cone de raios de

semi-angulo 6, fora do dielétrico.
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Como os raios definem a direcao do fluxo de energia, estes dois cones
formam um tubo de raios e confinam a energia no seu interior pois nao existe
raios cruzando estas superficies.

Desconsiderando a energia refletida na interface e supondo que os di-
agramas de radiagdo da fonte pontual e da lente sejam caracterizados pelas
densidades de poténcia por angulo sélido 1(6;) e G(6;), respectivamente, pode-
se expressar a conservagao de energia no interior do tubo através da seguinte

expressao [21]:

/ /27r ) sin(6;)dpdb; —/ /27r (0;) sin(6;)dpdo, (2-35)

Devido a simetria circular da configuragao e das fungoes 1(60;) e G(6;), as
integrais em ¢ podem ser analiticamente resolvidas, transformando a igualdade

acima em:

0; 04
/0 1(6:) sin(6,)d6; = /0 G(6,) sin(6,)d6; (2-36)

Como as fungdes 1(6;) e G(6;) sdo conhecidas, a incégnita da equagao
acima é o limite da integral de G(6;). Assim, a solu¢do da equagdo acima

permite determinar o mapeamento 6;(6;).

2.5
Solucao numérica para o mapeamento

A solucdo do problema de sintese pode ser avaliada numéricamente
através de aproximacgoes. Para tal, 6; é definido e a integral é conhecida,
enquanto #; necessita ser determinado para satisfazer a igualdade da expressao
2-36.

O dominio de 0 a #;, ¢ dividido em N segmentos A#;, onde 6; = nAdb;.

Para uma relacao 6;, ,(6;,_,) conhecida, serd a seguinte igualdade

en—l
/ 1(0;)sen(6,)d0; ~ 3 1(6;,, )sen(6;,, ) A; ~ / G(6,)sen(0,)d6;,
0 m=

(2-37)

que pode ser utilizada para aproximar o mapeamento 6, (6;,)

anl n
/ 1(0;)sen(6;)d6; = S° 1(0;,)sen(6;, ) A; ~ / G(6,)sen(0,)db;. (2-38)
0

m=1
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Sendo os segmentos de 6; descritos por
Ab;, =~ [0, — 0;, 1], (2-39)
logo
i 1(0;, )sen(6;, ) Ab; N/ G(0;)sen(6,)do; ~
m=1
/0 " G 0,)sen(0,)d0, + G6,, )sen(6,, A, (2-40)

Reorganizando os termos de forma a isolar Af,

AQt - Qtn - Qtn 1 —

0,4 1
16 Af: —
[Z )sen(6;, )Ab; /o G(Gt)sen(ét)d@] G(0;,_)sen(6;, )’

(2-41)

em funcao de 6;,

Jag— [ 1

0, =6, | lz 1(6,,)sen(6,,) A0 — /o G(Qt)sen(et)d@g] G(0;, )sen(6;, )

(2-42)

E possivel portanto determinar uma sequéncia iterativa para encontrar a
solucao do problema, conforme a expressao abaixo. Sao utilizadas i tentativas
de forma a minimizar o residuo da diferenca e, quanto menor esse valor, mais

proximo ao resultado exato a solugao estara.

n

(1)
ol = g 4 Z )sen(6,) A0 — /0 G(6,)sen(0,)d6,

1
G(6)sen(6)
(2-43)

2.6
Determinacao da superficie

Conhecido o mapeamento (6;,,0;,), pode utilizar a expressao 2-23 para
determinar a derivada L, da fungao L no ponto 6;. A partir da derivada em
conjunto de pontos pode-se realizar a integragao numérica e determinar o valor

da fun¢do L(f) em um conjunto de pontos 6;, A integral que representard o
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mapeamento sera descrita por

6
LOn) = Lo+ | Lydf = Lo+ AL. (2-44)
0o

Sendo o valor inicial

LO - L(@O - 0), (2—45)

a integral estd associada a uma familia de curvas que produzem o mesmo
mapeamento 0y (6;, ), mas possuem espessuras distintas. Ou seja, é possivel
representar lentes de diferentes espessuras a partir do valor inicial.

A integral pode ser representada através do somatorio de pontos
On N
L(By) = Lo + / Lod ~ Lo+ Y Lo(6,) A0, (2-46)
0 n=0

substituindo Ly da expressao 2-34

L) ~ Lo+ 3" Ly(6h) [Senle)l ) (2-47)

n=0 (771

E, para determinagao da superficie, sera utilizado () que representa

a distancia do foco ao ponto em que o raio incide que pode ser obtido pelas

On
t | —
o ()

expressoes 2-17 e 2-26

r(fy) = e |1 4

2] : (2-48)

substituindo pela expressao 2-44

2
r(Oy) = el TRl T 4 cot(eg) ] , (2-49)
reorganizando os termos [16]
o |2
r(Oy) = e {eAL 1+ cot(g) ]} (2-50)

em que L representa a espessura da lente.
Como os raios incidentes e refratados sdo conhecidos pela conservacao de

energia, 7,, ¢, € L, também sao, logo o resultado da expressao pode ser obtido
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e, dessa forma, a interface da lente pode ser descrita por um conjunto discreto
de pontos.

Nesse contexto, a precisao da curva dependera da precisao do mapea-
mento 6,(6;), obtido a partir da conservagao de energia, do nimero de pontos
utilizados para descrever a curva da interface e da curvatura da lente. Lentes
mais curvas tem segunda derivada maior, o que aumenta o erro na determina-
¢ao da integral. Para manter a precisao sera necessario aumentar o niimero de

pontos utilizados para descrever a lente.



3

Analise via Otica Fisica

Neste capitulo, sera apresentada uma técnica de andlise para a lente
dielétrica baseada nas aproximacoes da Otica Fisica (PO). Em principio,
para realizar as aproximagcoes da Otica Fisica, serd necessdrio considerar que
localmente os campos na interface (superficie) da lente se comportam como os
campos de uma onda plana incidindo sobre uma interface plana infinita. Para
isto, supoe-se que as dimensoes do raio de curvatura da lente sejam maiores
que 5\ e que a curvatura da frente de onda seja maior que 5\, ou seja muito
maiores que um comprimento de onda no espaco livre.

A partir destes campos aproximados de uma onda plana incidindo sobre
uma interface dielétrica plana e infinita, se obtém as correntes elétrica (i) e
magnética (157) equivalentes sob a superficie.

Assim, pela integracao destas correntes elétrica e magnética equivalentes

sobre a interface da lente, é possivel obter os campos radiados pela lente.

3.1
Analise Campos Radiados

Para a analise a ser desenvolvida nesta etapa do trabalho sera considerado
que a fonte estd iluminando a lente em campo distante por ondas esféricas com
centro de fase na origem. Em termos de coordenadas esféricas, o campo elétrico
radiado pela fonte no lado interno da interface da lente pode ser descrito através

do seguinte modelo: [15]

—ikr’

Br () = 00| |00, 31)

A fonte tem um diagrama circularmente simétrico onde E(6;) esta associado
a amplitude do campo radiado, k£ é a constante de onda no meio dielétrico,
r’ representa a distdncia do ponto de observacdo a origem, o vetor %F(Hi, ®;)
representa a polarizagdo da fonte e 6; e ¢; representam os angulos formados

na dire¢do da onda incidente conforme figura abaixo.
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Figura 3.1: Direcoes incidentes e transmitidas

Como o modelo de fonte radia uma onda esférica TEM com centro de
fase na origem e vetor de Poynting radial, o campo magnético pode ser descrito

por:

,r.l

Hp (7") = H (6, [ ikr,] inr (0i6i) (3-2)

H(6;) = — (3-3)

Tendo em vista que i,» é o vetor unitario na direcdo radial, o vetor

polarizacao do campo magnetico iy (0;, ¢;) serd
%HF (91', Cbi) = gr’ X ZF (Qu b;) - (3‘4)

Serd suposto que os campos da fonte ndo admitem polarizac¢ao cruzada (irradia
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onda linearmente polarizada) segundo a terceira defini¢do de Ludwig: [22] [1§]

A

ip = cos(d;)ig, — sen(¢;)ig,, (3-5)

%HF = %r’ X %F = sen(@-)%gi + COS(¢¢)%¢” (3—6)

onde iy, e ig, sao vetores unitarios nas direcoes 0; e ¢;, respectivamente.
Realizando as devidas modificagoes nas expressoes (3-1) e (3-2), é possivel

reescrever os campos na interface interna da lente:

e—ikr’

Br(P) =00 | kostoia —sen@ia (0

] [sen(qbi)%gi + cos(gbi)g(ﬁi]. (3-8)

3.2
Coeficientes de Transmissao

Tendo em vista que a lente e os campos radiados pela fonte apresentam
simetria circular, as dire¢oes das ondas incidente, transmitida e refletida, e a
normal ao plano sao coplanares. Dessa forma, para examinar a onda que incide
na interface do dielétrico, é conveniente decompor o campo elétrico da fonte
(E—’F>) em duas componentes, uma perpendicular e uma paralela ao plano de
incidéncia. O campo total refletido e transmitido serd a soma vetorial dessas
duas polarizagoes.

Se o campo magnético da fonte é ortogonal ao plano de incidéncia (H f ), 0
campo elétrico é paralelo ao plano de incidéncia (E{ ) e, portanto, a polarizagao
da onda é chamada de polarizacao paralela ou polarizacao vertical. Veja a
Figura 3.2(a).

Quando o campo elétrico é ortogonal ao plano (EY), ele é perpendicular
ao plano de incidéncia e, portanto, a polarizacao é chamada de polarizagao

perpendicular ou polarizagao horizontal, Figura 3.2(b).
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Figura 3.2: Polarizagoes (a) polarizagao paralela ou vertical, (b) polarizagao
perpendicular ou horizontal, adaptado de [15]

A relacao entre as diregoes das ondas incidente e transmitida pode ser
obtida a partir da imposicdo da continuidade dos campos sobre a interface

plana e é expressada por:

nosen(7y;) = nysen(7y;), (3-9)

onde ng é o indice de refragao do meio 0 e ny é o indice de refragao do meio 1, ~;
o angulo da onda incidente em relacao ao vetor normal 72 e o angulo da 7; onda
transmitida em relagdo a normal. O angulo 7, que a onda refletida faz com a
normal ¢é idéntico ao angulo 7; da onda incidente. O que permite estabelecer a
relagdo (Lei de Snell) das dire¢oes dos raios incidente e transmitido.

Pela continuidade dos campos tangenciais sobre a interface, é possivel
estabelecer uma relacao entre a amplitude das componentes do campo elétrico
da onda plana incidente com as componentes do campo elétrico da onda
transmitida através dos coeficientes de transmissao 1", e Tj. Estes coeficientes

sao descritos por [15]

EA¢> 2no COS(%’)
T (0) — _ 7 3-10
J—< ) EF¢ Mo COS(’)/i) + L COS(’}/t) ( )
E 2 '
TII(Q) A0 1o cos(;) (3-11)

"~ Epp nrcos(v) +mocos(y)
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3.3
Campos na Interface Externa da lente

Conhecidos os coeficiente de transmissao para as duas polarizagoes,
equagoes (3-10) e (3-11), é possivel encontrar os campos na interface externa

da lente:

—ikr!
e ikr

E&(?'):E(@)l r/ ][Tuw@-)cos(@)%ei—TA@)sen(@M- (3-12)

Para fins de simplificagao, sera introduzido o vetor associado a polarizacao da

onda transmitida:
E A(0:, ) = [T(6) cos(¢s)ig, — T (6;)sen ()i, . (3-13)

Consequentemente, o campo magnético serd

a7 = 20 [ G <2 (314

onde 7y, ¢ o vetor unitario na direcdo da onda transmitida. Também serd

introduzido o seguinte termo para simplificar a notacao:

ﬁA(eia ¢l) = %915 X ?A<9i7 ¢Z) = [TH(el) COS(¢i)€9t X 591‘ - TL(9i>Sen<¢i>%9t X g@]

(3-15)
Dessa forma:
e—ikr’
Ea ()= £0) || (2 a00), (316
ma(#) = 2O 3 o), (317)

3.4
Polarizacao dos campos elétrico e magnético

Em termos de uma base de vetores associados ao sistema de coordenadas

retangulares, os vetores unitarios 7y, e i4, sao descritos por

19, = cos(0;) cos(; )iz + cos(6;)sen(¢;)i, — sen(6;)i., (3-18)
iy, = —sen(d;)iy + cos(d;)iy. (3-19)
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Enquanto o vetor unitario na direcao da onda transmitida Egt por

ig, = sen(6;) cos(¢;)in + sen(8y)sen(¢;)i, + cos(6;)is, (3-20)
e i, serd o vetor polarizacdo do campo elétrico ortogonal a fgt e §¢

1o = c08(60;) cos(d;)i + cos(6;)sen(¢; )i, — sen(6;)i.. (3-21)

Com isso, é facil verificar as relagoes de (ig, X g,) € (g, X Tg;)

A

(7 :l:y iz
10, X %91. = [sen(6;) cos(¢;) sen(f;)sen(¢;)  cos(b;) |, (3-22)
cos(6;) cos(¢;) — cos(6;)sen(p;) —sen(0;)

A

=D

xT

—sen(0;)sen(6;)sen(¢;) — cos(;) cos(0;)sen(e;)
cos(0;) cos(6;) cos(¢;) + sen(6;)sen(d;) cos(¢;) Iy

a4
I

—cos(0; — 6;)sen(¢;) .
cos(b; — 0;) cos(¢y) | |2, | = cos(8; — 0,)ig,, (3-23)
0 i

ig, X iy, = |sen(6y) cos(¢;) sen(fy)sen(¢;) cos(6,)| =
—sen(¢;) cos(¢;) 0

—cos(6;) cos(¢) | |ia
— cos(f;)sen(¢y) | |1y | = —io,- (3-24)
sen(6y;) i

Substituindo os produtos vetoriais na expressao 3-15

T (s, 83) = g, % € (63, 01) = [T)(6:) cos(i)is cos(B; — 6,) + T (6;)sen(6:)ia,)-

(3-25)

34.1
Campos Radiados pela Lente em Campo Distante

O vetor campo elétrico radiado pela lente iluminada por uma fonte

pontual com diagrama circularmente simétrico em regiao de campo distante
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pode ser descrito por [3]

7 e—ikr R A . A o
Es(?) - _ﬁ [ r ‘| Ty X A[(nA X EA) —’)’/O/LT X (nA X ﬁA)]elk‘Z’p? dS,

(3-26)

onde F4 e H,4 sao os ja conhecidos campos sobre a superficie externa da lente
e iy € o vetor unitario normal a interface da lente.
Como a superficie da lente é circularmente simétrica, o vetor normal pode

Ser expresso por:
g = [np(ﬁi)(cos(@)iz + sen(@'))%y + nZ(QiﬁZ]. (3-27)

onde n, e n, sdo as componentes do vetor normal na direcao p e z. dS é o

elemento de area sobre a interface

2 .
as = (22,4, (3-28)
Lpr =T A

i, é 0 vetor unitdrio na direcdo de radiacio
i = sen(6,) cos(¢, )iz + sen(,)sen (e, )i, + cos(6,)is, (3-29)
e a diferenca de fase entre os elementos de corrente
7' = 1'(6;)[sen(6,) cos(éy )i + sen(,)sen(¢, )i, + cos(6,)iz]. (3-30)

Como imposto na sintese, os campos da fonte se caracterizam por onda
TEM que se propaga radialmente com simetria circular, consequentemente
E(6;) e H(0;) dependem unicamente de 6; e serdo encontrados através do seu
diagrama de radiacao.

Dessa forma, através das expressoes 3-16 e 3-17, é possivel reescrever o

vetor campo radiado

Eg(7) = b [e‘i’”] i X /A[E(Qi)[(ﬁA X @A) — b X (R X B a])]e™ T dS.

r

Para simplificacao das contas, sera introduzida a seguinte expressao
V=107 (3-32)

Realizando o produto escalar das conhecidas expressoes 3-29 e 3-30 e aplicando
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identidades trigonométricas ¢ possivel obter
U = 7'(6;)sen(6;)sen(6,)[cos(¢, — ¢;)] + 1’ cos(6;) cos(h,.), (3-33)

de forma que a expressao 3-31 possa ser reescrita por

Es(?) = b le_;krl 7, X /A[(E(QZ)[TALA X ?A) — 1, X (fLy X ﬁA)]]eik\I/dS_

(3-34)

A determinacao dos campos radiados pela lente depende de uma integral
de superficie para cada ponto de observagio (6, ¢) em campo distante, quando
r tende para infinito.

SupoOe-se que os pontos sobre a interface da lente serdo descritos pelas
coordenadas (0;, ¢;), a lente serd circularmente simétrica e serd descrita por
uma geratriz r'(6;) e serd possivel separar a dependéncia em (6;, ¢;) tendo em

vista que os campos da fonte sao linearmente polarizados.

3.5
Integracao das Correntes Equivalentes

3.5.1
Base Retangular

Para realizar a integracao vetorial, a base de referéncia deve ser fixa e
requer que os vetores sejam expressos na base retangular.
Sabendo que a polarizacao do campo elétrico em coordenadas retangu-

lares pode ser expressa da seguinte maneira

A= [Caln + aly + €1z, (3-35)

como g € %, sao conhecidos conforme as expressoes 3-18 e 3-19, eles podem ser
substituidos na expressao 3-13 para encontrar a polarizagao do campo elétrico

em coordenadas retangulares

4= T (6;) [cos(;)[cos(6;) cos(¢:)in + cos(6;)sen(¢; )i, — sen(6;)i.]—
T sen(¢;)[—sen(e;)i, + cos(¢;)i,]]. (3-36)
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Reescrevendo no formato matricial

12[T)(60;) cos(8;)cos®(¢;) + T sen?(¢;)] €aly
Ta=| +i,[Tycos(l;) — Tilsen(¢y) cos(¢s) | = |eyiy| - (3-37)
—i—fZTH cos(¢;)sen(0;) .,

A polarizacao do campo magnético também pode ser expressa em coor-

denadas retangulares
- ~ ~ ~
h a = [hate + hyiy + hyis), (3-38)

realizando a mesma substituicao de g, € 74, na expressao 3-25 para encontrar

a polarizacao do campo magnético no formato sugerido

A

7A = [T sen(¢;)[cos(6;) Cos(gbi)%x + cos(@t)sen(gbi)%y —sen(6;)i,]+
T cos(6; — 0;) cos(¢;)[—sen(;)ix + cos(¢i)iy]].  (3-39)

Reescrevendo no formato matricial

A A

i1 cos(;) — Tj cos(6; — 6;)]sen(¢;) cos(¢;) Pyt
W oa = 45,170 cos(8:)sen(¢;) + Ty cos(8; — 8)cos?(6,)] | = |hyd,| - (3-40)
—EZTLsen(qﬁi)sen(@t) h.i,

3.5.2
Correntes Equivalentes sobre a Interface na Base Retangular

3.56.2.1
Corrente Equivalente Elétrica

Considerando o principio de equivaléncia, podemos calcular as correntes
elétrica e magnética equivalentes na superficie externa da lente. A corrente

equivalente elétrica é dada por

_>

A % ~ A. ~ > ~ A.
i g =14 X hg=[ngly + nyly + 10z X [hyiy + hyty + hyt] =

[nyh, — nzhy]%:D + [n,hy — nmhz]gy + [nghy — nyhx]gz. (3-41)

Sendo a corrente elétrica em coordenadas retangulares igual a

—

07 = Jabe + Jyly + Jais, (3-42)

. N - . ~ , .
conhecidos N4 e h 4 das respectivas expressoes 3-27 e 3-40, através das devi-

das substituicoes, reordenamento dos termos e tragando os vetores individual-
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mente, para j;:

Jo = [nyh, — n hy| = [—inLsen(Ht)senQ(qﬁi) —n, [T\ cos(0;)sen? () +
Tj cos(6; — 0;)cos ()],
(3-43)

reorganizando j,
Jo = =T [n,sen(0;) — n, cos(@t)]senQ(qbl-) — Tj[n. cos(0; — 0,5)]0052(@-)].
Para j,:

Jy = [nzhy — ngh.] = [n. [T cos(6;) — Tj cos(6; — 6;)]sen(¢;) cos(¢;)+
n,T' sen(¢;) cos(¢;)sen(y)], (3-44)

reorganizando j,
Jy = [T'L(n: cos(6;) + nysen(6;)) — n.Tj cos(; — 6;)]sen(¢;) cos(¢;).
Para j,:

g2 = [nzhy — nyhy] =n,([TL cos(6;)sen?(¢;) + Ty cos(0; — 0,)cos*(¢;)] cos(¢;)—

[T\ cos(6;) — T cos(¢; — 0,)]sen®(¢p;) cos(¢;)),
(3-45)

reorganizando j,

g2 = [nghy — nyhy] = n,([TL cos(6;)sen’(¢;) + Tj cos(0; — 0,)cos*(¢;)]—

[T, cos(0;) — Tj cos(¢; — 0;)]sen?(¢;)) cos(e;),
(3-46)

logo,

Jz = [nahy — nyhs] = n,Tj cos(6; — 6;) cos(e;). (3-47)
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3.56.2.2
Corrente Equivalente Magnética

Também pelo principio da equivaléncia, a corrente magnética é dada por

~ A —> ’? > ~ > ’} ~
i =g X €4 = [igng +iyny + N0z X [igey +iye, +es,] =

ip[nye, — noey] + 1y[n.e, — nges] +1.[nge, — nyeyl. (3-48)
Decompondo a corrente magnética em coordenadas retangulares
— A A A
i M= Mygly + Myly + My, (3-49)

conhecidos fiy e € 4 das respectivas expressoes 3-27 e 3-37, através das devi-
das substituigoes, reordenamento dos termos e tracando os vetores individual-

mente, para m,:

My = —[nye, — n,e,l, (3-50)
substituindo
My = — [inusenwi) — N [TII cos(f;) — TLH sen(¢;) cos(¢;). (3-51)
Para m,:
my = —[naeq — nges), (3-52)
substituindo
my = — [n.Tj [cos(6;)cos®(¢1) + 1] + n,Tcos®(¢)sen(6;)] (3-53)
Para m,:
m, = —[Nyey — Nyeyl, (3-54)
substituindo

m, = —n,(e, cos(¢;) + eysen(¢;)), (3-55)
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reordenando m,

m, = —np(HTH cos(0;) — TL} sen(¢;) cos(gbi)} cos(¢;)
— [[11(6) cos(Br)cos?(6,) + Tusen ()] sen(s,)) =
n, ([TLsen(ngZ-) cos(¢;)] cos(¢;) + [TLsenQ(gbi)} sen(gbi)) : (3-56)

Logo,

m, =n, [T sen(¢;)]. (3-57)

3.5.3
Separacdo de Variaveis

Para simplificar a integracao, os termos em ¢; serao isolados e a integral
em ¢; serd resolvida analiticamente, necessitando apenas de integragdo em
0;. Isto reduz consideravelmente o tempo do calculo computacional necessario
para determinar os campos radiados pela lente, mas requer um trabalho de
reformular as expressoes para o campo.

Das expressoes de correntes elétricas, serao introduzidos os seguintes

termos

Ay = =T [n,sen(d;) — n, cos(6,)], (
Ay =T [nysen(b;) — n. cos(6;)] — Tjj[n. cos(b; — 6;)], (
Ay = [n.[T cos(0;) — Tjcos(0; — 0,)], (3-60
Az = [nghy — nyhy] = n,Tj cos(6; — 6,). (

Das expressoes de correntes magnéticas, serao introduzidos os seguintes

termos

By = —n.1j,

By =— [in”sen(@i) —n, [TH cos(6;) — TLH :
By = —[n.T) [cos(0;) + 1] + n,T' sen(6;),

Bs =n,T|.
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Assim serd possivel reescrever as correntes de forma que

Jo = Ay + Ajcos®(¢;), (
Jy = Agsen(¢;) cos(¢), (
J. = Az cos(¢;), (3-68
m, = Bysen(¢;) cos(¢;), (
m, = By + Bycos*(¢;), (
m, = Bssen(¢;). (

3.5.4
Analise nos eixos X,Y e Z

Definidas as correntes na superficie externa da lente em 3-41 e 3-48, a

expressao 3-34 do campo radiado pela lente pode ser reexpressa por

; —ikr
A — U
Es(7) =~ le ]z X / [ ar —ir x4 g)e™PdS. (3-72)
r A
Avaliando os termos individualmente,

3% 7y = [sen(6,) cos(6,)ie + sen (8, )sen(d, )i, + cos(0:)32] X [ste + iy + jots),
(3-73)

realizando produto vetorial

i, X 7J = [sen(0,)sen(¢,)j, — cos(@T)jy]%m + [cos(6,.)j. — cos(B,) cos(qﬁr)jz]%y—i-

sen(6,)[sen(¢,)ju — cos(¢p)jyli-,
(3-74)

. - N —
abrindo a expressao em termos de x, y e z e substituindo os valores de 7 ;

By % 7 g]e = [sen(6,)sen(o,)5. — cos(6,)j,]s =

= sen(f,)sen(¢,.) Az cos(p;) — sen(¢;) cos(p;) Az cos(6,),  (3-75)
i x 7 4], = [cos(8,) s — sen(6,) cos(@,)j.], =

cos(0,)[Ag + Ajcos®(¢;)] — sen(6,.) cos(6,) Az cos(a,), (3-76)
i % 7 4] = [cos(8,)jy — sen(6,)1e]: =

cos(¢,) Agsen(¢;) cos(¢;) — sen(¢,) cos(6,)[Ag + Aicos*(¢:)].
(3-77)
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—
Substituindo os valores de 7 s

- A -
[ — 1 X 1 gy =

= Bjsen(¢;) cos(¢;) — sen (0, )sen(¢,.) As cos(¢;) — sen(e;) cos(¢;) As cos(6,.),
(3-78)

(T — o X gy =

= By + Bycos®(¢;) — cos(0,.)[Ag + Aicos®(¢)] — sen(6,.) cos(6,) As cos(e,),
(3-79)

[?M — 2 X ?J] =

= Basen(¢;) cos(¢,) Agsen(e;) cos(¢;) — sen(¢,.) cos(6,)[Ag + Arcos*(¢:)]].
(3-80)

Reorganizando

= .o
[ — 0 X 0 gl =

—[sen(d,)sen(¢p, ) As] cos(¢;) + [B1 + Az cos(6,)]sen(¢;) cos(¢;), (3-81)

= [By — Agcos(6,)] + [By — Aj cos(6,)]cos®(¢;) + [sen(6,.) cos(,)] Az cos(¢;),
(3-82)

= Bssen(e;) + sen(e,)[cos(6,)Ag] — [cos(¢,) Az]sen(e;) cos(¢;) + [Arsen(e,.) cos(8,)]cos?(¢;).

(3-83)
3.5.5
Simplificacao das integrais
3.5.5.1
Simplificacao da integracao para o eixo X
Pela integral da expressao 3-72
/ (T ar =3 X 7 lae®¥dS = (3-84)
A

/0” /02” {—[sen(6,)sen(¢, ) As] cos(¢;) + [B1 + Ay cos(6,)]sen(¢;) cos(d;)] e db;de,
(3-85)
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reorganizando

/ [?M — 27« X ?J]erk\I’dS =

4 T 27 .

—/ [sen(6,)sen (¢, )As) [/ Cos(gbi)e’“'d@-
0 0

2

/OW[B1 + Ay cos(6,)] [/0 sen(e;) cos(¢y )Y de;

do;+

Sendo

fi6:) = [ [ cos(one™ oy
f3(6,) = {/0% sen(¢;) cos(gbi)eiwd@} , (3-88)

) (3_87)

para a componente X:

T
/[iM—irx 7 lae*vds =
A

~ fsen(6,)sen(6,)] [ F(0) Asfu(6)d(6:) + [ [By -+ Agcos(0,)]F(6.) fo(6,) b
(3-89)

3.5.5.2
Simplificacao da integracdo para o eixo Y

Pela integral da expressao 3-72

= =
/[z’M—z’Tx 7 ),evds =
A

/07r /O27r {[Bo — Agcos(0,)] + [By — Ay cos(8,)]cos?(¢;) + [sen(6,.) cos(¢,)] As cos(gzﬁi)} e* do,de;, d
(3-90)

reorganizando
/A (7 ar — b X 7 4],e*"7dS =

{ /0 "[Bo — Agcos(6,)] { /0 g, d@l} + { /0 "By — Ay cos(6,)] { /0 7 02 (65) eV do,
sen(6) cos(o)] | [ 145] [ [ cos()e aa] as)]. (3-91)

d(HZ-)] 4
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Sendo
fo(0r) = { /0 e, (3-92)
fil6) = [ [ eost (@ o). (3-93)
para a componente Y
/A (7 ar — b x 7 g),e*dS =
| [180 — Aocos()] fo(@) 0] + | [1B2 = Avcos()] 114(60)]] +
sen(6) cos(on)] | [ [4s] [ [ cos(oe s d(sy)]. (3-94)

3.56.5.3
Simplificacao da integracdo para o eixo Z

Pela integral expressao 3-72, substituindo os valores

T
/[@'M—z;x 7). ds =
A

+ /07r /Ozﬂ[Bgsen(qbi) + sen(¢,)[cos(8,) Ag] — [cos(¢,) Aalsen(e;) cos(¢d;)+
+ [Arsen(¢,) cos(6,)]cos®(¢;)] eV dS, (3-95)

reescrevendo
/A (T ar =3 % 7 ge™¥dS =
cos(@)sen(a) [[1a0] [ [ e aton] ] +
+sen(gn) cos(6n) [ [T [ [ cost(0)e a(s)] dto)] +
—cos(6) [ [ 142 [ [ senton) costa) e ats,)] aen)] +
[ B ][ senonetvaton] ). (3-96)

Sendo

£2(0,) = [ /0 o Sen(@-)eik‘l’d(gbi)} , (3-97)
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para a componente Z
= s =
/[z M= X 1 J]ZeMdS =
A

[cos(@r)sen(qbr) /W[Aofo(gi)]d(ez‘)} +

+ sen(¢;) cos(0 {/ Aq fa(6; ]
— cos(¢y.) [/0 As f35(0;)] d(ei)} +
+ [ Basa(8] d(60) (3-98)

Utilizando as expressoes para as correntes superficiais sobre a interface,

a integral pode ser reorganizada como:

/A[(ﬁA X BA) — oty X (fig X ﬁA)}eikz’“'?/dS —

/07r /O27r [90(0) + g1(6) cos(¢;) + g2(0)cos®(¢) + qu(0)sen(¢p;) + ¢a2(8) cos(¢;)sen(¢;)] ™Y db;dg;,
(3-99)

tendo em vista a funcao de Bessel,

I os(@) eI, (3-100)

% Q
=‘\ “’\

; et® cos(¢)

=
/ s(ne)e<®) 4, (3-101)
/ dé. (3-102)

é possivel tomar as integrais de ¢ individualmente, conforme o apéndice A, a

fim de obter os seguintes resultados: Para g,

| TR g — 2o (v)] (3-103)

Para g1,

/O27T cos(¢;)e™ dp = e cos(¢)[2mi ], (v)]. (3-104)

Para g,,

/O27T cos?(¢;)e*Vdp; = e [[mJo(v)] + cos(2¢;)[miJz(v)]] - (3-105)
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Para ¢y,
2m . .
/ sen(o;)e™ dg; = e™sen(¢)2miJy (v). (3-106)
0
Para ¢o,

/027r cos(¢;)sen(p;)e™ dp = e2msen(¢)Jy(v). (3-107)

De forma que

/07r /0% go(0)e™ dbide = 2 [ ¢ 0(6:)Jo(v)] B (3-108)

0
/07r /O27r 91(0) cos(¢;)e*¥ db;dp = 2mi cos(¢) /07r et g1(0:)[J1(v)]do;,  (3-109)

/07r /02Tr 92(0:)cos? (¢;)e* ¥ db;dp = /07r e gy(0:)[Jo(v)]dO; — 7 cos(2¢) /07T € gy (0:)[ T2 (v)]d6,
(3-110)

/077 /027T q1(0)sen(¢;)e™™ df;dg = i2msen (o) /07r eqy (0,)J (v)db;, (3-111)

/07r /027r ¢(0)sen(¢;) cos(¢;)]e* Y dh;dp; = msen(2¢) /oﬂ ¢ty (8,)Jo(v)d6;.
(3-112)
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Simulacao da lente circularmente simétrica

Nos Capitulos 2 e 3 foram apresentadas as técnicas de sintese e de analise
de lentes dielétricas, utilizando as aproximacoes da Otica Geométrica e da
Otica Fisica, respectivamente. Neste capitulo vamos explorar estas técnicas
para mostrar exemplos de lentes dielétricas sintetizadas para atender diferentes
especificagoes. Os exemplos de projeto supdem uma fonte pontual sobre a
origem e com um diagrama do tipo cosseno elevado a M=2.91, onde M foi
escolhido para produzir uma atenuacao de -8 dB em 60° graus, conforme
mostrado na Figura 4.1. Na andlise eletromagnética da lente, supoe-se que
o alimentador seja linearmente polarizado segundo a terceira definicao de
Ludwig [22] . Este modelo de iluminagao circularmente simétrico e linearmente
polarizado aproxima o diagrama de uma corneta corrugada de 90° graus.
O dielétrico escolhido tem indice de refracdo n = 1.6, que corresponde ao
Poliestireno que possui constante de permissividade relativa €, = 2.56 e de

permeabilidade relativa p, = 1.

4.1
Caso 1 - Cobertura uniforme

Este primeiro caso apresenta a sintese de uma cobertura uniforme em
uma regiao conica com 70° de largura de feixe (0°<6,<35°), utilizando a fonte
pontual para iluminar a interface da lente. Para a aplicacao das técnicas de
sintese e andlise, a lente terd uma espessura Z, = 6\ para assegurar que as
dimensoes sejam maiores que HA. Este dimensionamento é feito através da
escolha da constante Ly na expressao 2-45.

Para assegurar a estabilidade da sintese, somente sera considerada a
regiao de incidéncia definida pelo cone de alimentacao com semiangulo 6;<80°.
Os raios incidentes na interface nos angulos 6,>80° transportam pouca energia
e pouco contribuem para a formacgao do diagrama em campo distante. Para
a cobertura proposta em campo distante, os raios incidentes para 6;>80° ao
atravessarem a interface sao tangentes a superficie da lente e sao suscetiveis aos
erros numéricos. A Tabela 4.1 sumariza os parametros utilizados na sintese.
Para larguras de feixe menores que 35°, a sintese apresenta problemas, pois os

raios ao atravessarem a superficie permanecem dentro do dielétrico devido a
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curvatura da interface.

A lente foi sintetizada utilizando 90 raios igualmente espagos em 6; entre
0<#;<80°, que permite descrever a superficie da lente através de 90 pontos,
como mostrado na Figura 4.2. A Figura 4.3 ilustra o tragado dos raios sobre
a interface o que permite visualizar o fluxo de energia através da lente e do
ar. Como pode ser observado na Figura 4.3, os raios incidentes sao igualmente
espacados em 6; e, para obter a cobertura uniforme, os raios transmitidos que
se situam na borda da regidao de cobertura se aproximam a fim aumentar a
densidade de poténcia no tubo de raios.

A Figura 4.4 ilustra o diagrama de radiagdo da lente em trés planos
¢. Estes diagramas foram obtidos a partir da aplicagdo das aproximacoes
da Otica Fisica, como descrito no Capitulo 3. Para comparacio com estes
diagramas, a figura apresenta o diagrama utilizado como especificacao para a
sintese. Observa-se que na regiao entre 0<6#,<45° os diagramas nos trés planos
coincidem e oscilam entorno do objetivo com diferencas mais acentuadas no
centro e nas bordas da regiao de cobertura. Estas oscilagbes no diagrama sao

devidas aos efeitos difrativos impostos pelas dimensoes da lente.

Espessura = 6\

Posicao Modelo Expoente | Mapeamento
Alimentador | G(0;) = Gocos™ 6; | M =291 | 0<6; <80°
Campo Distante | G(6;) = G cos™ 0, N=0 0<6,<35°

Tabela 4.1: Parametros do alimentador e de campo distante para o Caso 1
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100

45



Capitulo 4. Simulacdo da lente circularmente simétrica 46
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Figura 4.3: Raios incidentes/refratados espessura=6\, M=2.91 e N=0

dBi

0 10 20 30 40 50 60 70 80 a0
8 (graus)

Figura 4.4: Diagrama de radiacao espessura=6\, M=2.91 e N=0

Para avaliar as limitagbes impostas pelos efeitos difrativos, a lente sera

sintetizada com os mesmos parametros da Tabela 4.1 mas com espessura Z,=
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25\ resultando em um dispositivo com dimensdes muito maiores que 5\ e re-
duzindo os efeitos difrativos sobre o desempenho do dispositivo. A Figura 4.5
ilustra forma da lente que corresponde a lente com Z,=5\ multiplicada por
um fator. A Figura 4.6 ilustra o tragado de raios que apresenta caracteristicas
semelhantes a sintese anterior. A Figura 4.7 apresenta os diagramas dos trés
planos juntos com o objetivo. Como pode ser observado na figura, as oscila-
¢oes diminuiram de amplitude e aumentaram a frequéncia proporcionalmente
ao aumento das dimensoes do dispositivo. Estes resultados mostram que o
comportamento da lente converge para os resultados especificados a medida

que as dimensoes aumentam devido a reducgao dos efeitos difrativos.

40 T T T T T T T T T

Kl 7

30 7

15 1

Figura 4.5: Lente de espessura 25\
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Figura 4.6: Raios incidentes/refratados espessura=25\, M=2.91 e N=0

dBi

_ 5 D i i i i I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

g (graus)

Figura 4.7: Diagrama de radiacao espessura=25)\, M=2.91 e N=0
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4.2
Caso 2: Cobertura Gaussiana

Nos casos anteriores, as lentes foram sintetizadas para uma distribuicao
uniforme de poténcia em campo distante em uma regiao conica, sendo nula
fora desta regidao. Esta transicdo abrupta entre estas duas regides excita
componentes de alta frequéncia espacial. Do ponto de vista difrativo, a lente
e sua dimensao finita definem um filtro passa-baixa que resulta nas oscila¢oes
na regiao de cobertura pela supressao das componentes de alta frequéncia, que
seriam necessarias para reproduzir a transicao abrupta. Além destas oscilacoes,
a falta destas componentes de alta frequéncia do espectro espacial faz com que
a transicao seja mais lenta. Esta limitagao espectral faz com que aumentem a
diferencas entre o diagrama proposto na sintese baseada na Optica Geométrica
e o diagrama fornecido pela Optica Fisica.

A fim de reduzir estas diferencas, sera utilizado como objetivo da sintese
um diagrama do tipo cos™ (#) que ¢ de facil manuseio analitico e assemelha o
comportamento de uma funcao Gaussiana que apresenta um espectro de alta
frequéncia com menor densidade de energia. O valor de N=12 foi escolhido para
que o diagrama tenha -10.3 dB de atenuagao na borda da cobertura (6;=35°).

A Tabela 4.2 apresenta os parametros utilizados na sintese. A Figura 4.8
mostra a forma da geratriz da interface da lente sintetizada com 90 pontos
igualmente espagados em (6;) e utilizando a regido da fonte pontual entre
0°<6;<80°. O tracado de raios da fonte pontual até a regiao de campo distante
¢ mostrada na Figura 4.9, onde se observa que, quando comparados aos casos
anteriores, os raios estao menos concentrados na borda devido ao decaimento
da cobertura e mais concentrados no centro onde o ganho é mais alto. Esta
menor concentracao de raios na borda permite que sejam sintetizados feixes
com largura menor que 35° sem a ocorréncia de casos criticos. A Figura
4.10 mostra os trés cortes no diagrama de radiacao obtidos a partir das
aproximacoes da Otica Fisica junto com o diagrama da sintese, onde se observa

oscilagoes menores.

Espessura = 6\

Posicao Modelo Expoente | Mapeamento
Alimentador | G(0;) = Gocos™ 6, | M =291 | 0<6; <80°
Campo Distante | G(6;) = G cos™ 0, N =12 0<#; <35°

Tabela 4.2: Parametros do alimentador e de campo distante para o Caso 2
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Figura 4.8: Lente de espessura 6\
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Figura 4.9: Raios incidentes/refratados espessura=6\, M=2.91 e N=12
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f (graus)

Figura 4.10: Diagrama de radiacao espessura=6\, M=2.91 e N=12

Para avaliar a convergéncia dos resultados para lentes com espessura maior,
as Figuras 4.11 e 4.12 mostram a forma da lente e o tragado de raios para
uma lente espessura Z,= 25\ que, como esperado, corresponde as Figuras
4.8 e 4.9 multiplicadas por um fator. A Figura 4.13 mostra os trés cortes no
diagrama de radiacdo obtido das aproximacoes da Optica Fisica junto com as
especificagoes da sintese. Como é observado, as oscila¢des no entorno do
objetivo foram reduzidas e os resultados convergem para o diagrama

especificado na sintese.
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Figura 4.11: Lente de espessura 25\
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Figura 4.12: Raios incidentes/refratados espessura=25\, M=2.91 e N=12
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Figura 4.13: Diagrama de radiacao espessura=25\, M=2.91 e N=12

4.3
Caso 3: lluminacao uniforme sobre solo

Para cobertura “indoor” de sistemas operando em ondas milimétricas,
[13] apresenta projeto de lentes que produz uma cobertura uniforme sobre o
solo, quando colocadas no teto do ambiente. Estas lente é iluminada por um
guia circular radiando o modo TE11 circularmente polarizado que esta imerso
na regiao do dielétrico. Sobre a superficie da lente, a iluminacao produzida
por este guia se comporta como uma fonte pontual radiando uma onda
esférica. A geratriz da lente foi obtida através de técnicas de sintese baseada
nas aproximagoes da Otica geométrica e foram projetadas para produzir um
diagrama sec?(0) entre 0°<6;<01q,. Para angulos maiores que 0y,, o diagrama
cai abruptamente.

Utilizando como fonte pontual o modelo descrito no inicio deste capitulo,
o Caso 3 mostra os resultados obtidos pela utilizagao das técnicas de sintese e
analise de lentes mostradas nos capitulos anteriores e utilizadas para projetar
uma lente com diagrama sec?() entre 0°<6; <074z

A Tabela 4.3 apresenta os parametros utilizados na sintese. A Figura
4.14 mostra a forma da geratriz da lente com espessura Z4 = 6\ e obtida a
partir de 90 raios igualmente espacados em 6;. Diferentemente da forma das

lentes nos casos anteriores, a dimensao méxima da lente ndao ocorre ao longo
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do eixo z, mas proximo ao plano xy. Para o exemplo mostrado o diametro
maximo é aproximadamente de 23.7A. A Figura 4.15 mostra o tracado de
raios resultante, onde pode-se observar que o angulo do raio transmitido em
relacao a normal aumenta gradativamente a medida que o angulo de incidéncia
aumenta, aumentando acentuadamente as perdas nesta regiao. Por outro lado,
como o angulo de incidéncia ;,;4x e o angulo da borda da cobertura 6,4 x sao
proximos, a diferenca entre a direcao do raio incidente e o transmitido diminui.

Comportamento semelhante se observa no centro da lente. Figura 4.16 mostra

o diagrama de radiagao obtido pelas aproximacdes da Otica Fisica.

Espessura = 6\

Posicao Modelo Expoente | Mapeamento
Alimentador | G(0;) = GocosM 0; | M =291 | 0<0; <80°
Campo Distante | G(6;) = GocosV 0, | N = —2 0<0, <76°

Tabela 4.3: Parametros do alimentador e de campo distante para o Caso 3
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Figura 4.14: Lente de espessura 6\
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18 | [ II Il II' fl' M T TP TP Ay
i Raios Incidentes
Raios Transmitidos

x(X)

Figura 4.15: Raios incidentes/refratados espessura=6\, M=2.91 e N=-2

—2{. 1 1 1 1 Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60 70 80 80

f (graus)
Figura 4.16: Diagrama de radiagao espessura=25\, M=2.91 e N=-2

Para observar a convergéncia da solucao, a Figura 4.17 mostra a lente

sintetizada para uma espessura Z4 = 25\ e a Figura 4.18 mostra o diagrama



Capitulo 4. Simulacdo da lente circularmente simétrica 56

de radiacao.

40 T T T T T T T
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251 T
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Figura 4.17: Lente de espessura 25\

',u',l Raios Incidentes

Raios Transmitid

,'||IHI T e e e

x(A)

Figura 4.18: Raios incidentes/refratados espessura=25\, M=2.91 e N=-2
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4.19: Diagrama de radiacao espessura=25\, M=2.91 e N=-2
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5
Conclusao e trabalhos futuros

Neste trabalho foi desenvolvida a técnica de sintese 6tica de lentes die-
létricas circularmente simétricas iluminadas por fonte pontual com diagrama
simétrico. A inteface foi modelada com suas caracteristicas de radiacao descri-
tas pelas aproximacoes da GO e da PO.

Pela GO, o controle da densidade de poténcia em campo distante foi
obtido pela aplicacdo da conservagao de energia no interior dos tubos de raios
que emergem do centro de fase, enquanto a direcao dos raios que emergem a
superficie do dielétrico foi obtida através da aplicacao da Lei de Snell.

Pela PO, foi possivel obter as correntes elétrica e magnética equivalentes
na superficie externa da lente e determinar o campo radiado na integracao
dessas correntes sobre a superficie para entao estimar o comportamento dos
campos radiados pela lente.

Diversas simplificagoes foram realizadas devido a simetria circular, apre-
sentadas nos esquemas numéricos, resultando em solugoes mais eficientes uti-
lizadas para descrever a superficie da lente.

As aproximagoes foram avaliadas através da projecao do alimentador cor-
rugado com caracteristicas de simetria adequadas que se mostraram eficientes
para a representacao da fonte pontual suposta no processo da sintese.

Ao modelar as lentes circularmente simétricas, foi observado que as
aproximacoes utilizadas convergem e nao ¢é necessario utilizar muitos pontos
para descrever a geratriz uma vez que os resultados sao bem proximos do
esperado.

Sobre os diagramas de radiagao, foi observado que as oscilagdes sao mais
acentuadas no centro e nas bordas da regiao de cobertura e que essas oscilagoes
sao ocasionadas devido aos efeitos difrativos impostos pelas dimensoes da lente.

Também foi possivel identificar que com o aumento da espessura os efeitos
difrativos sobre o desempenho do dispositivo sdo reduzidos, de forma que ha
diminuicao da amplitude das oscilagoes e aumento de sua frequéncia em razao
ao aumento da espessura.

Pode-se destacar também que a distribuigdo uniforme de poténcia na
regiao conica de campo distante e nula fora desta regiao excita componentes

de alta frequencia espacial devido a transicdo abrupta, mas a lente e sua
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dimensao finita define um filtro passa-baixa que suprime as componentes de
alta frequencia, limitagdo que aumenta as diferengas do diagrama. No entanto,
foi validada a possibilidade de reducao destes efeitos, através de ajustes no
diagrama para reduzir a concentracao de raios nas bordas, o que trouxe
resultados mais eficientes.

Além disso, foi possivel realizar a analise para o caso de coberturas indoor.
A projecao do diagrama foi modificada para atender o caso, o que resultou
numa lente de dimensbdes maiores proximas ao plano xy, diferente dos outros
casos em que as dimensoes maximas estavam ao longo do eixo Z. Desta analise,
foi verificado o comportamento esperado em que as perdas diminuem a medida
que a diferenca entre os angulos O ax € Girax se aproximam, proximo a
borda.

Dentre os trabalhos futuros, seria interessante realizar experimentos com
diferentes diagramas de radiagao e avaliar seus respectivos comportamentos em
campo distante. Também seria interessante avaliar as aproximacoes utilizadas
através de um alimentador corrugado de 90° com as caracteristicas de simetria
adequadas para representar a fonte pontual suposta no processo de sintese
deste trabalho. Este alimentador poderia ser utilizado para iluminar a lente e

sintetizar o diagrama de radiacao utilizando softwares matematicos.



A
Projecoes Estereograficas

A.l
Representacao das direcoes no espaco

Projecgoes estereograficas podem ser utilizadas como um método para
representar, no plano, elementos planares e lineares situados no espago, com
preservacao dos angulos e das suas relagoes angulares.

Conforme ilustrado na Figura A.1, seja Ps um ponto sobre uma esfera de
raio unitario definido em coordenadas esféricas pelas variaveis 6 e ¢ em relagao
a origem O do sistema de coordenadas, Ps projeta P(u,v) no plano z = 0 a
partir da projecao estereografica de Pp(0,0,1).

Qualquer diregao no espago pode ser descrita por duas varidveis (6, ¢) ou
associada com o ponto Pg sobre a esfera de raio unitario com centro sobre a
origem. Alternativamente, os pontos desta esfera unitaria podem ser associados

aos pontos do plano z=0 através da sua projegado estereografica.

Ps(0,0,1) z

Fo(0,0,1)

Figura A.1: Proje¢oes Estereograficas [20)]

Sendo
u= cot(g)cos(gb) (A-1)
v = cot(g)sen(gb) (A-2)
0

OP = cot(§) (A-3)
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As diregoes ao longo do plano # = 90° (z=0), sdo mapeadas no

circulo de raio unitério P(cos(¢),sen(¢)) que coincidem com os pontos

Ps(cos(9), sen(o)).

Dessa forma, nao ¢é dificil notar que a dire¢do ao longo do eixo z positivo
ponto Py(0,0,1) é mapeada em circulo de raio infinito, as dire¢oes 6 > 90°
sao mapeadas no interior do circulo de raio unitario e as diregoes # < 90° sao

mapeadas fora do circulo de raio unitario.

A.2
Notacao complexa

O plano de projecao xy serda descrito como um plano de coordenadas
complexas, isso permite que uma unica variavel complexa 7 represente um

ponto (u,v) no espago.

n=u-+iv, (A-4)
sendo

i=+v/—1. (A-5)

Conhecidos 0 e ¢, pode-se determinar 77 e o seu conjugado

n=u+iv= cot(g) [cos(@) + isen(p)] = cot(i)ew, (A-6)
NT=u—iv= cot(g) [cos(¢) — isen(@)] = cot(Z)eW (A-7)

Assim como determinar u e v

E as relagoes para 0 e ¢

cot(g) = Vu?+1?, (A-10)

tan(g) = & = =) (A-11)
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A.3
Vetor Unitario

Das expressoes anteriores, nao ¢é dificil obter os cossenos diretores de p’

em termos de 7 e do conjugado de n

_ (m+m) )
sen(0)cos(¢) = QP (A-12)
_ in—mn) )
sen(f)sen(p) = QP (A-13)
o) — =111 )
(0) TR (A-14)

Tendo em vista que o vetor unitario p(f, ¢) na diregdo do ponto OS sobre a

esfera de raio unitario é expresso por
7= sen(0)cos(¢)i, + sen(0)sen(d)iy, + cos(0)i.. (A-15)
através das substituicoes:

+m) o im=m) s (A=), (A-16)

ﬁ: T 1.
A+ " Am " @)

Assim, cada uma das coordenadas é uma funcao real de variavel complexa e
o vetor unitario p  que define um ponto sobre a superficie da esfera é radial
e normal superficie de raio unitario. E, portanto, através das coordenadas do

plano é possivel definir esse vetor.

A4
Derivadas de Funcdes Reais de Variaveis Complexas

Para uma funcao real f de uma varidvel complexa 7 a derivada de f em
relacao a n é dada por

0 1{of .0f
() = 5 [a—a] (A-17)

as derivadas do vetor unitario p em relagdo a variavel complexa 1 e 7
representam dois vetores tangentes a esfera de raio unitario, sendo cada uma

das derivadas é uma funcao vetorial real

Ao o
ot " 2[8u Z@v]’ (A-18)
0 1l oF
%p— 7 2[8u+lav] (A—lg)
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Realizando as operagoes

A5
Propriedades dos vetores j e 7,

63

Como os vetores derivadas p, e p, sao ortogonais a p, as partes reais e

imaginarias dos vetores derivadas sao ortogonais a p, logo algumas proprieda-

des dos vetores p e p, podem ser denotadas

ﬁ'ﬁnzoa

ﬁﬁﬁzov
Hn'ﬁn:ﬁﬁ'ﬁnzo»
oL L L 2
R



B
Integrais em ¢;

/A (i X E4) = nohy % (Ria x H )T ds =

/07r /O27r [90(0) + g1(0)cos(¢:) + g2(0)cos®(és) + q1(0)sen(ds) + q2(0)cos(¢:)sen(d;)]e* ™ dO;de;,

(B-1)
notando que
U = i(v[cos(¢ — ¢i)] + 1), (B-2)
v(6,6;) = kr'(6;)sen(6;)sen(h), (B-3)
w(0,0;) = kr'cos(6;)cos(6). (B-4)

B.1
Integracao de ¢,(0)

/27T ezk\I/qu _ /27r ezk\I!d(bl _ /27r eik[r’(ei)sen(ai)sen(e)[cos((]ﬁ*d)z‘)}+T’cos(9¢)cos(9)]d(bi _
0 0 0

. 2r .,
— ezkr cos(60;)cos(0) / ez[kr ((91')sen(@i)sen(@)]cos@)f@i)d(bi7 (B-5>
0
simplificando a expressao

- 2 ., ) 2
ezkr cos(0;)cos(0) / ez[kr (9¢)sen(Gi)sen(G)]cos(zﬁf@)d(bi — it / ewcos(¢>7d)i)d¢i’
0

0
(B-6)

atribuindo as variaveis
¢i = (¢ — ¢i), (B-7)

cos(@1) = cos( — ¢5) = cos(— ), (B-9)
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atribuindo a funcao de Bessel de ordem zero

1

" or

2T
Jo(x) /O ¢ie05(9) g (B-10)

realizando as respectivas substituicoes

. 2 . 2 .
e“‘/ eveos(@=9) gy, = e”‘/ eveos@) g, = e 2m Jy(v)), (B-11)
0 0
logo
om o
/ e*V dgp = eikrieosOieosO)[on I (kr' (6;) sen(6;)sen(B))]. (B-12)
0
B.2

Integracao de ¢, (0)cos(¢;)

2 . 2 2
0 0
_ / K cos () @sen(@:)sen(O)cos(g—gu)+r'cos(Bi)cos(O)] g5, —
0

pikr’cos(6:)cos(0) / o cos(py)ellhr’ @i)sen(8:)sen()lcos(@—61) g5 (B-13)
0

simplificando a expressao

ikr’cos(0:)cos(0) /27r cOS(¢i)€i[’”/(9z‘)Sen(9i)sen(9)]co‘9(¢>f¢i)d(b = ¢t /27r 008(¢i)€i”003(¢*¢i)d¢i7
0 0
(B-14)
atribuindo as variaveis
¢i = (¢ — &) (B-15)
do; = —do; (B-16)
cos(¢;) = cos(¢ — ¢;) = cos(¢)cos(¢;) + sen(p)sen(¢p;), (B-17)

atribuindo a funcao de Bessel de ordem um

@)= [ eoso)e s, (B-18)

P
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realizando as respectivas substituicoes

) 2m )
ew/ cos(¢)e P70 dgy; =
0
2

= Wleos(p) [ cos(o)e gy — sen(s) [ sen(on)e s =
= e"[2miJ; (v)cos ()], (B-19)

logo

/27r cos(¢;)eF ¥ dp = e 0s0)eosO) o5 (p) [2mi Ty (k' (0;)sen(6;)sen(B))).
0

(B-20)
B.3
Integracdo de g»(0)cos*(¢;)
2 . 2T .
/ cos?(¢;) e dp = / cos®(¢;)e*V dp; =
0 0
_ /27r 6082<¢i)eik[r’(Gi)sen(Gi)sen(@)cos(¢—¢i)+7"COS(91‘)COS(9)}d¢i —
0
eikzr’cos(b?i)cos(e) /Qﬂ- 6082(¢i)ei[kr’(91')sen(&)sen(@)]cos((]ﬁ-@)dqbl.’ (B_Ql)
0
simplificando a expressao
ik cos(6;cos(8) / T os? ()¢l @sen(O)sen®costo—60) g s,
0
) 2 )
e [ cost g dg,
0
tendo em vista que
1 2¢;
cos?(¢;) = (L+ cos(26:)) (B-22)

2 Y
substituindo a relagao trigonométrica

2 (1 20,)) '
6“/ ( + COS( ¢ ))ewcos(qb—@)dgbi —
0

2
eiu

_ /27r eivcos(¢_¢i)d¢i + iw /27r 008(2¢i)6iyc08(¢—¢i)d¢i’
2 Jo 2 Jo
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67
atribuindo as variaveis

¢i = (¢ — ¢i), (B-23)

cos(2¢;) = cos[2(p — ¢;)] = cos(2¢)cos(2¢;) + sen(2¢)sen(2¢;),  (B-25)

realizando as respectivas substituicoes

iu om U 21 .
i / ewcos((ﬁfdn)d(ﬁi + 67 / 005(2¢i)elvcos(¢*¢i)d¢i —
2 Jo 2 Jo
iu o U 2 .
% / eeos99) 4y, + 67 / cos(2¢;)e" " dg; =
0 0
plu p2m , et 2
7/ ezvcos((bz)d(bi + 7[005(2¢>/
0 2 0

) 27 )
c0s(26;)e* P dp; 4+ sen(2¢) / sen(2¢;)e™ @) dg,],
0

atribuindo a funcdo de Bessel de ordem dois

_ 2 .
Jo(x) = 27: [ cos(zope s, (B-26)
substituindo
| T 02 (65) e dgs; = el Jo(v) — cos(26) Ja(v)], (B-27)

logo

/ T 02(65) eV dgss — o000 O) ([ 1 (1 (0:)sen (0:)sen(0))]+
+cos(2¢;)[miJy(kr'(6;)sen(6;)sen(6))]] .

B.4
Integracdo de q;(0)sin(¢;)

2w . 27 .
/ sen(qﬁi)e’k‘l’dqﬁ = / Sen(d)z‘)ezmdﬁbi
0 0

/QF Sen(gbi)eik[’r’(ﬁi)sen(Gi)sen(G)cos((b—d)i)—H"’cos(@i)cos(@)}dgbi _
0

eikr’cos(&-)cos(e) /27r Sen(¢i)ei[kr’(92')sen(Oi)sen(O)]cos(qﬁ—qbi)d¢i,
0
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simplificando a expressao

ikr’ cos(0;)cos(6) /Zﬂ- Sen(¢i)ei[kr'(Gi)sen(@i)sen(Q)]CosW—(ﬁi)dgbi —
0
. 2 .
e [ sen(oen e dg,
0

atribuindo as variaveis

sen(¢) = sen(¢ — ¢;) = sen(@)cos(d;) — cos(¢)sen(¢),
realizando as respectivas substituicoes

. 2m .
elu / Sen(¢i)ezvcos(¢—¢i)d¢i _
0

. 2 . . 2m )
e“‘sen(qb)/ cos(¢;)e ) dg, — e”‘cos(gb)/ sen(¢;)e @) de,
0 0

Ccomo

I

27 .
e cos((b)/ sen(¢;)e @ dg, = 0,
0

substituindo o primeiro termo na solucao de Bessel de ordem um

I

27 . .
e sen(gf))/ cos(¢;)e @) dg; = e™sen(p)2miJy (v),
0
logo,
2 . .
/ sen(¢;)e™ dg; = e™sen(¢)2miJy(v) =
0
= ikreos0)eosO) s (p)2miJy (k' (8;)sen(6;)sen(h)) .
B.5

Integracdo em ¢ycos(¢;)sen(¢;)

/027r cos(¢;)sen(¢;) eV dg = /0% cos(¢;)sen(¢; ) eV de;

/Qﬂ- COS(¢i)Sen(¢i)eik[r’(Qi)sen(@i)sen(e)cos(qﬁ—@)+r’cos(9i)cos(9)]d¢i _
0

eikr’cos(ai)cos(e) /27r cos(@-)Sen(qﬁi)eiWl(ei)Se"(ei)sen(a)]msw*@)dCﬁi,
0
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simplificando a expressao

eikr’cos(Hi)cos(G) /27T COS(¢i)Sen(¢i)ei[krl(9i)Sen(ei)sen(e)}ws(qb—(f)i)d¢i —
0
) 2 )
e“‘/ cos(¢;)sen(p;)e =9 dg,
0
da relagao trigonométrica

sen(2x)

cos(x)sen(zx) = 5

atribuindo as variaveis

¢i = (¢ — &),
sen(2¢;) = sen[2(¢p — ¢;)] = sen(2¢)cos(2¢;) + sen(2¢;)cos(2¢),

realizando as respectivas substituigoes

2 sen(2¢;)
2

i 2

2T . U '
%sen(%b)/ cos(2¢;) e dep; + %COS(QQS)/ sen(2¢;)e @) dgp,,
0 0

. 2w . . .
eth / Cos(qbi)Sen(¢i)ezvcos(¢—¢i)d¢i S / ewcos(¢—¢i)d¢i _
0 0

como
. 27 .
emcos(ng)/ sen(2¢;)e ) dp, = 0,
0
substituindo o primeiro termo na solucao de Bessel de ordem 2
el 27 ) el
786%(2§b)/ c05(2¢;)e* P dp, = 727TS€H(2¢>J2(U>,
0
logo,

/027r cos(¢;)sen(¢;)e*Vdp = e*2msen(¢)Jo(v) =
eikreos®i)eosO)orsen (p).Jy (kr' (6;)sen(0;)sen(d)) .
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