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Formulacgoes para o CVRP

O CVRP ¢ um dos problemas mais estudados em otimizacao com-
binatéria. Em funcao disso, a literatura disponivel sobre o mesmo é bas-
tante vasta. Durante os ultimos anos, diversas formulagoes diferentes foram
propostas para o problema. Nesse capitulo apresenta-se trés formulacoes
diferentes, todas importantes para o desenvolvimento do trabalho dessa dis-
sertacao: uma formulagao com nimero polinomial de variaveis e nimero ex-
ponencial de restri¢oes, uma formulagao com nimero polinomial de variaveis
e restrigoes e, por fim, uma formulacao com nimero exponencial de variaveis

e numero polinomial de restrigoes.

2.1

Uma formulagao com niimero polinomial de varidveis e ntimero

exponencial de restrigoes

Nessa secao apresenta-se uma formulacao para o CVRP que possui um
nimero polinomial de varidveis e exponencial de restrigoes. Seja x., e € F,
a variavel que controla se uma determinada aresta faz parte de alguma rota
da solucao para o CVRP. Se z. = 0, a aresta nao pertence a solu¢ao (nao
pertence a nenhuma rota) e se x. > 0 a aresta pertence a solugao. Considere

o politopo R; definido por

Y we=2 i€V, (2-1)

e€d(i)

> . =2K, (2-2)
)

e€d(0
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Y we=2[d(S)/C], SCV, [8]>2, (2-3)
ecE(S,S)
0<z.<1, ec E\J0), (2-4)
0<z.<2, e€d(0). (2-5)

As restrigbes (2-1) garantem que cada cliente ¢é visitado por exata-
mente um veiculo. A restrigao (2-2) diz que devem existir exatamente K
rotas (correspondentes aos K veiculos) que incluem o depésito, cada uma
delas deixando e retornando ao depdsito. As desigualdades (2-3) impoem
um limite inferior no nimero de veiculos necessarios para servir os clientes
no conjunto S. Finalmente, as restrigoes (2-4) e (2-5) limitam os valores que
as varidveis x. podem assumir. Em especial, as restri¢oes (2-5) permitem
rotas com apenas um cliente. Note que, pela regiao R; definida, todos os
veiculos devem ser usados, ou seja, cada veiculo deve visitar pelo menos um

cliente. Assim, o CVRP pode ser formulado como

min {Z Cele: X € R1 N ZEl} (2-6)

eckE

onde o uso de ZIF! garante que x deve ser inteiro.

A formulagao (2-6) foi utilizada por Cornuéjols e Harche [20]. Laporte,
Nobert e Desrochers [48] ja haviam usado anteriormente uma formulagao
semelhante. As desigualdades (2-3) sao conhecidas como capacity cuts e
serao mostrados em mais detalhes no decorrer dessa dissertacao. Elas
asseguram que um determinado conjunto S sera servido por um numero
suficiente de veiculos (respeitando a capacidade C' de cada veiculo). As
desigualdades (2-3) podem ser tornadas mais fortes substituindo seu lado
direito por 2r(.S), a solu¢do 6tima para o BPP associado ao conjunto S.
Porém, na prética o limite inferior dado por 2 [d(S)/C] é mais simples de
ser calculado e é o que geralmente é utilizado. A formulagao (2-6) possui
um nudmero exponencial de restrigoes devido ao ntmero exponencial de

desigualdades do tipo (2-3). O nimero de variaveis é polinomial (O(FE)).
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2.2

Uma formulagao com nimero polinomial de variaveis e restrigoes

Nessa secao apresenta-se uma formulacao com ntmero polinomial
de variaveis e restricoes. Porém, antes é apresentada a modelagem e a
notacao utilizadas nessa se¢ao, por introduzirem alguma notacao diferente

do restante da dissertacao.

Aqui modela-se o CVRP sobre um grafo direcionado D = (V,, A)
derivado do grafo nao-direcionado original G = (V, F). Para isso, cada
aresta e = (i,7),4,j € Vi,e € E, d4 origem a dois arcos [i, j]e[j,i] em D

com custos ¢; = cj; = c.. Seguindo a notacio usada para o caso do grafo

ji
nao-direcionado, 5j(z'),i € V, denota o conjuntos de arcos de D que saem de
i, isto é, [j,1] € A,j € V.. Analogamente, 0~ (7),7 € V. denota os arcos que
chegam em ¢, isto é, [i,j] € A,j € V.. Finalmente, dado um subconjunto
S de vértices em V., A(S) denota o conjunto de arcos em A com ambas as

extremidades em S.

Considere dois conjuntos de variaveis associados ao grafo direcionado
D = (Vi A): {yi; : [i,j] € A} e {zj : [i,j] € A}. Cada um serd utilizado
para modelar um subproblema de fluxo em redes com um sé produto,
sendo que os dois subproblemas serao interligados por restricoes adicionais.
Esses subproblemas serao complementares no sentido que, para cada vértice
i € V, d; funcionard como um vértice cliente (destino de fluxo) para um
subproblema e um vértice fornecedor (origem de fluxo) para o outro. Define-

se o seguinte politopo, R,

Z Yij — Z Yii =d;, 1€V, (2-7)

[i,5]€6(3) [7,1]€6 (4)
Z Zij — Z Zji = —di, 1€ V, (2—8)
[i,j]€d—(2) [7,1]€67 (4)
Z (yij + Zz'j) =C, 1€V, (2—9)
[i,5]€6(2)
S (yoy + 205) = KC, (2-10)
[0,j]€6—(0)

Yij, 25 > 0, [i,7] € A. (2-11)
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O CVRP pode ser formulado como

min Z (ci/ O yij + zij) = (y,2) € Ra N {(ysj + 2i5) € {0,C}, i, j] € A}
[i.5]€A

(2-12)

Essa formulagao foi dada por Lucena [51] e generaliza a formulacao

para o TSP de Finke, Clauss e Gunn [27]. As restri¢oes (2-7), (2-8) e (2-11)
definem caminhos de fluxos viaveis para cada um dos dois subproblemas en-
volvidos. A restricao (2-10), juntamente com {(y;; + 2z;; € {0,C}, [1, 7] € A}
em (2-12), garante que existem K arcos deixando o depdsito (vértice 0).
Cada um desses arcos deixarda o depdsito transportando uma quantidade
de C' unidades de fluxo. Analogamente, pode ser mostrado que exatamente
um arco, com quantidade acumulada de C' unidades de fluxo, deve deixar
qualquer vértice em V. Tomando as restrigoes (2-7) e (2-8) juntas, pode-se
mostrar que deve existir exatamente um arco (com total acumulado de C
unidades de fluxo) entrando em qualquer vértice em V. Segue entdo que de-
vem existir exatamente K arcos entrando no depdsito (cada um com total
acumulado de C' unidades de fluxo). Logo, como os graus dos vértices sao
considerados, até aqui uma solucao vidvel para (2-12) é uma solugao vidvel
para o CVRP. Adicionalmente, deve existir um caminho do depédsito para
qualquer vértice i € V e também um caminho de volta de ¢ para o depdsito
(as restrigoes (2-7) e (2-8) garantem isso). Assim, uma solugao vidvel para
(2-12) é conexa e possui K rotas centradas no depédsito. Fica restando entao
mostrar que a capacidade dos veiculos nao é excedida na formulagao (2-12).
Isso é garantido pelo fato de que, ao longo das rotas, os fluxos modelados
por {z; : [i,j] € A} podem decrescer de um valor maximo de C' unidades
(quando deixando o vértice 0) até um minimo de zero unidades (quando en-
trando no vértice 0). Analogamente, pode se chegar a conclusao semelhante
analisando as variaveis de fluxo {y;; : [¢,j] € A}. Na formulagao (2-12), o
numero de varidveis e de restrigoes sao proporcionais a O(A) e, por isso, a

formulacao possui um nimero polinomial de colunas e linhas.
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2.3

Uma formulagao com um nimero exponencial de variaveis e um

nimero polinomial de restricoes

Seja I ={1,--- ,n} um conjunto finitoe {f; : j € J}, J ={1,--- ,m},
uma colecao de subconjuntos de I. Uma particao de I é qualquer conjunto
P, P C J, de subconjuntos {I; : j € P}, dois a dois disjuntos (I; N I; = 0,
para i # j), onde U]EP I; = I. Assumindo que um custo h; é associado
a cada [;, o Problema de Particionamento de Conjuntos (SPP, do inglés
Set Partitioning Problem) consiste em encontrar uma particao de I com
custo minimo. O Problema de Particionamento de Conjunto com Restrigao
de Cardinalidade (CCSPP, do inglés Cardinality Constrained SPP) consiste
em restringir as partigoes a terem um numero fixo k > 1 de subconjuntos.

Considere o politopo, R,

Y aghi=1, i€l (2-13)

jedJ

Y N =k (2-14)

jeJ

onde a;; vale 1 se i € I; e 0 caso contrério. A varidvel \; representa a inclusao
de um subconjunto j na particdo se A; > 0 ou, caso contrario (\; = 0), a

nao inclusao do subconjunto 7. Uma formulacao para o CCSPP ¢é dada por

min {Z hj\j: A€ RN Z'Ji} : (2-16)

jeJ

Agora, o CVRP sera reformulado como um CCSPP. Primeiramente,
assume-se uma correspondéncia um-para-um entre os elementos de [ e
os clientes do CVRP. Considere que J representa o conjunto de todos
subconjuntos nao-vazios de clientes que podem ser servidos por um tnico
veiculo, ou seja, J representa rotas viaveis. Finalmente, seja h;, para j € J,
igual ao valor da solucao 6tima do TSP associado ao subgrafo de G induzido
pelo vértice 0 (depdsito) e os vértices representando os clientes em I;. Sujeito

a essas restrigoes, (2-16) pode ser entendido como uma formulac¢ao para o
CVRP.
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A cardinalidade de J em (2-16) pode ser muito grande, ja que o nimero
de rotas viadveis possiveis cresce exponencialmente com o niimero de clientes.
Entretanto, nao é necessario gerar todas as rotas viaveis possiveis para en-
contrar a solucao para o problema. Isso porque o modelo do CVRP baseado
no CCSPP pode ser resolvido pela técnica de geracao de colunas. Para
isso, inicialmente considera-se um pequeno subconjunto J' de J e define-
se um politopo Ry, equivalente a Rj, porém para varidaveis {\; : j € J'}.

Considerando a solucao 6tima para a formulacao

mm{Zhj A )\GR4}, (2-17)

jeJ

sejam {u;:i €1} e v as varidveis duais associadas as restrigoes
dier @ijAj = 1i € Ie > ;.nA; = k, respectivamente. Para verificar-
se quando uma solugdo para (2-17) é também O6tima para (2-16), para

I =V, define-se o politopo Rs; como

» dia; <C, (2-18)

eV

> e=2a; i€V, (2-19)

S =2 (2-20)

e€d(0)
Z ve < Z a, SCV, jes, (2-21)
e€E(S) ieS\{j}
0<a; <1, i€V, (2-22)
0<7. <1, e€k, (2-23)

e resolve-se o seguinte problema associado de geragao de colunas:

min {Z Ce Ve — Zul a; —v:(a,y) € RsN (Z'V,ZE|)} . (2-24)

ecE eV

Em (2-18)-(2-24), «a; representa a inclusdo (ou nado) de um cliente
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na solugao e 7; representa a inclusao (ou nao) de uma aresta na solu¢ao. A
formulacao (2-24) é o Problema do Caixeiro Viajante com Coleta de Prémios
e restricao de Capacidade (CPCTSP, do inglés Capacitated Prize-Collecting
TSP) e com pequenas modificagoes é atribuida a Balas [42]. A restrigao (2-
18) é a restrigao de capacidade do veiculo e (2-19) garante que duas arestas
estao associadas a cada cliente que ¢ incluido na rota. A restri¢ao (2-20)
garante que existem duas arestas associadas ao depdsito. A restricao (2-21)
elimina subrotas, garantindo que o nimero de arestas usadas em qualquer

subconjunto S estd relacionada ao nimero de clientes visitados em S.

Note que uma solugao 6tima nao-vazia (o*, v*) para (2-24) corresponde
a uma rota vidvel para o CVRP para os elementos de I (clientes) para
os quais o = 1. Denota-se o conjunto correspondente por ;. O custo
dessa rota é ) _pc. 7.. Além disso, note que um custo reduzido de
(D ecm Ce Ve — D icy Ui 0 — v) seria obtido se uma variavel A;+ com custo
hj = .cp Ce Vi fosse adicionada a Rj (isto é, se j* fosse adicionado a J').
Assuma que esse custo reduzido fosse negativo. Com isso teria-se que existe
pelo menos um j € J\ J’' cuja adi¢ao a J' resultaria na diminuigao do valor
da solugao étima de (2-17). Em particular, qualquer solugao viavel de (2-24)

com valor negativo serviria a esse proposito.

Nesse ponto, trés consideragoes devem ser feitas. Primeiramente, rotas
com apenas um cliente (rotas no formato 0 — i — 0 para algum cliente 7)
nao sao permitidas em (2-24) (por causa da restricao (2-20)). Assim requer-
se a enumeracao inicial desses casos com os indices correspondentes sendo
introduzidos em J' inicialmente. Isso garante custos reduzidos nao-negativos
para todas as variaveis associadas a rotas com um unico cliente em (2-17). A
segunda consideracao é sobre uma possivel modificagao da funcao objetivo
em (2-24). A fungao objetivo em (2-24) associa os valores das variaveis duais
em (2-17) a variaveis de vértice em Rs. E possivel, no entanto, redistribuir
os valores duais exclusivamente entre as variaveis de arestas. Isso leva a uma

funcao objetivo como

min Zée% —v:y€eRNZFY (2-25)
eeE

onde ¢;; = ¢;; —u;/2 —wu;/2. Finalmente, a terceira e mais importante consi-
deracao é que nao existe garantia que uma particao de  em K subconjuntos
estéa contida em J'. Essa limitacao pode ser parcialmente contornada com

a introdugao de n variaveis representando as rotas de um unico cliente, ja
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explicada anteriormente. Porém, isso nao garante a viabilidade da solucao
para a formulagao (2-16). Nessa situagao, a inviabilidade somente pode ser

detectada durante uma enumeracao implicita do problema.

Uma solugao étima para (2-16) é obtida quando a solucao para (2-17)
é inteira e a solugao étima para o subproblema de geracao de colunas (2-24)
é nao-negativa. Caso contrario, tem-se que recorrer a enumeracao implicita
(branch-and-bound). Nesse caso, uma dificuldade adicional fica aparente:
a de lidar com o conjunto de colunas implicitamente. Um procedimento
de resolucao exato, como o descrito anteriormente, é conhecido como um
algoritmo de branch-and-price (uma visdo mais detalhada de algoritmos de

branch-and-price pode ser obtida em [11]).

Uma etapa critica em um algoritmo de branch-and-price é aquela que
modifica o subproblema de geragao de colunas, como (2-24) acima, em con-
seqiiéncia do branch. Idealmente, deseja-se manter a estrutura basica do
subproblema intacta durante a enumeracao implicita. Uma regra de bran-
ching muito usada que permite isso (para SPPs com nimero exponencial de
varidveis) ¢ a seguinte: em cada né de enumeragao, decidir se dois elementos
de I devem pertencer ao mesmo subconjunto ou nao. Sejam i, j € I os ele-
mentos envolvidos. Cada branching pode modificar o problema de geracao
de colunas, (2-24), com a adigdo ou da restricdo o; = «; ou da restrigao

Ozi—F()éj:l.

Nota-se também que o gargalo desta formulacao encontra-se no sub-
problema de geracao de colunas que aqui corresponde a um problema forte-
mente NP-dificil. Agarwal et al. [7] propoe uma forma de contornar esse

problema.

A formulacao do CVRP por CCSPP foi introduzida por Balinski e
Quandt [12]. Um algoritmo de geragdo de colunas baseado nessa refor-
mulagao foi sugerido por Agarwal, Mathur e Salkin [7] e é diferente do
mostrado nessa secao. O algoritmo apresentado nessa se¢ao contribuiu para
a elaboracao da parte de geragao de colunas do algoritmo de BCP im-
plementado para o CVRP. A formulagdo apresentada nessa se¢do possui
um nimero de restrigoes claramente polinomial (tanto no problema mestre
(O(V)) quanto no subproblema de geragao de colunas (O(FE)) ). O ntmero
de variaveis é evidentemente exponencial, sendo correspondente ao niimero

de rotas viaveis.
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