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Resumo

Paraguassti, Pedro Ventura; Morgado, Welles. Explorando o
calor na termodindmica estocastica. Rio de Janeiro, 2023.
124p. Tese de Doutorado — Departamento de Fisica, Pontificia Uni-
versidade Catolica do Rio de Janeiro.

Na Termodinamica estocastica, o calor é uma variavel aleatoria que flutua
estatisticamente e, portanto, precisa ser investigada por meio de métodos
estatisticos. Para compreender essa quantidade, a investigamos em diversos
sistemas, como superamortecidos, subamortecidos, nao-lineares, isotérmicos
e nao-isotérmicos. Os resultados aqui obtidos podem ser divididos em duas
contribuigoes: a caracterizacao das distribuicoes de calor e dos momentos
para diferentes sistemas, e a correcao da férmula do calor para sistemas
superamortecidos, onde descobrimos a necessidade de incluir a energia cinética,
que era previamente ignorada na literatura. Esta tese tem como foco a

compreensdo do calor, quantidade fundamental na termodinamica estocastica.

Palavras-chave
Sistemas Estocasticos; Termodinamica; Calor; Termodinamica Estocas-
tica; Distribuicao de Probabilidade.



Abstract

Paraguassii, Pedro Ventura; Morgado, Welles (Advisor). Explor-
ing the heat in stochastic thermodynamics. Rio de Janeiro,
2023. 124p. Tese de Doutorado — Departamento de Fisica, Pontificia
Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

In Stochastic Thermodynamics, heat is a random variable that statisti-
cally fluctuates and therefore needs to be investigated using statistical meth-
ods. To understand this quantity, we investigated it for various systems, over-
damped, underdamped, nonlinear, isothermal, and non-isothermal. The results
obtained here can be divided into two contributions, the characterization of
the distributions of heat and the moments in these different systems, and the
correction of the formula of heat for overdamped systems, where we discovered
the need to include the kinetic energy that was previously ignored in the litera-
ture. This thesis focuses on understanding heat, a quantity that is fundamental

in stochastic thermodynamics.

Keywords
Stochastic Systems; Thermodynamics; Heat; Stochastic Thermody-

namics; Probability distribution.
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Lista de figuras

Figura 6.1 Esquerda) Variancia para o caso harmonico variando a
constante do potencial k. Direita) Excesso de curtose para o
caso harmoénico variando a constante do potencial k. Todas as
constantes restantes foram tomadas como 1.

Figura 6.2 Distribuicao do calor para 1D, 2D e 3D. Todas as cons-
tantes foram tomadas como 1. Note que comparamos com simu-
lagoes apenas o caso 1D, uma vez que os casos com dimensoes
maiores sao apenas generalizacoes.

Figura 6.3 Esquerda: Skewness para o caso linear ao longo do tempo
para diferentes dimensoes. Os pardmetros sao T' = v = m =
C = 1. Direita: Skewness para diferentes valores de C' e com
tempos diferentes. Os outros pardmetros sao T' =7 = m = 1.
Note que que a skewness independe do sinal de C'.

Figura 6.4 Distribuicao do calor para o caso linear em 1, 2 e 3
dimensoes. Os pardametros sao T'=~v =m = C' = 1. O compor-
tamento da distribuicao do calor nao muda consideravelmente
a medida que aumentamos as dimensoes. No entanto, a distri-
bui¢do é mais ampla no caso 3D do que nos casos 1D e 2D.
Optamos por comparar com a simulagdo apenas o caso 1D, pois
os graficos de dimensoes maiores sdo apenas generalizagoes. Os
pontos no primeiro grafico sao os pontos de simulagao.

Figura 6.5 Esquerda: distribui¢do de probabilidade de @ — (@) ao

longo do tempo. Os pardmetros sao T = v = m = C =
1. Direita: Distribuicao do calor para o caso unidirecional.
Os pardametros sao T' = v = m = C = 1. Observe que

o comportamento da distribuicio nao muda ao mudarmos a
direcao da forca, devido a isotropia do espago.

Figura 6.6 A distribuicao do calor no sistema logaritmico para
condigao inicial delta k = 1,7 = 1,x; = 1 com trés diferentes
tempos t = 1,t = 2,t = 5. Conforme o tempo passa, a
distribuicao caminha para o lado direito, correspondendo a um
aumento na chance de valores positivos do calor.

Figura 6.7 (a) Distribui¢do do calor na primeira passagem () fi st
para k = 1,7 = 1,2; = 1. (b) Representacao pictérica de uma
particula carregada (ponto roxo) e um polieletrélito carregado
(linha azul).

Figura 6.8 Razao log entre probabilidade no limite assint6tico (linha
tracejada) com valores finitos de tempo ¢t = 1,3,5,10 (linhas

diversas) para k = 3,T = 6 satisfazendo k = %m
Figura 6.9 a) Distribuicao canonica inicial normalizada g, T, k = 1.
Inser¢do: O potencial assimétrico V(zo) = %22 — glogzy b)

Distribuicao de transicao com xy = 10,7,k = 1,9 = 0.1 e
simulagao numérica nos circulos de linha sélida.
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Figura 6.10 a) Distribuicdo do calor na escala logaritmica (linha
sélida) com valores de simulagao (circulos pretos). b) Grafico
da variancia e da curtose. Varidncia (linha sélida) com o eixo
vertical na esquerda (eixo preto) e curtose (linha tracejada)
com eixo vertical na direita (eixo avermelhado). Os valores dos
parametros sao ¢ = 0.1,k =1,T =1,t = 1.

Figura 6.11 Distribuicdo do calor com e sem energia cinética. A
linha tracejada rosa é o caso sem a energia cinética, enquanto
a linha verde sélida é a distribuicao do calor corrigida com a
energia cinética. Todas as constantes sdo definidas como um.
Podemos ver que a correta distribuicao do calor permite mais
flutuacoes para o calor devido as velocidades. Apesar de termos
considerado m = v = 1, vale ressaltar que a contribuicao devida
a energia cinética é independente de m, uma vez que deriva da
estatistica de equilibrio, e nao afeta o resultado.

Figura 6.12 a) Distribuigao do calor para o caso logaritmo, com e sem
a energia cinética. A linha tracejada rosa é o caso sem a energia
cinética, enquanto a linha verde sdlida é a distribuicao do calor
com a energia cinética. Todas as constantes do sistema sao dada
como um. Observe que o caso onde temos a energia cinética tem
uma distribuicao mais ampla, como esperado, pois a variancia
aumenta devido & energia cinética. (b) Varidncia com e sem
energia cinética para o caso do potencial logaritmico. Todas as
constantes restantes foram tomadas como um.

Figura 6.13 (a) Média e skewness para o caso logaritmo com e sem
energia cinética. Observe que a média esta sempre aumentando,
enquanto a skewness se torna constante. (b) Curtose para o caso
logaritmo, com e sem energia cinética. Todas as constantes sao
dadas como 1.

Figura 6.14 a) Curtose ao longo do tempo para o caso de nao
equilibrio com o protocolo de Heaviside. b) Skewness ao longo
do tempo para o caso de nao-equilibrio. Todas as constantes
restantes sao definidas como um. E temos Ty = 27T para Ty > T}
e Tty = 2T para Tt > Tj.

Figura 6.15 a) Skewness para o potencial harménico. b) Excesso de
curtose para o caso harmoénico. Observe que a curtose é sempre
positiva, o que significa que a distribuicdo é Leptocurtica em
todos os momentos. Os parametros sao v = k = 1 e Ty = 27T}
com Tt = 1 na linha roxa sélida, enquanto Ty = 27j com Tj = 1
na linha verde pontilhada. Os marcadores x sao simulagoes
numéricas.

Figura 6.16 a) Distribuigdo do calor para o potencial harmonico
com protocolo de temperatura Heaviside com diferentes tempos.
Temos Ty > Ty, com Ty = 2 e Ty = 1. b) Distribuicdo do
calor para o potencial harmonico com protocolo de temperatura
Heaviside com diferentes tempos. Temos Ty > T, com Ty = 2 e
Ty = 1. Todos os parametros restantes sao definidos como um
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Figura 6.17 a) Calor médio para o potencial quartico. Os pontos sao
para Ty > Ty, com Ty = 2 e T = 1, enquanto as estrelas sao
para Ty > Ty, com Ty = 1 e Ty = 2. A linha azul tracejada é o
valor assintético de 0,75. b) Varidncia do calor para o potencial
quartico. Os pontos sao para Ty > Ty, com Ty = 2 e Ty = 1,
enquanto as estrelas sao para Top > T, com Ty = 1 e Ty = 2.
A linha azul tracejada é o valor assintético de 3,75. Todos os
parametros restantes sao um. 95
Figura 6.18 a) Skewness para o potencial quértico. Os pontos sao
para Ty > Ty, com Ty = 2 e T = 1, enquanto as estrelas sao
para Ty > T, com Ty = 1 e Ty = 2. A linha azul tracejada é o
valor assintético de 10,5. b) Curtose para o potencial quartico.
Os pontos sao para Ty > T, com Ty = 2 e T = 1, enquanto as
estrelas sao para Ty > T, com Ty = 1 e Ty = 2. A linha azul
tracejada é o valor assintotico de 8,44. Todos os parametros
restantes sao um. 96
Figura 6.19 a) Distribuigdo do calor para o potencial quartico com
protocolo de temperatura Heaviside com diferentes tempos.
Temos Ty > Ty, com Ty = 2 e Ty = 1. b) Distribui¢do do
calor para o potencial quartico com protocolo de temperatura
de Heaviside com diferentes tempos. Temos Ty > T, com Ty = 2
e Ty = 1. Todos os parametros restantes sao definidos como um. 96
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1
Introducao

No século XVIII, a descoberta das maquinas térmicas levou a transforma-
¢oes profundas na sociedade humana [1]. Para entender as maquinas térmicas,
foi feito um excelente esforco cientifico, levando a formulagdo da termodina-
mica [2]. Desenvolvida para explicar as méquinas térmicas, a termodindmica
é aplicavel a qualquer sistema que troque energia.

Atualmente, a tecnologia atual esta ficando cada vez mais miniaturizada,
possibilitando a investigagao de sistemas na escala mesoscopica [3-6], tais como
particulas em armadilhas 6pticas [7, 8], e até mesmo sistemas biol6gicos como
proteinas e células [9]. Esses sistemas sdo interessantes porque exibem flutu-
acoes significativas em suas propriedades termodinamicas devido ao tamanho
e natureza estocastica de suas interagoes [4,10]. Para entdo compreendermos
tais sistemas, acabamos desenvolvendo os conceitos da termodinamica esto-
castica, que levou a uma compreensao mais profunda da termodinamica de
sistemas mesoscopicos, com aplicacoes que vao desde a fisica até a quimica e a
biologia [9,11,12]. Essa abordagem permite entender esses sistemas que estao
fora do equilibrio termodinamico, compreendendo as flutuagoes de quantida-
des como trabalho, entropia e calor. Esta tultima quantidade é o tema central
da tese.

Desde os estagios iniciais do desenvolvimento social humano, os seres
humanos tém tentado entender o calor. Ao longo dos séculos, foram dadas
varias interpretagoes e conotagoes ao termo calor [13]. Inicialmente, os gregos
pensavam que o calor estava associado ao fogo, mas foi somente na era moderna
que o calor foi associado ao movimento das moléculas [14]. Atualmente,
entendemos o calor como apenas uma forma de transferéncia de energia entre
muitas outras [6, 15]. Sua caracteristica distintiva é ser uma transferéncia de
energia desordenada, que estd quase sempre presente em qualquer processo
termodinamico.

Na termodinamica estocastica, o calor, assim como outras grandezas
termodinamicas, é uma variavel aleatéria devido a natureza estocastica dos
sistemas. Portanto, para compreender essa quantidade, é necessario investigar
seu comportamento estatistico. Muitas investigagoes foram realizadas nessa

diregao, tanto tedricas [16-31] quanto experimentais [3,32-34]. A presente
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tese apresenta resultados que expandem a lista de sistemas estudados na
termodinamica estocastica, contribuindo para uma melhor compreensao do
calor nos sistemas em que a termodinamica estocastica se ocupa em investigar.
Foram investigadas a estatistica do calor em diferentes sistemas, incluindo
particulas subamortecidas com potenciais linear, harmoénico e livre, sistemas
com potencial logaritmico e logaritmico harmonico, sistemas superamortecidos,
com contribuicao da energia cinética, e sistemas nao-isotérmicos com potenciais
harmonicos, livre e quarticos.

A caracterizacao e investigacao da estatistica do calor para diferentes
sistemas nao foi o Unico resultado obtido nesta tese. O principal resultado
foi a descoberta da necessidade de incluir a energia cinética na férmula do
calor para sistemas superamortecidos [35]. Enquanto a maioria dos trabalhos
na literatura que lidam com sistemas superamortecidos ignoram a energia
cinética [20,36-39], mostramos que sem a sua contribuigdo nao é possivel ter
uma teoria consistente.

Conseguimos obter uma ampla variedade de resultados analiticos, semi-
analiticos e numéricos para as grandezas associadas a estatistica do calor, tais
como distribuicoes e momentos. Para tal, utilizamos métodos como integrais
de caminho [40-44], equagoes de Fokker-Planck [45] e simulagbes numéricas
estocdsticas [46]. Em particular, o uso de integrais de caminho foi extensi-
vamente aplicado, contribuindo para mostrar também o seu papel relevante
na literatura de sistemas estocasticos. Demonstramos como novas integrais de
caminho, previamente usadas apenas em outros contextos, podem ser utili-
zadas de maneira eficaz para resolver determinados problemas estocasticos.
A equacao de Fokker-Planck foi utilizada como método auxiliar em um dos
casos investigados na tese, o potencial logaritmico harmoénico. Os métodos nu-
méricos de simulacao, além de servirem para validar os resultados analiticos,
auxiliaram na obtencao de resultados para casos complexos, como o potencial
quartico no sistema nao-isotérmico.

A estrutura da tese foi organizada de maneira clara para facilitar a com-
preensao dos resultados. No capitulo dois, apresentamos as nocoes basicas de
estatistica, como variavel aleatéria, distribuicao de probabilidade e momentos,
que sao importantes para interpretar o calor em diferentes sistemas. Em se-
guida, no capitulo trés, apresentamos os métodos estocasticos utilizados para
obter os resultados principais da tese. Definimos o que é um processo estocas-
tico, a equacao de Langevin e explicamos os métodos de integrais de caminho,
equacao de Fokker-Planck e algoritmos numéricos utilizados. No capitulo qua-
tro, fornecemos os conceitos basicos da termodindmica estocastica, incluindo

as leis da teoria e as defini¢coes das quantidades, como o calor. No capitulo
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cinco, apresentamos o resultado principal da tese, que ¢ a inclusao da energia
cinética em sistemas superamortecidos, explicando o problema e sua solugao.
No capitulo seis, apresentamos os resultados obtidos sobre as investigagoes do
calor para os diversos sistemas ja mencionados. Os resultados apresentados
nos capitulos cinco e seis foram publicados em [16,17,35,47,48]'. Finalizamos
com uma conclusao e incluimos no apéndice todas as derivagoes via integral

de caminho e Fokker-Planck utilizadas para se obter os resultados.

TAlém disso, até o momento de conclusdo desta tese, foram publicados outros dois
trabalhos durante o curso do doutorado [18,49], juntamente com um pre-print [50]. No
entanto, é importante destacar que tais trabalhos fogem do escopo e da proposta desta tese.



2
Nocoes de Probabilidade e Estatistica

Para investigar a estatistica do calor na termodinamica estocéastica, é ne-
cessario primeiro compreender nogoes basicas de probabilidade e estatistica.
Neste capitulo introdutoério, exploraremos os conceitos fundamentais, forne-
cendo as ferramentas necessarias para investigar a estatistica do calor. Ao
compreendermos esses conceitos de estatistica e probabilidade, estaremos pre-
parados para examinar o comportamento estocastico do calor em sistemas

termodinamicos com maior profundidade e precisao.

2.1
Modelo Probabilistico

Um modelo probabilistico é uma representacao mateméatica de um feno-
meno ou processo incerto. Esse tipo de construgao é usado para descrever e
prever resultados aleatorios, como a probabilidade de um evento ocorrer ou
de um valor ser observado em uma amostra de dados [51,52]. Na termodiné-
mica estocastica, lidamos com processos aleatoérios e, portanto, é necessario
compreender a natureza desses fendmenos de maneira probabilistica.

Um modelo probabilistico é construido a partir de trés elementos: o
espaco amostral, uma &algebra e uma medida. A seguir, definiremos esses

elementos.

2.1.1
Espaco amostral

O espaco amostral é o primeiro elemento que precisamos definir ao
construir um modelo probabilistico. Para isso, consideremos algum fenémeno
fisico associado a um experimento, como medir a posi¢ao de uma particula
Browniana em um fluido.

Abstraindo para construir o modelo matematico, fazemos as seguintes
premissas: (1) O experimento, ou seja, a medigao, pode ser repetido de maneira
idéntica, mesmo que o resultado da medigao seja diferente; e (2) conhecemos
todos os possiveis resultados da medicao.

Cada resultado possivel, individualmente, é chamado de ponto amostral,

que denotaremos abstratamente como w. E o conjunto de todos os pontos
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amostrais, w, é chamado de espaco amostral, que denotamos como (2.

Com essas premissas, criamos entao um modelo matematico que associa
cada possivel resultado do experimento a um ponto no espago amostral. Como
exemplo, podemos pensar na posi¢do de uma particula em um fluido, que é
medida através de observacao. Cada medicao de posicao é associada a um
ponto no espaco amostral, que é o arcabougo matematico e teérico por tras do

resultado.

2.1.2
Algebra-o

Agora vamos definir o segundo elemento do modelo probabilistico. Nao
é qualquer conjunto de pontos que nos ajudara a criar um modelo que faga
sentido fisico. Por isso, precisamos definir uma algebra que satisfaca certas
condi¢oes que facam sentido com a realidade e permitam a construcao do
modelo.

Seja A um conjunto de subconjuntos do espago amostral, que chama-
remos de classe. E seja A um subconjunto do espago amostral. Temos uma
algebra-o, se essa classe satisfaz: (1) O espago amostral pertence a classe, e
0 espaco nulo também, isto é Q, @ € A, (2) A € A tal que A € A, onde A
é o complemento de A, (3) Para todos os subconjuntos A;’s, a unido destes
pertence a classe, isto é U ; A; € A. Essa unido pode ser finita ou infinita para
unido de conjuntos contaveis [53].

Estamos interessados em um tipo especifico de algebra que suas proprie-
dades estao de acordo com a natureza probabilistica dos sistemas que queremos
descrever, essa é a dlgebra-o [52]. A dlgebra-o é importante porque é a classe
minima de subconjuntos que contém todas as informacgoes necessarias para
definir uma medida de probabilidade.

Como estamos interessados em sistemas estocasticos, o caso de interesse
é a algebra de Borel [53,54], que é um caso particular de uma algebra-o,
simplesmente quando o espaco amostral é a propria reta real {2 = R e a classe é
formada por todos os intervalos abertos da reta, |a, b[; € R, tal que a < b. Nesse
caso, temos um numero infinito contavel de subconjuntos, ou seja, n — oo na
terceira premissa da algebra-o. Quando temos essa configuracao, a algebra-o
gerada por essa classe ¢ chamada de algebra de Borel. Esse caso ¢ de nosso
interesse, uma vez que lidaremos com variaveis aleatérias definidas na reta real,

como posicao, velocidade, calor, etc.
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2.1.3
Espaco de Medida e Medida

Para definirmos o terceiro elemento do modelo probabilistico, é necessario
primeiro definir o espago da medida e o conceito de fungao mensuravel. Seja
um par (€2, .4), formado por um espaco amostral {2 e uma élgebra-o A, este par
constitui o espaco de medida. Dessa forma, conjuntos em A sao ditos conjuntos
mediveis.

Ja a funcao medivel, é definida da seguinte forma. Seja f : 2 — R, esta
funcao é medivel em respeito a algebra-o de ) se sua imagem inversa, isto é f~1,
do intervalo | — oo, a] sobre f é um conjunto medivel, i.e. f71(] —00,q]) € A.
Isto para todo a € R. Em outras palavras, o conjunto formado com os valores
da funcao no espago amostral formam uma algebra-o, ja que a funcao é medivel.

Podemos agora definir o que é uma medida. Seja (£2,.4) um espago de
medida e seja a funcao medivel y : A — R. A quantidade p é uma medida
se satisfazer os seguintes axiomas: (1) u(@) = 0, isto é, a medida do conjunto
vazio é nula; (2) A medida é sempre ndo negativa para qualquer elemento
A € A, ou seja, 1(A) > 0; (3) A medida sobre a unido de diferentes elementos
A; € A, com intersecdo igual a A;NA; = &, é a soma das medidas individuais
de cada elemento, ou seja, p (U2, 4;) = >i2; u(A;). Essas defini¢oes estao de
acordo com o que entendemos como uma probabilidade [54].

Agora, se tivermos p(€2) = 1, ou seja, a medida sobre todo o espago
amostral é igual a um, dizemos que essa medida é uma probabilidade. E,
portanto, temos o triplete (€2, .4, 1) que é o espago de probabilidade [52]. Deste

modo, o modelo probabilistico estda completo.

2.1.4
Propriedades

A natureza matemaética de uma probabilidade é dada pela medida, que
por sua vez é definida sobre a algebra-o, que por tultima é definida sobre o
espaco amostral {2. Vamos agora analisar as propriedades da probabilidade e
ver como elas se ajustam com nossa intuicao.

Vamos agora chamar a medida p de P para deixar claro que estamos
lidando com uma medida de probabilidade. A primeira propriedade é a
aditiva, que é o terceiro axioma na definicio da medida. Além disso, se dois
eventos sao disjuntos, a probabilidade da uniao desses eventos sera igual a
soma das probabilidades individuais. Porém, se tivermos A N B # &, onde
A, B € A, a probabilidade da uniao desses eventos serda menor que a soma
das probabilidades individuais, ja que a intersecao A N B foi contada duas

vezes. Isto é, a probabilidade da uniao de dois eventos pode ser calculada pela
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formula
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB). (2-1)
Agora se tivermos um subconjunto A C B, temos que P(A) < P(B).
Adicionalmente, temos que a soma da probabilidade de um conjunto e o

complemento desse conjunto tem que ser igual a 1, isto é

P(A) + P(A) = 1. (2-2)

Uma vez que o conjunto e seu complemento (todo o resto) formam o espago
amostral, a soma da probabilidade de um conjunto e seu complemento tem que
ser igual a 1, para todo A € 2. O valor maximo da medida de probabilidade
¢ atingido quando consideramos a medida sobre todo o conjunto, ou seja,
P(2) = 1, indicando que a probabilidade de todo espago amostral é o valor
maximo que a probabilidade pode assumir. Por outro lado, a medida nula
ocorre quando o conjunto vazio @ tem probabilidade nula P(&) = 0, o que
implica que é impossivel ocorrer um evento que esteja fora do espago amostral.
Com essa base matematica, fica mais facil lidar e entender como fun-
cionam as probabilidades e, consequentemente, como os sistemas aleatorios
funcionam. A seguir, definiremos as varidveis aleatdrias, nas quais os conceitos

de probabilidade sao aplicados.

2.2
Variaveis Aleatoérias

Uma variavel aleatoria é uma funcao que associa um valor numérico a
cada possivel resultado de um experimento aleatério [51,52]. Elas sdo usadas
para modelar eventos aleatérios em um experimento ou processo, como por
exemplo, a posicao de uma particula Browniana.

Seja o espago probabilistico (£2,.4, P). Uma variavel aleatéria x é uma
fungdo (ou mapa) que leva Q na reta real R, =z : Q@ — R, que satisfaz
formalmente

7 (] —00,0]) ={weN:zw) <a} €A,

isto é, x ¢ uma funcdo medivel com algebra-o A sobre o espaco amostral €.
Isso implica que o conjunto {w € Q : z(w) < a} é um evento que pertence a
A e logo tem uma probabilidade associada P ({w € Q : z(w) < a}).

Os eventos divergentes, w € 2 : z(w) = +o00, tém probabilidade nula,
isto é, P(we€ Q:x(w) ==+o00) = 0, garantindo convergéncia. Enquanto a
probabilidade de termos qualquer valor dentro de um intervalo I = (a,b) C R,
Plw € Q:a < z(w) < b), sempre serd maior ou igual a 0 e menor ou igual a 1,

sendo que o maximo é alcancado quando I cobre todo o espaco amostral €.
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Nao podemos deixar de mencionar que existem dois tipos de variaveis
aleatérias: discretas e continuas. As variaveis aleatoérias discretas assumem
apenas um conjunto finito ou enumeravel de valores possiveis, enquanto as
variaveis aleatorias continuas podem assumir qualquer valor em um intervalo
continuo. Nesta tese, estaremos trabalhando apenas com variaveis aleatorias
continuas, como posicao, velocidade, calor, de sistemas Brownianos.

Entender as varidveis aleatérias e sua relacao com probabilidades nos
permite definir as distribuicoes de probabilidade. Essa quantidade sera de
grande interesse para a compreensao dos resultados descritos nesta tese. A

seguir, iremos definir esta quantidade.

2.2.1
Distribuicao Cumulativa

A distribuicdo cumulativa de uma variavel aleatéria, x, associa a cada
valor de x a probabilidade de que a variavel aleatéria assuma valores menores
ou iguais a z. Em outras palavras, a distribuicdo cumulativa é uma fungao que
fornece a probabilidade acumulada da varidvel aleatéria até um determinado

valor X, i.e. z < X. Temos
Fo(X) =P ({z < X}), (2-3)

e que leva F, : R — R. Note que F,(o0) =1 e F,(—00) = 0. Essa distribuigao
¢ monotonicamente crescente, ou seja, a probabilidade acumulada s6 aumenta
conforme o valor de x cresce. O motivo de definirmos a distribui¢ao cumulativa

é que ela nos permite definir a distribuicdo de probabilidade.
2.2.2
Distribuicao de Probabilidade

Seja uma distribuigao cumulativa F,(X) da varidvel z. A distribuicao de
probabilidade de z, p(x), pode ser definida como a derivada da distribuigao

cumulativa, isto é:

P X <z < X+A)

p(r) = lim A
L FR(X+A)-F(X) d
= lim X = - Fi(X). (2-4)

Diferentemente da probabilidade, a distribuicao de probabilidade é uma funcao
matematica que descreve a probabilidade de cada valor possivel de uma variavel
aleatéria, enquanto a probabilidade é uma medida numérica que expressa a
chance de que um evento especifico ocorra [51,52]. Essa quantidade serd objeto

de estudo na maioria dos resultados discutidos nesta tese. Em particular, temos
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como um dos resultados diferentes distribui¢oes de probabilidade para o calor
em diferentes sistemas.

A distribuicdo de probabilidade é uma forma de representar todas as
possiveis probabilidades associadas a uma variavel aleatéria, permitindo que
possamos calcular a probabilidade de qualquer evento ou conjunto de eventos
[55]. Por exemplo, se quisermos saber a chance da variavel aleatéria = assumir

valores dentro de um intervalo [ X7, X5], basta calcular

P{X; <z <Xy})= /):2 p(x)dx.

Ou de maneira mais geral, se queremos saber a probabilidade de um evento A

tal que = € A, temos

P{ze ACR}) = / p(z)dz.

€A

A distribuicao de probabilidade é normalizada, o que é um dos axiomas
da probabilidade. Isso significa que a integral da distribuicao de probabilidade

em todo o espago amostral ¢ igual a 1, ou seja,

onde 2, o espaco amostral, é a reta real, 2 = R. Além disso, a distribuicao de
probabilidade também é sempre nao negativa, ou seja, p(x) > 0, assim como
a probabilidade.

Note que, ao integrar a distribuicao para obter a probabilidade, estamos
aplicando uma medida. A medida em questao é a medida de Lebesgue [52,56],
uma vez que estamos integrando sobre a reta real. Dessa forma, este é um
exemplo de medida de probabilidade, evidenciando a conexao com a discussao
na secao 2.1.3.

Essas sao algumas propriedades que caracterizam o comportamento da
distribuicao. Agora vamos considerar o caso em que a probabilidade e a

distribuicao dependem de alguma condi¢do imposta pelo sistema.

2.2.3
Probabilidade e Distribuicao Condicional

Se temos dois eventos, digamos A e B, e queremos saber qual é a
chance de ocorrer o evento B dado que ocorreu o evento A, precisamos da
probabilidade condicional desses eventos, que é P(B|A). Essa probabilidade
nos informa a chance de ocorrer B dado que ja ocorreu o evento A e é dada

pela seguinte formula [51]:



Capitulo 2. Nocoes de Probabilidade e Estatistica 22

P(BNA)

P(A)
onde P(B N A) é a probabilidade da intersegao entre B e A. Caso BN A =
&, temos que P(B N A) = 0. Agora, se tivermos que B C A, temos
P(B|A) = P(BNA)/P(A) = P(B)/P(A), ja que B estd contido em A e
a intersecao é o proéprio evento B. Enquanto no caso contrario, A C B, temos
P(B|A) = P(BNA)/P(A) = P(A)/P(A) = 1, uma vez que A estd contido em
B, entao se ocorreu um evento A, automaticamente ja aconteceu um evento
B.

Podemos fazer a pergunta contraria: qual é a chance de ocorrer um evento

P(B|A) = (2-5)

A dado que ocorreu um evento B? E, portanto, temos de maneira analoga:

P(ANB)

Agora, note que, como a intersecdo é uma operacao comutativa, podemos
relacionar as duas probabilidades condicionais, uma vez que P(A N B) =
P(BNA) = P(A|B)P(B). E portanto

P(A|B)P(B)

P(BIA) = =5

(2-6)

A equagado acima é chamada de regra de Bayes [57]. Ela relaciona as duas
probabilidades condicionais.

O mesmo conceito se aplica a distribuigao de probabilidades. Seja p[x|zo|
a distribuicdo de probabilidade condicional, podemos relacionéd-la com outras

probabilidades da seguinte maneira:

P(% xo)
p(xo) .

Mas agora, em vez da intersecao de dois eventos, temos a distribuicao de

plr|zo] = (2-7)

probabilidade conjunta p(z,zg) que descreve o comportamento probabilistico
de duas variaveis aleatérias x e xg. Da mesma forma, a regra de Bayes também

se aplica, de modo que temos

plaolalp(z)

kool = )

A distribui¢ao condicional, fornece o comportamento probabilistico de x uma
vez que foi obtido xy. No contexto de processos estocasticos. Muitas vezes x vai
representar a posicao da particula, enquanto xy a posicao inicial. Nesse caso,
a distribuicao fornece a informacao sobre a posicao final, dado que a particula

comegou em Ty.
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Se x e xy nao tiverem nenhum correlacdo, nao faz sentido existir uma
condicao entre as variaveis. Ou seja, o valor de x é independente do valor de
xg, € nesse caso, a distribui¢ao acaba se reduzindo a p[x|z¢] = p(x). E isso s
pode ser satisfeito se p(x, zg) = p(z)p(zo), que é quando as varidveis sao ditas
independentes.

A distribuicdo condicional vai ser bastante utilizada nesta tese. Em
particular, no capitulo seguinte, veremos como calcula-la através do método

de integral de caminho para sistemas descritos pela equagao de Langevin [40].

2.3
Momentos Centrais

As vezes, nao é possivel obter uma expressio analitica para a distribui-
¢ao, ou a expressao é suficientemente complicada que nao pode ser obtida
através de métodos numéricos. No entanto, podemos obter informagoes sobre
o comportamento da distribuicao através de quantidades chamadas momentos.

Os momentos fornecem informacoes importantes sobre a forma da distri-
buicao, como a simetria e o achatamento, e podem ser usados para comparar
diferentes distribui¢oes. A partir dos momentos, podemos construir quantida-
des que fornecem informacoes detalhadas sobre a estatistica da probabilidade.
Essas quantidades que estamos interessados sao a média, a variancia, a skew-
ness e a curtose [52,58-60].

2.3.1
Valor esperado

Antes de definirmos os momentos, precisamos definir o que é o valor
esperado de uma distribuicao. O valor esperado é uma das medidas mais
importantes na estatistica, pois é uma forma de resumir as informagoes
contidas em uma distribuicao de probabilidade em um tinico niimero.

Seja a integral sobre a reta real

/Oo z p(z)dr < oo,

que ¢ finita, com x sendo nossa variavel aleatoria. O valor esperado da variavel
x é exatamente a equagao acima, isto é
(o.9]
Elz] = / x py(z)de. (2-8)
—0o
Agora, se tivermos uma fungao real g(z), e definirmos a variavel y = g(z),
o valor esperado dessa funcao vai ser dado de mesma maneira por

Elg@)] = Bl = [ g@) palo)de = [ yp, iy (29)

—00
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A expressao acima é denotada como teorema fundamental do valor esperado
[52]. E é bastante 1til para calcularmos os momentos.

Algumas propriedades importantes do valor esperado sao: a linearidade,
o valor esperado da soma de variaveis aleatérias é a soma dos valores esperados,

e o valor esperado de uma constante ¢ igual a constante.

2.3.2
Funcao Caracteristica e Momento

Uma das formas de calcularmos os momentos é através de sucessivas
derivadas de uma quantidade chamada de func¢ao caracteristica, F'(\). Essa
quantidade pode ser definida como a transformada de Fourier da distribuicao

de probabilidade [61], ou como o valor esperado da exponencial % isto é
F(\)=FE [e_i’\ﬂ = /d)\e_imp(x)dx. (2-10)

Em muitos casos, a fungdo caracteristica é mais facil de calcular do que
a distribuicao de probabilidade, e pode ser usada para resolver problemas
complicados de probabilidade. Sua vantagem estd na obtencao dos valores
esperados de potencias da varidavel aleatéria, os momentos. Uma vez que,

através da derivagao, obtemos

dn =\ T n

NFO\) - = (=" Elz"]. (2-11)
Portanto, calcular os momentos utilizando a fungao caracteristica é muito mais
simples. A partir dos momentos, podemos calcular os momentos centrais, que
sao combinacoes dos momentos e representam o valor esperado da potencia da
diferenga entre a varidvel aleatéria e sua média, i.e. E[(z — Ex])"].

Em seguida, analisamos as quantidades estatisticas, como a média,

a variancia, a skewness e a curtose. Vale ressaltar que, além da funcao
caracteristica, outra funcao capaz de fornecer essas quantidades de forma direta
¢ a fungao geradora de momentos [51]. No entanto, os trés primeiros momentos
centrais sao faceis de construir, portanto, optamos por trabalhar apenas com

a funcao caracteristica.

2.3.3
Média

A média é uma medida de tendéncia central da distribuicao [51]. E o
valor com maior chance de ocorrer num determinado evento. E definida como

o valor esperado, isto é, seja x com distribuigao p(x), a média de z vai ser

() = idd)\F(A) =Bl (2-12)
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A média acaba por fornecer qual a tendéncia de uma variavel aleatéria. O valor
que a variavel aleatéria vai mais se aproximar conforme repetidas medidas é a
média.
2.3.4
Variancia

A variancia mede o quao distantes os valores da distribuicao estao da
média [58]. Quanto maior a varidncia, maior a dispersao da varidvel aleatodria

em torno da média, indicando que é mais comum encontrarmos valores fora da

média. E definida da seguinte maneira
o® = B[(«* — (1)) = Ela?] — (x)?, (2-13)
onde o momento quadrado por ser calculado usando

Bls?] = (-5 P()

A=0

Como exemplo, se tivermos uma distribui¢do com varidncia crescente ao longo
do tempo, isso significa que, a medida que o tempo passa, os valores se
tornam mais propensos a diferir da média. Esse caso é bastante comum nas
distribuigoes de calor presentes nesta tese, uma vez que, quanto maior o tempo

do processo, maior ¢ a chance de ocorrerem valores diferentes da média.

2.3.5
Skewness

Skewness' é uma medida estatistica que descreve a assimetria de uma
distribuicao de dados em relacdo a média. Em outras palavras, a skewness
indica se a distribuicdo dos dados é simétrica ou assimétrica em relacao a
média [59].

Se a distribuicao dos dados for simétrica, a skewness ¢é igual a zero. Se a
distribuicao dos dados for assimétrica a direita (isto é, com uma cauda longa
e fina para a direita da média), a skewness é positiva. Por outro lado, se a
distribuigao dos dados for assimétrica a esquerda (com uma cauda longa e fina
para a esquerda da média), a skewness é negativa.

Essa quantidade é definida da seguinte maneira

ps = E [(z — (x))°]. (2-14)

3/2

Aqui estamos ignorando a normalizagao que é dividir sobre ¢°/. Como muitas

vezes sO estamos interessados em saber o sinal da skewness, e nao quantifica-

'Em traducdo direta, “skewness” significa assimetria. No entanto, optamos por manter o
termo anglo-saxao “skewnes” para facilitar o entendimento do texto.



Capitulo 2. Nocoes de Probabilidade e Estatistica 26

la, pouco importa a normalizacao. Para entender melhor essa quantidade,
podemos imaginar uma probabilidade com média zero, isto é, centrada na
origem. Se temos uma skewness positiva, isso vai indicar que temos maior
probabilidade de obter valores positivos da varidvel aleatéria em questao (pode
ser o calor ou a posi¢do por exemplo), e consequentemente, se a skewness é
negativa, valores negativos irdo ser mais frequentes. Agora se a skewness for

zero, nao havera nenhuma tendéncia, ou viés.

2.3.6
Curtose

Curtose é uma medida estatistica que descreve a forma da distribuicao
de dados em relagao a sua concentragdo em torno da média e a ocorréncia de
valores extremos [60]. Seguindo a literatura comum, definimos a curtose como
o quarto momento central normalizado [62-64]

4

o
A curtose indica o comportamento das caudas da distribuicdo que podem
refletir o grau de achatamento ou afinamento da distribuicdo em relacao a
curva normal ou gaussiana. Sao os valores raros, que estao contidos no final da
cauda da distribuicao.

Aqui, adotaremos a seguinte interpretacao para a curtose: se a distribui-
¢ao de probabilidade for semelhante a curva normal, a curtose sera igual a 3
(curtose mesoctrtica). Se a distribuigao da probabilidade tiver caudas finas em
comparagao a curva normal, a curtose serd menor que 3 (curtose platicirtica).
Por outro lado, se a distribuicao de probabilidade tiver caudas mais grossas do
que a curva normal, a curtose serd maior que 3 (curtose leptocirtica).

Muitas vezes se é mais conveniente definir o excesso de curtose, que é
k! = k — 3. Dessa maneira usamos o valor zero como referéncia, ao invés do
valor 3. Curiosamente, veremos que para todos os casos discutidos na tese
obtemos uma distribuicao leptocturtica para o calor, significando que é comum
que esta quantidade tenha a cauda da distribuicao mais grossa.

E importante mencionar que hé referencias onde a curtose é definida
como o quarto cumulante [65,66], porém o concesso atual é que a curtose seja
definida como o quarto momento central [62-64]. E existe bastante discussao
sobre sua real interpretacao. O concesso é que diz respeito aos valores raros,
atipicos que estao contidos na cauda da distribuicao, e que sua defini¢ao é dada
pelo quarto momento central [62-64]. Nessa tese usamos essa interpretagao.

Em conclusao, a estatistica é uma ferramenta essencial para compreensao

e andlise de dados que aparecem na termodindmica estocastica. As nocoes



Capitulo 2. Nocoes de Probabilidade e Estatistica 27

basicas de estatistica, que incluem conceitos como probabilidades, distribui¢oes
e momentos sdo fundamentais para entendermos a natureza dos sistemas
estocdsticos. Portanto, é importante termos uma compreensao solida das
nogoes basicas de estatistica para que possam aplici-las de forma eficaz nos

sistemas investigados nesta tese.



3

Métodos Estocasticos

Lidar com processos estocasticos, devido a natureza estatistica dos
sistemas, nao ¢ trivial. Além disso, a complexidade das equagdes que modelam
esses sistemas pode dificultar sua analise e interpretacdo. Dessa maneira,
compreender as principais dificuldades associadas aos processos estocdsticos
a fim de obter resultados precisos é fundamental. Neste capitulo veremos como

trabalhar com tais tipos de sistemas.

3.1
Processo estocastico

Seguindo as defini¢coes de variavel aleatoéria, podemos enxergar um pro-
cesso estocastico como uma generalizagdo. Uma variavel aleatéria, ndao evolui
no tempo. Enquanto um processo estocastico é uma sucessao de variaveis alea-
térias em um dado intervalo de tempo [52,67,68]. Para cada instante de tempo
de um conjunto de realiza¢bes de um processo estocastico, temos uma unica
variavel aleatoria.

De maneira mais formal, seja um espago probabilistico (€2,.4, P), um

processo estocéastico € uma funcao que leva do espago amostral a reta real,
z(w,t): Q - R, (3-1)

onde w € QeteDCR que é o dominio do processo estocastico.

Se w = wy estd fixo, temos uma realizagdo do processo estocastico,
z(wo, t). Enquanto se t = to é fixo, temos uma varidvel aleatéria z(w,ty).
Se ambos parametros estao fixos, temos apenas um nimero. A seguir veremos
como obter processos estocasticos através de leis fisicas, no caso estamos apenas

interessados em processos descritos pela equacgao de Langevin.

3.2
Equacao de Langevin

Nosso ponto de partida matematico, é a equacao de Langevin, que
descreve o movimento Browniano de uma particula que estd em contato com
um banho térmico [69]. Aqui vamos estudar os conceitos matematicos bésicos

por tras da equacao de Langevin. De maneira geral, a equagao de Langevin
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é [70]
mi(t) — F(x(t), t) = n(t) — yi(t), (3-2)

onde x(t) é a posicao da particula, F'(z,t) é uma forga que atua na particula,
que pode ter sua origem em um potencial, ou ser uma forca externa aplicada a
particula. Os dois termos do lado direito da Eq. (3-2), sao as forgas que tem sua
origem no banho térmico. O atrito —y, e o ruido (). De maior importancia
nesse capitulo é o ruido 7(t) que é o responsével pela estocasticidade da posigao
da particula. A origem microscépica do ruido vem das intimeras colisdes entre
as moléculas do fluido e a particula. Como estamos numa escala de tempo
diferente do tempo de colisdo das moléculas, apenas enxergamos um ruido. E
importante citar que existe uma deriva¢ao do ruido, via operadores de projecgao,
onde se considera as moléculas do fluido [71,72]. Essa quantidade n(t) nao é

exatamente uma fung¢ao, e vamos analisar suas propriedades.

3.2.1
Limite superamortecido

A equagao de Langevin acima Eq. (3-2) descreve o caso subamortecido,
no qual a inércia da particula estd presente. No entanto, em muitos sistemas
e na maioria dos trabalhos da literatura [3,35,36], prevalece o limite supera-
mortecido, no qual o nimero de Reynolds é baixo e o atrito domina [73]. Esse
limite é formalmente expresso como m/y — 0, mas comumente é ingenua-
mente tratado como m — 0. Apds tomar esse limite, a equacao de Langevin
se torna 1
(t) = S (F(x(t),t) +n(t)). (3-3)
Essa equacao é mais facil de trabalhar, uma vez que s6 temos uma tunica
derivada no tempo. As Egs. (3-2) e (3-3) sao equagoes diferenciais estocésticas.
Diferente das equagoes diferenciais ordinarias, aqui temos o ruido fornecendo

o carater estocastico.

3.2.2
Processo de Wiener

O ruido em questao, 7(t), ¢ chamado de ruido Gaussiano branco [67,74].
Ele que representa o processo de Wiener que vamos definir de maneira mais
rigorosa.

O processo de Wiener, W;, se associa com nosso ruido da seguinte forma

[ s)ds = o W), (3-4)

Queremos saber quais sdo as propriedades estatisticas de 7(t) através do
processo de Wiener, W (t). O problema todo é que n(¢) ndo é uma funcdo

do tempo, e sim uma distribuicao [4,55]. Porém, W, = W(t) pode ser tratado
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como uma func¢ao do tempo ¢, permitindo entao derivarmos as propriedades
do ruido.

Vamos ver as propriedades do processo de Wiener. Seu incremento tem
média nula, isto é

(W) =0, (3-5)

e portanto a média de n(t) também serd nula. Portanto (n(¢)) = 0. Isso significa
que o ruido nao tem nenhum viés. Fisicamente, nao ha nenhuma tendéncia
do banho em direcionar a particula; as colisbes nao levam a nenhum lugar
preferencial.

A préxima quantidade é a correlagao, que é dada por

(W,Wy) = min(t, t'), (3-6)

. . . _ AW,
podemos relacionar ingenuamente o ruido como 7(t) = /27T %3, de tal forma

que, se derivarmos a equagao acima, temos

aw,
<t Wt,> =H(({t-1t) (3-7)
dt
onde H(t) é a fungao de Heaviside. Se derivarmos novamente, teremos
AWy dWy \ ,
< 0 dr > =0(t—1t). (3-8)

Dessa forma, fica facil ver que a correlagao de n(t) vai ser

((En(t')) = 29T 8(t — '), (3-9)

Outra propriedade do processo de Wiener é que seu incremento, isto é

W; — W/ obedece uma distribuigdo Gaussiana

I A1/ 1) _
PO i) = o (). 0

A distribui¢ao acima também é a distribuicdo de probabilidade condicional,
P Wy, t|Wy, t']. E como n(t) se relaciona linearmente com W, o ruido acaba
sendo também Gaussiano.

Em resumo, a partir das propriedades do processo de Wiener, nosso ruido

Gaussiano branco, vai obedecer as seguinte leis estatisticas,

(n(t)) =0, (n(t)n(t") = 2vT6(t —t'). (3-11)

3.2.2.1
Ito vs Stratonovich

A prescricao de Stratonovich e de Ito sao duas maneiras diferentes de

se trabalhar com equagoes diferenciais estocasticas que surgem devido a uma
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liberdade de escolha na hora de definir integrais de processos estocasticos [42].
Essas prescrigoes diferem em se define o produto de um diferencial estocastico
e um diferencial ordinario.

Mas antes, é importante destacar a distingao entre ruido multiplicativo
e aditivo. Aqui estamos focando exclusivamente em ruidos aditivos, nos quais
nao ha nenhum produto entre alguma fungao do processo estocastico e o ruido,
ou seja, nao ha termos como ~ f(z(t))n(t). No caso do ruido multiplicativo,
essa multiplicacao esta presente, o que introduz complexidades adicionais na
analise dos problemas, e o papel da prescricao se torna crucial.

Ambas as prescrigoes tém suas vantagens e desvantagens, dependendo do
problema especifico que estd sendo considerado. Em geral, a prescrigao de Ito
é mais simples de usar e mais conveniente para simulagoes numeéricas, além de
ser matematicamente rigorosa enquanto a prescricao de Stratonovich é mais
facil e intuitiva de lidar em sistemas fisicos, em particular na termodinamica
estocastica [4]. Além disso, ha diferentes prescrigdes na literatura [75], porém
nos restringimos a discutir apenas essas duas.

Tudo comega pelo fato de que o ruido 7(¢) ndo é uma fungao do tempo,
mas sim depende do tempo em ordem v/dt. Isso ocorre porque dW? ~ dt,
conforme Eq. (3-6). Essa caracteristica introduz uma ambiguidade na hora de
calcular integrais de processos estocasticos.

Por exemplo, considere a integral [ f(s)dWj, que é uma integral de
Stieltjes. Existem duas abordagens para calculd-la: a prescricio de Ito e a

prescri¢ao de Stratonovich. A prescricao de Ito é dada por
f(s)[Ws+As - Ws] — f(S) ’ dWsa (3_12)

e a do tipo Stratonovich

f(s+ As/2)
2

Note que estamos usando dois simbolos diferentes para distinguir cada pres-

(Weins — Wi = f(s) © dWs. (3-13)

crigao. Os resultados vao variar de acordo com a prescrigao, por exemplo [4]

t
L WemWojodl = 75— =5
=t (W = Wy)*
S W) - dW, = oL
| —wa)-aw, 5

/s:t (W, — W0)2

(3-14)

Cada prescri¢ao tem sua vantagem e desvantagem. Por exemplo o célculo
do tipo Ito, tem a propriedade "nao-antecipante'na hora de calcular valores

esperados. Isto é, se estamos usando a prescri¢ao de Ito, temos que

(f(£)dWr) = (f(t))(dWy) = 0. (3-15)
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Essa é a propriedade nao-antecipante pois por definicao dW, esta associado
com o instante posterior a t, de tal forma que se descorrelaciona com a funcao
f(t) que estd definida no instante anterior t. Essa propriedade facilita no
calculo de valores esperados. E é usada para calculos numéricos. Porém, ja
o calculo do tipo Stratonovich, se mostra mais apropriado para lidar com
os problemas da termodinamica estocastica. E é a escolha natural feita na
literatura, pelos seguintes motivos: (1) O céalculo de Stratonovich, o elemento
f(&)n(t)dt tem resolugao temporal finita, o que condiz com nossa intuicao fisica,
(2) A termodindmica de processos estocasticos ficam com expressoes similares
aquelas encontradas em outras dreas da fisica. Por esses motivos, o calculo do

tipo Stratonovich acaba sendo a escolha na maioria dos trabalhos [4,76].

3.3
Simulacdao Numérica

Um dos métodos de resolver a equacao de Langevin, e obter a estatistica
das varidveis estocasticas é através da simulagdo numérica [46]. Aqui veremos
os algoritimos utilizados para simular os sistemas estocasticos lidados na tese.

O primeiro método, é o algoritimo de Euler-Maryuama [77]. Considere a

equacao de Langevin genérica
i = F(x) + oC(t), (3-16)

onde ¢ é uma constante, e ((t) é um ruido branco Gaussiano branco, que
satisfaz (((t)) = 0 e (C(t)¢(t")) = o(t —t'). O algoritimo consiste em fornecer

um valor inicial (0), fornecer a variavel aleatéria () e calcular o incremento

Az(0) = F(z(0)) + 0¢(0), (3-17)

de tal forma que, o proximo instante de tempo, h, vai ser dado por
z(h) = z(0) + Az(0). (3-18)

Fazendo isso de forma iterativa, podemos evoluir a equagao para qualquer ins-
tante de tempo. A ideia é repetir o processo varias vezes e armazenar os valores
de z(7), onde 7 é o tempo escolhido. Com isso, somos capazes de construir um
histograma e, consequentemente, uma distribuicao de probabilidade para os
valores de x(7). Esse procedimento pode ser aplicado a qualquer quantidade
estocdstica, seja calor, trabalho ou entropia, como veremos mais adiante.
Esse algoritmo consiste em uma discretizacdo de primeira ordem da
equacao estocéstica. Dependendo do problema, a precisao desse algoritmo pode
nao ser suficiente para obter um resultado adequado, dado que sua ordem de

convergéncia forte é 0.5.
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A convergéncia forte refere-se a taxa de convergéncia na média quadra-
tica. Isso significa que, em média, o erro entre a solugado numeérica e a solugao
verdadeira diminui com a raiz quadrada do tamanho do passo, h, a medida
que o tamanho de h tende a zero.

Caso seja necessario aumentar a precisao da trajetéria estocastica, sem
que isso acarrete longos tempos de simulagao, utilizamos um outro algoritmo
chamado de método de Runge-Kutta de quarta ordem [78,79]. Nesse método,
utilizamos amostras da funcdo extraidas de passos intermediarios, obtendo
assim uma maior precisdo. A versao estocastica desse algoritmo possui uma
ordem de convergéncia forte de 2.0.

Considere agora o incremento inicial como r, que seria o andlogo do
Ax(0). Dessa vez, calculamos trés novos incrementos 19,713,754 da seguinte

maneira

ri = F(z(0)) +a¢(0),

ry = F(x(0)4+r1/2) + 0((0),

rs = F(x(0) +12/2) + 0¢(0),
(x(0)

)
)+ 0¢(0), (3-19)

T

X O +T3/2

Ty =

com esses quatro incrementos, definimos o passo seguinte Ax(0) como

A(0) = 1 E 2 g 2ra 1) (3-20)

E agora, como anteriormente, fazemos z(h) = z(0) + Ax(0). A diferenca é

que o incremento Axz(0) é mais preciso devido as quantidades r;’s. Fazendo
isso, podemos repetir o processo intimeras vezes e salvar os diversos valores
de z(t) em diferentes instantes. Para cada instante, teremos um conjunto de
valores que formam um histograma e, consequentemente, uma aproximacao da
distribui¢ao de probabilidade da quantidade z(t) com ¢ fixo.

Em certos casos, o método de Runge-Kutta ¢ mais adequado, especial-
mente quando se trata de calcular funcionais termodinamicos, onde é necessa-
rio obter uma precisao maior. Isso é especialmente importante no calculo de
momentos de ordem alta, como a skewness e a curtose. Na pratica, utilizamos
essas simulagoes para validar nossos calculos analiticos ou mesmo numéricos.
No apéndice A fornecemos um dos codigos utilizados para se obter os resulta-

dos da presente tese.
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3.4
Equacao de Fokker-Planck

Além da Langevin, outro método para estudar processos estocasticos e
obter distribuigoes de probabilidade é a equacio de Fokker-Planck. A equacao
de Fokker-Planck é uma equagao diferencial parcial que descreve a evolugao
da distribui¢do P(z,t) de um processo estocastico z(t) sujeito a um ruido
Gaussiano branco [45]'.

Para se obter a Fokker-Planck podemos ter como ponto de partida a

equagao de Langevin Eq. (3-3) superamortecida, que pode ser escrita como

Ja 1 A
z(t+ At) — z(t) = Az = (x’t>At + —/ n(t"dt'. (3-21)
v v i

Como adianto, podemos ja calcular as médias, até ordem At

(Az) = <F(‘T’t)>At, (3-22)

5
(Az)?) = 23At+O(At2). (3-23)

Para construir a Fokker-Planck, vamos comecgar com a distribuicao de

probabilidade condicional P(z,t + At|xg,t), que é definida como
P(x,t 4+ At|xg, t) = ((§ (x — z(t + At))) . (3-24)
Aqui vamos expandir em série de Taylor o delta, ao redor do ponto zg, isto é

d(x—a(t+ At)) = d(z — x0) + Axicé(x —xo) + (Ax)Qaa;é(x — ). (3-25)

Note que, agora Az = x(t + At) — xg, e portanto, na média temos

(0 (x —z(t+ At))) = d(x — zo) +

F(z,t) . O o O
S At axé(x — xo) + 5 At axzd(a: — Ip). (3-26)

Agora para obter uma equagao para P(x,t), note que
P(x,t + At) = /dIOP(Jc, t+ At|zo, )P(x0, 1), (3-27)

usando as Eqs. (3-25) e (3-24), e aplicando a integracdo nos deltas, ficamos

TA equacdo de Fokker-Planck apenas serve para descrever distribuicées que dependam
de um ruido Gaussiano branco, para ruidos mais gerais outros métodos sao utilizados.
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com

Pla,t+ At = Pa,t) — At 2 (F(x’t)P(a:,t)>

ox v
2T 02
At——P : -2
+ tfy 97 (z,t) (3-28)

Tomando o limite At — 0 obtemos a equagao de Fokker-Planck

G, 0 (F(x,t) 2T 0?
Ep(x,t) = ( = P(x,t)) + T@P(x,t)- (3-29)

Na derivacao, apenas lidamos com o caso superamortecido, porém, ressaltamos
que a equacao pode ser generalizada para o caso subamortecido, porém a
distribuicao em questao se torna a distribuicdo de probabilidade conjunta
P(z,v,t). Ao resolver esta equagao diferencial parcial obtemos a distribui¢ao de
probabilidade para z. A seguir veremos outro método de calcular a distribuicao,

o de integral de caminho.

3.5
Integral de Caminho

A distribuicao de probabilidade condicional de uma trajetoria estocéstica
pode ser escrita em termos de integral de caminho. Essa é a esséncia do método
de integral de caminho para processos estocasticos. Aqui vamos fornecer uma
construcao heuristica da distribuicao de probabilidade condicional como uma
soma sobre todas as possiveis trajetorias.

As trajetérias da equacao de Langevin sao estocasticas devido ao ruido
branco n(t). Ele que fornece o carédter aleatério do movimento da particula. E
portanto, é a partir dele que podemos construir o formalismo de integral de
caminho. Com isso, matematicamente, esse ruido é um processo de Wiener [74].
Esse processo contempla trajetérias continuas mas nao-diferenciaveis. Isso nos
permite definir uma medida no espago de probabilidade [44] para o nosso

sistema.

3.5.1
Construcao

Vamos seguir um caminho simples para construir. Partimos do fato de
que o ruido branco é Gaussiano, devido as propriedade do processo de Wiener,
e sabendo sua correlagao, sabemos que a distribuicao de probabilidade para

um intervalo ¢ € [0, 7] serd

T

0] = eso (- o [ atorar), (330
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ja que
() = [ Do () exp <—471T X n<t>2dt) = 2T5(t—t), (3-31)

onde a medida de Wiener é dada por

N .
Dn = lim H dn:

N=oo i (4myTdt)™? 32

onde n; = n(t;) que pode ser entendido como a discretizagao do tempo, t;, do
processo. Note que a normaliza¢ao de p[n(t)] estd embutida na definigdo da
medida. Dessa maneira estamos somando sobre todos os caminhos possiveis
durante o intervalo de tempo t € [0, 7].

A distribuigao p[n(t)] pode ser vista como a distribui¢ao de probabilidade
conjunta de todos os valores de n(t) no intervalo de tempo ¢ € [0,7]. Para
entendermos como ela surge, podemos discretizar o intervalo [0,7] em N
segmentos de tamanho igual, o que resulta em pontos espacados em intervalos

de e = 7/N. Com isso, podemos escrever p[n(t)] = p(ni,na,...), onde cada n;

1
4~Te

10), lembrando que n(t)dt ~ dW. Ainda, valores em diferentes instantes sao

segue uma distribuigao gaussiana p(n;) ~ exp (— (em)Q) conforme a Eq. (3-
variaveis aleatérias independentes, de tal forma que a distribuicao conjunta é

o produto das distribui¢oes individuais, isso fornece

1 N
(M1, M2, ... ) = exp (_MT;”’%)’

de tal forma que no limite do tempo continuo, ¢ =+ 0 e N — oo obtemos a
distribuicao na Eq. (3-30). Uma derivacdo mais rigorosa pode ser encontrar
em [44].

Para construir a distribuicao de probabilidade condicional da posicao e
velocidade, basta reconhecer o ruido n como um funcional da trajetoria, ou seja,
n(t) — nlx(t)], onde a dependéncia em x(t) é dada pela Eq. de Langevin (3-2).
Assim, a distribui¢ao de probabilidade da trajetéria x(t) serd a transformagao

da distribuicao de probabilidade de 7. Isto é

pla(0]) = sl er (40 (3-89

Isso fornecera a distribuicao de probabilidade condicional, uma vez que estamos

tomando a medida de Wiener para o intervalo ¢ € [0, 7], onde z(7) = x, e
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z(0) = xo, tal que

P[U‘ra Tr, 7—|/007 Zo, O] =
an(t)

= /Dx det (5517(0)> exp [—47171 OT (mi +~yi — F(x,t)dr|,  (3-34)

2

onde usamos a Eq. (3-2) para definir a “acio estocdstica”, isto &, ~ n[z(t)]?,

tal que [40,80] r
Ala(®)] = [ (mi +5i = F(a, 1)) d. (3-35)
A medida de Wiener é aplicad(z]x a distribuicao de probabilidade do processo
estocdstico e integra todas as possiveis trajetorias estocéasticas entre x, e xg.
Como resultado, obtemos a distribuicao de probabilidade condicional para
a varidvel aleatéria z,. E comum na literatura escrever as condicdes de
contorno da evolucao estocastica, z(7) = x, e x(0) = z(, como argumento
em [Dzx. No entanto, para simplificar a notagdo, vamos omitir esse detalhe
aqui, subentendendo as condi¢oes de contorno na integral de caminho.

Para avancar, precisamos lidar com o termo jacobiano det (fg((f'))> que

aparece devido ao transformacao de variaveis. Este termo é um pouco compli-

cado e muda de acordo com a prescri¢ao do processo estocastico.

3.5.1.1
O termo Jacobiano

A primeira coisa que se pode ver é que o Jacobiano é um determinante

de um operador diferencial definido pela Eq. de Langevin. (3-2). Temos

onde chamamos A o operador diferencial e F' = 0,F. O determinante de um
operador pode ser reescrito como uma integral de caminho sobre variaveis de

Grassmann [81], isto é
det A = / DEDE el HEOAWED, (3-37)

As varidveis de Grassmann sao quantidades anticomutativas [82], e a integral
de caminho pode ser vista como uma representacao simbolica do determinante.
Aqui, vamos apenas usar tais quantidades, sem maiores explica¢des. Para uma
revisao mais detalhada das propriedades do determinante e sua relagao com
variaveis de Grassmann, sugerimos o apéndice em [81].

A integral de caminho na Eq. (3-37) pode ser resolvida seguindo os passos

em [81]. Primeiro decompomos o operador na forma

20 termo em questdo ndo é uma acdo propriamente dita, que é um conceito bem definido
na fisica. No entanto, é similar e desempenha um papel semelhante.
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A=a— F'(z,t), (3-38)
onde

N d? n d

M T T

Essa decomposi¢ao nos permite reescrever a integral de caminho de Grassmann
Eq. (3-37) como

det A = / DEDE exp ( / AE(1)ac() )(1— / FE()E(t)dt + ) (3-39)

onde expandimos o termo exponencial com a dependéncia em F’. Para simpli-
ficar a apresentacdao, vamos apenas até a primeira ordem. E facil verificar que

a equacao acima fornecera
det A = deta (1 — [ Femed+ . ) (3-40)
onde a média sobre as variaveis de Grassmann sao dadas pela férmula

(€@)e)) =

onde G(t) é a fungdo de Green do operador a [82,83]. A solucao para a fungao

CE()E(t)e] WDED = Gt —t) = G(0).  (3-41)

de Green retardada pode ser resolvida diretamente da equacao diferencial
a(t)G(t) = 4(t). O resultado é

G(t) = H(t) (1 - e "), (3-42)

onde H(t) é a funcdo de Heaviside. Em ¢ = 0 o resultado acima da G(0) = 0.
Observe que o desaparecimento da fun¢do de Green em ¢t = 0 independe da

convengao usada em H(0). Assim, substituindo na Eq. (3-39) o determinante
de A fica

det A — deta (1 _ G(O)/F’dt+...> — (deta) e OO [F@

d? d /

—  det + GO [ Frdt, 3-43

( dt? ’ydt> (3-43)

Uma derivacdo mais rigorosa exigiria o calculo de termos de ordem superior
na expansao sobre F’, porém o resultado serd o mesmo.

Ainda precisamos resolver o determinante do operador acima. Para isso

reescrevemos o determinante como [84]

d? d d? d
det ( p7es —f-vdt) exp (Tr log (mdtQ +7dt>> , (3-44)

onde Tr é o traco. Aqui vamos resolver este determinante seguindo os passos

do livro de Kleinert [84]. Comegamos decompondo o operador para poder usar
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a formula do traco acima, isto é

2 d d i~
det (moe + 72 ) = det | vm= | det | Vm— + —
e <mdt2+'ydt> e (mdt> e (mdﬁﬁ)

— exp (Tr log (mi) + Trlog <\/ﬁjt - JE))

= exp (t/ ;l:i {log(—i\/ﬁk) + log(—iv/mk + ’y/\/ﬁ)D . (3-45)

A integral em log é divergente, porém pode ser resolvida por regularizacao

analitica. Primeiro, reescrevemos a soma dos logs como

log(—iv/mk) + log(—iv/mk + v/v/m) = log k + log(k + iy /m), (3-46)

e observe que a integral do segundo termo, tem solucao, conforme [84], temos
dk Y gl
1o (k+i—z’>:, 347
/ 27 & m ¢ 2m ( )
onde ¢ é uma prescricao de regularizacao, que nos permite integrar na regiao
inferior do plano complexo [84]. Pode-se notar que usando a férmula acima,
temos para v =0

/ dklog(k) = 0,

e portanto, podemos inferir que o resultado do determinante sera

det (m L 44 L) 2 o (3-48)
€ mdtQ th =€ . -

Dessa forma, a distribuicao de probabilidade condicional sera

T

Plv., x,, T|vg, xg, 0] = ezm™ /D:L' exp [— (m& 4+ v& — F(x,t))2 dt| .

1
4vT" Jo
(3-49)

N

A primeira vista, toda a derivacdo do termo Jacobiano parece irrelevante.
Como ele fornece apenas um termo constante que pode ser removido da
integral de caminho, esse termo pode ser absorvido em uma constante de
normalizagao. Como P[v,,x,, T|vg, Zo, 0] é uma distribuicao de probabilidade,

ela deve satisfazer
/P[UT,xT,T|vo,x0,O}dedvT =1 (3-50)

De forma mais geral, essa regra nos permite ignorar qualquer termo multiplica-
tivo na distribuicao. Uma vez que esses termos podem ser fixados no final pela
condicao de normalizagao. Porém, veremos que para o caso superamortecido, a

derivacao feita aqui nos ajuda e portanto é importante para obter as proximas
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expressoes.

3.56.1.2
Caso superamortecido e prescricao

Como dito anteriormente, o limite superamortecido é quando a constante
de atrito tem um valor muito maior que a inércia da particula, ou seja,
m/y << 1. Se tomarmos o limite m/y — 0 para o determinante de a, a

acao Alz(t)], e a fungdo de Green G(0), teremos

. . d
7711/1Wrr_1>0 det a = det (th> : (3-51)
lim Ae(t)] = / " (i = F(z, 1) d, (3-52)
m/y—0 0
lim G(t) = H(t). (3-53)
m/y—0

Entao, podemos ver que G(0) = H(0). Agora, o valor da fungdo de Heaviside
em zero precisa ser definido. Aqui escolhemos H(0) = %, que corresponde a
prescrigao de Stratonovich do célculo estocéstico [55] e é a escolha correta para
a termodindmica estocéstica [76], uma vez que leva a resultados fisicamente
consistentes.

Agora o determinante de a é apenas 1, pois usando a formula anterior,
Eq. (3-47), temos

det <§;> = exp (t/ ;li log(—ik)> =¥ =1, (3-54)

onde v pode ser absorvido na medida. A fun¢do de Green fornecerd um novo
fator exponencial na Eq. (3-43). Levando em conta essas simplificagoes teremos

para a distribuicao de probabilidade condicional superamortecida:

Plxy, t|xg, 0] =

:/Dxexp l—MlT 0 (yi:—F(a:,t))th—;/OTF’(x,t)dt]. (3-55)

Neste ponto, nao podemos ignorar o termo que vem do jacobiano, pois este
fornece uma nova contribuicao para a integral de caminho, conforme mostra
a equacao acima. Para varios casos, esse termo extra pode ser absorvido na
normalizagao. Porém, como exemplo, na secao 6.2 temos a situacao onde tal
termo tem de ser tratado devido a natureza nao linear da forga, que aparece
em um sistema de potencial logaritmico (veja o apéndice B.4).

Ao lidar com processos estocasticos, observamos algumas diferencas em
relagao as variaveis aleatérias convencionais. Por exemplo, a distribuicao

de probabilidade para a posicdo é exponencialmente dependente da acao
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estocastica, ja que p[z(t)] = exp (—A[x]/(4~T)), e contém informagodes sobre as
trajetérias x(t), através de integral no intervalo de tempo t € [0, 7]. Enquanto
a distribuicao de uma variavel aleatéria, como z,, fornece apenas informagoes
probabilisticas sobre um ponto especifico e depende de uma fungao da variavel
aleatoria, e nao de um funcional de um processo estocastico. Vale ressaltar que
processo estocastico é uma generalizacao do conceito de variavel aleatéria.

Ja as integrais de caminho nas Eqs. (3-49) e (3-55) sao medidas de Wiener
aplicadas a essas distribuicoes de probabilidade estocasticas e resultam na
distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatéria, no caso, a distribuicao
condicional de z,. Por outro lado, na secao 2.2.2, usamos a medida de Lebesgue
sobre distribuigoes de variaveis aleatorias, fornecendo a probabilidade de um
evento ocorrer, como a probabilidade de x, > 0, por exemplo. Assim, enquanto
a medida de Wiener fornece a distribuicdo de uma varidvel aleatéria para
processos estocasticos, a medida de Lebesgue fornece a probabilidade de um
evento ocorrer para variaveis aleatorias. Além disso, é importante observar que
a normalizacao da distribuicdo de um processo estocastico esta incorporada
na definigdo de Dz (veja Eq. (3-32)), uma vez que [, Daplz(t)] = 1 quando

tomamos a medida sobre todo o espago amostral das trajetorias [44].

3.5.1.3
Calculando distribuicao de funcionais estocasticos

Na termodinamica estocastica, quantidades termodindmicas como tra-
balho, calor e entropia sao funcionais da trajetéria da particula. E portanto,
afim de caracterizar um sistema, é importante entender como essas grandezas
termodinamicas se comportam estatisticamente.

O comportamento estatistico pode ser caracterizado pela distribuicao de
probabilidade desses funcionais ou pela fungao caracteristica [10]. Vamos entao
mostrar como calcular a distribuigao de probabilidade destes funcionais usando
integral de caminho.

Considere um funcional genérico da trajetéria estocastica, F[x(t)]. Que-
remos a distribuicao deste funcional. O que sabemos com toda certeza é que a
distribuicao de probabilidade condicional dos valores possiveis de F' dado que

sao iguais ao funcional F[z(t)] é dada por
P|F|F = Flz(t)]] = 6(F — Flz(1)), (3-56)

representando um comportamento estatistico deterministico: dado F', F' é

igual a F[z(t)] sempre. Agora, para encontrar a distribuigdo P(F') precisamos
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integrar sobre toda a dependéncia de z(t) que o funcional prové, ou seja

P(F) = (6(F = Flz(t)]))
= /dvtdxt/dxodvoPo(vo,xo)/Dxe_‘l%TA[x(m(S(F — Flx]). (3-57)

A equacao acima pode ser considerada apenas uma versao mais complicada
da propriedade P[A] = Y5 P[A|B]P[B] [55]. E mais complicado devido
a necessidade de integrar sobre todos os pontos da trajetéria no intervalo
t € [0, 7], incluindo os pontos de fronteira vg, v,, zg, T,

Para o caso superamortecido, nao ha necessidade de integrar sobre as
variaveis vg, v, ja que a equacao diferencial estocastica é de ordem inferior.
Entao temos

lim P(F) = / dz, / diro Py (o) / Dz e mTALOlS(F _ Flz]).  (3-58)

m/y—0

Em ambos os casos, superamortecido e subamortecido, temos uma inte-
gral de caminho que se assemelha a integral de caminho da distribui¢do de
probabilidade condicional Eq. (3-49). O que muda é que agora temos uma res-
tricao imposta pelo Delta de Dirac que tem de ser levada em conta. Em alguns
casos, essa restricio mudard drasticamente a integral de caminho, enquanto
em outros podemos apenas remover da integral de caminho.

A forma que a delta afeta a integral de caminho pode ser vista de maneira
mais simples escrevendo sua definicdo por transformada de Fourier. Isto é,

olhando apenas a integral de caminho na Eq. (3-58) temos
1 d\ . 1 )
/Dx e mTALOlS(F — Fla]) = /%e”\F/Da: ¢ mTALOIZAFRO] (3 59)

Dessa maneira, temos uma nova “agao”,

1
———Alz(t)] — iINF[z(t)],
L AlO] APl ()
deslocada por —iAF[z]. Esse termo pode ser tratado da mesma maneira, uma
vez que a integral em Fx] estd no mesmo intervalo da integral da acao,
t € [0, 7]. Olhando a integral em A vemos que temos a transformada de Fourier
da distribuigao, que como ja vimos (capitulo 2) é a funcao caracteristica. Ou

seja, temos a funcao caracteristica do funcional dada por
Z(\) = / dz, / diro Py (o) / Dy ¢~ AT AROI-AFl=()] (3-60)

Essa integral de caminho ¢ bem mais direta que a integral de caminho em
termos da delta. Com a funcao caracteristica, podemos calcular todos os

momentos do funcional termodinamico. E importante notar que o mesmo
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argumento serve para definir a funcao caracteristica de funcionais no caso
subamortecido. Mesmo assim, em alguns casos, F'[x] pode depender apenas das
condicoes iniciais e finais. Nessas situagoes, a integral de caminho é feita com
a acao original, e a dependéncia das posigoes e velocidades € integrada apenas
nas integrais ordinérias. Todos os casos estudados no capitulo 6 satisfazem essa

condicao.



4
Termodinamica Estocastica

A Termodindmica Estocastica surge da necessidade de compreender as
trocas de energia que ocorrem em sistemas estocasticos, como é o caso do
sistema estocastico da particula Browniana. Atualmente, existem numerosos
experimentos [3] envolvendo esse tipo de sistemas, incluindo a realizagdo de
maquinas térmicas em nivel estocastico, que funcionam de maneira analoga as
maquinas da termodindmica cléssica [7,85].

De forma geral, a termodindmica estuda as trocas de energia entre
sistemas fisicos. Portanto, para explicar e compreender esses experimentos
e sistemas, ¢ necessario uma teoria termodinamica que seja consistente com
as caracteristicas estocasticas desses sistemas. Assim surge a termodindmica
estocastica.

Como vamos abordar conceitos da fisica, é importante destacar que, a
partir deste ponto, adotaremos a convencao de que kg = 1 ao longo de toda a

tese.

4.1
Limites e Escopo da termodinamica estocastica

Antes de adentrar nos conceitos da teoria, é essencial ressaltar os limites
e 0 escopo da termodindmica estocdastica, bem como suas diferencas em relagao
a mecanica estatistica e a termodinamica de equilibrio, e como ela se conecta
com as outras areas.

A termodindmica classica é aplicavel a sistemas macroscopicos, onde nao
ha flutuagoes significativas. Essa teoria foi desenvolvida para compreender as
maquinas térmicas durante a revolucao industrial. Por outro lado, a mecanica
estatistica considera um namero infinito de graus de liberdade por meio
do conceito de ensemble, permitindo, através do teorema do limite central,
descrever a termodinamica desses sistemas.

A termodindmica estocastica, por sua vez, é relevante em situacoes
em que temos apenas alguns graus de liberdade e o estado do sistema
varia consideravelmente. Entretanto, sempre é considerada uma triade de
componentes: o sistema (objeto de estudo), o banho (onde ocorre a troca

de calor) e um sistema externo (onde se aplica ou extrai trabalho). As
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quantidades termodindmicas nesse dominio flutuam estocasticamente, mas
suas médias estatisticas recuperam as quantidades da termodinamica classica.
Diferentemente da mecanica estatistica, na termodinadmica estocastica nao
temos um ensemble do sistema; muitas vezes, lidamos apenas com uma tnica
particula, sendo o ensemble aplicado as possiveis trajetorias dessa particula,

que descrevem seu estado.

4.2
Quantidades Termodinamicas

As quantidades termodindmicas sdo grandezas fisicas que descrevem o
comportamento relacionado a troca de energia nos sistemas e sao utilizadas
para caracterizar e prever o comportamento desses sistemas. Cada quantidade
termodindmica possui um significado especifico e pode ser definida em termos
de outras quantidades termodindmicas, tais como calor, trabalho e entropia.

Neste contexto, iremos adotar a abordagem apresentada no livro de
Sekimoto sobre energética estocdstica [4], e o artigo de revisao feito por Seifert

em [10], para definir as quantidades de calor, trabalho e entropia.

4.2.1
Calor

Vamos primeiro definir o calor, seguindo [4, 86]. O calor é a energia
trocada entre o banho térmico e a particula. Entdo, em certo sentido, sua
definicao matematica é semelhante a definicao do trabalho na mecanica classica
[87]: forga vezes deslocamento. No entanto, aqui, temos as forgas do banho
(ruido e atrito), isto é F, = n — v&. Em outras palavras, o calor total trocado
em uma trajetoria estocastica sera

Qe®)] = [(t) ~yiydr =T (02— of) = [ Flatyiar.  (a1)

onde vy = #(0), e v, = &(7), sdo as velocidades no inio e no final da trajetoria.
E usamos a Eq. de Langevin (3-2) na segunda igualdade da formula acima. O
primeiro termo do lado direito da Eq. (4-1) é a energia cinética da particula. As
relacoes energéticas entre o banho térmico e a particula sao diretas: quando o
ruido domina sobre o atrito temos ) > 0, e a particula estd ganhando energia
do banho térmico. Enquanto para ) < 0, o termo de friccao domina, e a
particula esta perdendo energia para o banho térmico.

A energia cinética que aparece na Eq. (4-1) é ponto de discussdo em
alguns trabalhos, uma vez que no limite superamortecido, muitas vezes ela
é ignorada na formula do calor. Discutiremos esse problema nos préximos

capitulos. Além disso, outros termos de energia dependerao da forma de F'(x, t).
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Usar essa formula ingenuamente, pode levar a erros se estivermos no
caso superamortecido. Veremos no decorrer da tese como evitar esses erros ou

corrigi-los conforme necessidade.

4.2.2
Trabalho

Vamos agora decompor F(z,t) de forma que nos permita fazer uma
distingao explicita entre uma contribui¢do ndo conservativa ¢,.(z,t) e uma
contribui¢do conservativa provinda da energia potencial interna —d,V (z,t),
isto é [76]

F(z,t) = =0,V (x,t) + dpe(x, t). (4-2)
Curiosamente, as fungoes ¢,. e 0,V podem ter a mesma forma funcional. O
que as distingue é a interpretagao fisica escolhida para sua origem [76, 88].
Por exemplo, considere uma for¢a F(x) = C, onde C' é uma constante.
Essa forga pode ser originada de um potencial interno V(z) = —Cz ou ser
proveniente de um sistema externo que nao contribui para a energia interna do
sistema, ¢,.(z,t) = C'. Um exemplo de potencial interno é a forga gravitacional
terrestre, em que o potencial associado é V(z) = —mgz. No entanto, é
importante observar que a particula deve estar restrita a regiao x € [0, 00|
para que se tenha uma distribuicao de equilibrio para a posicao.

Com a decomposigdo acima, reescrevemos a integral em F(x,t), que
aparece em Eq. (4-1), como

- /0 " Fe, Oadt = AV — /0 ’ (CW + <z>nc(a:,t)g;~> dt (4-3)

onde x, = (1) e g = x(0). Reconhecemos o termo dentro da integral
como o trabalho termodindmico realizado na particula devido ao protocolo (a
dependéncia explicita do tempo no potencial e na interagao externa). Note que,
diferente da contribuicao da interagao externa, o primeiro termo na integral
vem de variarmos algum parametro do potencial interno. Seguindo, temos a
definigao do trabalho [4, 10, 76]

Wiz(t)] = /OT (avéf’t) + Pne(z, t):t) dt. (4-4)

4.2.3
Entropia

A entropia mede a falta de informacgao que temos em um sistema. Como
ja vimos, a posicao da particula é uma variavel estocastica, e consequentemente

tem uma distribuicao de probabilidade associada. Essa distribuicao de proba-
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bilidade contém informacoes sobre o sistema, que pode ser usada para estender
a noc¢ao de entropia. Vejamos como essa quantidade surge na Termodinadmica
Estocéstica.

Relembramos que na termodinamica classica temos duas contribuicoes

para a entropia, a entropia de informagao de Shannon [89]

Hs =~ [ ple) np(a)dz, (4-5)
onde p(x) é uma distribui¢do de probabilidade, e a entropia de Clausius [90]
d
Ho = 76;2 (4-6)

E importante destacar que na termodinamica cldssica, temos a entropia de
Gibbs [66] que estd relacionada com a contagem dos microestados de um
sistema estatistico. No entanto, a entropia de Shannon surge como uma
interpretacao adicional, e ambas quantidades estdo interligadas. A conexao
entre a termodinamica estocastica e a entropia de Shannon é estabelecida de
forma natural por meio do viés de informacao proposto por Shannon.

Na termodinamica estocdastica, introduzimos um analogo para essas
entropias em termos de trajetérias [91]. Primeiramente, definimos a entropia
estocastica como

slz(t)] = —Inp(z). (4-7)
A entropia estocastica é uma medida que leva em consideracao as flutuacoes
probabilisticas de um sistema, sendo andloga a entropia de Shannon. Uma
vez que a média da entropia estocastica corresponde a entropia de Shannon,
ie. (s[z(t)]) = Hs. Essa medida é especialmente relevante em sistemas
estocdsticos, nos quais as flutuagoes desempenham um papel significativo.
Trata-se da informacdo contida nas trajetorias. A relevancia fisica dessa
quantidade reside no fato de termos uma distribui¢do para a posi¢do (uma
quantidade fisica) da particula Browniana.

Uma forma proposta na literatura para interpretar a entropia estocastica
¢ defini-la como uma medida da surpresa de se obter um resultado [92]. Se
tivermos p(z) = 1, ou seja, o evento = sempre ocorre, entao s[z(t)] = 0
e, portanto, ndo hd nenhuma surpresa. Por outro lado, se p(z) = 0, temos
certeza de que o evento ¢ impossivel de ocorrer, e entao s[z(t)] — oo. Em
outras palavras, ficamos infinitamente surpresos se obtivermos esse resultado.

Note que, a entropia estocastica é definida em termos da distribuicao de
probabilidade dos estados do sistema e é uma quantidade flutuante, uma vez
que depende dos valores de z.

J& a producao de entropia no meio é o analogo da entropia de Clausius.

Ela representa a quantidade de entropia gerada no ambiente ou no sistema ao
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longo de um processo termodinamico, dada por

dQ x
Sla(n)] = [ 22 = @, (48
onde aqui estamos assumindo que a temperatura é constante, e o calor é o
dado pela Eq. (4-1). A entropia acima é chamada de producao de entropia no
meio, sua origem vem da energia trocada entre a particula e o banho térmico.
Portanto, vemos que o calor dissipado no banho térmico devido a difusao da
particula aumenta a entropia [91]. Com essas definigdes, temos a variagao total

de entropia
o ASu = Asfa(t)] + Sla(0)]. (49

4.3
Leis da Termodinamica estocastica

Ao contrario das leis da termodindmica classica, na termodindmica
estocdstica, temos quantidades fora do equilibrio, o que leva a formulacao de
leis fisicas para essas grandezas. No entanto, essas leis estao conectadas com a
termodindmica macroscépica (classica) por meio de seus valores médios.

As leis da termodindmica estocédstica servem para descrever e prever
o comportamento energético de sistemas estocéasticos. Elas sdo importantes
porque nos fornecem um conjunto de principios fundamentais que governam a

transferéncia de energia e as transformagoes de energia nesses sistemas [4,6].

4.3.1
Primeira Lei

Combinando a Eq. (6-54) e (4-4), podemos derivar a primeira lei da

termodinamica estocéstica, ou seja
AU = Wz(t)] + Q[z(t)], (4-10)

onde AU é a energia interna do sistema, explicitamente

AU = %(vf—v%) +AV.
Observe que a Primeira Lei decorre das defini¢oes de calor e trabalho na es-
cala da particula. Adicionalmente, essas grandezas termodinamicas sao fun-
cionais da posicao da particula z(t), que é uma variavel estocédstica. Entao,
¢ importante mencionar que todos esses funcionais precisam ser definidos na
prescrigao de processos estocasticos de Stratonovich [76] para se ter uma teoria
termodinamica adequada (como vimos, a prescrigdo de Stratonovich é a que
fornece resultados fisicos). Além disso, devido a dependéncia funcional (veja

segdo 3.5.1.3), essas grandezas termodindmicas sdo estocdsticas e, portanto,
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também possuem um comportamento estatistico. E mesmo sendo quantidade

aleatorias, a Primeira Lei ¢ uma relagao exata.

4.3.2
Segunda Lei e Teorema de Flutuacao

Uma importante descoberta da Termodinamica Estocéstica ¢ existéncia
dos Teoremas de Flutuacao (FT). FTs sao, a grosso modo, simplesmente
restri¢oes entre distribuigoes de funcionais termodindmicos [91, 93, 94]. No
entanto, essas restrigdes podem fornecer uma nova formulagao para a Segunda
Lei da Termodindmica a nivel estocastico [95]. Aqui vamos deriva-las usando
apenas a entropia.

Seja plx,,t|zo, 0] a distribui¢do de probabilidade condicional de z, dado
xo. Note que, nao precisaremos saber a forma dessa distribuicdo. O que é
importante saber é que podemos escrever a producao de entropia Eq (4-8) em
termos desta distribuigao

4-11
pT[x0a0|xT7T] ( )

Sle(t) = In (Wﬂm@]>

onde assumimos uma distribuigao reversa, p'[zg, 0|z, 7], que é a distribuigao
de probabilidade condicional para a trajetéria reversa entre x, e xg, ou seja
T — _
(1) =x(1 —1).
Para derivar o F'T, notamos que a entropia total se relaciona com as

distribui¢oes na forma

P[0, 0|2, 7]p(2,) = plw,, 7|70, 0]p(20) €5, (4-12)

onde a equacao acima vem da definigdo da entropia estocastica Eq. (4-7) e da
producao de entropia em termos da distribuigdo Eq. (4-11). Se integrarmos

sobre xg e x, encontramos
(e™ 5oty = /dlL‘le’op[[ET7T|ZL‘0,0]p($0)6_st°t =1 (4-13)

Para encontrar a Eq. (4-13) usamos apenas a restrigao Eq. (4-12) e a condigao
de normalizacao, ou seja, [ p(z)dr = 1.
A relacgao
(75t =1

¢ uma FT integral. Na literatura existe um ntimero notavel de FTs, para
diferentes configuragoes e defini¢oes [96-101]. Além disso, a desigualdade de
Jensen [93], fornece para a Eq (4-13)

(Stot) >0, (4-14)
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que é a Segunda Lei da Termodindmica. Observe agora que a Segunda Lei
é uma consequéncia do FT. Assim, o FT pode ser considerado como uma
generalizagdo da Segunda Lei [95], pois é uma equagao exata e de onde podemos
derivar a segunda lei em sua forma candnica. Além disso, o FT nos da mais
informagoes sobre o sistema, uma vez que lida com as distribuicoes.

A importancia do FT pode ficar mais clara para um caso particular: Se
tivermos a distribuicao inicial e final em distribuigao de equilibrio termalizada,

a entropia total pode ser reescrita como Sy, = (W — AF)/T , que fornece

onde AF é a energia livre de equilibrio e a média do lado esquerdo é dada pela
distribuigao do trabalho, P(WW') que é uma distribuigdo nao-estaciondria e logo
de nao-equilibrio. A equagao acima é conhecida na literatura como a igualdade
de Jarzynski [93]. Outra forma de visualizar a igualdade de Jarzynski é através
da fungao caracteristica do trabalho. Note que a Eq. (4-15) pode ser também
enunciada por Z(A =i/T) = 1.

E importante mencionar que a igualdade de Jarzynski néo depende do
sistema estar no equilibrio no final do processo, a igualdade também ¢ valida
para casos onde o sistema nao se equilibra, porém aqui usamos o equilibrio
caso para facilitar a derivacao. No geral, a maioria dos sistemas vao estar fora
do equilibrio ao fim do processo.

A igualdade de Jarzynski é um dos primeiros FTs derivados e pode ser
considerado como uma equagao que deu um pontapé inicial no campo da ter-
modindmica estocastica. A importancia da igualdade de Jarzynski é que ela
conecta a fisica de nao-equilibrio (lado esquerdo da Eq. (4-15)) com a fisica
de equilibrio (lado direito da Eq. (4-15)). Essa conexao abre possibilidades
para obter informacoes de equilibrio de sistemas fora do equilibrio. Experi-
mentalmente, existem sistemas onde s6 conseguimos medir o trabalho fora
do equilibrio, assim, com a igualdade de Jarzynski pode-se usar os dados do
trabalho fora do equilibrio para inferir a energia livre de equilibrio [12,102].
Adicionalmente, um FT notével relacionado com a igualdade de Jarzynski, é
o teorema de Crooks [103]. O teorema nos informa que

P(W) W — AF
o =) .

onde P(—W) é o trabalho feito revertendo a evolugao dos pardmetros. Esse é
um FT detalhada, em contrapartida a igualdade de Jarzynski que chamamos
de FT integral. A partir do teorema de Crooks, a igualdade de Jarzysnki
pode ser facilmente derivada usando a condi¢do de normalizacao. Porém a

derivacao inversa nao é satisfeita, uma vez que a igualdade de Jarzynski tem
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uma aplicabilidade muito maior [10]. Existem diferentes tipos de FTs [10], e
encontraremos alguns deles no capitulo 6.

Ao incorporar a incerteza e a aleatoriedade dos processos termodinami-
cos, a termodinamica estocastica pode fornecer uma compreensao mais com-
pleta e realista do comportamento dos sistemas termodinamicos em condigoes
nao-equilibradas. Isso é particularmente relevante para sistemas em nanoes-
cala, onde as flutuagoes térmicas sao mais significativas e a incerteza nas me-
didas é maior [4,6,10].

Em resumo, a termodinamica estocéstica é uma extensao significativa da
termodinamica cldssica, que leva em conta a natureza probabilistica dos pro-
cessos termodinamicos. Essa abordagem tem aplicagoes importantes em varias
areas da ciéncia e é uma area de pesquisa em constante evolucao e desenvolvi-
mento. Por meio da termodindmica estocastica, somos capazes de explorar as

propriedades estatisticas do calor em diferentes sistemas estocasticos.



5
Calor depende da energia cinética

A maioria dos trabalhos em termodindmica estocastica faz uso de mo-
delos superamortecidos, nos quais a inércia da particula pode ser desprezada
devido a intensa dissipa¢do no contato com um banho de calor. No entanto,
o uso ingénuo desse limite pode levar a erros na termodinamica de sistemas

superamortecidos, como desconsiderar a energia cinética na férmula do calor.

51
O problema

A férmula do calor proposta por Sekimoto [4], tem de ser analisada com
maior cautela, e veremos o porqué logo abaixo. O calor trocado instantanea-

mente é dado por

() e

onde o ® é para especificar que estamos na prescrigaio de Stratonovich (veja
capitulo 3). Essa féormula funciona muito bem para o caso subamortecido,
e foi usada para calcular a distribuicao do calor nos casos subamortecidos
fundamentais em [48]. Porém, ela quebra no caso superamortecido, e isso fica
claro se considerarmos a particula livre, que obedece a equagao de Langevin
dx(t)
T

dQlx]
dt

fisico, e vamos explicar o porqué. O calor nesse sistema é definido como a

+n(t) =0, (5-2)

Que acaba implicando em = 0. A expressao d@Q = 0 nao tem sentido

energia trocada entre o banho e a particula, ou seja, ¢ a interagao da particula
com o banho. Notemos, entao, que o movimento Browniano que a particula
realiza (neste caso, livre, sem nenhum potencial) é devido a essa troca de calor
constante. A formula acima esta indicando que nao ha troca de energia entre a
particula e o banho em nenhum instante de tempo. Isso nao faz sentido fisico,
pois nao haveria nenhuma fonte de energia para o observado movimento da
particula. Ao contrario da taxa do calor, o calor total, Q[z], que pode ser nulo,
pois representa o calor acumulado durante todo o processo, no caso livre, por

exemplo, sua média sera zero.
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5.2
Solucao

A solugao para esse problema é simples, basta nao desconsiderarmos a
energia cinética da particula. Mas antes discutiremos o porqué desse erro ser
comumente reproduzido.

Podemos nos perguntar como essa conclusao nao foi notada anterior-
mente. Primeiro, ¢ comum encontrar na literatura uma interpretacao ingénua
do limite superamortecido, onde se toma m = 0 na equagao de Langevin. E

2 se torna nula. Porém, m = 0 ndo ¢ o

portanto a energia cinética, K = %mv
limite correto. Por mais que, se apenas considerarmos a dindmica (equagao de
Langevin) o limite fornega o resultado correto para equagao superamortecida,
o limite correto & 2t — 0 [55,73]. E como nao aparece a constante de atrito na
férmula da energia cinética que aparece no calor (Eq. (4-1)), ndo h& motivo
para desconsiderar.

Na mesma linha de investigagdo, o artigo em [36] demonstrou que,
para sistemas superamortecidos em um processo nao isotérmico, a energia
cinética nao pode ser ignorada para obter corretamente a média do calor. Os
autores mostraram que, no caso do movimento Browniano superamortecido
com um protocolo de temperatura, a formula de Sekimoto [4] ndo possui
correspondéncia direta com o caso subamortecido se for utilizada de forma
ingénua. No entanto, eles também descobriram que, na auséncia de um
protocolo de temperatura, ou seja um processo isotérmico, a correspondéncia
entre as médias é satisfeita. Isso é esperado, uma vez que mesmo considerando
o limite correto, ou seja, incluindo a energia cinética (no caso livre, Q = AK),
as velocidades da particula seguem a mesma distribuicdo de probabilidade
do equilibrio, resultando em uma média de (Q) = sm ((UJ%) - (U%}) = 0. No
entanto, a conclusdo do trabalho em [36] é considerada incompleta, pois os
autores afirmam que apenas nos casos nao isotérmicos é necessario incluir a
energia cinética, o que é incompleto, uma vez que, ao considerar as flutuagoes
do calor, a energia também deve estar presente nos casos isotérmicos para
termos uma teoria consistente.

Mesmo se tomarmos m/vy — 0, podemos cair no problema de tomar o
limite, na dindmica do sistema, antes do calculo de sua termodinamica. Caindo
no mesmo problema de obtermos o calor incompleto. Enquanto podemos
ignorar a velocidade na dinamica e na termodinamica média para processos
isotérmicos, no nivel de descricao probabilistico a energia cinética precisa
estar presente. Esse é o Unico jeito de termos uma correspondéncia entre as

distribuicoes do calor no subamortecido e no superamortecido.
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5.3
Correspondéncia

Vamos mostrar como a correspondéncia ¢ quebrada. Para particula
livre superamortecida, seguindo ingenuamente, temos que o calor trocado
durante a trajetéria da particula é Q[z] = 0, fornecendo uma distribuigao

de probabilidade
Fo(Q) = 4(Q), (5-3)

enquanto no subamortecido, a distribuigdo da particula é dada por [48]

h (1 1 h (- 1
cot <m>+ . |Q]4/cot (m>—|—

Pu(@) = 7T\/§T 0 \/§T )

(5-4)

O problema é que a Eq. (5-4) nao corresponde a Eq. (5-3) no limite supera-
mortecido m/y — 0. Se tomarmos este limite, obtemos

PQ i o o ('), (55)

m/y—0 7T7T

nao havendo correspondencia entre as duas expressoes, limy,/,—o P, # b,.
Note que usamos o subindice o para denotar o sistema superamortecido (do
inglés “overdamped”) e o subindice u para denotar o sistema subamortecido
(do inglés “underdamped”).

Vamos mostrar entao, que ao calcularmos a distribui¢ao do calor para a
particula livre, com a energia cinética presente, obtemos a distribuicao acima,
restaurando a correspondéncia. Mostrando que apenas quando temos a energia
cinética incluida que a correspondéncia entre superamortecido e subamortecido
é satisfeita na distribuicao do calor.

O calor no caso livre superamortecido, entao vai ser dado por
1
Qlz] = AK = o™ (vfc — US) : (5-6)
para calcular a distribuicdo, precisamos da distribuicdo de probabilidade
conjunta de vy e vy, que como ambas quantidades sao estaciondrias, temos

P(vg,vg) = %6_%(”?”3). (5-7)

A funcao caracteristica, Z(\) = (7@} vai ser dada por (veja capitulos 2 e
3)

Z(A) = /dUo/dvf%ef%(”?+”3)e*i)\%(v;703)
T
1

T Ve (58)

Aplicando a transformada de Fourier para obter a distribuicao do calor
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desejada, temos
B o]
) 21+ N2 aT o\

O resultado acima é a distribuicao do calor exata que se obtém se calcularmos a

Fo(Q) (5-9)

distribuicao do calor subamortecida e tomarmos o limite superamortecido. Isto
é, Eq. (5-5). Observe também que a distribuigao do calor é estaciondria, devido
a sua independéncia no tempo. Portanto, vemos que a definicao de calor dada
pela Eq. (5-1) de Sekimoto tem que ser tratada com cautela na termodindmica
estocastica de sistemas superamortecidos. O limite superamortecido tem de
ser feito de maneira correta e lado a lado entre dinamica e termodinamica.

Muitos trabalhos em sistemas superamortecidos tém utilizado a férmula
incompleta para o calculo do calor [3,16,17,19,20]. No entanto, é importante
ressaltar que essa correcao nao diminui o valor desses estudos. Apesar da
expressao para o calor ser modificada, o comportamento qualitativo é o
mesmo. Além disso, experimentalmente, ao considerarmos uma trajetoria
isotérmica, as flutuacoes da energia cinética nao sao dominadas pelo protocolo
termodinamico, mas sim pela precisao do aparato experimental. Como a
velocidade relaxa em uma escala de tempo inferior a microssegundos, ela nao
tem uma relevancia significativa nos processos que ocorrem em uma escala de
tempo mais lenta, como milissegundos [3,35].

Concluindo, a inclusao da energia cinética permite manter a consisténcia
tedrica da termodinamica estocastica, uma vez que valida a correspondéncia
entre a distribuicao de calor subamortecida e superamortecida. Nos proximos
capitulos, veremos quais os efeitos ao nao se ignorar a energia cinética na

distribuicao do calor para sistemas logaritmicos e harmonicos.



6

Estatistica e Distribuicoes do Calor

Na termodinamica estocastica, o calor é definido como a troca de energia
entre o banho térmico e a particula. Essa troca possui uma esséncia proba-
bilistica, isto é, ocorre de maneira aleatoria, e portanto, é responsavel pelo
movimento aleatério da particula. [4,6,10].

Devido a essa natureza aleatoria, o calor precisa ser estudado de maneira
estatistica. Isso significa que, para entender e caracterizar essa quantidade em
sistemas estocasticos, ¢ necessario investigar suas propriedades estatisticas,
como a distribuicao de probabilidade e os momentos. Neste capitulo, inves-
tigaremos o calor e seu comportamento estatistico em diferentes sistemas da
termodinamica estocéstica. Os resultados apresentados e comentados aqui fo-
ram publicados em [16,17,35,47,48].

6.1
Calor nos casos fundamentais

Ao descrever o movimento Browniano, Langevin utilizou a segunda
lei de Newton, FF' = ma. Assim, ele descreveu um processo estocastico
subamortecido e foi o primeiro a descrever o movimento Browniano por uma
equagao diferencial [70].

Podemos afirmar que o caso descrito por Langevin é o mais fundamental,
uma vez que se baseia apenas na segunda lei de Newton, sem nenhum limite
empregado. E curioso notar que, apesar de essa equacio ter sido a primeira a
descrever o movimento Browniano!, ainda é possivel extrair novos resultados
desse sistema, como, por exemplo, a distribuicao de probabilidade do calor
trocado entre a particula e o banho.

Vamos investigar trés casos fundamentais do movimento Browniano
subamortecido: particula livre, potencial linear e potencial harmonico [48].
Esses casos sao simples, e faremos os calculos para N dimensoes arbitrarias, sem
adicionar complexidade adicional as derivagoes dos resultados. Essas situagoes
sao fundamentais por varias razoes: o movimento Browniano descrito por
Langevin corresponde ao caso livre que estamos estudando aqui; o potencial

harmonico é paradigmaético nos dias de hoje devido aos experimentos com

10 artigo original de Langevin foi publicado em 1908.
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pingas épticas [3] e é caracterizado por uma forca linear na posigao da particula;
enquanto o caso linear envolve uma forga constante, sendo o passo seguinte no
aumento de complexidade para equacao de Langevin.

A equacao geral de Langevin que descreve esses trés casos em N dimen-

soes pode ser escrita como [4, 76]
d*v dr . .
Mmooy = T T VV (7, t) +1(t), (6-1)
onde 7 é um vetor N dimensional que representa a posicao da particula. O
vetor do ruido branco que atua sobre a particula é descorrelacionado entre

suas componentes, e obedece as seguintes propriedades estatisticas

(i) (1)) = 29T;8(t — 1), (if) =0, (6-2)

onde T' é a temperatura do banho, v o atrito, d;; ¢ o delta de Kronecker,
e VV(7,t) é o forga derivada do potencial V' que vai mudar para cada caso
estudado.

Como vamos apenas investigar os casos fundamentais, sem nenhuma
aplicacao de protocolo, a formula do calor [4] associada a equagao de Langevin,

Eq. (6-1) pode ser escrita da seguinte forma
1 o L,
QIF = gm(e2 — 1) + V(%) — V(7). (6-3)

Note que essa formula representa a diferenga na energia total da particula.

Temos a contribuicao cinética %va e a contribuicao proveniente do potencial.
Essa expressao representa o funcional do calor na termodinamica estocastica
para o caso subamortecido, onde nenhum protocolo é aplicado ao sistema, ou

seja, nao ha dependéncia temporal nos parametros do potencial.

6.1.1
Caso Harmonico e Livre

Como o caso livre pode ser considerado uma reducao do caso harmonico,
onde o potencial é desligado (V(x) — 0), vamos analisar o calor nesses dois
casos lado a lado, usando os indices h e f para denotar, respectivamente,
quantidades relacionadas ao potencial harmonico e ao caso livre. Embora o
caso linear também possa ser reduzido ao caso livre, ele ndo possui as mesmas
similaridades que o caso harmonico e livre compartilham, apresentando certas
particularidades que justificam seu estudo separadamente.

Partindo da formula do calor Eq. (6-3), temos para o caso harménico

1 2 2 Lo
QI = Gm(v? — ) + Sh(2 — 13), (6-4)

onde para £k = 0 reduzimos ao caso livre, onde apenas a energia cinética



Capitulo 6. Estatistica e Distribuicées do Calor 58

contribui para o calor.

Para obter a distribuicdo do calor, o primeiro passo é obter a funcao
caracteristica; essa permite calcular também os momentos estatisticos, e por-
tanto fornece toda descrigdo estatistica do sistema (veja capitulo 2). J& que o
calor depende apenas dos termos de borda, as posi¢oes e velocidades inicias e
finais, e como estamos em n dimensoes, a funciao caracteristica vai ser dada

por ,

Z(\) = (e, (6-5)
apos calcular todas as médias, obtemos a fungao caracteristica do caso harmo-
nico

9 a7 o 22 T 22 —n/?
Zn(\) = oM 2em (aem +2\°T (a sinh () + N\ T* + 1)) ,  (6-6)
m

onde « é uma constante que depende dos parametros do sistema, dada por
4km — 2

(72 cosh (Tvvjn_%m) + (4km — ~2) cosh (;’ni) — 4km>

o =

(6-7)

Essas contas foram calculadas analiticamente e estao feitas de maneira explicita
no apéndice B.1.

O caso da particula livre pode ser obtido fazendo k — 0, e fornece
2)\27°2 1) —n/2

coth % +1 + (6-8)

20 = (

Note que, podemos testar o limite superamortecido no caso classico e descobrir
a expressao para o calor na particula livre superamortecido, expressao essa que
foi discutida no capitulo 5. E o mesmo resultado para v/m — oo com n = 1.
Como as fungoes caracteristicas para o caso harmonico e livre sdo fungoes
pares em A. Todos os momentos impares serao nulos. Isso significa que a média
1= (Q) e a skewness 3 = ((Q — (Q))*) sdo nulas. O que j& nos informa que
a probabilidade estd centrada no zero, e é simétrica devido a skewness nula.
Isso tem sentido fisico, uma vez que a particula nao sofre nenhuma tendéncia
para ganhar ou perder energia ja que o potencial é simétrico e nao ha nenhum
agente externo.
Agora os momentos centrais pares, varidncia o2 e o excesso de curtose x
nao sao nulos, e para o caso harmoénico temos
o =a 'onT?e w (oz sinh (W> + 1> , (6-9)
m
o
aem
(a sinh (ﬂ> + 1)2
m

Podemos observar que a varidncia é positiva e crescente no tempo, o que

kp=n"16|1-— (6-10)
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Figura 6.1: Esquerda) Variancia para o caso harmoénico variando a constante
do potencial k. Direita) Excesso de curtose para o caso harmonico variando a
constante do potencial k. Todas as constantes restantes foram tomadas como
1.

significa que a distribuicao se torna mais ampla a medida que o tempo passa. E
também aumenta conforme a dimensao aumenta. Ao contrario disso, o excesso
de curtose é compactado pela dimensao, mas é sempre positiva, o que significa
que a distribuicao é Leptocurtica, implicando que a distribui¢cao tem uma cauda
grossa. Na figura 6.1, plotamos a varidncia e a curtose para uma dimensao,
onde podemos ver que o comportamento qualitativo é o mesmo para diferentes
valores de k. A tnica diferenca é que, & medida que aumentamos k, as médias
se tornam estacionarias de maneira mais rapida, mas os valores assintoticos
Sa0 0S Mesmos.

J4& o caso livre, basta tomarmos novamente o limite £ — 0, assim obtemos

a variancia e a curtose 2
g}% = L’ (6-11)
coth (%) +1
6
Kp = o (6—12)

Assim como no caso harmonico, a varidncia é sempre positiva e cresce no
tempo. E interessante observar que o excesso de curtose tem o mesmo valor
durante toda os instantes. Apesar disso, o excesso de curtose compartilha do
mesmo comportamento do caso harmonico, sendo positiva e, portanto, também

Leptocurtica para todos valores de n > 1.

6.1.1.1
Distribuicdes de Probabilidade

Para calcular as distribui¢oes basta tomarmos a transformada de Fourier
inversa sobre a funcao caracteristica,

_rdA

S oo

P(Q) Z(\)ee, (6-13)
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A distribuicao de probabilidade, s6 pode ser obtida analiticamente para o caso
livre e no caso harmoénico para dimensoes pares, isto é, para n = 2N onde N
¢ um numero positivo inteiro.

Para o caso livre, podemos resolver a Eq. (6-13) para n-dimensoes.

Portanto, a distribuicao do calor para o caso livre sera

Qly/coth (22) +1

21— Tzl T m
Py(Q) = QI (Coth () +1) Kot
f( ) \/7_TF (%) ’ ‘ m 5 \/§T

(6-14)
Os casos interessantes sao n = 1,2 e 3, porque sao fisicamente plausiveis. Para

n = 1 temos

h (X 1 h (% 1
cot (m)—i- . |Q]4/cot <m>+

Pf(Q)lD = 7T\/§T 0 \/§T

(6-15)

Note que temos uma divergéncia em () = 0, assim como teriamos se tivéssemos
P(Q) = 4(Q), o caso que obteriamos para o superamortecido livre sem energia
cinética. Mesmo assim a distribuicao é normalizavel, basta usar a propriedade
da fungao de Bessel [20]. O resultado acima é a distribuigao do calor para uma
particula livre subamortecida em contato com um banho térmico de tempe-
ratura 7. Curiosamente, essa distribuicao é matematicamente equivalente a
distribuicao do calor de uma particula superamortecida difundindo num po-
tencial harmoénico, que ja foi calculado em [20]. Porém, essa correspondéncia
s6 se da pelo fato das formulas serem matematicamente equivalentes, tanto
no calor como na dinamica, devido a nao inclusao do termo cinético no caso
superamortecido. Ao incluirmos o termo cinético, essa coincidéncia é desfeita.
Ja os casos em 2 e 3 dimensoes sao
1Qly/ coth( L) +1

e vt ,/coth (%) +1

Pr(Q)*P = AT : (6-16)

(coth (%) + 1) |Q|/coth (Ln:) +1
2712 Iy V2T

PrQ)* =

(6-17)

Note que o caso em duas dimensoes se reduz a uma distribuicao de proba-
bilidade Laplaciana, enquanto que o caso em trés dimensdes mantém o com-
portamento Besseliano [20, 104], porém com uma ordem maior. Apesar das
diferentes formulas em cada dimensao, o comportamento do calor é qualita-
tivamente semelhante, como pode ser observado pelos momentos. No caso da

particula livre, em todas as dimensdes, temos uma distribuicao simétrica em
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relacdo ao argumento (). Isso significa que a particula nao tende a perder ou
ganhar energia do banho térmico, o que é esperado, uma vez que a particula
nao sofre acdo de nenhum potencial.

Podemos analisar o caso assintético da distribuicao, onde 7 — oo0.
Obtemos

lim P;(Q) = lim P;(Q) = 22 AT Q"7 K <|Q|> (6-18)
Q) = ] — 7 noy | ) -
Note que o limite assintdtico é igual ao limite superamortecido, onde v/m —
oo. Isso nao é mera coincidéncia. No limite assintotico, a velocidade da
particula vai para o equilibrio térmico. Enquanto no limite superamortecido,
temos que as velocidades se tornam estacionarias devido ao atrito grande.
Portanto, é de se esperar que obtivéssemos a mesma distribui¢ao. Além disso,
essa distribuicdo tomada no limite superamortecido é a correta, como discutido
anteriormente (veja capitulo 5), uma vez que partimos do caso subamortecido.

Agora vamos analisar o caso harmonico, onde s6 podemos obter a
distribuicao de maneira analitica para casos onde a dimensao é par. Isto é,
temos n = 2N com N sendo um numero inteiro positivo. Dessa forma, a
raiz que aparece no denominador da Eq (6-6) some, e ficamos com a seguinte

integral para resolver

d)\ YNT —N
P(Q) = PN eTm (ae w4 2\2T? (a sinh ( ) + N2 T2 4+ 1)) :
m

o
(6-19)
que pode ser calculada analiticamente pelo teorema dos residuos. Temos um

polinomio de quarta ordem no denominador. Para ilustrar, vamos calcular ao
caso em que N = 1 e portanto temos n = 2 dimensoes espaciais. A integral se
torna

aT? I d\ e

2D _ rrR R
Fi(@Q) = 2%km’ 2m %ae% + AT (a sinh (%) + 1) + T

(6-20)

2
sao constantes reais e positivas, ja que v, 7,m > 0. Fazemos ainda A\ — T\

Chamando b = a sinh ( ) +1ec=Laem, podemos mostrar que ¢ > be b, ¢

e portanto ficamos com uma integral que pode ser resolvida sobre o plano

complexo

d\ i)\Q/T 4 MQ/T d/\ .
T NN o 1]% ) 27 Z;Rj’ (6-21)

onde R; sao os residuos associados aos polos \;, que sao

A\ = —\;5\/b+¢\/4c— A= ji b—ivic—1%, Xy = —Ai, As :(—)\2.>
6-22
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Como b, ¢ > 0 com ¢ > b, podemos ver que A\; e \; estao na metade superior do
plano complexo enquanto Ay e A3 estao na metade inferior do plano complexo.

Entao, pelo teorema dos residuos a integral se torna

eMQ/T  iNQ/T

DI (S )e@

e—iMQ/T  =iMQ/T
—|—< N — " )@(—Q)]. (6-23)

Dessa forma a distribuicao do calor sera dada por

T 26% ei)\4Q/T ei)qQ/T
P, 2D: a o
@ = w5 e@
e—iMQ/T  —iMQ/T
+ - 0(-Q)| (6-24)
A M

com J; fornecidos pela Eq. (6-22). Apesar de termos niimeros imaginarios
na formula acima. Essa distribuicdo é real, como podemos ver na figura
6.2. Analisamos também dois casos de interesse, que sdao o n = 1,3, isto
é, 1D e 3D. Resolvemos numericamente a transformada de Fourier inversa,
e fornecemos os graficos na figura 6.2. Note que comparamos o caso 1D com
uma simulagao estocastica da equagio de Langevin (veja apéndice A) validando
nossos calculos.

Curiosamente, a distribuicdo obtida tem um comportamento similar a
distribuicao do calor de duas particulas subamortecidas acopladas e em contato
com dois banhos térmicos [21]. Essa correspondéncia vem da forma funcional
similar do calor trocado, onde temos 4 condi¢oes de contorno, as velocidades
final e inicial e as posigoes inicial e final. No caso das duas particulas temos
também 4 condi¢bes de contorno, que sao o conjunto das posi¢oes de cada
particula. Vale ressaltar que essa correspondéncia nao vale ser incluirmos a
energia cinética no calor de sistemas superamortecidos.

Podemos também analisar o caso assintético, onde a distribuicao pode
ser resolvida analiticamente,

2b-np-n-

: 1 Q|
lim P, =———|Q" 2K — 1, 6-25
que é quase idéntica ao caso livre assintOtico. A tnica diferenca esta no
3
temos %(n — 1). Portanto, para n = 2N, a distribuigao assintética do caso

livre é igual a distribuicao assintética do caso harmonico para n = N. Ou

parametro que aparece na funcao de Bessel, n — =, enquanto no caso livre

seja, 0 caso harmoénico assintético n-dim é igual ao caso de particula livre
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assintética 2n—dim. Isso vem do fato de termos a mesma quantidade de graus
de liberdade, devido ao potencial. Enquanto no caso harmoénico unidimensional
temos apenas uma velocidade e uma posi¢ao, no caso livre bidimensional temos
duas velocidades, uma componente em x e outra em y. Além disso, para
ilustrar, as distribui¢oes assintéticas do calor no caso harmoénico em 2D e 3D

sao dadas por

. 1D _1Ql
lim B(Q™ = — (T + Q) e F (6-26)
% Q @
- sp _ _+ (&7 14 _I« )
lim P, (Q)" = 6T \ 72 +3+3 T | exp T (6-27)

Assim como no caso livre, os limites v/m — oo e T — 00 s20 equivalentes.
Portanto, nessas condigoes, a distribuicao obtida aqui difere daquela obtida no
caso superamortecido sem considerar a energia cinética em [20].

Vemos entao que, para o caso subamortecido com potencial harmoénico,
encontramos uma distribuicao similar ao caso livre. Mesmo nao conseguindo
obter uma expressao analitica para dimensoes impares, em geral, a transfor-
mada de Fourier da func¢do caracteristica Eq.(6-6) apresenta um comporta-
mento similar & Eq.(6-8): ambas sdo simétricas em relagdo a A e possuem uma
dependéncia polinomial dentro da raiz quadrada no denominador. A grande
diferenca esta na ordem do polinémio: no caso livre, temos um polinémio qua-
dratico, enquanto no caso harmonico temos um polinémio de quarta ordem
que impede a obtencao de uma expressao geral para qualquer dimensao.

Ao observarmos as distribui¢oes na figura 6.2, notamos que as distri-
buigdes vao se suavizando conforme a dimensao aumenta. Isso mostra que a
distribuicao se torna mais ampla devido ao maior nimero de variaveis contri-
buindo para o calor. Além disso, é possivel obter analiticamente o caso assinto-
tico harmonico para qualquer dimensao, o qual se reduz a um comportamento
exponencial em relagdo a @), conforme ja previsto na literatura em [31]. Tam-
bém é importante destacar que o caso assintético unidimensional foi obtido na

literatura por diferentes métodos e pode ser encontrado em [23].

6.1.2
Caso Linear

No caso linear, existem mais peculiaridades do que no caso harmonico.
Comecando pelo fato de que o potencial nao é necessariamente conservativo, e
se considerarmos a posicao definida em todo o eixo real, entdo nao temos uma
distribui¢do de equilibrio do tipo Boltzmann-Gibbs [66]. Isso pode parecer
errado, mas basta notar que as forcas lineares ocorrem normalmente em
situagoes onde existe alguma limitacao da posicao da particula. Por exemplo,

a forca gravitacional terrestre F' = —mg s6 permite uma distribuicao de
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Figura 6.2: Distribui¢ao do calor para 1D, 2D e 3D. Todas as constantes foram
tomadas como 1. Note que comparamos com simulacoes apenas o caso 1D,
uma vez que os casos com dimensoes maiores sao apenas generalizagoes.

equilibrio na posicao se esta for definida apenas na parte positiva do eixo
real.

Aqui vamos interpretar a forgca com o caso de uma particula Browniana
carregada, dentro de um capacitor, onde assumimos que o capacitor é infinito
[105]. Dessa forma a particula em n dimensoes sofre uma forca constante
derivada de um potencial linear do tipo V(7) = —C -7, onde C ¢ um vetor n
dimensional onde suas entradas sao constates C.

O calor secao 4 vai ser dado por
QI =AK —C - (F, — 7). (6-28)
Seguindo os passos anteriores, temos a funcao caracteristica que é

20— exp (i +nfa(A ) | (6:29)

(cosh (7%) + (2A%272 + 1) sinh (Zni))

|3

onde f5(A, C) é uma fungao dada por

1
72 (cosh () + (2X2T? + 1) sinh () )

[202)\4T3 (2m (cosh (X) - 1) -

~T sinh <W>) + 2iC?N3T? (77’ sinh <77—) — 2m cosh (77—) + 2m> +
m m

m

X

f2(>‘7 C) =

—iC?)\ <(m — ~7) sinh (Z;) + (2m — y71) cosh (Z:;) - 2m> +

+C2N*T ((m — ~7) sinh (Z) + (2m — ~7) cosh (W> - Qm)] .(6-30)

m

A derivacao da funcao caracteristica e da distribuicao de transicao via integral
de caminho deta esse sistema consta no apéndice B.3. Diferente dos casos

anteriores, nao existe nenhum limite ou dimensao n onde possamos obter um
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resultado analitico para distribuicao de probabilidade. Além disso, o potencial
linear causa uma assimetria no sistema, fazendo com que a média e a skewness
nao sejam nulas.
A média sera dada por
C?n

— 2772 (m (6_2% —de"m 4+ 3) — 277) , (6-31)

2

que decresce conforme o tempo passa, e seu limite assintético ¢ — oo fornece
W — —oo, mostrando uma tendéncia para o sistema perder energia. Ja a
variancia sera dada por

_ 29T 2yT

of = %Te m <02 (4me% + 62%(2’)/7' —3m) — m) + 2T (eW - 1)) :
Y

(6-32)
No limite assintético a variancia também diverge, mas positivamente, isto é
o} — oo. Essa divergéncia junto com a divergéncia da média, nos informa que
a distribuicao é plana assintoticamente. Além disso, observe que a média e a
variancia dependem apenas de C?, ou seja, o comportamento estatistico do
calor ndo depende do sinal da for¢a, oque ¢é de se esperar, uma vez que o calor
nao pode depender da direcao da forga aplicada..

Tendo a média nao nula, e devido ao comportamento divergente, podemos
analisar o indice de dispersdo, ou fator de Fano ¢?/|u| [106], que informa o
quao dispersa estd a distribuicdo. Assintoticamente, a média e a varidncia
divergem, mas o indice de dispersao torna-se constante, ou seja

02
lim —- = 2nT. (6-33)
T—00 |,Ul|

Isso significa que a distribuicao tende a se espalhar, e para maiores valores
de dimensao e temperatura, mais espalhada sera a distribuicao. Observe que,
devido a variancia e a média divergirem no limite assintético, a razao torna-se
constante. Veremos posteriormente que esse comportamento estd em acordo
com a distribuicao assintotica do calor.

A skewness, s;, pode ser obtida analiticamente e tem uma férmula longa
e complicada, por isso optamos por investiga-la graficamente. A skewness nos
fala sobre a assimetria da distribuicao do calor. E novamente investigamos
para trés dimensoes diferentes. Na figura 6.3 a) pode-se ver que para as trés
dimensdes, a skewness sempre comega em zero (significando que a distribuigao
do calor é simétrica) e se torna negativa com o passar do tempo, de acordo
com o comportamento assintotico da média, ou seja, a skewness diverge
negativamente para 7 — oco. Além disso, para dimensdes maiores, a skewness
diminui mais rapidamente com o tempo. Ao alterar a constante de forca C,

pode-se ver na figura 6.3 b) que a skewness também é independente do sinal de
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Figura 6.3: Esquerda: Skewness para o caso linear ao longo do tempo para
diferentes dimensoes. Os parametros sao T' = v = m = C = 1. Direita:
Skewness para diferentes valores de C' e com tempos diferentes. Os outros
parametros sao T'= v = m = 1. Note que que a skewness independe do sinal

de C.

C'. E diminui a medida que aumentamos o médulo de C, pois ao reduzir a forca,
estamos nos aproximando do caso livre, no qual a distribuicao é simétrica.

Outra forma de analisar a curtose, é pelo excesso de curtose, conforme
vimos no capitulo 2. Aqui, o excesso de curtose tem uma férmula mais simples
e é dado por

o — 48y2Te" sinh? (%) (—202m + cosh (Zni) (2C?m +~*T) + 72T) |

29T

T 2
n (—402m6? +C?m — e m (C?(2yT —3m) +~2T) + ’yQT)
(6-34)
Observe que a curtose do potencial linear também diminui a medida que

aumentamos as dimensoes. Além disso, assim como a skewness, a variancia
e a média, a curtose, x;, é independente do sinal da constante de forca C.
Adicionalmente, o excesso de curtose é sempre positivo, significando que a
distribuicao também ¢é Leptocurtica. J4 o limite assintético do excesso da
curtose, diferentemente das demais grandezas, ¢ igual a zero. Portanto o calor
torna-se mesocurtico, com a mesma cauda de uma distribuicdo normal. O
limite assintotico nulo ocorre devido a razao entre o quarto momento central

e a variancia na formula da curtose.

6.1.2.1
Distribuicao de Probabilidade

O caso linear, para qualquer dimensao, precisa ser resolvido numerica-
mente, e os resultados para 1D, 2D e 3D sao plotados na figura 6.4. Também
comparamos o caso 1D com a simulacao numérica da equagao de Langevin,

encontrando concordancia entre os resultados provindo da integracao numeérica
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Figura 6.4: Distribui¢do do calor para o caso linear em 1, 2 e 3 dimensoes. Os
parametros sao T' = v = m = C' = 1. O comportamento da distribuicdo do
calor nao muda consideravelmente a medida que aumentamos as dimensoes.
No entanto, a distribuicao ¢ mais ampla no caso 3D do que nos casos 1D e 2D.
Optamos por comparar com a simulacao apenas o caso 1D, pois os graficos de
dimensoes maiores sao apenas generalizagbes. Os pontos no primeiro grafico
sao os pontos de simulagao.

da funcao caracteristica e a simulagao. Nao simulamos para dimensoes supe-
riores, pois os resultados das dimensoes superiores sao generalizagoes do caso
1D. Dessa forma, os resultados analiticos via integral de caminho sao validos.

Algumas consideragdes gerais podem ser feitas sobre a distribuicao
do calor para potenciais lineares. Com um potencial linear, quebramos a
simetria encontrada anteriormente para o caso da particula livre e harmdnica.
Qualitativamente, podemos ver na figura 6.4 o comportamento da distribuigao.
A distribuigdo P(Q) comega com um pico localizado em zero, porém, com o
passar do tempo, a distribuicdo comeca a se espalhar em direcao aos valores
negativos de (). Isso significa que serd mais provavel que a particula perca
energia do banho com o passar do tempo.

Uma interpretacao razoavel do potencial linear é que a particula browni-
ana tem carga e se encontra dentro de um banho térmico contido entre as placas
de um capacitor, e a forga é aquela gerada pelo campo elétrico uniforme [105].
E facil observar que a particula perde energia para o banho devido & acdo de
arrasto do campo elétrico. O campo elétrico cria um viés no movimento, uma
vez que (...) # 0 devido ao campo.

Novamente, existe um caso superamortecido sem energia cinética cor-
respondente. O caso linear tratado aqui tem a mesma estrutura do "sistema
deslizante de pardbola" [25] superamortecido. As distribuigoes derivadas para
ambos os sistemas s@o escritas em termos de integrais em A que tém forma
semelhante. Ao comparar os casos livres e lineares com os respectivos sistemas
superamortecidos semelhantes, podemos evidenciar uma analogia entre o caso
subamortecido e o superamortecido para esses sistemas. O termo de arrasto

nos casos subamortecidos desempenha o papel da for¢a harmonica para o caso
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Figura 6.5: Esquerda: distribui¢do de probabilidade de @ — (Q) ao longo do
tempo. Os pardmetros sao T'= v = m = C' = 1. Direita: Distribui¢ao do calor
para o caso unidirecional. Os parametros sao T' = v = m = C = 1. Observe
que o comportamento da distribuicdo ndo muda ao mudarmos a direcao da
forga, devido a isotropia do espaco.

superamortecido, produzindo resultados matematicamente analogos.

A distribuicdo do calor torna-se plana no tempo assintético, como ja
previsto pelos momentos. Agora, vamos verificar se a distribuicao de probabi-
lidade para o calor deslocado, ou seja, a quantidade @ — (@), também se torna
plana. Isso seria esperado, pois temos valores grandes de o. A tunica alteracao
no calculo é um fator exponencial extra fora da funcao caracteristica, ou seja

dX |
P(Q=(Q) = [ 5™

e restringimos nossa analise para o caso n = 1, pois estamos interessados no

QHQ”Z;(A), (6-35)

comportamento qualitativo. O resultado é plotado a esquerda da figura 6.5.
Pode-se ver que a distribuigao ainda é plana no tempo assintético. No entanto,
agora a distribuicao é simétrica em relagao a sua média devido a quantidade
ser o calor deslocado.

Devido a isotropia do espago, o resultado de P,(Q) nao pode depender da
direcao em que a forca é definida. E por isso que, na secdo anterior, todos os
momentos do calor no potencial linear sdo simétricos em relagdo a C. Para
investigar melhor essa questao, analisamos o caso 3D em que o potencial
linear tem apenas um componente. Isso pode corresponder a uma mudanga
de referencial em que os componentes de forca nos eixos z e y sao nulos. Ou
seja, duas componentes obedecem ao movimento livre, enquanto uma é afetada

pelo potencial linear. A fungao caracteristica para este caso sera reduzida a
ZiNuisar = ZNZ5 (V) (6-36)

Integrando numericamente, encontramos a distribuicao do calor Fj(Q)u42y,
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que é plotada a direita da figura 6.5. Observa-se que a distribuicao do calor
tem o mesmo comportamento da distribuicao da figura 6.4. Isso serve como
uma verificacao de consisténcia, pois, devido a isotropia do espaco, o calor nao

pode depender da direcao da forca do potencial linear.

6.2
Calor no sistema Logaritmico

O caso logaritmico é interessante por varios motivos, um deles é que
¢ um sistema nao linear onde a distribuicao condicional pode ser obtida
analiticamente. Esse potencial, aparece em diversos sistemas [107-114]. Por
exemplo, podemos ter uma particula Browniana carregada interagindo com um
fio carregado [115,116] (veja figura 6.7 b)), isso equivaleria a uma aproximagao
para um polieletrélito interagindo com um fon em um meio aquoso [115].
Mesmo sendo uma aproximacao de um caso real, é interessante estudarmos o
calor nesse caso uma vez que o resultado pode ser obtido analiticamente [16].

Comecamos com a equacao de Langevin de uma particula Browniana
superamortecida sofrendo uma forga —k/x derivada do potencial logaritmo

V(z) = kln(x), isto é I
(1) = ———= + (7). 6-37

(7) =~ <) (6-37)
Note que aqui estamos trabalhando com uma notacao levemente diferente,
tomamos v = 1, para focar somente na relagdo entre o ruido e a forga provinda

do potencial. O ruido é Gaussiano branco de média zero, dado por

(C(r)¢(r)) =2T6(r — 7). (6-38)

Temos apenas dois parametros de forga com essa notacao k, a intensidade do
potencial, e T a temperatura e logo representa a intensidade do ruido. Diferente
dos outros casos, a posicao da particula é definida apenas na parte positiva
do eixo real, isto é z(7) > 0 sempre. Essa restricdo pode ser interpretada da
seguinte maneira; temos que z(t) pode representar a distancia entre a particula
Browniana e o fio carregado que gera uma forga de Coulomb ~ 1/, distinto da
forga eletrostatica que vem de uma carga pontual, que é ~ 1/x?. Dessa forma,
podemos pensar em x como sendo um raio. Apesar de estarmos trabalhando
em apenas uma dimensao, nosso “toy model” nos ajuda a entender o calor no
regime de um potencial nao linear.

Devido a natureza do sistema, temos que impor uma condig¢ao de con-
torno em z(r) = 0. Aqui vamos apenas lidar com a condigdo em que
P(z = 0,t) = 0. Isto é, temos uma absor¢ao perfeita da particula ao tocar
a origem. Podemos entdo pensar que a particula se junta ao fio se chegar na

origem, cessando o movimento Browniano.
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Tendo a equacao de Langevin, e na auséncia de trabalho, e ignorando a

contribuicdo cinética?, seguindo capitulo 4 o calor vai ser dado pela energia

potencial
t dx e k dx B Ty
Qla] = —/0 ((r) = (7)) Sodr = /0 = dr = kln (xo) (6-39)
Para calcular o calor, basta calcularmos
PQ.t) = [duid(Q~kin™") [ duoPyfao)Plov.tlan. 0, (6-10)
0

onde P[x,t|xq, 0] resolvemos por integral de caminho e consta no apéndice B.4

a derivacao completa. Sua expressao é dada por

k+1
i 1 (moxt) S 1 (a2442)
Plz,, t 0| = 1. ASCRRCIE 6-41
[, t|20, 0] xf 2Tt "\ 2Tt ©«r (6-41)

Como o calor s6 depende das condi¢oes de contorno, podemos aplicar a

propriedade do delta de uma fungdo na integral [117], isto é

Q/k
kIl it) = 2o° Q/k _ -
4] (Q kIn IE0> i 4] (a:oe xt) . (6-42)

Assumindo que a particula comega com uma posicao determinada em z¢ = x;,
ou seja P(xg) = d(zo—x;), e aplicando as duas deltas para resolver as integrais,

ficamos com

eQ/k
P(Q.t) = Ilek P (e t]x;,0). (6-43)

Levando em conta a distribuigdo de transigao Eq.(6-41), temos

1 eQ/k 2 K42 1
. 7 Q/k,.. K . 2Q/k 2
P(Q,t) = 4Tk:tl'{ < T ) (e xz) xf exp < 1T (e + 1) x2> ,
(6-44)

Essa expressao é valida para qualquer tempo, e temos z; > 0. Enquanto

s

I, ¢ a fungdo de Bessel modificada do primeiro tipo, e K = (k/T — 1) é
um parametro definido durante a derivagdo da integral de caminho feita no
apéndice B.4. Podemos visualizar a distribuicdo na figura 6.6. Vemos que
o calor tem tendéncia a ser positivo, o que significa que a particula esta
predominantemente ganhando energia do meio devido ao potencial. Vamos
analisar diferentes fenomenos devido ao potencial logaritmico.

Podemos analisar também o comportamento assintético da distribuicao.
Quando t — oo, o argumento dentro da fungao de Bessel na Eq. (6-44) se torna

pequeno, e portanto a expansao nos valores pequenos fornece o comportamento

ZH

I.(z) x 2T (k4 1)’

mostrando uma cauda exponencial crescente em (). Além disso, ressaltamos

2Estudaremos nas secdes seguintes a contribuicéo cinética para o calor desse sistema.
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Figura 6.6: A distribuicao do calor no sistema logaritmico para condicao
inicial delta £k = 1,7 = 1,x; = 1 com trés diferentes tempos ¢t = 1,t =
2,t = 5. Conforme o tempo passa, a distribuicdo caminha para o lado direito,
correspondendo a um aumento na chance de valores positivos do calor.

que a distribuicao é normalizada e a normalizagdo pode ser checada numeri-
camente. Diferente do caso anterior, ndo vamos analisar os momentos dessa
distribuicao nesse instante. Deixaremos a analise do momento para quando

compararmos os resultados com e sem energia cinética na secao 6.4.

6.2.1
Primeiro Tempo de passagem

A particula eventualmente serd atraida para o fio carregado e o processo
se encerrard. Saber em quanto tempo isso acontece é o que chamamos de
problema de primeira passagem. Como o movimento é aleatério, o tempo
de primeira passagem também serd aleatorio. Para o sistema estudado, a

distribui¢ao do primeiro tempo de passagem ja foi calculada na literatura [114].

1 AT 2 K42 .2
Pt = ( ol ) exp< x) (6-45)

)= T(k+1) 22 \ATH; ATt
onde tj é o tempo de primeira passagem, e I' é a funcao gamma. Essa
distribuicao fornece o tempo médio em que a particula ird atingir o fio, isto é
{t1)p = Jo 1 P(t7)dt7.
E se o intervalo do processo for o tempo de primeira passagem? Uma vez
que promovemos o tempo como uma variavel aleatéria, podemos investigar

essa ideia e calcular a média da distribuicao do calor com o tempo de primeira
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Figura 6.7: (a) Distribuicao do calor na primeira passagem Qs para k =
1,T = 1,z; = 1. (b) Representacao pictérica de uma particula carregada
(ponto roxo) e um polieletrdlito carregado (linha azul).

passagem. Isso forneceria o comportamento médio da distribuicdo do calor

quando ocorre a primeira passagem. Fazemos portanto

Proa(@) = (PQ.t)r = [ PAE)P(Q. 1)t (6-46)

que fornece o calor na primeira passagem em média. Podemos tirar diferentes
médias com essa distribuicao. Porém a integral nao pode ser calculada anali-
ticamente. Resolvendo numericamente, plotamos o resultado na figura 6.7 a).
Vemos que o comportamento continua parecido, a particula tem sempre mais
chance de ganhar energia do meio. Esse calor é o calor tipico de quando acon-
tece o fendmeno da primeira passagem. Diferente do potencial linear analisado

na secao anterior, onde a tendéncia era perder energia para o meio

6.2.2
Teorema de Flutuacao

J& que obtemos explicitamente a distribuicao do calor, e essa distribuicao
nao é simétrica, ou seja a skewness é nao-nula. E interessante entao investi-
garmos se existe alguma relagdo nao trivial entre a probabilidade P(Q,t) e

P(—Q,t). A razao entre essas duas distribui¢oes fornece

eQ/kl’z? 2 . 2
rg () (_ sinh () Q@ +k) QQ) - (647)

P-Q) <e%x3> P 2T Tk k;

2Tt

Vemos que nao temos um teorema de flutuagdo ou algo parecido com um.
Porém, se tomarmos o limite assintético, obtemos uma regra de reversibilidade

In (Jm) x:(1+f<¢)Q, ﬁ:;<§—1>, (6-48)
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Figura 6.8: Razao log entre probabilidade no limite assintético (linha tracejada)
com valores finitos de tempo ¢ = 1,3, 5,10 (linhas diversas) para k = 3,7 = 6
satisfazendo k =

_T __
—1t7/2"
uma vez que ¢é linearmente proporcional a (). Onde < significa que a igualdade
sO vale para t — oo. Nao temos um teorema de flutuagao propriamente dito,
porém, podemos assumir uma combinacgao entre os parametros k e T', do tipo

T PQ,t) \ _
k= T T In (P(_Qt)> =0, (6-49)

Simplificando a expressao e ficando similar a um teorema de flutuagdo de-
talhado (veja secao 4.3.2). Porém, a combinagao entre as constantes é algo
artificial e carece de significado fisico. Até onde sabemos, temos portanto ape-
nas uma igualdade matematica, sem significados maiores. Na figura 6.8 temos
o grafico da razao logaritmica entre as probabilidades, onde podemos ver a
evolugao do pseudo-teorema de flutuacao conforme aumentamos o tempo. In-
dependente da validade geral do teorema, vemos que existe uma regiao finita,
onde a razao logaritmica ¢é linear e portanto o pseudo-teorema de flutuacao é

satisfeito nessa regiao.

6.3
Calor no sistema Logaritmico + Harmonico

Podemos estender a complexidade do sistema logaritmico ao adicionar-
mos um potencial harmonico. Esse tipo de configuracao ja foi bastante estu-
dada na literatura [5,118,119]. E aqui investigaremos o calor para tal sistema.

O resultado para distribuicao de probabilidade da posi¢ao da particula, como
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Figura 6.9: a) Distribuigdo canonica inicial normalizada g, T,k = 1. Insercao:
— glogzy b) Distribui¢ao de transicao
com xg = 10,7,k = 1,9 = 0.1 e simulacao numérica nos circulos de linha

O potencial assimétrico V()
solida.

no caso logaritmico puro, ndo pode ser obtido analiticamente. E diferente do
caso anterior, agora a particula pode se equilibrar devido ao potencial harmo-

nico.
Novamente comecamos com a equacao de Langevin, que sera dada por
(6-50)

It ka(t) = (1),

i) - o
(n(t)n(t) =205t —t'). (6-51)

onde
(n(t)) =0,
Note que estamos usando a mesma notacgao do caso logaritmico, onde vy =1 e

temos somente a temperatura do banho 7.
Diferente do caso anterior, onde s6 estudamos o potencial logaritmico
atrativo, aqui optaremos por estudar o caso repulsivo. Dessa forma podemos

ter uma distribuicao de equilibrio para a posi¢ao inicial,

24(-4) (£) 5 | )
Pyfzy) = i (9 o8(ao) _ k) )
r (%) T 2T
onde a relagao

_ k2
= 3

¢ assumida para garantir a convergéncia da distribui¢ao inicial. Com essa
restrigdo, o potencial V(x) — glogx se torna um pocgo assimétrico,
como podemos ver na inser¢ao da figura 6.9 a). Enquanto a distribuicao inicial
estd plotada na figura 6.9 a).
Uma quantidade importante na derivagdo da distribuicao do calor, é
a distribuicao de probabilidade condicional definida no capitulo 2. Como
vimos nas sec¢oes anteriores, quando o calor s6 depende do comeco e do final
da trajetoria, mas nao da trajetéria em si, basta resolvermos a distribuicao
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condicional (seja por qual método for) e depois integrar 0(Q — Qlz]). A

distribuicao de transicao para esse sistema sera

k (v+1)kt v+1 2kt 2 ,—kt k
P[$t,t|x0,0] o (xt> exXp _kxte +x0€ Il/ st )

~ 2Tsinhkt \xz, AT sinh kt 2T sinh ki
(6-53)
onde v = & — % Plotamos essa distribuigao na figura 6.9 b) e comparamos com

simulagoes numéricas, afim de testar nosso cdédigo. Para variar, derivamos essa
distribuigao pelo método de Fokker-Planck revisando os passos feitos em [5].
A derivacao se encontra no apéndice B.5. Mesmo assim, mencionamos que a
derivagao por integral de caminho pode ser encontrada em [120]. Uma coisa a
se notar é que essa distribuicao de transicdo fornece a distribuigao inicial de
equilibrio no limite t — oo.

J& o calor, conforme capitulo 4 vai ser dado por

k x
Qla(t)] = 5 (a? — ) — glog (). (6-54)
Note que, mais uma vez, estamos ignorando a contribuicao cinética, que sé
foi considerada importante posteriormente. De qualquer maneira, ignorar esse
termo tem pouco efeito na analise qualitativa, como discutido no capitulo 5.
Vamos analisar a distribuicdo de probabilidade do calor, mas primeiro
vamos derivar a funcdo caracteristica associada e seus momentos. A funcao

caracteristica vai ser dada por

Z(\) = / dz, / dieo Py () Pls, |0, 0] exp(—iAQ[z(1)]). (6-55)

As integrais em x; e ¢ nao sao triviais, mas podem ser obtidas analiticamente

usando as seguintes formulas,

/ I(az)zbe " dz =
0

1 - (1 2
9=v=1,v o5 (=b-v=1)p <2(b +v+ 1)) 1Fy (2(6 +v+1)v+1; Z) , (6-56)
c

onde 1 I} é a funcéo hipergeométrica confluente de Kummer regularizada [104],

e as condigoes a > 0,b > —1, ¢ > 0 sao satisfeitas para nosso sistema conforme

Eq. (6-52) e (6-53). A outra formula é
o - I d+1\ = d+1 ¢
A 1F1 (a, b7 Cx2) ;pd@ fa? — Ef (21 T <2> 2F1 ((I, T, b, f) s (6—57)

onde »F} ¢é a funcdo hipergeométrica Gaussiana [104], com d > —1. Essas sao as

D=

identidades usadas para integrar em z; e xo. Usamos Eq. (6-56) para integrar

x; e Eq. (6-57) para integrar sobre xy. Apds as integragoes obtemos a fungao
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caracteristica

Z(\) =

= [ (zy+ig)\) I (2)) x

ﬁew (62kt _ 1)—% f(=A) 9
P FOU
+T k2csch?(kt) (6-58)
2T 7 coth(kt)(coth(kt) 4+ 2)k% + k2 + 4T2X% )’

o Fy <Z)\>Z)\ +igA; J

onde definimos as fung¢oes

f(A) = (k —2iTA + k coth kt), (6-59)
g+ T —igTA
2y = ST (6-60)

para encurtar a notagao. A funcao o F(...) é a Gaussiana hipergeométrica [104].

Podemos checar facilmente a normalizagao da distribuicao através de
Z(0) =1, (6-61)

como esperado devido a complexidade de Z(A). A distribuigdo do calor nao
pode ser calculada analiticamente. Porém basta integrarmos numericamente
para obter a figura 6.10 a). Vemos que apesar do potencial nao ser simétrico,
ele forma um pogo (conforme a inser¢do na figura 6.9 a)) ndo afetando
simetria da distribuicdo. A distribuicdo é simétrica ao redor de zero. Além
disso, comparamos com simula¢do numérica da equacao de Langevin, validando

nossos calculos.

6.3.1
Momentos Centrais
Tendo a funcao caracteristica, podemos calcular os momentos apenas

derivando-a. Vamos comecar com a média que serd nula

0
(@ = —i% e

mesmo o potencial sendo assimétrico, em média a particula nao ganha nem

0— 07 (6-62)

perde energia para o meio, afinal ela comeca a partir de uma distribuicao de
equilibrio, e nenhum trabalho é feito sobre ela. O proximo momento central é

a variancia, dada por

1 gkt 9 T
Q%) = 1 (927(75)\/@@—; (e%t _ 1) T 92D (g + ) N
8Te " (—2gk T) sinh(kt)
( g 4};29 + T') sin ) (6-63)
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onde J(t) estd escrito em termos de fungoes hipergeométricas Gaussianas

J(t) =

+T g+T g+T _

7(0:200) (9 2kt>

241 o7 or " ar ¢ )"
+T g+T g+T _

_2 F(lvl’ofo) <g 2kt)
251 or * oT ' oT ¢
+T g+T g+T _

(2000 (9 2kt>

+2 1 2T ) 2T ) 2T 76 )

(6-64)

b 7l70
com HFO — 53

(2F1(n,m,l)), sendo as derivadas sobre os argumen-
tos da fun¢do hipergeométrica Gaussiana. Como a média é nula, o segundo
momento (Q?) é exatamente a variancia, isto é 03, = (Q*). Independente da
dependéncia complicada dos parametros na varidncia Eq. (6-63) o compor-
tamento estaciondrio é mais simples, que pode ser visto na Eq. (6.10). Para
t — oo a variancia simplifica para

, 1 g+ TN AT(=2gk+g+T)
lim o4 = <2g v ( 2T ) - 12 ! (6-65)

onde 1™V ¢ a funcdo Poly-Gamma [104]. Seguindo em frente, percebemos que a
skewness, assim como a média, também é nula, o que indica que a distribuicao
é simétrica. Além disso, como a média é zero, a distribuicdo é simétrica em
relacao a origem.

Vamos analisar o excesso de curtose, que nesse sistema sem momentos
imparés ¢ dado por

(@)
"= g T

Como a expressao para o excesso curtose ¢ bastante longa e nao nos fornece

muita informacao, é melhoro comportamento dessa quantidade graficamente.
Fazemos isso na figura 6.10 b), onde podemos ver que kg > 0, o que significa
que a distribui¢do é leptocurtica [62], ou seja, a distribui¢do na figura 6.10
a) tem caudas mais espessas do que uma distribuigdo normal. Observando
o comportamento dos momentos, a variancia e a curtose atingem um valor
estaciondario, e a fun¢do caracteristica, nesse limite, assume uma férmula mais

simples, isto é

T -2 —ig g ig g
Jim Z(\) =T (g;T) (1 —iAT) ™" (1 +4AT) e

—iTAg+g+T iTAg+g+T
r ( 5T ) r ( 5T . (6-66)

Por mais que a férmula tenha simplificado, ainda temos fungoes gammas

que, até onde sabemos, nao possuem uma transformada inversa de Fourier,

e, portanto, ndo temos a distribuicao do calor no limite assintotico. Diferente
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Figura 6.10: a) Distribui¢do do calor na escala logaritmica (linha sélida) com
valores de simulagdo (circulos pretos). b) Gréfico da varidncia e da curtose.
Variancia (linha sélida) com o eixo vertical na esquerda (eixo preto) e curtose
(linha tracejada) com eixo vertical na direita (eixo avermelhado). Os valores
dos parametros sao g = 0.1,k =1,T =1,t = 1.

do caso logaritmico na sec¢ao 6.2, aqui temos uma interacao repulsiva junto com
um potencial harmonico, e o calor nao apresenta nenhum viés, como podemos
ver pela skewness e média nulas. Isso significa que perdemos a tendéncia que

haviamos observado no caso anterior sem o potencial harménico.

6.4
Efeito da Energia cinética no calor para sistemas superamortecidos

No capitulo 5 mostramos a necessidade de incluir, ou simplesmente nao
ignorar a energia cinética em sistemas superamortecidos. Vimos como a energia
cinética reconstroi a correspondéncia nas distribui¢ées do calor dos casos super
e sub amortecidos para particula livre. Agora vamos observar como a inclusao
da energia cinética em sistemas superamortecidos afeta a distribuicao de
probabilidade do calor. Vamos analisar dois casos: o potencial harmoénico, que
ja foi estudado na literatura [20], e o potencial logaritmico, que foi abordado
na secao 6.2. Veremos que ao adicionar mais um grau de liberdade a férmula do
calor, as flutuagoes aumentam, resultando em distribui¢goes de probabilidade
mais amplas.

J& vimos que o fato da maioria dos trabalhos na literatura ignorarem a
contribuigao cinética (veja capitulo 5), vem muitas vezes de uma interpretagao
errada do limite superamortecido. Frequentemente, se toma ingenuamente o
limite m — 0, enquanto o correto é m/vy — 0. E como nao aparece a constante
de atrito v na definicdo da energia cinética que aparece na formula do calor,
Eq. (4-1), ndo ha motivo para desconsiderarmos essa contribuicao.

Vamos agora examinar como essa contribuicao afeta a distribuicdo em
dois casos diferentes. No limite de superamortecido, a velocidade nao esta

acoplada a posicao, e ao calcularmos a fungao caracteristica do calor, sempre
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teremos a seguinte férmula
Z(\) = /ddevoPo(UT)PO(UO)e_i’\AKz(/\), (6-67)

onde F, ¢ a distribuicao de equilibrio, uma vez que as velocidades inicial e final
obdecem a uma distribuicao de equilibrio devido ao limite superamortecido.
Definimos z(A) como a fung¢do caracteristica do calor quando ignoramos a
energia cinética. Essa formula é valida para casos isotérmicos em que a
dependéncia do calor nas velocidades vem apenas da energia cinética.

Se tivermos um processo isotérmico superamortecido fica facil integrar
as velocidades na Eq. (6-67), uma vez que P, é a distribui¢ao de equilibrio,
que é a mesma para v, e Vg, € z(A) sai da integral. Podemos entao realizar as
integrais e obter 2())

20 = =S

Portanto basta sabermos a fungao caracteristica no caso em que a energia

(6-68)

cinética é ignorada e ja teremos o caso correto ao usarmos a formula acima.
Note que esse resultado é independente do valor da massa da particula,
mesmo quando m > 7. O valor numérico nao afeta a distribuicao, devido
as distribuigoes das velocidades estarem em equilibrio.

Com essa formula ja conseguimos extrair algumas relagoes gerais, por
exemplo a nova varidncia se relaciona com a varidncia antiga (ignorando a
energia cinética)

Ty — 04 =17, (6-69)
onde 03 é a varidncia ignorando a energia cinética enquanto g, ¢ a
considerando-a. Vemos entao que a energia cinética desloca a variancia pelo
quadrado da temperatura. Os outros momentos centrais, média e skewness,
nao sao afetados, uma vez que a contribuicao que a energia cinética gera na
funcao caracteristica é uma dependéncia par em \. Ja para curtose, podemos
calcula-la, apesar de nao possuir uma formula simplificada relacionando os

casos com energia cinética e sem energia cinética.

6.4.1
Caso Harmonico
No caso harmonico superamortecido, a equacao de Langevin vai ser dada

b vi(t) = —ka(t) + (t). (6-70)

E dessa vez nao ignorando a energia cinética, o calor para o sistema supera-

mortecido vai ser dado por

Qlz] = ;m (vf - vé) + ;k: (xi - $(2)) . (6-71)
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A funcao caracteristica do calor na auséncia do termo cinético ja foi obtida
na literatura [20,48] e é dada por (essa fungao pode ser obtida seguindo os

mesmos passos das segoes anteriores)

¢(coth (k) +1)

z(A) = . (6-72)
kT 2772
\/coth<7> 20272 41
E portanto, usando Eq. (6-68) temos a funcao caracteristica completa
kT
1 \/ coth (£8) +1
o (coth () + 1) -

V14 NT? \/coth (%T) +2X272 4+ 1

que infelizmente, ndo nos permite obter analiticamente a distribuicdo do
calor P(Q). No entanto, podemos integra-la numericamente, e o resultado é
mostrado na figura 6.11, em comparacao com a distribuicdo do calor obtida
sem a correcao da energia cinética. O que descobrimos é que a distribuicao do
calor corrigida tem caudas de flutuacao maiores do que a distribuicao ingénua,
i.e. sem a contribuicdo da energia cinética. Isso ocorre devido as flutuacoes de
equilibrio das velocidades. As velocidades continuam sendo variaveis aleatoérias,
mas obedecem uma distribuicao de equilibrio. Tendo uma maior probabilidade
de ocorréncia de valores de calor distantes da média, ela pode ser explorada no
projeto de maquinas térmicas [121], onde se deseja utilizar as flutuagoes para
melhorar a eficiéncia dessas maquinas.

Vamos agora calcular a variancia e a curtose, através da fungao caracte-
ristica uma vez que a média e a skewness nao ¢é afetada e no caso harmonico
sao nulas. Pela Eq. (6-69), vemos que quando a energia cinética é mantida,

temos

B = T (2 - e—%J) . (6-74)
Enquanto a curtose com e sem energia cinética serao
4
— - 3
K = <(Q 2<Q>) > — 97 deln — 5 + 67 (6—75)
g 2kt
Q (1 —2e7 )

onde o valor constante da curtose sem energia cinética vem do fato da variancia
ter a mesma forma funcional e dependéncia nas constantes do quarto momento,
i.e. K ~ o*. Ambos os casos sao sempre leptoctrticos [64], pois a curtose é maior
que 3 para todos os tempos ((Q —(Q))*). Porém, a curtose no caso com energia
cinética, ou seja a cauda é mais espessa e valores atipicos sdo mais provaveis.

Nao conseguimos obter analiticamente a distribuicao do calor, porém
para o caso assintético isso é possivel, uma vez que a funcao caracteristica no

limite assintético, 7 — 00, se torna
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Figura 6.11: Distribuicao do calor com e sem energia cinética. A linha tracejada
rosa é 0 caso sem a energia cinética, enquanto a linha verde sélida é a
distribuicao do calor corrigida com a energia cinética. Todas as constantes
sao definidas como um. Podemos ver que a correta distribuicao do calor
permite mais flutuagdes para o calor devido as velocidades. Apesar de termos
considerado m = v = 1, vale ressaltar que a contribuicao devida a energia
cinética é independente de m, uma vez que deriva da estatistica de equilibrio,
e nao afeta o resultado.

1
lim Z(\) = NTTE1) (6-76)
fazendo a transformada de Fourier, obtemos
Jim P(Q) = —7 (6-77)

Um resultado diferente da funcdo de Bessel obtida em [34], Piyparato(Q) ~
Ko(T7Q]). Além disso, esta distribuigao assintética do calor é a mesma
distribuigao assintdtica que no caso harménico no regime subamortecido [48].
Portanto, no limite assintético, a distribuicao do calor é a mesma para sistemas
subamortecidos e superamortecidos em um potencial harmoénico. O que faz
sentido, ja que as velocidades se equilibram e portanto temos a mesma

distribuicao e mesma expressao para ).

6.4.2
Caso Logaritmico

Aqui mostraremos a modificacdo na estatistica do calor para o caso do
potencial logaritmico. Esse caso foi calculado ignorando a energia cinética

m [16]. Que ja discutimos no inicio deste capitulo. Relembrando, a equacao
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de Langevin é (tomamos v = 1 para simplificar, e estamos usando a mesma

notagao da segao 6.2.)

) k
(t) = i " n(t), (6-78)

onde agora k é a for¢a do potencial logaritmico e agora x(t) é definido apenas
no eixo real positivo [5], e agora a distribuigao inicial da posi¢do é um delta
de Dirac [16]. Agora vamos mostrar explicitamente as modificagoes que devem
ser consideradas ao calcular a distribuicao do calor. Desta vez, vamos seguir a
mesma abordagem que utilizamos para o caso logaritmico (ver se¢ao 6.2), sem
utilizar o método da fungao caracteristica, e trabalhar com as propriedades da
delta de Dirac.

A partir das segoes 6.2 e 4, o calor, agora considerando a energia cinética
vai ser dado por

Qlz] = AK + kln ";0 (6-79)

de forma que, a expressao da distribuicao do calor se torna

P(Q) = <5 (Q ~AK —kIn x) > (6-80)

Zo

Se definirmos Q = Q — AK, o célculo pode ser feito seguindo os mesmo passos
da secao 6.2 que também esta no artigo [16]. No entanto, ainda precisaremos

integrar as velocidades. Assim, chegamos as integrais
P(Q) = / dvodv, e~ F @+ (O — AK), (6-81)
27T
onde p(Q) é a expressao da distribuigao do calor obtida em [16] sem a energia

cinética, isto é

1 eQ/k g2 "2 1
- L) (@) g (_ 20/k 4 q 2)
Q)= T “( 2Tt >(6 ve) afexp (g (9 1))

onde Kk = %(k: /T —1), e x; é a posigao inicial da particula devido a distribui¢ao
delta de Dirac inicial (veja [16]). Ao incluir a energia cinética, ndo somos
capazes de obter um resultado analitico para o calor, mas podemos resolver
por integragao numérica. O resultado estd plotado na figura 6.12 a), onde se
pode ver que a distribui¢cao com energia cinética tem uma probabilidade mais
ampla, porém qualitativamente o resultado é bastante similar. Como nao somos
capazes de obter uma solucao analitica, vemos que a distribui¢cao do calor de
sistemas superamortecidos é mais complexa quando a energia cinética é levada
em conta.

Vamos agora investigar os momentos centrais do calor no caso logaritmico
com energia cinética. Diferentemente do caso harmonico, o potencial logarit-

mico nao possui uma distribui¢ao inicial de equilibrio ou momentos centrais



Capitulo 6. Estatistica e Distribuicées do Calor 83

10t
a —— with AK' 1.4+
—-= without AK
. 1.2
B 1.0
1

—— with AK
0.0 L —-= without AK

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-4 -2

o
N}
IS
o
o

Figura 6.12: a) Distribuigao do calor para o caso logaritmo, com e sem a energia
cinética. A linha tracejada rosa é o caso sem a energia cinética, enquanto a
linha verde sélida é a distribuicao do calor com a energia cinética. Todas as
constantes do sistema sdo dada como um. Observe que o caso onde temos
a energia cinética tem uma distribuicao mais ampla, como esperado, pois a
varidncia aumenta devido a energia cinética. (b) Varidncia com e sem energia
cinética para o caso do potencial logaritmico. Todas as constantes restantes
foram tomadas como um.

impares nulos. Aqui comparamos os momentos centrais do calor entre o caso
com e sem energia cinética.
A funcdo caracteristica do caso do logaritmo sem a energia cinética

é [16,17],

. . ; TNk +k+T N 1 E+T a2
2\) = 21k>\ —ikA tT %F Z— F _7']{;)\-7~_70
2 7o (tT) 2T VAT A o T

(6-82)

onde, 1 F ¢é a funcio regularizada hipergeométrica [104], enquanto a fungao
caracteristica com a energia cinética é apenas Z(\) = z(A)(1 + A\2T?)71/2,
Portanto, os momentos podem ser calculados analiticamente.

Os momentos centrais impares, como a média e a skewness, sdo exa-
tamente os mesmos, pois o novo termo devido a energia cinética tem uma
dependéncia quadratica em A, conforme discutido anteriormente. A média é

dada por

@ = @# = e (-0 (T e (0 S T - )

2T
k+T atT
(0) _
Y <2T )—i—log(xg)), (6-83)

onde 9 é a fungdo Polygamma. A média aumenta com o passar do tempo,

conforme ja visto pela distribui¢do do calor na se¢do 6.2. A varidncia é dada
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Figura 6.13: (a) Média e skewness para o caso logaritmo com e sem energia
cinética. Observe que a média esta sempre aumentando, enquanto a skewness
se torna constante. (b) Curtose para o caso logaritmo, com e sem energia
cinética. Todas as constantes sao dadas como 1.

por

2 2 2
UQ(kin) = UQ -+ T

<4T2 + k2 <10g(tT) log (12?) — <1og <1i%T> — 210g(azo)>
(1og (”) " mog(xo))) -

k?+T k’+T 2~100 k+T ZEQ 2
k2 (> _kQF v (1,0,0) A
ey 2T 27 )t o1 wr)

k’—l-T ~(2,0,0) k+T 1'2
KT~ | F2 (0, =, %) ). (6-84
(2T>11 " 2T 4T (6-84)

Apesar desta formula complicada, a varidncia tem um comportamento simples

A

como mostra a figura 6.12 b). A varidncia também aumenta com o passar do
tempo até atingir um comportamento estacionario. Note que devido a energia
cinética, em t = 0, o valor da varidncia é nao nulo.

Os préximos momentos centrais sao expressoes muito longas, e por isso
uma analise grafica é mais recomendada. Os graficos dos momentos centrais se
encontram nas figuras 6.12 b) e 6.13 a) e b). Para a skewness, pode-se ver que
é negativa, o que significa que a cauda esquerda da distribuicao é mais longa
que a cauda direita. Além disso, sua dindmica é simples, a skewness satura
rapidamente em seu valor estacionario.

O comportamento da curtose é mais complexo. Para o caso sem energia
cinética, a curtose satura muito rapidamente em um valor fixo maior que 3,
significando que a distribui¢ao sem energia cinética é leptocurtica. Enquanto
para o caso com energia cinética, a cauda também se torna leptocurtica, porém
com um valor menor. Portanto, como esperado, as caudas com energia cinética

sa0 mais grossas.
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6.4.3
Discussao

Considerando a energia cinética, pode ser necessario revisitar alguns
trabalhos tedricos. Em particular, os estudos sobre as flutuagoes do calor
no processo isotérmico superamortecido [16, 19-21, 27, 122] podem precisar
de ajustes para incluir a energia cinética. Isso significa que esses calculos
devem ser refeitos utilizando as equagoes (6-68) e (6-81). Além disso, alguns
resultados relacionados a maquinas térmicas superamortecidas podem precisar
ser reexaminados para calcular corretamente as flutuagoes da eficiéncia dessas
maquinas [123,124].

Demonstramos que a inclusao da energia cinética na distribuicao do calor
permite maior variacdo na quantidade de calor trocado, um resultado que
pode ser explorado no desenvolvimento de méaquinas térmicas. Além disso,
ao considerar a energia cinética, o calculo da distribuicao do calor se torna
mais complexo. Portanto, os resultados analiticos anteriores, obtidos sem
considerar a energia cinética, nao sao mais aplicaveis, como vimos nos exemplos

apresentados aqui para os potenciais harmonicos e logaritmicos.

6.5
Caso nao-isotérmico

Do ponto de vista tedrico, vimos que levar em conta a energia cinética
preserva a consisténcia da termodinamica estocastica. Do ponto de vista
pratico, porém, as flutuacoes da energia cinética estao numa escala de tempo
diferente e portanto sdo dificeis de medir devido a precisdao do aparelho (veja
capitulo 5). O caso isotérmico é simples e ndo tem consequéncias substanciais
em medidas experimentais. Porém, para o processo nao isotérmico, o efeito da
inclusdo da energia cinética é mais aparente, como ja mostrado em [36]. Afeta
os momentos centrais impares, como a média. Seguindo a investigagao sobre
o efeito da inclusdo cinética, vamos analisar agora o caso para um processo
nao-isotérmico, isto é, a temperatura varia com o tempo.

Até o momento, apenas investigamos o calor em processos isotérmicos,
onde nao ha variacao de temperatura. Vamos investigar o caso nao isotérmico
no superamortecido considerando a contribuicao cinética. Em particular, para
o caso livre (na auséncia de potencial) [35], caso fora do equilibrio nas

velocidades, e os casos dos potenciais harmonico e quértico [48].
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6.5.1
Caso livre

A posicao de uma particula livre superamortecida em contato com um

banho de calor obedece a seguinte equacao de Langevin

v (t) = n(t), (6-85)

mas agora, temos um protocolo de temperatura T'(t) que aparece na lei do

ruido. Aqui, estamos considerando um protocolo de temperatura do tipo
T(t) =To+ (Ty — To) f (1), (6-86)

onde estamos assumindo f(#) — 1 no final do processo para obter (v2) ~ T}.
Ou seja, a velocidade final estd em equilibrio com o estado final do banho
térmico com temperatura Ty. A discussao sobre a possibilidade desse equilibrio
acontecer serd feita posteriormente.

Novamente, como estamos no caso livre, o calor trocado pela particula

sera apenas a energia cinética
1
Q = AK = Sm(v? — of), (6-87)

Observe que, se a energia cinética nao fosse considerada, nao haveria sentido
em discutir o calor para este sistema, uma vez que teriamos ) = 0. Mesmo
havendo mudanca de temperatura.

Podemos calcular a fungao caracteristica do calor da mesma maneira que
fizemos no capitulo 5, porém, devido ao processo ser nao-isotérmico, temos
uma temperatura diferente no comego e no final do processo, de tal forma que

as velocidades obdecam distribui¢oes de equilibrio diferente, assim teremos

2 2
m 7mv7.7m N m 9 5
Z(\) = /de/dvTie Ty T2y i (v —vg)
2m\ [Ty Ty
1 1

= — 6-88
J1+iAT; VI =Ty (6-88)

onde, para Ty = T temos o caso livre e a transformada de Fourier da fungao
caracteristica fornece a funcdo de Bessel na distribuicao de probabilidade
para o calor conforme mostrado no capitulo 5. Podemos reescrever a funcgao

caracteristica Eq. (6-88) como

1 1
\/a(Tf, To) \/1 + ()\ + z’gﬁo—TTf)z o(Ty, Tp)

Z(\) = : (6-89)

onde AT =Ty — Ty e (T}, Tp) = (1 + ﬁOT;f). Com essa expressao, podemos



Capitulo 6. Estatistica e Distribuicées do Calor 87

realizar a transformada de Fourier e, assim, obter a distribuicao do calor. Para

isso, é necessario conhecermos a formula

[ iy = 2. (6-90)

Assim, por transformacoes nas integrais pode-se obter a distribuicao de pro-
babilidade

AT? + 4T,T
+0f) (6-91)

P(Q) = —e T K, (!Q\J
0 20Ty
Note que temos um fator exponencial fora da fun¢do de Bessel, que depende
da diferenca entre as temperaturas. Essa distribuicao é estacionaria, veremos
as propriedades estatisticas a seguir.
Surpreendentemente, a funcdo caracteristica obedece um teorema de

flutuagéo de troca para o calor [125]

z (z (;f _ T10>> _ 1, (6-02)

E surpreendente porque no [125] a configuracao estudada é diferente do nosso
sistema. Este resultado é inesperado, uma vez que em [125] a configuragao é
de dois corpos em contato com dois reservatérios diferentes, aqui temos um
corpo (a particula livre) em contato com um banho térmico que muda de
temperatura. Para nosso sistema, quem faz o papel dos dois corpos, sao as
velocidades obedecendo diferentes distribui¢des de equilibrio, com diferentes
temperaturas.

Vamos agora analisar os momentos centrais do calor para o sistema
em questao. Tendo a funcao caracteristica fica facil deriva-las. Uma questao
importante é saber se o modelo estudado é capaz de fornecer resultados
termodinamicamente consistentes. Comecando pela média, temos
Ty =Ty
==

Este resultado é termodinamicamente consistente porque quando assumimos

(@) (6-93)

Ty > Tp, ou seja, a temperatura do banho ¢ aumentada apds o processo,
temos (Q)) > 0, significando que a particula ganha energia se aumentarmos a
temperatura. Portanto, o calor flui de um corpo mais quente (o banho) para
um corpo mais frio (a particula). Se invertemos o sinal, o resultado continua
consistente e é analogo.

A variancia sera , 1, )
o5 =5 (T7+15). (6-94)
Sendo uma medida de dispersao, a variacao do calor é maior para temperaturas
maiores e nao ¢ afetada pela diferenca de sinal entre T e 1.

A préoxima quantidade é a skewness que mede a assimetria da distribui-
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¢ao. Por simplicidade, usamos a skewness nao normalizada, que é calculada

apenas por pis = ((Q — (Q))"). Assim, usando a funcio caracteristica temos
py = T3 — T3 (695

Obtemos uma assimetria negativa para Ty > T}, significando que valores
negativos do calor sao mais provaveis, enquanto para Ty < 7'y o comportamento
é o oposto. Satisfazendo a consisténcia termodinamica.

A ultima quantidade é a curtose, que informa sobre a extremidade da

cauda da distribuigao [64]. A curtose vai ser dada por

o <<Q _2<Q2>>4> (6—96)
(o2)
 3(5Ty + 2131 + 5T} 697

(TO2 + T})2

que ¢ sempre maior que 3 para valores positivos de Ty e T, significando
que a distribuicao é Leptocurtica, ou seja, a distribuicao tem caudas mais
grossas em comparacao com uma distribuicdo normal, semelhante a todos
os casos estudados aqui. Ter caudas mais grossas significa que temos mais
chance de ocorrer eventos atipicos, bem distantes da média. Dessa forma,
para um processo nao isotérmico, descobrimos que, ao incluir a energia
cinética, a distribuicdo do calor encontrada leva a resultados consistentes com

a termodinamica. Mas uma vez, ressaltando a importancia da energia cinética.

6.5.2
Velocidade fora do equilibrio

Agora vamos abordar a questao de como a velocidade final pode chegar
ao estado estacionario, isto é, obedecer a uma distribuicao de equilibrio,
mesmo na presenga de um protocolo de temperatura. Para tratar como a
velocidade, inicialmente fora de equilibrio, se aproxima de uma distribuicao
de probabilidade estacionaria, vamos novamente considerar o caso livre, mas
precisamos considerar o sistema no limite subamortecido. A expressao para
o calor é a mesma, mesmo fora do limite superamortecido, porque nao
temos potencial para o caso livre subamortecido. No entanto, a distribuicao

condicional nas velocidades agora ¢ dada por [40,43]

YT

Plv,, T|vg] ~ exp <_4,f7n~2(7) (vo — vTem)2> , (6-98)

onde " -
T@y5/T@pmd& (6-99)
0
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A derivacao dessa distribuicao condicional via integral de caminho esta dada
no apéndice B.6.

A Eq. (6-98) pode ser colocada de forma mais natural dividindo tanto
o numerador quanto o denominador do argumento do lado direito por e
O efeito imediato no numerador é mostrar que o termo de meméria vye ™ m
desaparece no limite t = 7 — o0, como esperado. E simples mostrar que a
integral de temperatura do tipo transformada de Laplace T (t = 7) se torna

. 297 ) m 2v1/m B
lim 7(r)e” ™ = lim —/ ds T(T —ms/2y)e”*, (6-100)
0

T—00 T—00 27

onde é claro que para T'(s) limitados e nao periédicos, a integral acima produz
Ty, ja que T(t) = Ty + AT f(t). Como podemos ver, 7T (s) representa uma
temperatura média que tende ao seu valor final de equilibrio a medida que o
tempo aumenta.

Para encontrar a fungao caracteristica no caso livre anterior da Eq. (6-
88), assumimos que a velocidade final estd em equilibrio com a temperatura
final Ty. Vamos ver como esse equilibrio pode ser alcangado observando a
distribuicao condicional de nao-equilibrio Eq. (6-98). Ao expandir o argumento
da exponencial em uma série, podemos ver o seguinte; para ter uma distribuicao

de equilibrio para a velocidade no limite assintotico, precisamos das seguintes

restricoes:
lim 0. lm 2 —0 (6-101)
1 — 1 = _
T—00 T(’T) L V) T(T) !
e m 1
Tl—>oo 9’7’(7_) Tl—>oo T(T) 27 Tf ( )

onde g7(t) é definido para simplificar a notagdo. Como podemos ver, desde
que T'(s) se comporte bem, isto é, seja uma fun¢do sem muita complexidade,
a Eq. (6-100) garante que as Eqs. (6-101) e (6-102) serao satisfeitas. Observe
que essas novas restrigdes sao muito mais restritivas do que f(oco) — 1. Alguns
exemplos de fungoes que obedecem a todas as restrigoes sao; o Heaviside
f(t) = ©(t — 1/2), e o exponencial decrescente f(t) = 1 — e ¥, Veja que
agora temos uma restrigdo matematica no protocolo de temperatura 7'(¢). Em
resumo, para que a velocidade alcance uma distribuicao de equilibrio ao final do
processo, as restrigoes da Eq. (6-101) e (6-102) devem ser satisfeitas. E ainda,
note que 7 (t) ndo é uma fun¢do polinomial, mas exponencial e, portanto, a
Eq. (6-101) é satisfeita diretamente devido & definicao de T (t).

Além disso, vale ressaltar que estamos focados exclusivamente nas distri-
buicoes de equilibrio para a velocidade. No contexto da nossa investigacao, bus-
camos manter a posicao em um estado nao equilibrado, uma vez que estamos

interessados em analisar o comportamento do calor em seu regime transiente.
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Curiosamente, os limites 7 — oo e v/m — 00 sdo equivalentes nas
primeiras restrigoes da Eq. (6-101). No entanto, dependendo do protocolo
utilizado, o limite superamortecido, no qual as velocidades sdo estacionarias,
pode nao ser alcangado. Portanto, é necessario ter um conjunto especifico de
protocolos de temperatura para obter o caso superamortecido. Isso faz sentido,
pois ao alterar a temperatura, estamos efetivamente trocando o banho térmico.
Se o banho estd em constante mudanga, nao podemos satisfazer a aproximacao
de atrito forte, que é a base do caso superamortecido. Nem todo protocolo
de temperatura permitird essa correspondéncia, uma vez que nem sempre a
velocidade atingira um regime estacionario. Fica claro que a correspondéncia
entre os casos subamortecido e superamortecido, na presenca de um protocolo

de temperatura, nao é trivial na termodinamica estocastica.

6.5.2.1
Estatistica do calor

Com a distribuicao condicional da velocidade, podemos calcular a funcao
caracteristica do calor neste regime nao estacionario. A férmula do calor é
a mesma, Q[r] = AK, pois ndo temos nenhum potencial. Assim, a fungao

caracteristica do calor sera agora dada por

g9(7) 1

\/9(7') + A \/1 . Z)\T() (1 i g(T)e%y)

g(T)+iA

Zout()\) = (6—103)

Como verificagao de consisténcia, observe que se as restrigoes das Egs. (6-101)
e (6-102) forem validas, a funcao caracteristica se reduz o caso Eq. (6-88) para
T — OQ.

Para ver o comportamento estatistico, calculamos os momentos centrais

do calor. A média e a varidncia sao

(@) = ; <g<17) + Ty (e - 1)) , (6-104)
2 1 _QTO(TOQ(T) - 1)6_2% 1 2,- 47 2 .
% =3 ( e ot e TO) . (6-105)

Observe que devido a nao estacionariedade da velocidade, a média e a variancia
estao evoluindo no tempo em oposi¢do ao caso superamortecido dado pela
Eq. 6-88. Vemos que ¢(7) é uma fungao positiva, e portanto a consisténcia
termodindmica ¢é satisfeita, tendo (Q)) > 0 para Ty > Ty e (@) < 0 para
Ty > Ty. Assim, a particula ganha energia em média se a temperatura do

banho for aumentada e vice-versa.
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Figura 6.14: a) Curtose ao longo do tempo para o caso de nao equilibrio com
o protocolo de Heaviside. b) Skewness ao longo do tempo para o caso de
nao-equilibrio. Todas as constantes restantes sao definidas como um. E temos
To = 2T para Ty > Ty e Ty = 215 para Ty > Tp.

Os dois ultimos momentos centrais que investigaremos sao a skewness e

a curtose. A skewness é dada por

B Tog(r)e % (36% — 2Tyg(7) sinh (Zni) (4Tog(T) sinh? (%) t 3)) 1
Hs = g(1)? |
(6-106)

que é uma expressao muito complicada. Para curtose, a expressao é ainda
maior. Portanto, para ilustrar o comportamento estatistico do calor, escolhe-
mos um protocolo especifico para a temperatura. O protocolo escolhido é o
de Heaviside, onde hd uma mudanca instantanea de temperatura em t = 7/2,
ou seja, f(t) = ©(t — 7/2) na Eq. (6-86). Este protocolo satisfaz as restrigoes
exigidas e, portanto, permite que a velocidade final se equilibre com o banho
com temperatura 7 no limite de tempo longo assintético.

A skewness é mostrada na Fig. 6.14 a) e podemos ver que temos pz > 0
para Ty > Ty e pz < 0 para Ty < Tp, este resultado estd de de acordo com a
termodindmica. Além disso, para 7 = 0 a skewness é nula, o que significa que
a distribuicao comeca simétrica.

A curtose mede o comportamento da cauda da distribuicao. Na Fig. 6.14
b) vemos que o comportamento das caudas ¢ novamente Leptocirtico [64]
em todos os instantes, pois k > 3. Assim, a distribuicdo tem uma cauda
espessa. Além disso, esse comportamento independe da diferenca de sinal
nas temperaturas. Porém, para Ty > Tj a curtose satura em seu valor de
equilibrio mais rapidamente, o que significa que quando a temperatura do
banho aumenta, as flutuagoes das caudas sao maiores.

Portanto, ndo apenas determinamos os requisitos para o protocolo de

temperatura, mas também caracterizamos o calor no caso em que a velocidade
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final é nao estacionaria. Descobrimos que isso leva a resultados termodinami-

camente consistentes.

6.5.3
Caso Harmonico

Considerando o potencial V(z) = %ka, a distribui¢ao condicional para
a posi¢do no superamortecido com um protocolo de temperatura é [40] (ver

Apéndice B.6)

kT

Plx,, T|xo] ~ exp (—47;(7_) (xo — .%‘7-67)2) : (6-107)

onde agora a dependéncia da massa na Eq. (6-99) é trocada por uma depen-
déncia de constante de mola, como podemos ver

2kt

7M7y=ZTT@mwm. (6-108)

Desta maneira, a funcao caracteristica serd

(Vi—Dh) |

1+ iXT} 1+MWJ1—MTO<1—7>
ve

Z(A)

2kT 2kT
ye ¥ Y 42ikATi ()

(6-109)

Agora podemos analisar as propriedades estatisticas do calor por meio da
funcao caracteristica. Isso nos permitira mostrar que, mesmo na presenca de
um potencial, o comportamento do calor continua bem definido.

A média e a varidncia agora sao

1 (e‘zﬁ(%mf) +4Ty)
v

— 2Ty + Tf) (6-110)

_4kT

v + 272 + Tf) . (6-111)

Evidentemente, temos uma nova contribuicao associada a k na média; como a
posicao é afetada pelo perfil do protocolo, temos um comportamento diferente
para média e variancia. Note que o primeiro termo da soma é positivo, contri-
buindo para a temperatura final. Assim, qualitativamente, o calor médio tem
o mesmo comportamento do caso anterior e portanto é termodinamicamente
consistente. Enquanto a variancia também é positiva para todos os intervalos
de tempo, igual ao caso anterior.

Assim como nos casos anteriores, os préximos momentos sao novamente
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Figura 6.15: a) Skewness para o potencial harmonico. b) Excesso de curtose
para o caso harmonico. Observe que a curtose é sempre positiva, o que significa
que a distribuicao é Leptocirtica em todos os momentos. Os parametros sao
v=k=1eTy= 2Ty com Ty = 1 na linha roxa sélida, enquanto Ty = 2T; com
To = 1 na linha verde pontilhada. Os marcadores x sdao simula¢des numéricas.

P(Q)Tf>T0

Figura 6.16: a) Distribuigao do calor para o potencial harmonico com protocolo
de temperatura Heaviside com diferentes tempos. Temos Ty > Ty, com Ty = 2
e Ty = 1. b) Distribuigao do calor para o potencial harménico com protocolo
de temperatura Heaviside com diferentes tempos. Temos Ty > T, com Ty = 2
e Ty = 1. Todos os parametros restantes sao definidos como um

mais elaborados, sendo mais adequado investigar com um protocolo especifico.
Escolhendo novamente o protocolo de Heaviside, plotamos a curtose e a
skewness ao longo do tempo na figura 6.15 b) e a) respectivamente. A primeira
coisa a notar é que a skewness ¢ termodinamicamente consistente. Temos que
a skewness ¢ positiva para Ty > Tj e negativa para Ty > T, como esperado.
Além disso, diferente do caso em que a velocidade final esta fora de equilibrio,
a skewness nao ¢ nula para todos os instantes. Com a curtose, podemos ver
que temos uma distribuicao Leptocurtica, o que significa que eventos raros
sdo mais provaveis do que uma distribui¢do normal (Mesocurtica). A curtose
encontrada é consistente com outros casos onde o comportamento leptoctrtico
é prevalente [17,20]. Porém, devido ao potencial, temos maior curtose para
pequenos intervalos de tempo em comparagao com o caso livre.

Calculada a funcao caracteristica, basta fazer uma transformada de Fou-

rier sobre ela. Fazemos isso por integracao numérica. Plotamos a distribuicao
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do calor para Ty > T}, e Ty > Ty nas figuras 6.16 a) e b) respectivamente. Ob-
serve a semelhanca entre as distribuigoes, ambas sao assimétricas, mas para
Ty > Tj a distribuigao ¢ inclinada ao eixo positivo, enquanto para Ty > T te-
mos o comportamento oposto. Vemos entao, uma parece ser o reflexo da outra,
pois quando mudamos a desigualdade entre as temperaturas, temos o processo

inverso.

6.5.4
Caso Quartico

O préximo passo é analisar as estatisticas para o caso onde o potencial é
nao harmonico. Escolhemos o potencial quartico para investigar este caso, que
também pode aparecer em uma configuragao de pinga 6ptica [3]. Queremos ver
a consisténcia de trabalhar com duas temperaturas em um regime nao linear.
Vamos resolver numericamente a equagao de Langevin para o potencial

@ 4

Viz) = 2% (6-112)

com o protocolo de Heaviside. Em nossas simulacoes, integramos a equacao
de Langevin pelo método Runge-Kutta de quarta ordem (adaptado para um
sistema estocastico, como na segao 3.3) [46].

Afim de compararmos a simulagdo com algum resultado analitico, no-
tamos que para 7 — oo, € possivel obter a fun¢do caracteristica de maneira
analitica. Assumindo uma distribuicao de equilibrio inicial para zy, temos o

seguinte.

. 1
N (OY AR [P Vi

Com a equacao acima, podemos verificar os resultados numéricos do

(6-113)

potencial quartico. O valor assintético da média serd (Q) = (Ty — 1p)3/4 e
a variancia assintotica serd og = (17 +15)3/4, que sdo 0s mesmOs que No caso
da particula livre, exceto por um fator numérico. O que acontece é que todos
os momentos sao redimensionados em relagdo ao caso livre por um fator de
multiplicagao de 3/2.

Assim, a skewness é p3 = 3/2 (Ty —Tp). Enquanto a curtose é dado por

8 (Tg1 + T;*)

A (13 +13)°

A média, variancia, skewness e excesso de curtose sao plotados nas figuras 6.17
a) e b), 6.18 a) e b) respectivamente.

Destacamos que os resultados numéricos estao de acordo com os valores
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Figura 6.17: a) Calor médio para o potencial quartico. Os pontos sdo para
Ty > Ty, com Ty = 2 e Ty = 1, enquanto as estrelas sao para Ty > T, com
Ty = 1 e Ty = 2. A linha azul tracejada é o valor assintético de 0,75. b)
Variancia do calor para o potencial quartico. Os pontos sao para Ty > Tj, com
Ty = 2eTy = 1, enquanto as estrelas sao para Ty > Ty, com Ty = 1e Ty = 2. A
linha azul tracejada é o valor assintético de 3,75. Todos os parametros restantes
sa0 um.

assintoticos. Todos os momentos centrais tém qualitativamente o mesmo
comportamento que o potencial harmonico, significando que as defini¢oes sao
termodinamicamente consistentes para o caso de um potencial de alta ordem.
Além disso, a curtose também é Leptoctrtica, caracteristica muito presente
nas estatisticas de calor em termodindmica estocéstica [17]. Por essa razao, um
potencial quartico também satisfez os resultados esperados de consisténcia.

Como no caso harmonico, também obtemos a distribuicao do calor. No
entanto, agora a distribuicdo vem da simulac¢ao da equacao de Langevin. O
comportamento é semelhante ao caso harmonico anterior e pode ser observado
nas figuras 6.19 a) e b) para Ty > Ty e Ty > T7.

Estes resultados permitem-nos verificar a consisténcia termodinamica do
nosso modelo, que esta de acordo com as leis termodindmicas. Aprendemos que,
considerando a energia cinética, e o protocolos de temperatura que permitem
o equilibrio da velocidade final, o comportamento do calor fica consistente com
as leis termodinamicas. Destacando mais uma vez a importancia da presenca

da energia cinética em sistemas superamortecidos.

6.6
Consideracoes Gerais

O calor é apenas uma das quantidades definidas pela termodindmica, mas
desempenha um papel fundamental na termodinamica estocastica, pois esta
intrinsecamente relacionado a natureza aleatoria do sistema. O calor representa
a transferéncia de energia entre o sistema e o ambiente, e esta sempre presente

nos sistemas em que a termodinamica estocastica é aplicada.
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Figura 6.18: a) Skewness para o potencial quértico. Os pontos sao para Ty > Tj,
com Ty = 2 e Ty = 1, enquanto as estrelas sao para Ty > Ty, com Ty = 1 e
To = 2. A linha azul tracejada é o valor assintético de 10,5. b) Curtose para o
potencial quértico. Os pontos sao para Ty > Tj, com Ty = 2 e I = 1, enquanto
as estrelas sao para Ty > Ty, com Ty = 1 e Ty = 2. A linha azul tracejada é o
valor assintoético de 8,44. Todos os parametros restantes sao um.

Figura 6.19: a) Distribuicao do calor para o potencial quartico com protocolo
de temperatura Heaviside com diferentes tempos. Temos Ty > Ty, com Ty = 2
e Ty = 1. b) Distribui¢ao do calor para o potencial quértico com protocolo de
temperatura de Heaviside com diferentes tempos. Temos Ty > T, com Ty = 2
e Ty = 1. Todos os parametros restantes sao definidos como um.

Caracterizar o calor em sistemas estocasticos, por meio de distribuicoes e
momentos, permite-nos entender como esses sistemas funcionam. Aqui, inves-
tigamos o calor em diferentes sistemas, incluindo aqueles que sao superamor-
tecidos, subamortecidos, lineares, nao-lineares, isotérmicos e nao-isotérmicos.
Mesmo para diferentes sistemas, sempre temos a variancia monotonicamente
crescente no tempo, e todas as distribuigoes investigadas aqui obedecem um
comportamento leptocurtico na curtose. Essa recorréncia do comportamento
leptocirtico sugere que sua origem esta nas similaridades entre os sistemas in-
vestigados. O banho térmico é sempre o mesmo, e todas as expressoes do calor
dependem apenas das posicoes e velocidades iniciais e finais. No entanto, sdo
necessarias investigagoes adicionais nessa direcdo, o que pode ser explorado
como um tema para pesquisas futuras.

Ao explorarmos e investigarmos o comportamento do calor nesses siste-
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mas, estamos aprimorando nossa compreensao das trocas de energia na termo-
dindmica estocéstica. Esses sistemas exibem uma variedade de fenémenos que
tém aplicacoes em diferentes areas. Um campo de aplicagdo direta para essas
investigagoes é o estudo de maquinas térmicas estocésticas, onde o entendi-
mento do comportamento do calor nos aproxima da previsao e desenvolvimento
desses dispositivos.

Do ponto de vista tedrico, estamos ampliando o conjunto de resultados
analiticos e o uso de integrais de caminho na literatura da termodinédmica
estocdstica. Em particular, algumas integrais de caminho foram derivadas de
forma didatica e propria, como demonstrado no apéndice. Essas contribuigoes
adicionam novas ferramentas e técnicas ao campo, enriquecendo a compreensao

tedrica e fornecendo bases sélidas para futuras investigagoes.



7
Conclusao

A Termodinamica Estocéastica é um campo de pesquisa relativamente
recente, mas que ja pode ser considerado consolidado, devido a vasta gama
de resultados e aplicacoes ja estabelecidas. Como evidenciado em nossa pes-
quisa, a caracterizacao do calor em sistemas estocasticos é fundamental para
entender como tais sistemas funcionam e para abrir caminho para novas tec-
nologias e experimentos. Esperamos que essa tese contribua para o avancgo da
Termodinamica Estocastica e inspire novas pesquisas nessa area promissora.

O objetivo central desta tese foi ampliar nossa compreensao sobre os sis-
temas da termodinamica estocastica, com foco exclusivo no estudo do calor.
Essa quantidade é fundamental, uma vez que esta intimamente ligada a esto-
casticidade do sistema. Como principal contribuicdo, destacamos a necessidade
de considerar a energia cinética na férmula do calor em sistemas superamor-
tecidos, uma vez que diferentes resultados ignoram essa contribuicao, levando
a inconsisténcias na correspondéncia entre o limite subamortecido e supera-
mortecido na distribuicao do calor. Assim, investigamos como a inclusao da
energia cinética afeta a estatistica do calor.

O calor na termodinamica estocastica é uma variavel aleatéria e, por-
tanto, é caracterizado por meio da distribuicdo e de seus momentos. Com o
objetivo de compreender o comportamento do calor em diferentes sistemas
com diversas configuragoes, investigamos o seu comportamento em sistemas
subamortecidos, considerando os casos harmonico, linear e livre, comparando
suas similaridades e diferencas. Além disso, focamos nos sistemas logaritmicos
e logaritmicos harmoénicos no regime superamortecido, onde o potencial é nao
linear, mas ainda assim é possivel obter resultados analiticos. Por fim, analisa-
mos o efeito da energia cinética, revisitando os casos harmoénico e logaritmico
e investigando as consequéncias da energia cinética para a estatistica do ca-
lor. Como consequéncia, observamos o efeito da energia cinética em um caso
superamortecido nao-isotérmico, onde os efeitos sao mais evidentes devido a
mudanca de temperatura.

Nossos resultados consistiram, basicamente, em calcular diferentes dis-
tribuicoes de calor juntamente com seus momentos centrais em alguns casos.

Através dos conceitos basicos de estatistica, fomos capazes de interpretar e
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discutir tais resultados. O uso de diferentes ferramentas resultou em distintas
analises, destacando-se o uso das integrais de caminho, que podem ser conside-
radas uma contribuicao indireta ao descobrir novas aplicagdes para as integrais
de caminho dentro da termodindmica estocastica. Além disso, utilizamos a
equacao de Fokker-Planck e métodos numéricos de simulagao estocastica. Este
ultimo método nos auxilia a validar os resultados analiticos e semi-analiticos.

Embora os resultados obtidos aumentem nossa compreensao do calor
na termodinamica estocdastica, é importante destacar as limitagoes da tese.
Como primeiro passo, nosso foco foi investigar sistemas mais fundamentais e,
consequentemente, mais idealizados, ja que a idealizagao muitas vezes permite
obter resultados analiticos. No entanto, em alguns casos, uma abordagem
mais complexa pode ser necessaria para obter resultados que correspondam
melhor aos experimentos. Além disso, ao caracterizar as distribuigdes, podemos
fazer diferentes afirmacoes sobre as probabilidades, como, por exemplo, a
quantificagao das violagoes da segunda lei [49]. Essa questao pode ser objeto
de futuros estudos. Outra questao em aberto é a compreensao da estatistica de
maquinas térmicas estocasticas, onde nao s6 o calor, mas também o trabalho
desempenha um papel importante na obtencao da eficiéncia, além da potencia
dessas maquinas.

Em conclusao, nesta tese, investigamos o comportamento do calor em
diferentes sistemas estocasticos, contribuindo para a literatura da termodina-
mica estocastica. Em destaque, propomos a inclusdo da energia cinética no
calculo do calor para sistemas superamortecidos, um resultado que mostra a
consisténcia da teoria quando os limites sao tomados corretamente. Os resul-
tados obtidos aqui servem como base para futuros estudos e investigagoes,

contribuindo para a evolucao continua da termodindmica estocéstica.



A
Simulacao Numérica

Aqui vamos mostrar um exemplo de implementacao do algoritimo de
Rungge-Kutta de quarta ordem. Exemplificamos o c6digo na linguagem C++
[126], para o calculo da distribuicio de probabilidade do calor no sistema
subamortecido com potencial harmoénico. Nesse sistema, temos que lidar com
a velocidade e a posicao da particula, nos obrigando a fazer duas evolugoes.

Vamos exemplificar o c6digo, fazendo os comentérios necessarios para seu

entendimento. Comegamos chamando as bibliotecas que vao ser utilizadas

#include <math.h>

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <string.h>

#include <gsl/gsl_rng.h>
#include <gsl/gsl_randist.h>
#include <gsl/gsl_histogram.h>
#include <time.h>

Apo6s a importacao das bibliotecas necesséarias, procedemos a definicao dos
parametros que serao utilizados, tais como as velocidades, representadas
pela variavel "p", e as posi¢oes. Também sao definidas todas as quantidades
necessarias para a implementacao do método de Runge-Kutta, como o tempo,

o tamanho do intervalo de tempo "dt"e outras variaveis relevantes.

int main(int argc, char const *argv[]){
double eta, x, x0, dx, y, t, dt=0.001;
double p, pO, dp, y2;
double rk4,rkl1,rk2,rk3;
double ry4,ryl,ry2,ry3;
double Q;
double T=1, g=1, k=1;

int ns = int(1.0/dt);
int N = 10*ns;

int 1, i, j, nt=1000000;
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Definimos também a alocacdo de um espago no computador para podermos
salvar os dados, isso é feito através do FILE. Aqui criamos uma lista, que vai

acomodar com valores de () no instante 7 = 10.

FILE *output;

output = fopen("heat_harmonic_t=10.dat","w+");

Como queremos fazer uma simulacao estocéstica, precisamos de elementos

aleatorio, isso ¢ feito através da biblioteca “gsl”.

gsl_rng * r;

gsl rng env_setup();
r = gsl rng alloc (gsl rng default);
int seed = time(NULL)Y%100;

gsl_rng set (r, seed);

Apo6s a definicao das variaveis, estamos prontos para iniciar a evolugao do
sistema. No entanto, é importante mencionar que essa evolugao sera realizada
nt vezes. Para cada trajetoria, ¢ necessario estabelecer um valor inicial por

meio de uma distribuicao que corresponde ao estado de equilibrio do sistema.

for(j=0; j<nt;j++){
pO0 = gsl _ran_gaussian(r,1);

x0 = gsl _ran_gaussian(r,1);

p=p0;
x=x0;

Agora procedemos com a evolucdo do processo repetidas vezes, um total de
nt vezes. Utilizamos o método de Runge-Kutta para atualizar a posicao e a
velocidade da particula. Apods cada iteragao, registramos o valor final do calor
em um arquivo de saida especificado. Neste ponto, removemos a maioria das
constantes do problema, como T, v, kg, e m, de forma que a equacao de

Langevin a ser evoluida é expressa por:

dr(t) = p(t)dt, (A-1)
dp(t) = —p(t)dt — kx(t)dt + dW. (A-2)

Com base nisso, prosseguimos com a evolugao até o tempo final e registramos

os valores do calor utilizando a expressio Q = (p* — p3)/2 + (z* — z3) /2.

for(i=0;i<N;i++){

eta = sqrt(2.0*dt)*gsl _ran_gaussian(r,1);
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rkl = p*dt;
ryl = dtx(-p-kxx)+eta;

rk2 = (pt+ryl/2)*dt;
ry2 = dtx(-(p+tryl/2)-k*(x+rkl/2))+eta;

rk3 = (pt+ry2/2)*dt;
ry3 = dtx(-(p+ry2/2) -k*(x+rk2/2))+eta;

rk4 = (pt+ry3)*dt;
ry4 = dtx(-(p+ry3)-kx(x+rk3))+eta;

dx = (rk1+2*xrk2+2*xrk3+rk4)/6.0;
dp = (ryl+2*xry2+2*ry3+ry4)/6.0;
x += dx;
p += dp;

}
Q = p*p*0.5-p0*p0*0.5-x0*x0*0.5+x*x*0.5;
fprintf (output,"%.17g \n", Q);
}

return O;

3

Feito isso, obtemos um arquivo ".dat"com nt valores de calor no instante 7 = 10.
Esses valores sao utilizados para construir um histograma que nos permite
fazer comparagoes com os valores obtidos de forma analitica ou semi-analitica.
E importante ressaltar que neste ponto apenas discutimos a heuristica do
algoritmo, sem entrar em detalhes sobre sua implementacao ou o significado
das linhas de comando. Além disso, este c6digo é bastante simples, pois fornece
apenas um unico resultado para um tnico tempo. No entanto, a partir dele,

podemos aprimorar e desenvolver c6digos mais sofisticados.



B
Derivacao das probabilidades condicionais

No seguinte apéndice, serao fornecidas as derivagoes das probabilidades
condicionais utilizadas para obter-se os resultados da tese. Foram empregados
dois métodos diferentes, que variam de acordo com o caso: o método de Fokker-
Planck e o método de integral de caminho. As derivacdes serdao apresentadas

a seguir.

B.1
Consideracoes gerais caso subamortecido

Neste apéndice, mostraremos os passos do formalismo integral de cami-
nho para processos estocésticos [40,41,44], com as devidas simplificages, para
os casos subamortecidos estudados na tese.

A distribuicdo de probabilidade condicional entre zg,vy e x,,v,;, do

movimento browniano subamortecido é dada pela integral de caminho [44,80]

1
Plvs, x., 7|vg, T :/Dxex ——Alv, x| | . B-1
om0 o, 0] ) (B-1)
Nos casos que investigamos, a acao estocastica tera a estrutura

Al = [, (B-2)

onde agora, a forca do banho n pode ser vista como um “funcional da posi¢ao
e da velocidade", j& que, n — nlz] = mi + v + 9,V (x,1).

Comecamos dividindo a posi¢ao da particula em um caminho flutuante
e um caminho deterministico, isto é, x(t) = z.(t) + y(t), onde z.(t) tem as
mesmas condigoes de contorno de z(t), e é a solugao da extremizacao 6.4 = 0.
Fazendo essa transformagao na agdo, encontramos

1
P[UT7$T7T’UO7$O] = exXp <_MA[/UC:$C]> /Dy eA[y]' (B_3>

Em vez de resolver a integral de caminho em y, podemos apenas usar a
propriedade de normalizagao da distribuicao de probabilidade condicional, isto
é
/ddexTP[vT,xT,T|vo,x0,O] =1. (B-4)

Fornecendo a restricao
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[ Dyt = ( [ oo exp (-AJTA[UC,%O)l. (B-5)

Isso acontece porque y(t) ndo depende das constantes de borda v, z., vg, Zo.

A distribuicao de probabilidade condicional sera

1
exp (——=Alve, .
P[UT7ZET7T|UOaxO7O] = ( st [ ]> . (B_6)

[ dv,dx, exp (—M%A[Uc, ﬂfc])

Para trés ou duas dimensoes, a generalizacao é direta. Como o ruido

nao ¢é correlacionado em seus componentes, a distribuicao de probabilidade

condicional conjunta sera apenas

exp (—AL%TA[UC, 77c])
[ d30.d37; exp (—M%A[ﬁc, FC])

agora integramos sobre d3v.d%7,, j4 que a acdo estocdstica depende somente

(B-7)

P[U’r; FTJ T|1707 FO? 0] =

das componentes. Além disso, para os casos em que o potencial pode ser
escrito como uma soma dos componentes, ou seja, é separavel por adicao,
a distribuicdo de probabilidade condicional conjunta serda o produto das

condicionais individuais para os componentes x,y, z. Logo, para 3D temos

PU;, 77, 7|00, To| = Plvgr, Tr, T|V2.0, To| PlVy 7+ Yr, T|Vy.0, Yo | Pz 7y 27, T|U2 0, 20]

(B-8)

Nesse caso, a contribuicao de cada componente é a mesma. Como nesse caso a
contribuicao de cada componente é a mesma, s6 precisamos calcular uma das

contribuig¢oes e usé-la para encontrar as outras.

B.2
Subamortecido Harmoénico

A acdo estocéstica do caso harmonico sera

Alz] =

Precisamos extremar a agao estocastica, obtendo,

T

“5T (mi + i + kz)® dt. (B-9)

m2x @ (t) + (2km — )7 (t) + k2x(t) = 0, (B-10)

onde esta equagao, tem quatro condi¢es de contorno vy, g, v, x,. A solucao

extrema é

-t Ut Ut Ut
xe(t) = diexp ( 5 > + daexp <2m> + dsexp <2m) + dyexp <2m> ,

(B-11)
com Ut = v+ /2 —4km e ¥~ = ~v — /92 — 4km. Agora vamos usar as

condigoes de contorno z.(0) = xg, 2.(7) = x,, £.(0) = vy ¢ &.(T) = v, para
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calcular as constantes d’s. A agdo extrema fica

1

4mT

Alz.] = yd3 U (6‘1’;; _ 1) + 8dzd km (e% _ 1)

+7'
+7dfﬂ+<e%n—]>]

com

\I/jn‘r 3\I/+72’y)‘r
ds = 64; (76( 2m <x0\11+ + 2muy

_|_

\/’YQ* mT +T
—ome T (UT\I/+ + ka7> — Ome'm (UO\I/Jr + 2kxg

e <2mvm/72 — 4km — yzo Ut + dkmay
+7'
Tt (vaﬂw? — 4km — vz, U + dkma.,

7<:ET\IJ+ + 2mu,

_|_

+

)

N— — N~

N———

(3\11*—27)7

T (2T 4 2mo,) +

_ V2 —dkm
dy = e " e
4 A (’Y

Y(2oU~™ + 2mug) — 2me 2w (v, U~ + 2kx,) +

e (dkmaxg — 2mugy/v2 — dkm — yxo¥_) +
+7—
e’ (dkmx, — 2mu\/~v? — dkm — vz, U7) +

N
—ome T (VW™ + kao)) :

E, em ambas as constantes, o fator A é,

V2 —4k
A = —4km + (4km — ~?) cosh <Z> + ~% cosh <M> .

m

105

(B-12)

(B-13)

(B-14)

(B-15)

Embora na acao extrema tenhamos termos constantes longos, devido ao grande

conjunto de parametros envolvidos em nosso modelo especifico, podemos

reescrever A[z.] de forma bilinear em termos do vetor b = (v,, v, Z,, o).

Entao, de acordo com a eq. (B-6), a integral do caminho normalizada é,

exp (—M%A[Uc, fEc])
[ dv,dx, exp (—LL%T.A[UC, l‘c])

1=
— N <— ﬂ
exp Tb./\/lb

onde

(B-16)
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\/k;m (4km — 42)ezm

N'= (B-17)
2\/§7TT\/72 cosh (TW) + (4km — ~2) cosh (Zni) — 4km
e
Al A3 A4 A5
0 Ai+2% —-A —A
M = 1 Far ° : (B-18)
0 0 A A
0 0 0 Ayt L

Os termos A;’s na matriz M contém a dependéncia das constantes do pro-

blema. Esses termos sao
_om [ > ) V2 —4km
Ay TA < vy/v? — 4km sinh (

),

+
+ (72 — 4k:m> (cosh (771) + sinh ( >) + 4km> (B-19)

L kyv/v? — 4km Smh( Vo2 dkm 4km>

m . YT V7?2 — dkm
A 4 h{— h| ——
3= TA (( km — ~ )sm (2m> COS ( o +
2 — 4k
ey = kot (27 Ysun () e
2vkm sinh? < r 4km>
A4 == — TA y (B—22>
2km~/v? — 4km sinh ( ) sinh <T'§m4km)
A5 = TA ) (B_23>
k 2k~y~\/~v? — 4km cosh ( ) sinh (W)

Assim, a equacao B-16 é a distribuicdo de probabilidade condicional para o
caso harmoénico. Tendo a distribuicao de probabilidade condicional podemos

calcular a func¢ao caracteristica e consequentemente a distribuicao de calor.

B.3
Subamortecido Linear

A agao estocastica para o caso linear é



Apéndice B. Derivacido das probabilidades condicionais 107

Alz(t)] = / " (mid i — O)*dt (B-25)
0
A extremizacao desta agao dard a solugao z.(t),
0A =0 — m2zW(t) = %i.(1), (B-26)

onde o sobrescrito (4) denota derivadas temporais de 4* ordem. Resolvendo a

equacao diferencial acima, encontramos

9 ot 9 2t
com-em Corn=e m

2 72

onde os s sdo constantes arbitrarias, que precisam ser calculadas pelas

z.(t) = + cqt + c3, (B-27)

equagoes: x.(0) = xg, 2.(7) = x,,1:(0) = vg, Z(7) = v,. Observe que, como
temos uma quarta derivada na Eq. (B-26), temos essas quatro condigoes de

contorno. A agao avaliada em x. sera

Alz.] = 726427 — 2vesCT + C%1 + deyeym? (e% — 1) + (B-28)

2e0m? ; or o
+ em —1)(=2C+cm(em +1 B-29
T (e =) (20 tam(ew 1)) (B-29)

onde

T T 2 — 2 T
P vﬂ v W(T(voj—iv )+ 2x9 — 22,) , (B-30)

2m \em —1 74 em(yT —2m) +2m

m(vo + vy) (6% - 1) +v(zo — z) (e% + 1)

Cqy = . (B—31>

—T 4 em (2m — y7) — 2m

Substituindo essas constantes, temos a integral de caminho para essa acao

dando uma dependéncia quadratica nos termos de contorno, ou seja,

1
/Dxexp <_4’7T ;

onde f; e N sdo

T

(mi + i — C)? dt) = N exp (f1(vr, vo, T7, 20))(B-32)

1
_87T (77’ coth (%) — 2m>

fl(UTav(beaxO) - X

[ m(y(vo + v,) — 2C)(2CT+

dm(vg — vy) +y7(vo + v,) + 4y(z0 — 7)) +
+7 coth <;771-1> (2m2(vo —v.)2 + 2m7(vy — vy) (v (vo + vr) — 2C)+

—~ymT(vo — v,)? coth (;;) —2(CT +yxo — ’yxT)Q)] , (B-33)
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-
B 47ZT . e ' (B-34)

\/77' sinh (%) — 2m cosh (%) +2m
A dependéncia das condig¢oes de contorno é escrita no termo fi, e é um po-
linbmio quadratico nos termos de contorno. Juntando todos os ingredientes,
encontramos a distribuicao de probabilidade condicional para o caso subamor-

tecido linear.

B.4
Sistema logaritmico

Vamos resolver a probabilidade condicional Pz, T|zo,0] através do
método de integral de caminho.
A acdo estocastica A[z] do sistema logaritmico em questdao é definida
por [40,44,80]
t

AT Jo

Alz] — Ali, x,t] = [jﬂ + (ng — 2Tk;> 1 ] ds + ﬁln (xt)

x(s)? 2T o
(B-35)

onde usamos a convencao de Stratonovich. E o tltimo termo que aparece
na agao pode ser retirado da integral de caminho, de tal forma que permite

definimos o propagador K|z, t|zo, 0], onde

&zt
Plxy, t|zo,0] = e (ZO>K[$t,t‘:CO,O]. (B-36)

onde K (x4, t|xg,0) agora é apenas a integral de caminho

Kl 0]—/x(t):zz> —1/t 2 4 (k2 - 2Tk) L )
Ty, t|xo, 0] = o) z exp | = | |2 ) s|.

(B-37)

Para resolver a integral de caminho na Eq. (B-37), usamos a discretizagao
descrita em [44], esta é essencialmente a mesma abordagem feita em [40,120].
Discretizamos o caminho z(s) em fungdes lineares z; = x(s;) e o tempo s; = i€
em N pedacosi=1,..., N, com Ne =1t onde sy =t é o tempo final. Ao final
do célculo, tomamos o limite N — oo. A acdo A[z] na Eq. (B-35) na forma

discretizada é

Ay — 1 (@ ) N W [miwign 1 (82— 3)2Te (B.38)
AT = € | 2T€ 2 xTin
onde definimos a constante (IiQ — %) = k24_T22T By k= % (% — 1) para

conveniéncia posterior. Podemos expandir a exponencial do ultimo termo na
Eq. (B-38) em termos de fungoes de Bessel modificadas do primeiro tipo,
I.(x), [127] isto é
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iTi 1 1 | 2mx;x; iTi
exp x$+1_</{2_) € Lo = 7m::r;+1]ﬁ<xx+1)’
€ 2 4 TiTit+1 € €

(B-39)
que nos permite simplificar nossa integral de caminho. Esta aproximacao

funciona porque queremos tomar o limite N — oo, ou equivalente, ¢ — 0,
e entdo, os termos de ordem O(€?) podem ser ignorados. Este é o passo crucial
para avaliar a integral de caminho na Eq. (B-37). Desde o inicio, ndo temos
uma integral gaussiana, e, portanto, uma solucao exata nao esta disponivel a
menos que transformemos a Eq. (B-39).

O préximo passo é considerar a integral de caminho como miultiplas
integrais na coordenada x. Como estamos lidando apenas com os casos em
que x > 0, as integrais sobre x’s estao no intervalo 0 — oo, diferente do usual.

Definindo o N-integral Ky como

N/2
Ky = (47rT6> / dxyg .. / dzy exp Ay (B-40)

onde o primeiro termo vem da medida de integracao Dz, podemos usar a
defini¢ao da Eq. (B-38) e a identidade na Eq. (B-39) para se obter

e 132 (et o)
KN_(47TT6> /dxo /deeXp( 2 )

1=

27T$z$z+1 l’ﬂ?iﬂ)
I . (B4l
8 H ( 2T ( )

O primeiro termo na integral da Eq. (B-41) pode ser decomposto em

1SS (@ ) agtak _Nz‘l z}
AT = € 4Te —~ 2T¢€

(B-42)

e o termo na raiz quadrada

H 27r:v :1:Z+1 L Jrorn H = <2T6>N/2\/— H z;. (B-43)

Entéo, a integral na Eq. (B-41) pode ser reescrito como

Ky = NyTorn /w /m]ﬁld kel ] (“’0“) I (””l’“”"*l) (B-44)
= Tol ZT; € € v Ly K L, -
N "N o 0 2Te 2Te

57 ite . Observe
que o multiplicando agora vai de ¢ = 1 a ¢ = N — 1, em vez de comecar em
1 =0.

Ainda precisamos integrar sobre todos os z’s, e para isso usamos a

N m2+m2
onde, NV é um fator de normalizacao definido por N = ( ! ) e~ e

propriedade das Fungdes de Bessel [127]
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0o 1 a? + a2 aja
—ay’ 1 I dy = — 1% ( ! 2) B-45
[ ey = oo (L2 1 (G2) @4

Essa integral é valida para a@ > 0 e Kk > —1, que é 0 N0Sso caso.

A primeira integral em x; pode ser calculada como

oo 1 c
/ e 2:}“5 II (.1301'1) IH <x1$2> T d{El = 2€(x02+x22)4]<x0x2;>7 (B_46)
0

2Te 2Te c
onde definimos ¢ = ﬁ para conveniéncia posterior. A proxima integral em o
dara,
1 VS
—6“21/ 6_6(1_}1)”2[<x0x2C>I(a:33320)x2d:1:2 =
2c 0 2
1 1 zﬁfc(H » ) c 1
———¢ 0-4) /1 Torz———— |, (B-47)
2¢ 2¢(1-1) 22(1- 1)
e entao, apos N — 1 integragoes, chegamos a
11 R | c
— —1, — — Pya? 2 B-48
5 ]1;[1 207, (xoxzv 5 ]1;[1 2, | o (e v ) (B-48)
onde
N-1 g [iml 2
Yo =1, 7~:<1— ), Py =c — — 1.
’ 4751 ]; Ay kl;Il Vi

Ao juntar todas as pegas, temos para Ky (incluindo a constante de

normalizagao)

X exp (:(;0 <PN - ) <4%CV - ;)) . (B-49)

Para avaliar a integral de caminho precisamos tomar o limite N — oc.
O primeiro multiplicando que aparece ao lado direito da Eq. (B-49) e no

argumento de Bessel I, pode ser calculado como

1N1 1 N=1q 1 c 1
= e = = B-50
H2’y] ]1_[17] N N 2Tt ( )

onde a equacao acima fornece Hj-vz_ll % = 2V/N. E verificado o resultado por
J
inducao.
O termo Py, que vem multiplicado por z(, necessita de uma aborda-

gem mais cuidadosa, pois possui algumas divergéncias. Para lidar com isso,



Apéndice B. Derivacido das probabilidades condicionais 111

Qj+1
2Q;

definimos v; = tal que

1 .
%’Zl—g = Qi1 —20;+ Q-1 =0—->Q =0, (B-51)
J
onde a tultima equacao é o limite continuo da equacao discreta. A solugao é
apenas Q(s) = s para Q(0) = 0 como condicao inicial. Voltando para P,

podemos reescrever o termo que vem multiplicado por zg

1 j—1 2
Py — ==

c ¢ 1 201 ¢ c
sl oy =5+ i g P

O ltimo termo no limite do continuo (N — oo) é

CNX_:I Q12 . 1 Ql/ Q(l dt/ (B—53)

— — lim
23 QinQ; 04T €& )’
Podemos reescrever o termo fora da integral como $=90 QO = Q(O) = 1, porque

(o = 0 é nossa condi¢ao inicial. Com Eq. (B-53), o hmlte continuo da Eq. (B-
52) ¢

1 /1 to 1
lim Py — ¢ = —— f—/ Jdt’
€—00 2 4T \ € € Q(t/)
1 /1 t 1
S dt’)
4T(6 /e 12
1
_ B-54
4Tt ( )
Para o termo multiplicado por xy, 47]3_1 — 5, apenas notamos que 4%1,_1 =
%Qg —L entao o limite continuo é
N
. c c\ .. I (Qvy—Qn) 1 Q(t) 1
im —— ] =lim — =—— T =——
e—0 4"}/]\[,1 4 e—0 4TQN € 2T Q(t) 4Tt
(B-55)
Finalmente, usando as Egs. (B-50), (B-54) e (B-55) o propagador se torna
Kz, t|zo,0] = lim Ky = \/To2; ! I, (Wct)e e @i ag) (B-56)
) 0 N-oo N 0 t2Tt 2Tt
e entao a distribuicao de probabilidade condicional é
K41
Ty 1 (moxt) — L (a24a2)
Plx, . t = I, AR B-57
2 theo, O = =pe o e (o ) ¢ 7 (B-57)

B.5
Logaritmico Harmonico

Nesta secao, revisaremos a derivacao da probabilidade condicional por

meio da equagao de Fokker-Planck. Ressaltamos que a derivagao aqui apresen-
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tada segue o livro de Ryabov [5].
Comegamos com a equagao de Fokker-Planck para o potencial V(z) =

kx?/2 — glogz, que é
O,P = 0, <T8$ - g + m) P, (B-58)

Usando a regra do produto para derivadas, podemos reescrever o lado direito

da equacao acima como

O =[TJ+2kL+ (v+1)k| P, (B-59)
onde
g2 9 1) P Lo ]
j=o- Lo, (m L= @i ). (B-60)
sao definidos de tal forma que obedecem a &lgebra de Lie [j , [A/] = J ,

permitindo-nos usar o método algébrico de Lie [128]. Com a condigao inicial
P(xo,t =0) = §(x — x), P serd a probabilidade condicional P — P|xy, t|zo].

Além disso, a solugao pode ser escrita como
Play, tlwo] = exp [(v + V)kt] exp [l() L] exp [5(t)J] 6(xe — wo),  (B-61)

onde [(t) e j(t) podem ser encontrados substituindo a solugao acima na equagao

de Fokker-Planck, junto com propriedade da algebra de Lie. O resultado é
T okt

—1). B-62
S 1) (B-62)

Em seguida, atuamos os operadores na fun¢ao delta. Primeiro, notamos que

~ v+1 2 5.2
exp [U} 0t — x0) = Q[z4, t[0] = &l <$t) exp (—xt %) I, (xt%) ,

t
I(t) = 2kt, () = T/ O ds =
0

?t o 4t 2t
Ja que exp {tﬂ = exp [t (83 — %0, (%))} ¢ o gerador da dinamica para (1fo %),

e Q[xy, t|zo] é sua solugao. Este processo estocastico é conhecido como Processo

de Bessel [5,16] e é resolvido em [129]. Em seguida, usamos a identidade

. 0 ;

exp 0125 | QL] = Qiee ] (B-64)

Finalmente, levando em conta os fatores nas exponenciais da Eq. (B-61),
obtemos

kxgeW Dk /g, \ v+l zieM 4 ple M ok
Plxg t = — (= Y et AU ) Y .l
s theol = S i <x0> b 4T sinh &t 2T sinh kt
(B-65)

que é a probabilidade condicional que obdece a Eq. de Fokker-Planck (B-59).
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B.6
Caso Nao-Isotérmico

Uma vez que as integrais de caminho consideradas sao gaussianas, é
preciso apenas calcular a acao estocastica em seu extremo. A agao estocastica

com o protocolo de temperatura ¢ [40]

L7 (i) + ka(t))
= — dt B-66
Al = o [y (B-66)
extremizando esta acao obtemos a equacao diferencial
, k
u(t) = —ul(t), (B-67)
8
onde u(t) = %J&I;z(t)) E resolvendo para u(t) encontramos a equagao

diferencial para o extremo da posicao.
vE + kv = T(t)Ce%t, (B-68)

onde C' é uma constante desconhecida. Resolvendo para z(t) temos

—%t ‘ /
2(t) = zoe 5t + S / T(t)e25 dt! (B-69)
Y 0

Para encontrar C, precisamos apenas da condigdo de contorno z(7) = x, que

fornece

C = W(SCOEZ:;J). (B-70)

Por fim, para encontrar a acdo estocdstica em seu extremo A, [x], basta

substituir u(t) pois

c? 2kt v ko 2
= — T vy —= — Y . B— 1
Adlel = 7- /0 (et = = (xo T ) (B-71)
Assim, a distribuigdo de probabilidade condicional serd dada por P[...] ~

exp (—A¢[x]), com uma constante de normalizagdo que pode ser calculada a

posteriori.
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