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APÊNDICE A 

Teste de Malha tridimensional 

 

As Figuras 103 e 104 ilustram a comparação entre os resultados obtidos 

pelas simulações numéricas usando as diferentes malhas tridimensionais 

propostas. A Figura 103 compara os perfis obtidos no plano de θ = 180º 

enquanto que a Figura 104 compara os perfis no plano de θ = 0º.  

Pode-se constatar que em ambas as figuras o perfil muda apenas para a 

malha III. Isso se deve ao fato dos vórtices formados nas malhas I e II serem 

mais largos que os formados na malha III. A diferença no perfil de velocidade 

entre os resultados obtidos pelas diferentes malhas é pequena, mas a 

característica geométrica foi alterada significativamente, conforme pode ser 

verificado na Tabela 9. Na mesma tabela é apresentada a diferença entre os 

resultados numéricos e experimentais, indicando que a malha III apresenta a 

menor discrepância. Em função dessas observações, a malha III foi escolhida 

para todas as simulações tridimensionais. O resultado experimental da largura 

dos vórtices para essa geometria estudada no teste de malha foi de 46,8 mm. 
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Figura 103 – Comparação entre os perfil de velocidade obtidos por diferentes malhas. 

Plano θ = 180o. χ = 0,250. 
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Figura 104 – Comparação entre os perfil de velocidade obtidos por diferentes malhas. 

Plano θ = 0o. χ = 0,250. 

 

Tabela 9 – Largura dos vórtices para a geometria com obstrução parcial χ = 0,250. 

 Malha I Malha II Malha III 

λ/2 [mm] 43,2 42,3 49,8 

(λ/2)Exp - (λ/2)Num [mm] 3,6 4,5 3,0 
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APÊNDICE B 

Diagrama de blocos da rotina do LabView para detecção de pulsos 

 

Diagrama de blocos da rotina em LabView para detecção e contagem dos 

pulsos. A rotina proporcionava também uma saída de trigger para acionar o 

sincronizador do sistema de velocimetria por imagens de partículas. 
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APÊNDICE C 

Desenho esquemático do circuito do medidor de freqüência 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115629/CA



 169 

APÊNDICE D 

Posição do volume de medição da técnica de Laser Dopper 

 

i. Introdução 

 

A utilização do método de velocimetria a laser Doppler requer o 

conhecimento da localização do volume de medição dentro da região de 

interesse no experimento. Com o intuito de se obter teoricamente o 

posicionamento desse volume, desenvolveu-se matematicamente as equações 

que regem o problema físico em conjunto com equações de trigonometria e 

geometria. O problema físico é governado basicamente pela lei de Snell, dada 

pela Equação (73). 

 

)()( φε sennsenn ji =                        (73) 

 

em que ni e nj são os índices de refração do primeiro e segundo meio em que o 

feixe de luz se propaga. ε e φ são os ângulos com que os feixes incidente e 

refratado fazem com a normal da superfície de interface entre os dois meios. 

A Figura 105 ilustra as superfícies estudadas e a seqüência dos índices de 

refração dos meios existentes. 

 

 
Figura 105 – Desenho esquemático do problema com a disposição dos índices de 

refração. 
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ii. Descrição do problema 

 

Feixes de cor I 

 

Dois feixes, A e B, de luz coerente incidem sobre um cilindro de raio 

externo R1 e raio interno R2. Cada feixe faz um ângulo κ com a linha de centro 

(s-s’) proveniente da sonda de luz. A linha de centro da sonda está paralela e 

distante x = d da linha de centro (b-b’) do cilindro. O ângulo γ de penetração da 

sonda na circunferência exterior é calculado a partir da distância d. β1A, β1B, β2A e 

β2B são os ângulos dos arcos das circunferências devido à interseção dos feixes 

de luz A e B com tais circunferências. θiA e θiB são os ângulos com que os feixes 

A e B fazem com as normais a cada ponto de interseção ao longo do caminho 

ótico. O desenho esquemático do problema estudado para os feixes de cor I 

pode ser representado pela Figura 106. 

 

 
 

Figura 106 – Desenho esquemático do posicionamento do volume de medição – cor I a 

partir do deslocamento da sonda. 
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Feixes de cor II 

 

Dois feixes, C e D, de luz coerente incidem sobre um cilindro de raio 

externo R1 e raio interno R2. Os dois feixes são paralelos e distantes x=d da linha 

de centro (b-b’). um ângulo κ com a linha de centro (s-s’) proveniente da sonda 

de luz. β3 e β4 são os ângulos de penetração da sonda na circunferência exterior 

e interior respectivamente. κ3 e κ5 são os ângulos de incidência proveniente da 

sonda ao atravessar os meios 3 e 5 respectivamente. L1 é o deslocamento dos 

feixes, a partir da parede externa do cilindro, considerando que não há mudança 

de índice nos meios. XV-I e YV-I é a posição do volume de medição a partir do 

centro do cilindro. Um esquema do problema estudado para os feixes de cor II 

pode ser representado pela Figura 107. A Figura 108 ilustra uma vista 

longitudinal do cilindro, podendo-se observar a localização YV-I e a  espessura 

corrigida e*, que será definida pela Equação (132). 

 

 
Figura 107 – Desenho esquemático do posicionamento do volume de medição – cor II. 
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Figura 108 – Desenho esquemático do posicionamento do volume de medição – cor II a 

partir do deslocamento da sonda. Vista longitudinal. 

 

iii. Desenvolvimento matemático – cor I 

 

OBTENÇÃO DE β1A E β1B 

 

Partindo da informação de que a linha de centro da sonda passa por uma 

posição x = d da linha de centro das circunferências estudadas, pode-se calcular 

o ângulo γ de penetração da sonda na circunferência exterior, através da Eq. 

(74). 

 

)()( 11 Rdarcsen  Rdsen =∴= γγ           (74) 

 

As posições x1A, x1B que os feixes A e B provenientes da sonda cortam a 

circunferência exterior podem ser obtidas pela interseção da equação da 

circunferência exterior, Eq. (75), com as funções lineares dos feixes A e B, Eq.s 

(76) e (77), respectivamente. 

 

2
1

2
1

2
1 Ryx AA =+               (75) 

 

AA bxay 11 +=              (76) 
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B1B1 bxay +=              (77) 

  

sendo,  

 

[ ])2tan( 31 κπ −=Aa             (78) 

 

[ ])23tan( 31 κπ +=Ba                (79) 

 

Ao considerar que x = d, tem-se y = R1cos(γ) – L1. Logo, 

 

[ ] [ ])2tan()cos( 3111 κπγ −−−= dLRb A               (80) 

 

[ ] [ ])23tan()cos( 3111 κπγ +−−= dLRb B                (81) 

 

em que L1 é o percurso dos feixes de luz sobre a linha de centro da sonda 

considerando que não haja mudança no ângulo de incidência devido à mudança 

de meio. Esse percurso é contabilizado a partir do ponto da interseção da 

circunferência exterior com a linha de centro da sonda. Utilizando os coeficientes 

das Eq.s (78) a (81) nas respectivas equações, pode-se obter as posições x1A, 

x1B. 

 

[ ]
)1(2

))(1(4)2(2
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1111

1

2
1

A

AAAAAA
A

a

Rbababa
x

+
−+−±−

=              (82) 

 

[ ]
)1(2

))(1(4)2(2
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1111

1

2
1

B

BBBBBB
B

a

Rbababa
x

+
−+−±−

=              (83) 

 

A partir de x1A e x1B, tem-se:  

 

��
�

�
��
�

�
=

1

1
1 R

x
arcsen A

Aβ             (84) 

��
�

�
��
�

�
=

1

1
1 R

x
arcsen B

Bβ             (85) 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115629/CA



 174 

OBTENÇÃO DE θ1A E θ1B 

 

Para 3A1 κ≤β , tem-se: 

 

A13A1 β−κ=θ              (86) 

 

Para 3A1 κ>β , tem-se: 

 

3A1A1 κ−β=θ              (87) 

 

Se 0B1 <β  e 3B1 κ≤β , tem-se: 

 

B13B1 β−κ=θ              (88) 

 

mas se 3B1 κ>β , tem-se: 

 

3B1B1 κ−β=θ              (89) 

 

Caso 0B1 >β , tem-se: 

 

3B1B1 κ+β=θ              (90) 

 

 

OBTENÇÃO DE θ2A E θ2B 

 

�
�

	


�

�
θ=θ )sen(

n
n

arcsen A1
4

3
A2            (91) 

 

�
�

	


�

�
θ=θ )sen(

n
n

arcsen B1
4

3
B2            (92) 
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OBTENÇÃO DE β2A E β2B 

 

 Com um procedimento similar ao executado para β1A e β1B, pode-se obter 

as posições x2A e x2B que os feixes A e B provenientes da sonda cortam a 

circunferência interior, através da interseção da equação da circunferência 

interior, Eq. (93), com as funções lineares dos feixes A e B dentro da parede 

sólida, Eq.s (94) e (95), respectivamente. 

 

2
2

2
2

2
2 Ryx =+              (93) 

 

AA bxay 22 +=              (94) 

 

BB bxay 22 +=              (95) 

 

Sendo os coeficientes angulares dados por: 

 

Se 3A1 κ≤β , tem-se 

 

[ ])2tan( 212 AAAa θβπ −−=               (96) 

 

Se 3A1 κ>β , tem-se 

 

[ ])2tan( 212 BBAa θβπ +−=              (97) 

 

Se 3B1 κ−≤β , tem-se 

 

[ ])23tan( 212 BBBa θβπ −−=               (98) 

 

Se 3B1 κ−>β , tem-se 

 

[ ])23tan( 212 BBBa θβπ +−=               (99) 

 

E os coeficientes lineares dados por: 
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AAAA xaRb 12112 )cos( −= β          (100) 

 

BBBB xaRb 12112 )cos( −= β          (101) 

 

Utilizando os coeficientes das Eq.s (96) a (101) nas respectivas equações, 

pode-se obter as posições x2A, x2B. 

 

[ ]
)1(2

))(1(4)2(2
2
2

2
2

2
2

2
2

2
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2

2
1

A

AAAAAA
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a

Rbababa
x

+
−+−±−

=         (102) 

 

[ ]
)1(2
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=      (103) 

 

A partir de x2A e x2B, tem-se:  

 

��
�

�
��
�

�
=

2

2
2 R

x
arcsen A

Aβ           (104) 

��
�

�
��
�

�
=

2

2
2 R

x
arcsen B

Bβ           (105) 

 

 

OBTENÇÃO DE θ3A E θ3B 

 

Para 3A1 κ≤β , tem-se: 

 

A2A2A1A3 β−θ+β=θ           (106) 

 

Para 3A1 κ>β , tem-se: 

 

A1A2A2A3 β−θ+β=θ           (107) 

 

Para 3B1 κ−≥β , tem-se: 
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BBBB 1223 ββθθ −+=           (108) 

 

Para 3B1 κ−<β , tem-se: 

 

BBBB 2123 ββθθ −+=           (109) 

 

 

OBTENÇÃO DE θ4A E θ4B 

 

�
�

	


�

�
= )( 3

5

4
4 AA sen

n
n

arcsen θθ          (110) 

 

�
�

	


�

�
= )( 3

5

4
4 BB sen

n
n

arcsen θθ          (111) 

 

 

OBTENÇÃO DE αA E αB 

 

Para 3A1 κ≤β , tem-se: 

 

A4A2A 2 θ−β−π=α           (112) 

 

Para 3A1 κ>β , tem-se: 

 

A4A2A 2 θ+β−π=α           (113) 

 

Para 3B1 κ−≤β , tem-se: 

 

B4B2B 23 θ−β−π=α           (114) 

 

Para 3B1 κ−>β , tem-se: 

 

B4B2B 2 θ+β−π=α           (115) 
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OBTENÇÃO DE YVA-I E YVB-I 

 

[ ] 222 )tan()()cos()tan( RsenxY AAAAIVA αββα −+=−       (116) 

 

[ ] 222 )tan()()cos()tan( RsenxY BBBBIVB αββα −+=−       (117) 

 

 

OBTENÇÃO DE XV-I 

 

Igualando-se as Equações (116) e (117), obtém-se a coordenada XV-I de 

localização do volume de medição em relação ao centro das circunferências. 

  

[ ]
)tan()tan(

)tan()()cos()tan()()cos( 22222

BA

AAABBB
IV

Rsensen
x

αα
αββαββ

−
−−−

=−       (118) 

 

OBTENÇÃO DE LMESA 

 

O deslocamento da mesa de coordenada a partir de uma referência 

especificada (parede externa do cilindro externo) pode ser dada por: 

 

[ ]
0

1

231

)tan(

)tan()tan()'(
=

− −
+++

= Mesa
vpcp

Mesa L
eddL

L
κ

κκ
      (119) 

 

em que dp-c é a distância entre a parede interna do vidro plano da janela de 

visualização e a parede externa da circunferência externa. A variável evp é a 

espessura do vidro plano e LMesa=0 é o percurso efetuado pela mesa desde a 

parede externa do vidro plano até a parede externa da circunferência externa. O 

fator de correção d’ aparece quando a linha de centro da sonda passa por uma 

posição x = d da linha de centro das circunferências estudadas.  Assim, 

 

[ ])cos(1' 1 γ−= Rd           (120) 

 

iv. Desenvolvimento matemático – cor ii 

 

OBTENÇÃO DE β3 
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O feixe de laser de cor II incide sobre a circunferência exterior 

paralelamente a linha de centro das circunferências. Partindo da informação de 

que o feixe de laser passa por uma posição x = d da linha de centro das 

circunferências estudadas, pode-se calcular o ângulo β3 de penetração dos 

feixes de cor II na circunferência exterior através da Eq. (121). 

 

)( 13 Rdarcsen== γβ           (121) 

 

O ângulo de incidência do feixe de laser com a normal da superfície, θ12, 

pode ser dado pela Equação (3.2). 

 

OBTENÇÃO DE θ1C E θ2C 

 

3C1 β=θ             (122) 

 

Pela Lei de Snell, θ2C pode ser dado por: 

 

��
�

�
��
�

�
= )( 1

4

3
2 CC sen

n
n

arcsen θθ          (123) 

 

OBTENÇÃO DE X2C E β4 

 

Para obtenção do ângulo de penetração do feixe de laser na circunferência 

interior, β4, é necessária a obtenção dos coeficientes angular e linear da 

equação da reta do feixe refratado através da parede do cilindro. O coeficiente 

linear dessa equação é dado por: 

 

[ ])2tan( 232 CCa θβπ +−=            (124) 

 

e o coeficiente linear dado por: 

 

1212 xayb CC −=            (125) 

 

Utilizando os coeficientes das Eq.s (124) a (125) e a equação da 

circunferência interior do cilindro estudado, pode-se obter a coordenada x de 
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interseção do feixe refratado através da parede do cilindro e a circunferência 

interior. Logo, a posição x2C pode ser dada por: 

 

[ ]
)1(2

))(1(4)2(2
2
2

22
2

2
2

2
2222

2

2
1

C

CCCCCCC
C

a

Rbababa
x

+
−+−+−

=      (126) 

 

A partir da obtenção de x2C, pode-se obter β4. 

 

)( 224 Rxarcsen C=β           (127) 

 

OBTENÇÃO DE θ32 E θ42 

 

Por fim, o ângulo de incidência do feixe sobre a superfície da 

circunferência interior, θ3C, e o ângulo refratado, θ4C, podem ser obtidos pelas 

Equações (128) e (129). 

 

CC 2343 θββθ +−=           (128) 

 

��
�

�
��
�

�
= )( 3

5

4
4 CC sen

n
n

arcsen θθ          (129) 

 

OBTENÇÃO DE YV-II 

 

A partir do deslocamento L1 e dos ângulos κ da sonda incidente sobre os 

meios de índice 3, 4 e 5, pode-se obter a posição YV-II do volume de medição de 

cor II através da Eq. (130). 

 

)tan(
)tan()tan(

)cos(
5

4
*

31
42 κ

κκβ eL
RY IIV

−
−=−        (130) 

 

em que, 

 

)cos()cos( 4231
* ββ RRe −=          (131) 
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OBTENÇÃO DE XV-II 

 

A posição XV-II pode ser obtida através da Equação da reta (132) 

 

CC bxy += )tan(α           (132) 

 

em que, o ângulo αC e o coeficiente linear bC podem ser obtidos através das Eq.s 

(133) e (134). 

 

CC 442
θβπα +−=           (133) 

 

CCC xRb 242 )tan()cos( αβ −=          (134) 

 

Assim, tomando-se a posição YV-II e os coeficientes angular e linear da 

reta, pode-se obter xV-II através da Equação (135). 

 

)tan( C

CIIV
IIV

bY
X

α
−

= −
−           (135) 

 

OBTENÇÃO DE LMESA 

 

O deslocamento da mesa para as duas cores de feixe é o mesmo. Pode-se 

obter o deslocamento da mesa de coordenada através da equação (119). 
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