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4
O Modelo CDS

4.1 Descricao

Oono e Puri?! apresentaram um esquema computacional para o estudo
da dinamica de separacao de fases, que considerava o sistema como composto
por células dinamicas, o modelo de Células Dinamicas (CDS). Posteriormente
este modelo foi utilizado também com sucesso no estudo da dinamica de
copolimeros??. Ele é inspirado na idéia de mapeamento de um determinado
sistema sobre ele mesmo. Esse mapeamento é baseado na construcao de
um espaco-tempo discreto: a discretizacao do espacgo consiste em cobri-lo
com um reticulado L de células de tamanhos fixos. O estado (configuragao)
de cada célula num derminado instante de tempo é caracterizado por um
conjunto de parametros de ordem {#,(t)}, e a partir da configuragao das
unidades basicas podemos descrever o estado do sistema como um todo. E
definido ainda sobre esse espaco uma conveniente regra 7" que dird como
sera a configuracao de um parametro num determinado instante a partir de
sua configuragao num instante imediatamente anterior ¥, (t 4+ 7) = TL1,(¢).
Esta regra depende da dinamica interna da célula e de sua relacao com as
demais.

Conceitualmente, podemos dizer que o modelo CDS se assemelha ao
esquema de discretizacao de Euler para equacoes diferenciais. No entanto, o
CDS apresenta mais vantagens, uma vez que nao temos nenhum compromisso
em satisfazer as condicoes exigidas pelas equacoes diferenciais. Portanto,
temos uma certa liberdade para alterar o esquema, incorporando termos
empiricos?*, bem como de novos parametros?®, a fim de melhorar a descricao
fisica do sistema. Contudo, a fisica representada pelo CDS tende aquela
representada pelas equagoes diferencias, no limite em que o tamanho da rede
utilizada tenda ao infinito.

No caso da dinamica de separacao de fase em uma mistura bindria?!,
o parametro de ordem utilizado é a diferenca entre a concentracao dos dois
elementos A e B (¢ = pa — pp), que obedece uma equagao do tipo Cahn-
Hilliard.

%estes parametros adicionais nao precisam estar diretamente relacionados a
configuracao de cada célula, mas ajudarem a melhorar a regra de evolucao dos outros
parametros, de modo a adequar melhor o esquema computacional a fenomenologia do
sistema
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Figura 4.1: Representacdo esquematica de um CDS. Os reticulados representam o conjuntos de
células e os 1)’s representam o conjunto de parametros que descreverdo a dindmica do sistema

Shinozaki®*?* propos a utilizacao do modelo CDS para a dinamica
de fluidos, descrita usualmente pela equagao de Navier-Stockes. A idéia
principal é que, dentro de uma célula nesse espaco discreto, a dinamica é
influenciada pelas células vizinhas e por sua dinamica interna. No nosso
caso, vamos descrever a dinamica, nao de um fluido usual, mas de um fluido
granular. Esta é usualmente descrita por equacoes semelhantes as equacoes
de Navier-Stockes para um fluido molecular (ver egs. 2.99-2.101), cujos
parametros de ordem serao semelhantes as variaveis hidrodinamicas usuais.

Nosso objetivo é construir um modelo CDS inspirado nesse esquema de
discretizagao, aplicando-o as conhecidas equagoes hidrodinamicas (eqs. 2.99-
2.101). No apéndice (A.1) discretizamos o Laplaciano para rede quadrada

2D, utilizando esse esquema. Escrevemos:

V%Dsw =<< f>>—f,
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com

<<f>>zl2f+i2f, (4.1)
622 T 12

NNN

onde Y yn € D yyn Simbolizam somas sobre os primeiro e segundos vizinhos,
respectivamente. A relacao entre o Laplaciano usual e o Laplaciano no CDS é
(V2 = 3V2 ) (ver epéndice A.1). E ficil interpretar fisicamente o laplaciano
de uma determinada funcao num determinado ponto: ele é, essencialmente, a
diferenca entre uma média ponderada dos valores da funcao nas vizinhancas
desse ponto e seu valor no ponto considerado. Por isso é utilizado para

governar os processos de difusao.

4.1.1 Exemplo de Discretizacao

A titulo de exemplo, suponhamos que queiramos simular a difusao de
calor em uma barra de comprimento finito L, termicamente isolada (fig 4.1.1).

A discretizacao do espago no CDS consiste em dividir a barra em células de

Figura 4.2: Representacdo esquematica da divisdo de uma barra em N células unitarias. As
células {—1,0, N+ 1, N 4 2} sio as células adicionais que facilitardo a implementagdo das
condicbes de contorno.

tamanho unitario. Suponhamos que a barra esteja ao longo do eixo z, entre
xr=0ex = L. Se as extremidades da barra estiverem termicamente isoladas,
devemos ter por condigoes de contorno, J(0) = J(I) = 0, onde J(z) é o fluxo

de calor ao longo da barra, dado pela lei de Fourier:
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ol'(x,t)  9J(x1)

= 4.2
ot or ' (42)
com o fluxo de calor J(x) dado por:
ol (x,t)
t) = —h———— 4.
J(I, ) K ax ) ( 3)
onde T' é a temperatura e x é a condutividade térmica. Se x for constante
teremos:
oT (x,t
(=, ) = kV?T(z,1). (4.4)
ot
No CDS as eq. (4.4) seria:
T(Z,t + 1) — T(’L, t) = _HCDS(< T > —T(i, t)), (45)
onde
TA+1)+T6—1
<T>= i+ );r (i )7 (4.6)

COIl Kops — 2K.

Para as condicoes de contorno, o que fazemos é simplesmente criar
células adicionais (veja fig. 4.1.1), impondo simetrias convenientes, de modo
que o fluxo de calor nas extremidades seja nulo. Nesse caso as células
adicionais seriam imagens especulares das que de fato representam a barra,
isto é, T'(—1) = T'(1), numa extremidade e T'(L + 1) = T(L — 1), na outra.
Isto garante a simetria necessaria em x =0 e xz = L.

Outra maneira de reproduzir estas condicoes ¢é a seguinte.

Reescrevemos a equagao (4.5), como:

T(i,t+1) — T(i,t) = _“CQDS{[T(z F1,8) = T(i,0)] + [T — 1,¢) — T(i, )]}

+1
RCDS . .
== { > [T(z+r,t)—T(z,t)]} (4.7)
r=—1
Nesta forma a equacao acima pode ser interpretada como sendo contituida
por fluxos entre um sitio (7, j) e seus primeiros vizinhos (i4+1) e (i—1). Logo,
nas extremidades, basta impedir que estes fluxos acontecam que obtemos a
condicao de contorno desejada. Vejamos como isto pode ser feito na segao

seguinte.

4.1.2 A Matriz K

Genericamente, tomemos um sistema bidimensional caracterizado pelo
conjunto de variaveis ¢ (x,y),02(x, y),...,0n—1(z, y),0n (x, y), onde a evolugao

de cada um delas é determinada por equacgoes diferenciais que as relacionam
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entre si. Analogamente ao que foi feito para o exemplo anterior podemos
dicretizar a equacao de evolucao de um dado parametro e escreve-la como:

¢l(i7j7t+ 1) - ¢l<i7j7t) - Z{Fl [¢1<Z +T7j + S7t) - ¢1<27j7t)]

7,8

+F2 [¢2(Z+T,] +57t) - ¢2(iajat)] + e
+E[¢Z<Z +T7j + S7t) - ¢Z<Z7]7t)] + e
+FN[¢N<i+T7j+S>t)_¢N<i7j7t)]}7 (48)

onde E(Z7]7 t) = F}[¢l(@,], t); ¢2(i7j7 t); T ¢l(i7j7 t>; e ;¢N(i7j7 t)] ¢ uma
funcao qualquer das variaveis ¢; (i +r,j + s) sao as coordenadas das células
em que interagem, através de fluxos, com a célula (i, 7).

Assim podemos interpretar a evolucao de um parametro na célula
como sendo feita através de trocas com as outras células vizinhas,
esquematicamente, para uma rede quadrada podemos ver isto na figura
(4.1.2)

Introduzimos um novo parametro, a matriz K = K(i,j,l,m) =
K(1,m)—(,j), associado a cada um dos canais de fluxo de uma determinada
célula com as outras, cuja funcao é controlar estas trocas em suas paredes,
proibindo ou permitindo que elas acontecam, conforme a conveniéncia.

Usando a matriz K reescrevemos o lado direito da equacao acima:
Y ARIKG jyi+rj+s)ei+rj+st) = K@i+r,j+s,i0)ei,j t)+
8

B[K (i j, i+ 1+ s)da(i+rj+s,t) = K(i+ 71+ 5,4, 7)¢2(i, 5, )] + - -
+ - —|—E[K<Z,j,l+7“,j+S)¢I(Z+T,j+s,t) _K(Z—i_ra]+Sal7j)¢l(lv.]7t)] T
+FN[K (i, i+ rj+s)on(i+r.j+s,t) — K(i+r,j+s,4,7)én05,0)]}, (49)

onde os elementos da matriz do tipo K(i 4+ r,j + s,1,7), estao relacionados
aos fluxos de saida, e os elementos do tipo K(7,7,7 + r,j + s) estao ligados
aos fluxos de entrada’. Assim sendo, se um elemento K(ij)—(itrjts) = 1 0
fluxo ¢ permitido, porém se K(; j)—(i+rj+s) = 0 0 fluxo é proibido.

Na extremidade do sistema basta fecharmos os fluxos na diregao
adequada para simularmos as condicoes de contorno tipo parede, no caso
da barra, isto significa impedir trocas entre os sitios (0) e (1) e entre os sitios
(L) e (L+1).

No caso dos outros parametros que utilizaremos, implementaremos as
simetrias convenientes, utilizando a mesma idéia. Na discretizagao de todas
as demais derivadas que aparecerao nas equagoes, procedemos de maneira

analoga.

bobserve que os elementos de matriz estdo relacionados aos canais de fluxo, logo, um
mesmo elemento pode estar ligado a um controle de fluxo de saida ou de entrada, dependo
da célula (4, j) que usamos como referéncia
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(i,j+1)
e o 9
(i-1j+1) I qgen (4D
- K(i,j+1,i)
K(ij,i-1]) - K(i+1ji) ‘
(-1) ® * M
K(-1jij) V" - 1ji+L
- ' K(ij-1,) o
K(ijij-1)
° ¢ ’
(i-1-1) (i,-1) (1)

Figura 4.3: Representacdo esquematica dos fluxos entre um sitio e seus primeiros vizinhos em
uma rede bidimensional, onde as setas representam os fluxos de entrada e saida

4.1.3 A Introducao dos Aglomerados no Modelo

Como vimos no capitulo anterior, algumas regides do gas granular
comecam a capturar particulas, aumentando a densidade local. Assim,
na visao do modelo CDS, podemos interpretar estas regioes como sitios
meramente absorventes. Desta maneira podemos usar este novo parametro
para permitir que uma determinada célula haja apenas fluxos de entrada,

veja figura (4.1.3).

4.2 Vantagens do Modelo para o Tratamento de Aglomerados

Nao sao poucas as vantagems do modelo CDS. O baixo custo

computacional permite-nos estudar sistemas grandes. Devido a simplicidade
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(ij+1)
. o o
(I-1,j+1) K=t (i+,-1)
o K(ij+Lij) =0 |
| *T(liyl'lJ):l- ki+1ip=0_ X o
(-1)) o . i ® (i+1,)
X K("l’J’Ezi;_fi’j):O-K(i,j,iﬂ,j): 1
T x
KGijij-0=1 >
[ ) [ ] )
(-1)-1) (ij-1) (i+1j-1)
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Figura 4.4: Representacdo esquemdtica dos fluxos entre os sitos de uma rede idimensional,
onde as setas representam os fluxos de entrada e saida

na implementacao podemos simular sistemas com as mais variadas condigoes

de contornos. Além disso é muito facil introduzir no CDS os mais variados

ingredientes fisicos, de maneira natural, possibilitando-nos assim extender o

estudo a outros regimes, como por exemplo para a presenca de aglomerados.

4.2.1 Relacoes entre valores computacionais e valores fisicos

reais

Na simulacao, a escala de comprimento é fixada pelas dimensoes

(L, L) do sistema que estamos simulando. Isto é feito como segue:

Simulacao — Hidrodinamica,

Unidade de comprimento — a,
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(,)) = (x = ia,y = ja),
(Ng, Ny) — (Ly = Nya, L, = Nya),
Unidade de massa — m,
Unidade de tempo — T,

v+l 51 t+1) =Yz tayLat+T).

Podemos escrever as derivadas usadas nas equacoes de CDS (até O(a'))

COINO:

0 0
e = Cl%lb(%yat)a thy = ac?_yw(x’y’t)’
) O ) O
wxrp:a @ (‘T7y7t)7 wyy:a a_y2w<x7yat)7etc7 €

<< A>>—A= %cﬁVQA.

Também, mantendo termos até primeira ordem nas derivadas temporais

temos:

Yt +71) = Y((t) + T%w(t).

4.2.2 Escalas Fisicas

Precisamos escolher velocidades e densidades de maneira a estabelecer
as condicoes iniciais para a simulacao. A escala fisica que usaremos esta
relacionada as velocidades tipicas dos graos vgy. Os valores numéricos que

usamos na simulagao correspondem a essas unidades escaladas. De fato, sao

elas:
T 2T,
T =29 - "9 4.10
9T mvgo’ ( )
2
O
f=n— 4.11
' =n—-—. (4.11)
u
w=—, 4.12
(4.12)
! (4.13)
— 7_7 .
V* = a*V. (4.14)

No que segue, usaremos as equagoes (4.10), (4.11) e (4.12) para fazer
a conexao entre os valores experimentais e nossos valores de simulacao

computacional.

4.3 As Equacoes do CDS

A partir das relagoes expostas anteriormente obtemos as equagoes para

o CDS, equivalentes as equacoes de Navier-Stockes modificadas, para as
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variaveis adimensionais dadas pelas equagoes (4.10), (4.11) e (4.12). A partir
de agora vamos trabalhar num sistema constituido por um gas granular
bidimensional. Para tanto, reescrevamos as equagoes hidrodinamicas (2.99,
2.100, 2.101) para este caso'®!3:

(I 115)
Ju 1 Ui t
o = V() + —-V (Vu+[Vu'=V-u)| —u-Vu (4.16)
0
Ty = —u- VI, + gv (VT,) + %v (Vn) - T,V -u
1 (u+ [(Va) s Vu = L (9w - 7, (4.17)
Estas equacoes sao equivalentes a um conjunto de equacoes
adimensionais:
3871 _ V' (), (4.18)
ow 1 V*(n*T*)—i—nS Tg*v* (Ve + [Vl = v ur)]
6t* - mn* g *m,
—ut -V, (4.19)

aTg * *krk KS Tg* * * ik IUSTg * * ok
5L = W VT =V (V) SV (V)

(4.20)
onde usamos o fato de que 7 e £ e sao proporcionais a /Ty, e p o< (T;)%5 /n
e ( x nT93/5 .

4.3.1 Limite continuo

A fim de estabelecer uma relacao entre os parametros computacionais
e os valores das variaveis fisicas, em um sistema real, verifiquemos o limite
continuo para as equagoes do CDS (egs. 4.34-4.37), utilizando as relagoes

(4.10-4.14), podemos escrever, para a temperatura granular®:

27 0 2a SKia? 12T,
D) ETQ(L t) ~ 7y {— 3 [11 . VTg + TgV . 11] + % ngzTg
g0

mugy mugy nrwo’mu
L SmpeT, <5>1/10 [2lage,
n*ro?mul, \Tj m
4nta® 2T,
% —4 [(Vu + [Vu]T> :Vu— (V- u)ﬂ —
nmovg ' m

“escolhemos a equagdao da temperatura granular porque nela aparecem todos os
coeficientes os quais pretendemos avaliar
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Cinmo?T, <Tg>1/10 |27,
2muy,  \Tp m |’
ay

9]
= aTg(r,t) A o u-V7T, -1,V -u

i 4/1601 Q—Evag i 4ﬂ3aTg <&> 1/10 2—7';]v2n
nro?\ m n?ro? \T, m

+ 21 5\ 2T, {(Vu + [Vu]*) :Vu— (V- uﬂ

nmo

_ GgnmoT, (&)”m 22,
4a TO m .

A escala de comprimento e de tempo estao relacionadas pela velocidade tipica

do graos vgy como a = vg47:
Desta forma identificamos os coeficientes de transporte e ataxa de

resfriamento na equagao anterior como:

4H0§ /2T , / ( T, ) (.21)
o mm

4M0@T < >1/10 \/’ Tg <Tg)1/10

= \/2mTy, =2 — [ == 4.22

nmwo? m \/ mm \ Ty  (4.22)

2npa \/E(a) 1 |mT,
= V2mT, = 44— | — — 4.23
Ul w\a) 0\ 2%\ 7 | (4.23)

_C*mTJZ 2T, V2r 7T, /T,\Y"
(- S 2 ()G e T2 ()]

As quantidades kg, pg, 15 e ¢§ sao valores computacionais adimensionais.

Comparando estes coeficientes com os resultados obtidos analiticamente nas
equagoes (2.96), (2.97), (2.98) e (2.89), temos que:

Fo = 2[( ) (4.25)
= (1,811) 2\/>< ) (4.26)
o = 1/; (E) (4.27)

G = (1,294)54£ (g) (4.28)

Adotamos o regime de baixa inelasticidade com ¢ = 0.003. Escolhendo
To = 10 isto equivale a um coeficiente de restitui¢ao inicial r ~ 0,99 (sistema

quase elastico), o que justifica a aproximagcao que fizemos para os coeficientes.
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Para satisfazer a hipdtese de meio continuo, o tamanho da célula
dinamica a deve ser muito maior que o livre caminho médio para que as
médias internas na célula fagam sentido e colisoes possam ocorrer. Para um
gas diluido n* =~ 0,1 e go(0) =~ 1, entdo temos o livre caminho médio dado

por:

1 e 2
l. ~ = = 0 =4/—=n"l.. 4.29
V2tno 4/ 2rn* a ( )

logo,

2 (0, 1)1,
5%4,/—M<<1. (4.30)
m

a a

De fato, se escolhermos (j = 1 temos, a partir das relagoes acima
a ~ 35,2l..e para os demais coeficientes, s = 0,008, p; = 0,00006 e
ng = 0,004; que estao dentro da faixa de valores utilizados por outros
autores®.

Neste caso podemos escrever as equagoes (4.15, 4.16 e 4.17), em termos

de suas Componentes CO1mo:

O = —0q(nuy) (4.31)
1 U 1

8tua = %%ng) + %85(85%4 + 806’&5) — %80485@55 — u§8gua (432)

ol

n

— 2 (Da1a)? = T, (4.33)

0Ty = —ua0, Ty + EVQTQ + 5v2n — Ty0uua + ﬁ(ﬁaug + 03y ) On U
n n

onde 0, = a% e a e 3 sao as coordenadas cartesianas. Os indices repetidos

sao somados.

As equacoes do CDS correspondentes a estas 1iltimas sao escritas como:
Ty(idot+ 1) = Ty(0,3.1) + 7 | = (TuUsl,.0) + T Uy(i i) = (i, 3.1

A
X (Uzy + Uy,) + ———[<< T, >>; =T, (i, j,1)]

n(i, j,t)
n 2 2 2 2
+n(i,j,t) <2U$$ + 20y, + Uz, + Uy, + 2nyny)
. Ui 2 .
i) (Uzy + Uy,) CTg(m,t)] : (4.34)

Ux(l,j,t—l—l):UIE(Z,],t)—f-’y[—m[’I’L(’L,j,t)Tgw—f—Tg(Z,],t)Nx]

Uy + Uy,

n(i, 7,t)
—[Ux(i,5,t)Uxy + Uy(i, 4, t)Ux,] |, (4.35)
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Uy<27j7t+ 1) = Uy<27j7t) +fy _n(z j t) [n(’l,j,t)Tgy +Tg<27j7t)Ny]
n
— U UYss
g g VU]

—[Uy(i, 5,00y, + Uz(i, 5,)Uya] | , (4.36)

n(i,j,t+1) = n(i, j,t) + v [0, j, ) [Uze + Uy, + Uz(i, j, ) Na
+Uy(i, j,t)N,] . (4.37)

A matriz K aparece no laplaciano e nas derivadas, cuja forma explicita
encontra-se no apéndice A.2.

Estas sao as equacoes que governam a evolucao temporal do CDS. O
fator v que aparece nas equagoes acima foi introduzido a fim de permitir o
ajuste da rapidez com que o sistema computacional evolui

Desta forma contruimos um modelo CDS a partir das equacgoes
hidrodinamicas para sistemas granulares, o qual utlizaremos para o estudo
do comportamento dinamico de sistemas constituidos por gases granulares

aplicando diretamente nosso modelo, através de simulacoes computacionais.
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