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Modelos Lineares Generalizados

No capitulo 2 foram considerados apenas modelos lineares com distribui¢ao
normal e funcdo de ligacdo identidade. Neste capitulo apresentamos os modelos
lineares generalizados (MLG), que foram propostos por Nelder e Wedderburn
(1972). Primeiro vemos quais as distribui¢des de probabilidade usadas nos MLG.
Em seguida vemos qual é a estrutura formal dos MLG. Nas secdes seguintes
mostramos como sdo feitos a estimacao e o teste de significancia dos parametros,
como € verificada a adequacdo do modelo e também mostraremos o que sdo a
Quase-Verossimilhanga, Quase-Verossimilhanca  Estendida e  Quase-

Verossimilhanca Restrita.

3.1. Distribuicoes de Probabilidade

Os MLG foram propostos para aplicagdes onde a varidvel de resposta y pode
ser representada por alguma distribuicdo da familia de exponencial, As funcdes
densidade de probabilidades das distribui¢des da familia de exponencial podem

SEer expressas na forma:

£(y:60.0)= exp{yeT;)(m v c(mﬁ)} G3.1)

onde a(@) b(0) e c(y,P) sdo fungdes especificas. O parametro 8 € o parametro de
localizacdo e ¢ é o parametro de dispersdo, muitas vezes denominado ¢. Pode-

se mostrar que a média e a variancia da resposta y sao dadas por

db( @
E(y)=p="7 e

d*b(6
ar(y) = L2

10° a(9).

A parte da variancia de Y que ndo depende de a(¢) ¢ dada por

var(y) _ d’b(8) _dp

V =
“ alg)  do*>  de
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que representa a parte da variancia de y que depende da sua média u. A fungdo
V(1) € denominada fun¢do de varidncia. Assim, a variancia de y ¢ um produto de

dois fatores, um que depende da média e outro, a(¢), que ndo depende.

As principais distribui¢des pertencentes a familia exponencial sdo: normal,
gama, Poisson, binomial, e normal inversa. Apresentamos a seguir a funcdo
densidade de probabilidade e as funcdes a(¢), b(0) e c(y,#) especificas de cada

uma destas distribuicdes.

a) Distribuicdo normal

1 (o2

flysu0)= —exp b 2IU)
270 200 |
s |

YU ——— 2

2 1 2 y

—exp| ——2 — ~In(276?)-

eXp — 5 n( o ) 557

Comparando com a Equacao (3.1) obtemos:

2 2

6= u b(9)=%; alg)=¢; ¢=0"; C(y,¢)=—%1n(27502)+2y2
o

Média e variancia de y:

db( 6 d’b(@
EW=P oy valy)= 2O

2
= =0
deo Y de’ (@)

b) Distribuicdo gama

1 ()
st =& e
Ta)\ 1

= exp{a Inar — aInz + (@ —1)Iny, — ﬂlnl“(a')}
U

v —In(u)

= exp ﬂf+ aln(a)+ (a—l)ln(y)—%—lnl“(a)
a
Entao
0=-L: bO)=—n(u} alp)=¢: 9=—:
U o

c(y,0) = an(@)+ (@ - in(y) - & ~1nr ()
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Média e variancia de y:

db(8) d’b(6) 2 M
E = —= ; = — =L
(v) o TH var(y) g a(9)=wo="
¢) Distribuicio de Poisson
)’e—ﬂ
Flyu)=2 :
y:

= exp[yIn(u)-p—]-1n(y)
Entao

6=In(u) bO)=-w; alg)=¢; =1 c(y,¢)=-In(y)
Média e variancia de y:

_db(8) _ :dzb(e) _
E(y)==—" ==u valy) g A(9)=H

d) Distribuicdo binomial

flyu)= ("jﬂy (- )™

y

:exp{yln( # J+nln(l—ﬂ)+ln(nﬂ
- y
Entao

e=ln(1flﬂ} b(@)=nin(l-u) alg)=¢; ¢=1; C(y"b):h{}j

Média e variancia de y:

_db(9) _d’b(8)
E(y)——dg =u; var(y) = 25

e) Distribuicdo normal inversa

~\2

flyuo?)=- exp _(yz_f;)

2mo’y? 20747y

L
2
=exp 2,112 L - —~In(2707y?)
2yo
Entao
1

O=-—: bO)=—: alp)=¢: 6=0" c(y.0)=-

_l 2.3
o L 20" 2ln(27m y )
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Média e variancia de y:

_dabe)_ . _d’p(8) a3 o
E(y)= o T var(y) = g A(9)=wo=pio

Observamos que, uma vez escolhida a distribuicdo de probabilidade,

implicitamente sdo definidas: a funcdo de varidncia V(u), que é a parte da

variancia da resposta y que depende da média, e o parametro de dispersdo ¢, que

ndo depende da média e é constante para os membros da familia exponencial.

Assim,
var(y) = ¢V (u).

3.2. Estrutura dos MLG

Considere um experimento com os dados da Tabela 3.1, com n respostas

independentes y;.

Tabela 3.1 - Dados para o Modelo.

X1 X2 Xk y
X11 X12 X1k Y1
X21 X22 X2k Y2
Xnl Xn2 Xnk Yn

Temos entao que:
1. Sejam y,,y,,...,y, as varidveis de resposta com médias f,,i,,..., 1

ne

2. A distribuicdo de probabilidade de y; ¢ um dos membros da familia

exponencial.

3. A porcdo sistematica do modelo é composta pelas varidveis de regressao

X[ Xy ey X
4. O modelo € construido com um preditor linear

n=p,+Bx +pBx, ++ B x,.
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5. A funcio de ligacio g(u;) faz a ligacdo entre a média y; e o preditor linear.
A fun¢do de ligacdo define a forma com que os efeitos sistemdticos de

X;,X,,...,X, s@o transmitidos para a média.

ur :g(ﬂi):(ﬂo + Bix, + Brx, +"'+:kaik)

Note que, no caso particular da regressao linear, a fungdo de ligacdo € a

identidade, ou seja,
m=H
Observe-se que a média da resposta i é
1 =8"m)= 87 (By + Bixy + Byxiy -+ Bixy) (3.2)
A funcdo de ligacdo é denominada candnica quando 77, = 6,

Segundo Myers e Montgomery (2002) a utilizagdo da funcdo de ligacdo
candnica implica em algumas interessantes propriedades, mas isso nao quer dizer
que ela deva ser utilizada sempre. A sua escolha € conveniente porque nao sé
simplifica as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo,
mas, também, o cdlculo do intervalo de confianca para a média da resposta.
Contudo, a conveniéncia ndo implica necessariamente em qualidade de ajuste do

modelo, o que é mais importante.
Na Tabela 3.2 apresentamos as ligagdes canonicas da familia exponencial.

Tabela 3.2 - Ligacdes Candnicas para os MLG.

Distribui¢ao Ligacdo Candnica
normal n=u
Poisson n=Inu
binomial n=In(z/(1-7x))
gama n=1u
normal inversa n=1/u’

A selecdo da funcdo de ligagcdo em MLG pode ser vista como o equivalente
da escolha da transformacdo da resposta no modelo linear de regressdo.
Entretanto, € importante ficar claro que a funcdo de ligacdo transforma x;, a média

de y;, e ndo a resposta.
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Como alternativa a fung¢do de ligacdo candnica, pode-se, similarmente a

transformacdo da resposta, definir uma familia de funcdes de ligacdao de poténcia
n=p" paralz0 e
n=Inu, para A=0

3.3. Estimacio dos Parametros

A estimagdo dos parametros € feita através da maximizagdo da fungdo de
log-verossimilhanga:

L=tnily:0.0)=3In /(5,.6.0)= Z{MTW”(”’@}

Derivando a fungdo L em relagdo aos pardmetros £, tem-se

oL _ - dL d6, 97,
B %dé dn, op

Mas,
dL 1 (y db(8)| & 1 [ ]
e i = Ly — 4
de, ‘Sa ¢)|_ de, i=1 a(¢)
e
o, _
B
onde x; é o vetor das varidveis regressoras para a resposta i.
Entao
L n
op Z‘ a(¢ d?]t
Nos MLG, a(¢) = ¢ = constante.
Igualando-se a zero, obtém-se as equagdes-escore:
z de.
2 (v —m)—"x, =0 (3.3)
p dmn;

Caso haja opg¢do pela ligacdo candnica 77, = 6,, entdo, as equagdes-escore
tornam-se mais simples:
> (-

i=1

Para estimar os parametros temos que resolver as Equagdes (3.3).
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Os aspectos computacionais da solucdo das equacdes-escore podem ser
encontrados em Myers, Montgomery e Vining (2002), apéndice A6. Estes autores
demonstram que a estimagdo dos parametros, pela solu¢do das equacdes-escore,

pode ser obtida com o algoritmo descrito a seguir.

3.3.1. Algoritmo para Estimar os Parametros.
O algoritmo para obter a estimativa de mdxima verossimilhanca ¢é
denominado algoritmo dos minimos quadrados ponderados iterativo (MQPI). No

algoritmo fazemos uso da equacao
B = (XWX )" X W g () (3.4)

onde m refere-se a iteracao; B(’”) ¢ a estimativa do vetor de pardmetros na iteracao

m.
R(m)
1
R R(m)
B(rﬂ) _| 2
R(m)
k
X € a matriz dos valores das varidveis de regressao
Loxyp o xy
X = Loxyp o xgy
1 Xn1 0 Xak
W € a matriz dos pesos
(m)
Wll 0 b 0
(m)
wom — 0 1 0

0 0 - wim

nn
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)

cujos elementos da diagonal, wl.(l.’" , sdo dados por:

2

(n)
o = L[ i=12,...n (3.5)
var(y, )|\ o,

e z € o vetor das varidveis de ajuste na m-€ésima iteracao

me)

com seus elementos dados por

(m)

. o7,

zf'”)=n,~(’”)+(y,~—ﬂf'”))(a—”’J i=12...n.  (3.6)
U

Examinando a Equacdo (3.6), e lembrando que 77 e x4 dependem de B
através da Equacdo (3.2), vemos que a Equacao (3.4) é recursiva.

m+1)

Em cada iterac@o, o vetor da estimativa dos parametros ﬁ( ¢ calculado

como uma fun¢do das estimativas anteriores [5('").

Na experiéncia do autor desta tese, quando fornecemos uma solug¢ao inicial
adequada, o algoritmo converge rapidamente. Mais adiante descrevemos como

obter uma solug¢do inicial adequada.

A Figura (3.1) mostra as dependéncias funcionais, e a Figura (3.2) mostra a
seqiiéncia de passos do algoritmo, o qual € detalhado mais adiante, na

apresentacao do Ciclo Iterativo.
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o (m)

|
|
o (m)
| - (0
ll( )
~(0
W(m) z(m) 1]( )
X e y: constantes
(dados)
B\mﬂ)
Figura 3.1 — Dependéncias Funcionais
— {0 —s i — 2M —s Wwm s Y _l/

NO

convergéncia?

incremento m

YES

BA =b(m+1)
Figure 3.2 — Algoritmo MQPI
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3.3.1.1. Ciclo Iterativo

Comecamos com a descricdo do ciclo iterativo; e entdo, mostramos como €

feita a estimativa inicial de [5(1) para ser usada na primeira iteracdo. Seja a m-

ésima iteracdo para estimar B(’"), o vetor de parametros, proveniente das

estimativas de M, W, z and W. Esta iteracdo termina com a atualizacdo do

m+1

estimador B( ), que vai ser usado na proxima iteragao.

Passo 1: Calcular o vetor "™ :

A(m)
Ui

H(m)

A = | _ X

[lm)

Mk

Passo 2: Calcular o vetor i

o
Ao ﬂzgm)

4" ]

onde cada [, é obtida com a Equagdo (3.2)

M, :g_l(ﬂi)=g_l(ﬁo + Bix, + Brx, +"'+:6kxik)-

Passo 3: Calcular o vetor z.

(m)
. Y 97,
2 =" +(y, —uf’”){ij i=12...n
oY,

Passo 4: Calcular os elementos da diagonal da matriz W, dados pela Equacao
(3.5):

2

(m)
U,
Wl(lm) _ 1 (ﬂj i:1,2,...,n

- Var(yi) aﬂi

Passo S: Atualizar a estimativa do vetor ﬁ :

B = (X’W(’")X)_l X'W (M 7™
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Passo 6: Testar a convergéncia do algoritmo, verificando se alguma medida
apropriada (previamente definida) da distancia entre ﬁ“’”” e ﬁ(”’) € menor do que

uma tolerancia especificada. Se ja houve convergéncia, FIM do algoritmo. Se

ndo, incrementar m e retornar ao Passo 1, para a préxima iteracao.
Nao hd uma maneira tnica e geral para obter a estimativa inicial ﬁ(l). A
mais comum — a qual sempre adotamos — € estimar B(l) a partir de uma

estimativa inicial ﬁ(o) para o vetor da média p. Uma estimativa inicial muito

usada é ﬁ(o): y.

Note que no Ciclo Iterativo a obtencao de ﬁ(m ) constitui o Passo 2; portanto,
a estimativa inicial ﬁ(l) pode ser obtida a partir da estimativa inicial ﬁ(o),
executando os Passos 3, 4 e 5. Também € necessario calcular os valores de
771'(0) = g(ﬁl.(o)), porque o Passo 3 requer uma estimativa de m.

Para um exemplo, ver Vieira e Epprecht (2004), que inclusive mostram

como aplicar o algoritmo usando uma planilha Excel. Sdo mostradas todas as

iteragdes do algoritmo até a convergéncia.

3.4. Teste de Significincia dos Coeficientes
Seja ﬁ o vetor dos parametros estimados. Para a familia exponencial, pode-

A

se demonstrar que a matriz de covariancia de p é
cov(p) =[x’ WX " 5* 3.7)
onde W ¢ a matriz diagonal cujos elementos sdo dados pela Equacao (3.5).

A titulo de comparagdo, observe-se que, para o caso do modelo linear com

MQ, a matriz de variancia-covariancia de |§ é cov(ﬁ) =[X'X]'o?

Para esta selecdo de parametros, em modelos lineares com distribuicao

normal, € comum usar a estatistica
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que segue a distribui¢do #-Student. Alguns softwares fornecem esta estatistica para
testar parametros em modelos ndo normais, e fornecem o P-valor referente a
distribuicdo ¢ para a decisao de incluir ou ndo o parametro no modelo. Acontece
que para modelos ndo normais a distribuicdo ¢+ € uma aproximagdo para a
distribuicdo da estatistica, aproximac¢do esta que pode niao ser boa mesmo com
amostras grandes, com resultados enganosos (Lindsey 1997).

Entretanto, a estatistica #, pode ser Tutil para indicar coeficientes
significativos ou nao significativos. Um valor elevado de #y, digamos maior do
que trés, é uma indicacdo de significancia, em geral, para qualquer distribuicdo de
probabilidade. Por outro lado, um valor pequeno de #y, digamos menor do que um,
¢ uma indica¢do de ndo significancia, em geral, para qualquer distribuicdo de

probabilidade.

3.4.1. Deviance
Para testar a significancia dos coeficientes, Atkinson e Riani (2000),
Lindsey (1997) e McCullagh e Nelder (1989) recomendam usar a fungao desvio

(deviance).

A deviance esta para o método dos MLG como a soma dos quadrados dos
residuos estd para o método dos MQ. A deviance de um modelo qualquer é

definida como sendo o desvio deste modelo em relagdo ao modelo saturado,

L
D=-2 ln[M}
LSat

onde Lyjoq € a funcdo de méxima verossimilhanga do modelo em questdo e Lgy € a

conforme a defini¢do:

funcdo de maxima verossimilhanca do modelo saturado, que é o modelo para o

qual os valores ajustados #, sdo iguais as respostas observadas y;. Podemos entdo

€screver

—~
=
=

i—):|:_2[1nL(yi’lai)_lnL(yi’yi)] (3.8)

—_
=
=
N—
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As deviances para os membros da familia exponencial sdo:

Distribui¢do normal: i (y, =)

i=1
Distribui¢do de Poisson: 22 [yi ln(yl. /[1[ ) - (yl. - 4. )]
i=1
Distribui¢do binomial:

zi{yi in(y, /2)+ (m—y,)in[om = y,)/(m — 2, )}

Distribui¢io gama: ZZn: [n(y, /@) +(y, — 2.) &,]
i=1
Distribui¢do normal inversa Zn: ( v, — i, )2 / (lal yi)
i=1

Observe-se que no caso da distribui¢do normal a deviance é a soma dos

quadrados dos residuos.
Lindsey (1997), pag. 212, demonstra que D(y ,,LAli) tem, assintoticamente,

distribui¢io > com n—p graus de liberdade, sendo 1 o nimero de observacdes e

P, o numero de pardmetros do modelo.

O procedimento recomendado € a andlise de deviance, proposta, mas nao
detalhada, por McCullagh e Nelder (1989). Este procedimento é o equivalente,
para os MLG, a andlise de varincia nos modelos baseados nos MQ. Como foi
visto em MQ, usamos a soma dos quadrados dos residuos para testar a
significancia dos estimadores. Em MLG vamos usar o teste de razdo de log-

verossimilhanga, ou diferenca de deviance, de dois modelos.

Lindsey (1997), pg. 214, recomenda o procedimento de andlise de deviance

com base na diferenca de deviances, como descrito a seguir.

Suponha o Modelo 1 como sendo o saturado, o Modelo 2 com p+1

parametros  f,...,53, ., e o Modelo 3, aninhado no Modelo 2, com p

parametros f3,..., 3, ;. Vimos que as deviances dos modelos 2 e 3 sdo:

D, (yi’ll"zi(Z)): —2[1nL2 (yi’ﬁi(Z))_lnLl (yi’yi )]
D, (y[’ll:zia)): _2{ln L, (yi’ﬂi(3))_ln L, (yi’yi )}
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Entdo, a diferenca entre os desvios deviances dos modelos 3 e 2 é:

D, (yi ’Iaia) )_ D, (y,' ’:ai(Z) ) = _2[111 Ly (yl' ’ laim )]+ 2[111 L, (yl' ’ laim )]

= 2ln |:L3 (yz ’lai(3) ):|

L, yi,ﬁi(Z)

Lindsey demonstra que esta diferenca segue, aproximadamente, a

distribuicdo y; quando o modelo 3 é correto.
Ademais, D3(yl., ,[zl.) segue, aproximadamente, a distribuicdo , quando
0 Modelo 3 € correto.

Portanto, se o Modelo 3 for correto o quociente abaixo segue a distribui¢dao

Fipp.

1
F, = _ ~F 3.9
: .0 41) ey ©9)

n-—p
Entdo, para uma seqiiéncia de k modelos aninhados, podemos calcular as

deviances: Dj(yi,,&i)(jzl,l...k) e proceder aos testes de significancia

construindo uma tabela de ANODE (ANalysis Of Deviance) similarmente a tabela

de ANOVA. Um exemplo, mais adiante, serd ilustrativo.

Exemplo 3.1
Na Tabela 3.3 apresentamos os dados de um experimento fatorial 2 que foi

gerado a partir do modelo

1
0,040+ 0,008, +0,010x, +0,012.x, +0,005x, x; +0,002x, x,

yli

(3.10)
Portanto, a fun¢do de ligacdo € a inversa.

A distribuicdo de probabilidade escolhida foi gama com parametro de
dispersdao ¢ =0,01. Para gerar aleatoriamente os dados, usamos a inversa da
distribuicdo gama acumulada (INVGAMA) da planilha Excel, que usa a
parametrizagdo com a. e B, onde & =1/¢=100 e S, = u, /o =, /100 .
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Para isto necessitamos de 16 nimeros aleatérios uniformes entre zero e um,
os quais foram gerados no software S-Plus a partir da semente 435187. Portanto,

temos que

vi = INVGAMA {Uniforme [0, 1]; 100; S;}

Tabela 3.3 - Dados do Experimento.

X1 X2 X3 X4 M; Uniforme [0,1] f; Yi

-1 -1 -1 -1 58,83 0,8835 0,5882 65,92
1 -1 -1 -1 4348 0,4619 0,4348 42,92
-1 1 -1 -1 30,31 0,4748 0,3030 30,02
1 1 -1 -1 25,65 0,3281 0,2564 24,44
-1 -1 1 -1 37,04 0,3201 0,3704 35,22
1 -1 1 -1 18,87 0,0260 0,1887 15,38
-1 1 1 -1 19,61 0,5019 0,1961 19,56
1 1 1 -1 12,99 0,6284 0,1299 13,38
-1 -1 -1 1 58,83 0,2063 0,5882 53,95

I -1 -1 I 4348 0,2466 0,4348 40,43
-1 I -1 1 30,31 0,8101 0,3030 32,94
1 I -1 1 25,65 0,2938 0,2564 24,20
-1 -1 1 1 37,04 0,8468 0,3704 40,83
I -1 1 I 18,87 0,1717 0,1887 17,08
-1 1 1 1 19,61 0,1524 0,1961 17,61
1 1 1 1 12,99 0,1274 0,1299 11,53

Na Tabela 3.4, fornecida pelo software ARC, apresentamos as estimativas
dos coeficientes, o erro-padrdo da estimativa e o quociente entre a estimativa € o
erro-padrdo. Os quocientes entre as estimativas dos coeficientes de xas, x1x2, X1X4,
X2X4 € X3X4 € Seus respectivos erros-padrio t€m valores inferiores a um, indicando
que esses coeficientes nao sdo significativos. Entretanto, esta indicagdo ndo é um

teste formal. Vamos proceder a ANODE, que € um teste formal.

Tabela 3.4 - Estimativa dos Coeficientes e Erro Padrao.

Coeficiente Estimativa Erro Padrao Estimativa/ErroPadrio

Constante ~ 0,042024 0,001278 32,88
X1 0,010068 0,001251 8,05
X2 0,010259 0,001195 8,59
X3 0,013654 0,001275 10,71
X4 -0,000055 0,001147 -0,05
X1X2 -0,000036  0,001025 -0,04
X1X3 0,006192 0,001163 5,32
X1X4 -0,000041  0,000895 -0,05
X2X3 0,002367 0,001138 2,08
X2X4 -0,000113  0,000968 -0,12

X3X4 -0,000832  0,000956 -0,87
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As varidveis xj, x € x3 sdo claramente significativas. Come¢cando com o
modelo com estas trés varidveis vamos adicionando o0s termos que mais
contribuem para o decréscimo no desvio deviance (coluna 1 da tabela 3.5). Esta
seqiiéncia e os respectivos deviances (coluna 3) sdo fornecidos pelo software
ARC. Calculamos a diferenca no deviance, ocasionada pelo acréscimo de cada
termo (coluna 4), calculamos a estatistica de teste F (coluna 5) e o P-valor desta

estatistica (coluna 6).

Tabela 3.5 - Analise de Deviance (ANODE).

) 2) 3) “) %) (©)
Termo Graus de Diferenca no Estatistica
Adicionado Liberdade Deviance Deviance Fy P-valor

X1-X2-X3 12 0.52145
X1X3 11 0.12636 0.39509 3439  0.00008
X2X3 10 0.07274 0.05362 7.37  0.02011

X3X4 9 0.05991 0.01283 1.93  0.19518
X2X4 8 0.05974 0.00017 0.02  0.88412
X1X2 7 0.05973 0.00002 0.00  0.96705

X4 6 0.05971 0.00001 0.00  0.97092
X1X4 5 0.05969 0.00002 0.00  0.96512

As interacdes xjx3 e xpx3 tém P-valor inferior a 0,05, sendo consideradas
significativas. Reajustando o modelo com as varidveis xj, xz, X3, XiX3 € X2X3,

obtemos o modelo:

1
0,04200 +0,0101x, +0,0103x, +0,0137x, +0,0062x, x; +0,0024x, x,

=

3.4.2. Estimacao do Parametro de Dispersao

- q- . 2
Em regressdo linear estima-se ¢~ com

0/\.2 — SSE .
n—p
Atkinson e Riani (2000), padg. 197, afirmam que o estimador andlogo para os

MLG ¢
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Na Secdo 4.4.1. fornecemos os estimadores de mixima verossimilhanga de

¢, para cada uma das distribuicdes da familia exponencial. A estimativa do

parametro de dispersao para o Exemplo 3.1 é

¢ = =0,0121,

D(y,. 1) _ 0,07274
n—p 16-10

que estd de acordo com o valor ¢ = 0,01, com que os dados foram gerados.
McCullagh e Nelder (1989), pag. 296, afirmam que, para a distribuicio

gama, este estimador e extremamente sensivel a erros de arredondamento, quando

as observacdes sdo proximas de zero. Eles recomendam o estimador pelo método

dos momentos

~ 1 C (yi_lai)z X?
¢:n_ Z 2 -
j 2 y! n—p

onde X¢ a estatistica de Pearson.

3.5. Adequacao do Modelo
Como em regressdo linear, nos MLG, residuos também sao utilizados para

verificar a adequacdo do modelo.

Para os MLG, McCullagh e Nelder (1989), pdg 39 definem vérios tipos de
residuos. Entretanto, Pierce e Schafer (1989), citados por Lee e Nelder (1998),
mostraram que, para o caso das distribuigdes da familia exponencial, o residuo
deviance € o que mais se aproxima da distribuicdo normal e recomendam o
residuo deviance studentizado para verificar a adequacdo do modelo. Esses tipos

de residuos serdo descritos a seguir.

3.5.1. Residuo Deviance

Para cada resposta y; pode-se definir a deviance d, = D, (yi, ,[zl.). Como nos

MLG a deviance é usada como medida de discrepancia, entdo cada unidade i

contribui com uma quantidade d;, de tal modo que

Zdi = D(yi’lai)'
1

Define-se entdo o residuo deviance correspondente a cada resposta:

r,, = sinal(y, — 2, )\/d_, (3.11)
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3.5.2. Residuo Deviance Studentizado

Nos MLG a matriz chapéu é dada por (McCullagh e Nelder 1989, pag 37):

1 1
H=W2X(X'WX)"' X'W?2

onde a matriz W € matriz diagonal, com os elementos da diagonal principal dados

1 (dwY
w=——-—|——1.
l Var(;ui )\ d n;

Os residuos studentizados sao entdo definidos como

por

I'p;

5= (3.13)
¢2 (1 - hii )
onde /;; € 0 1-ésimo elemento da diagonal da matriz H e g/;z = D(y,. 73 )/ (n—p) é
a estimativa do parametro de dispersao.

A adequagdo do modelo e a existéncia de observagdes atipicas podem ser

observadas com o grifico de probabilidade normal dos residuos deviance

studentizados.

Para o Exemplo 3.1, apresentamos na Figura 3.3 esse grafico com envelope,

fornecido pelo software ARC.

Fesiduoc Dew. 3tudent
H]

-2 -1 u} 1 2
dusrtil Normal

Figura 3.3 — Grifico de Probabilidade Normal com Envelope
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Nao observamos pontos muito fora do envelope e ndo observamos pontos
muito fora do alinhamento. Por conseguinte, ndo hd indicacdo de observacdes

atipicas nem de que o modelo seja inadequado.

3.5.3. Verificacao da Adequacao da Funcao de Ligacao
A fungdo de ligacdo € wverificada através do grafico dos residuos
studentizados versus valores ajustados. Na Figura 3.4 temos esse gréafico para o

Exemplo 3.1, fornecido pelo software ARC.

Fezlduo Studentizado
u]
g

o

o 20 40 &0 30
WValor Ajustado

Figura 3.4 — Gréfico do Residuo Studentizado versus Valor Ajustado

No grafico em questdo, os residuos apresentam-se de forma desestruturada;
isto €, eles ndo contém nenhum padrdo 6bvio, apresentando-se aleatoriamente
distribuidos. A linha resultante do amortecimento (lowess) é aproximadamente
horizontal e préxima da reta horizontal de ordenada zero, indicando que a funcao

de ligacao € correta.

3.5.4. Verificacao da Adequaciao da Funcao de Variancia
A fungdo de variancia € verificada através do gréafico do valor absoluto dos
residuos studentizados versus valores ajustados. Na Figura 3.5 temos esse grafico

para o Exemplo 3.1, fornecido pelo software ARC.
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Figura 3.5 — Valor Absoluto do Residuo Studentizado Versus Valor Ajustado

Como foi visto na Secdo 3.2, a fun¢do de variancia geralmente € definida

como uma fung¢do de poténcia da média:
var(u) = u*

quando a linha lowess cresce sistematicamente, da esquerda para a direita, com o
aumento da média, indica que deve-se usar um maior valor para 4 do que o valor
correspondente a distribuicdo que foi usada no modelo, e quando decresce
sistematicamente, indica a adequacao de um menor valor para 4. Para o grafico em
questdo, a linha resultante do amortecimento (lowess) apresenta crescimento
sistemdtico da esquerda para a direita a partir do 14° residuo. Entretanto,
observamos que ela é ocasionada essencialmente pelos dois maiores residuos (em
valor absoluto), numa regido em que os pontos S0 mais esparsos e, portanto, a
confianca na forma da linha lowess € menor. Portanto, ndo devemos considerar
como indica¢do de fungdo de variancia incorreta.

3.5.5. Distancia de Cook
A distancia de Cook para os MLG ¢é fornecida por Atkinson e Riani (2000):

2
h..
D, = — 20 _ (3.14)
p ¢(1 —h; )
onde p é o niimero de pardmetros e 7, é o residuo de Pearson studentizado.
’ yi — &
évar(;u; )(l —h; )
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Na Figura 3.6, fornecido pelo software ARC, temos o gréfico da distancia de

Cook. Nao hd indicacd@o de observagdo influente.

Iistédncia de Cook

Chservagio

1 7 11

1la

Figura 3.6 — Gréfico da Distancia de Cook

3.5.6. Forward Search

Na Figura 3.7, apresentamos os resultados da FS da deviance (a esquerda) e

da estimativa do parametro de dispersao o (a direita). As duas estatisticas crescem

sem saltos, o que indica ndo haver observacdes atipicas ou influentes mascaradas.

Deviance

0.00 0.02 0.04 0.06
Parametro de Dispersao
0.000 0.002 0.004 0.006

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
m

7

8

9

10 11

m

12 13 14 15 16

Figura 3.7 — Grafico da FS para a Deviance e q?

Na Figura 3.8, apresentamos o grafico dos resultados da FS para os residuos

deviance. Durante toda a FS ndo ha residuos que se destaquem. Nao ha indicacdo

de observagdes atipicas mascaradas.
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0.1
!
/

0.0
!

Residuo Deviance

0.1
i

!

i

|

i

-0.2
!

Figura 3.8 — Grifico da FS para o Residuo Deviance

3.6. Quase-Verossimilhanca
Até aqui, para a definicdo dos modelos, consideramos unicamente as
distribuicdes da familia exponencial. Muitas vezes observa-se que nao € adequado
escolher um dos membros de tal familia. Para superar este problema, Wedderburn
(1974), citado por McCullagh e Nelder (1989), Cap. 9, define a funcdo de quase-
verossimilhanga, que tem certas propriedades da fun¢do de log-verossimilhanca.
A idéia € usar os minimos quadrados ponderados pela variancia de y;:
s (- m) B i-a)
=2 ) T oviu)

Para minimizar SQP, derivamos a expressdo acima em relacdo aos

coeficientes:

dSQP: - Y~ M d;
dp S oviw)dp’

Igualando a derivada a zero, obtemos as equacdes-escore

i(yi_lui)%_ (3.15)

= oViw) dp
Para estimar os coeficientes, temos que resolver as Equacdes (3.15). Mais

adiante abordaremos a resolugao destas equacdes.

A funcdo de quase-verossimilhanga para uma observacao é

A —
0,(u,y,)= ;{/—(tt)dt (3.16)
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e, para as n observacdes a funcao de quase-verossimilhanga é

n M

Q(”’Y): Zn:Qi(ﬂi’)’i): z yi__tdt'
i=1 i=1 ¥; ¢V(t)

As derivadas dessa funcdo em relacdo aos coeficientes reproduzirdo a
Equacao (3.15). Portanto a fung¢do de quase-verossimilhanca corresponde a funcio
de log-verossimilhanca. A diferenca estd em que quando se usa a funcio de quase-
verossimilhanga para estimar os coeficientes, apenas se define a relagdo da
variancia da resposta com a média da resposta, ndo sendo necessario definir uma
distribuicao de probabilidade. Para chegar a equagao (3.15) ndo é preciso usar as
propriedades dos membros da familia exponencial. Em particular, se fizermos

o, /06, =V (u,), obteremos a Equagio 3.3.
Ademais, na Equacao (3.15), a fungdo-escore

U = Yi — M

Coevin)

tem as seguintes propriedades:

EW,)= E[;V%;)} 0,

yi_:u;}: Var(yi) — ¢V(:ui) — 1
oviu)] lovw)l’ lovu ) ovis)

U 1
-E i ,
[aﬂij oV (u,)

que sdo propriedades das funcdes-escore das derivadas da funcdo de log-

var(U,) = va{

verossimilhanga.

Como foi visto, a relagdo da funcdo de variancia com a média pode ser

representada por uma fungao de poténcia
V)= p
Usando a Equacao (3.16) temos que:

Para ¢t = 0 a funcdo de quase-verossimilhanca é

(yi _:ui)z

O, (yis i) =— >
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Para r = 1 a fun¢do quase-verossimilhanca é
Q,(yi ;) =y, ln(:ui)_:ui

Para 7 = 2 a fungdo quase-verossimilhanca é

Yi
Q; (yi’:ui) =T ln(:u; )
H;
Para ¢ = 3 a funcio quase-verossimilhanga é
v, b

Qj(yi’ﬂi) =-
2u

Parat#0, 1 e 2 a funcdo quase-verossimilhancga é

_ | B lui2
0.y 1) =1, (—H —z_t]

Para a fungio de varidncia V(1) = u(1— 1) a fungio quase-verossimilhanga é

Qi(y;nu;): yln[l ad j"'ln(l_:ui)

Para t = 0, 1, 2 e 3, as funcdes de quase-verossimilhanga correspondem,
respectivamente, as fungdes de log-verossimilhanca das distribuicdes normal, de
Poisson, gama e normal inversa. Para V(u)=u(l—u), que é a funcio de
variancia da binomial, a fun¢do de quase-verossimilhanga corresponde a fungdo

de log-verossimilhanga da binomial.

3.6.1. Estimacao dos Coeficientes

Como acabamos de ver, nos casos acima, a maximiza¢do da funcdo de
quase-verossimilhanga produz as mesmas estimativas dos coeficientes, portanto,
pode-se usar o mesmo algoritmo de estimativa dos coeficientes, visto na Secdo
3.3.1.1.
Para outros valores da funcdo de variancia, que nao sao iguais aos da familia
exponencial, McCullagh e Nelder (1989), pdg. 327, descrevem um algoritmo
iterativo, similar ao algoritmo visto na Secdo 3.3.1.1, e fornecem a matriz de

variancia-covariancia dos estimadores dos coeficientes:
5 ’ -1 _2
cov(ﬁ)z [D WD] o (3.17)

onde D é uma matriz nX p, cujos elementos sdo d, /9f3; .
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3.6.2. Estimacao do Parametro de Dispersao
Segundo McCullagh e Nelder (1989), pag. 328, a estimativa do parametro

de dispersao é

-1 En-Aa) _ Xx?
= A (3.18)
¢ n—p; V() n-p

onde X? é a estatistica de Pearson.

3.6.3. Significancia dos Coeficientes
Para testar a significancia dos coeficientes tem-se a estatistica quase-

deviance.

A quase-deviance estd para a modelagem pela funcdo de quase-
verossimilhanga como a deviance para os MLG. Por analogia, a quase-deviance
de um modelo qualquer € definida como sendo o desvio deste modelo em relacao
ao modelo saturado, conforme a definic¢ao:

Di(yi’lai): _2¢[Qi (yi’lai)_Qi (yi’yi )] = _2¢[Qi(yi’lai )] = 2!% (3.19)
4 i

onde O, (yl., ﬂi) ¢ a funcdo de méxima quase-verossimilhanga do modelo em
questdo e Q, (yi,yi) ¢ a funcdo de méaxima quase-verossimilhanca do modelo
saturado, que é o modelo para o qual os valores ajustados f, sdo iguais as

respostas observadas y;.

O procedimento recomendado ¢é a andlise de quase-deviance. Este
procedimento € o equivalente a andlise de deviance para os modelos baseados nos

MLG, como foi visto na Secdo 3.4.1.

3.6.4. Adequacao do Modelo
Como nos MLG, residuos sdao utilizados para verificar a adequacdo do
modelo. Para o método da quase-verossimilhanca, Lee e Nelder (1998),

recomendam utilizar o residuo deviance studentizado, apresentado na Secao 3.5.2:

"pi
éz(l_hﬁ)

Os gréficos para verificar a adequacao dos modelos sdo os apresentados na

Secdo 3.5.
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Exemplo 3.1 (cont.)

Neste exemplo os dados foram gerados a partir do modelo

1
" 0,040+ 0,008x, +0,010x, +0,012.x; +0,005x, x, +0,002x, x,

yli

A distribuicdo de probabilidade escolhida foi a distribuicio gama com
parametro de dispersdo ¢ = 0,01, cuja fungdo de variancia é V (u) = /12. O modelo

ajustado foi

1
0,0420 +0,0101x, +0,0103x, +0,0137x, +0,0062x, x; +0,0024x, x,

A=

Como ilustracdo, vamos usar o mesmo modelo e, para estimar oS
parametros, a maximiza¢do da fun¢do de quase-verossimilhancga, com a fun¢do de

variancia V (1) = u.
O software S-Plus forneceu o seguinte resultado para o modelo da média:

1
0,0422 +0,0102.x, +0,0104.x, +0,0139x, +0,0064x, x, +0,0027x, x,

=

Observamos que os dois modelos sdo similares. A modelagem com as
funcdes de varidncia 4 e u, resultaram, praticamente, na mesma estimativa dos

coeficientes.

A estatistica de Pearson é X* = 2,3870 e a estimativa do parametro de

dispersao é

X* 23870
n—-p 16-6

6= =0,2387
que € mais que o dobro do valor “real” 0,01. Isto se deve a funcdo de variancia

adotada que foi x e ndo a real 1%,

Na Figura 3.9 apresentamos o grafico dos residuos deviance studentizados
versus valores ajustados e o grafico do valor absoluto dos residuos de deviance

studentizados versus valores ajustados, ambos fornecidos pelo software ARC.
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2.5

2

1.5

1
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Figura 3.9 - Gréfico dos Residuos Deviance Studentizados versus Valores
Ajustados (a esquerda) e Grafico Valor Absoluto do Residuo de Deviance

Studentizados Versus Valor Ajustado (a direita).

No grafico a esquerda os residuos apresentam-se de forma desestruturada;
isto é, eles ndo contém nenhum padrdo evidente, apresentando-se aleatoriamente
distribuidos. A linha resultante do amortecimento (lowess) é aproximadamente
horizontal e préxima da reta horizontal de ordenada zero, indicando que a funcao

de ligacdo € adequada.

No gréfico a direita a linha resultante do amortecimento (lowess) apresenta
crescimento da esquerda para a direita. Isto indica que o expoente da média na
funcdo de variancia deve ser aumentado. Isto se deve a funcdo de variancia do

modelo, V (u) = 1, que ndo € a “real”, V (u) = /12.

3.7. Quase-Verossimilhanca Estendida

A funcdo de quase-verossimilhanga ndo permite representar os casos em que
o parametro de dispersdo ¢ varia conforme cada tratamento. Para esses casos, €
McCullagh e Nelder (1989) propdem a fungcdo de quase-verossimilhanca
estendida (extended quasi-likelihood):

-20" = i{%ﬂn[MV(x )]} (3.21)

i=1 i

onde d; é o quase-deviance, dado por
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Na verdade, a utilizagdo da QVE pode ser vista como um artificio para os
casos em que a fun¢do de variancia ndo “explica” completamente a variabilidade
da resposta, quando entdo o parametro de dispersdo ndo é constante para cada
tratamento (como nos MLG), mas depende dos fatores x;. Um modelo para a
dispersdo € entdo construido para estabelecer esta relacdo de dependéncia. Esta
aplicacdo de QVE serd vista no Capitulo 5 na modelagem conjunta da média e da

variancia.

3.7.1. Estimacao dos Coeficientes
A maximizacdo da fun¢do de quase-verossimilhanca estendida (QVE) com
relacdo a P serd obtida com os estimadores de quase-verossimilhanca (QV), com

pesos 1/@, , cujas equagdes-escore sdo

00"
op Z(ZW(,U
ou ainda:
R iy — (3.22)
™ oV (u)on,

As equagodes-escore de QVE sdo as mesmas equagdes de QV com pesos

conhecidos 1/¢, . Portanto, sabendo-se o valor dos pesos, para estimar os
coeficientes, procede-se da mesma forma que em QV.

Na Secdo 3.6.1. vimos que, para as distribuicdes da familia exponencial, a
maximiza¢do da fung¢do de QV e os MLG produzem as mesmas estimativas dos

coeficientes, portanto, pode-se usar o mesmo algoritmo de estimagdo dos

coeficientes, visto na Se¢do 3.3.1.1.

Como as equagdes-escore de QVE sdo as mesmas equagdes de quase-

verossimilhanga (QV) com pesos conhecidos 1/¢., podemos usar 0 mesmo

algoritmo, visto na Sec¢do 3.3.1.1, para resolver as Equacdes (3.22).

A unica diferenca estd na Equacao (3.5) que passa a ser

2

()
Wi =1 [aiJ i=12,...,n.
¢[V(yi) a7,
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3.7.2. Estimacao do Parametro de Dispersao
Na quase-verossimilhanca estendida o parametro de dispersao ¢ € diferente
para cada resposta, € é estimado com um modelo construido para a dispersdo, o

que serd vista na Se¢ao 5.4 na modelagem conjunta da média e da variancia.

3.7.3. Significancia dos Coeficientes

McCullagh e Nelder (1989), pag. 351, afirmam que a func¢do de quase-
verossimilhanga estendida tem as mesmas propriedades que a funcido de quase-
verossimilhanga. Portanto, para testar a significancia dos coeficientes adota-se o
mesmo procedimento descrito na Sec¢do 3.6.2, com fung¢do de quase-

verossimilhanga estendida no lugar da func¢io de quase-verossimilhanca.

3.7.4. Adequacao do Modelo

Como nos MLG, residuos sdo utilizados para verificar a adequacdo do
modelo. Para o método da quase-verossimilhanca Lee e Nelder (1998)
recomendam os residuos deviance studentizados, apresentado na Secdo 3.5.2. Os

grificos para verificar a adequacdo sdao os apresentados nas sec¢des 3.5.2, 3.5.3,

3.54,355¢e3.5.6.

3.8. Maxima verossimilhanca restrita.

Em experimentos altamente fracionados, nos quais o nimero de dados &
pequeno em relagdo ao nimero de parametros do modelo para a média, os
estimadores dos parametros do modelo de dispersdo podem ter vieses acentuados,
devido a escassez de graus de liberdade para modelagem da dispersao (Lee e
Nelder, 1998). Neste caso, procedimentos de ajuste devem ser adotados para o
modelo da média. Lee e Nelder citam vérios tipos de ajuste e propdem uso da
técnica de maxima verossimilhanga restrita (MVR), com a maximizacdo da
seguinte fun¢do de verossimilhanca

-20, = i{§+ln[2z¢w(x )]} (3.23)

i=1 ;
onde d:’ = di/(l—hl.)e hi, i =1, 2, ..., n sdo os elementos da diagonal da matriz
chapéu (hat matrix) H, que € a matriz de projecdo dos valores ajustados sobre os
valores observados para a média, ou seja: § = Hy .

No Capitulo 5 veremos uma aplica¢do de maxima verossimilhanga restrita.
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