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Analise das atividades: as imagens conceituais dos alunos

Neste capitulo apresentamos a analise dos grupos de atividades indicados
no final do capitulo anterior, levando-se em consideragdo que “é preciso que a
analise ndo se restrinja ao que estd explicito no material, mas procure ir mais a
fundo, desvelando imagens implicitas, dimensdes contraditorias e temas
sistematicamente ‘silenciados’.” (Liidke, 1986, p. 48).

Esclarecemos que, na maioria das atividades, pedimos aos alunos que
justificassem suas respostas’”, que, dependendo da situagdo, poderiam sofrer
interferéncias por parte da pesquisadora, postura prevista pelo método escolhido.
Dessa forma, o aluno foi colocado em uma situagdo de atencdo e de
responsabilidade na resolugdo das questdes, para pensar em exemplos ¢
contraexemplos, fazer relagdes, conjeturar e expor o raciocinio usado em seu

julgamento. Em consonancia com o método clinico:

A medida que o sujeito vai dando explicagdes, que podem ser mais ou menos

incompletas, o experimentador procura esclarecer o maximo possivel as razdes

do syjeito e, inclusive, provoca outras situagdes que possam esclarecer, completar

ou contradizer as explicagdes que o sujeito lhe da. (Delval, 2002, p. 72)

Conforme avangamos nos trabalhos, apresentamos situagdes que levaram
os alunos a analisarem suas respostas com mais cuidado e a pensarem com mais
atencdo antes de respondé-las. A pesquisadora procurava, a cada encontro,
conscientizar os alunos de que eles eram os principais agentes do seu
conhecimento e, dessa forma, era necessario que exteriorizassem suas duvidas e
suas crencas, por mais simples que elas pudessem parecer. Duas estratégias
didaticas que parecem ter favorecido o desenvolvimento das atividades foram a
organiza¢do do grupo em duplas e o uso constante da calculadora. Com isso, o
ambiente de investigagdo estabelecido nos encontros foi propicio para que eles se
sentissem a vontade.

Antes de iniciar as analises das atividades, ¢ importante esclarecer algumas

premissas. Quando mencionamos o termo fra¢do, estamos nos referindo aos

numeros escritos da forma £, em que p ¢ q sdo numeros inteiros ¢ q ndo nulo.
q

7 Para isso, utilizamos frases do tipo: O que se pode afirmar? Por qué? Justifique sua reposta.
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Observamos, em algumas pesquisas académicas e em livros didaticos de
.. ~ L .43 ~ <
Matematica, expressoes fracionarias do tipo —~ que sdo chamadas de fracdo.

Nesses casos, entendemos que os autores denominam por fracdo qualquer razao
entre dois numeros, com o denominador ndo nulo. Ndo vamos estabelecer uma
discussdo, sobre o que é certo ou errado, pois consideramos que sdo defini¢des
tomadas pelos autores nos seus textos e, dessa forma, ¢ importante sabé-las.

Em relagdo a expressdo dizima, que aparece muito ao longo das falas dos
alunos, constatamos, pelos contextos, que o termo se refere as dizimas periddicas.
Na consulta as colegdes analisadas, observamos que as colegoes I e Il ndo usam a
palavra dizima, apenas fazendo referéncia aos termos dizimas periodicas e
dizimas ndo periodicas. Ja a colegdo III, em alguns momentos, utiliza-se dos
termos dizima periddica e, em outros, somente dizima, com o significado de
dizima periddica. Neste trabalho, utilizamos o termo dizima com o seu significado
denotativo. Dessa forma, nas analises das atividades esclarecemos, com base nos
registros dos alunos, sempre que possivel, se o significado atribuido pelo aluno ¢
de dizima periodica ou qualquer dizima.

Solicitamos dos alunos, ao longo dos encontros que utilizassem termos
adequados a fim de evitar ambiguidades nas interpretacdes da pesquisadora, mas
enfatizamos que, nas transcrigdes das gravagdes, o termo dizima apareceu bastante,
significando dizima periddica. De um modo geral, referiremo-nos as dizimas nao

periddicas como aquelas expressoes decimais infinitas e ndo periddicas.

6.1
Contexto inicial

A pesquisadora, no primeiro encontro, antes de iniciar os trabalhos
distribuindo a ficha de atividade, passou um breve questionario com perguntas
especificas sobre o perfil dos alunos. Uma das perguntas’ teve o objetivo de
identificar a importancia ¢ o que eles conheciam sobre os nimeros reais. Eis

algumas das respostas obtidas:

7 Para que servem os niimeros reais?
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E (Artur): Sdo as bases da Matematica. Sem a minima compreensdo
deles ndo ha como estudar Matematica.

E (Bruno): Para resolver todos os problemas que dependem de
qualquer tipo de solucdo que envolva matematica, ¢ ¢ claro, para
continuar guiando o desenvolvimento tecnoldgico ja que todas as
areas tecnologicas fazem uso da Matematica.

E (Clara): Honestamente, para minha area ndo ha uma utilidade
especifica.

E (Carla): Os numeros reais servem como um instrumento de
organizagdo para quaisquer situacdes por que o ser humano esta
sujeito a passar.

E (Thaissa): Para entender a dimensdo da Matematica, ¢ um dos
conjuntos mais abrangentes (€ o que eu acho, posso estar enganada).

E (Fernando): Na vida, ndo tem nenhuma utilidade, ou seja, uma
pessoa consegue viver sem saber o que sdo nimeros reais. Porém,
para uma pessoa que pretende trabalhar com numeros durante a vida,
0s numeros reais tem uma certa importancia, pois, em alguns casos,
esses numeros podem ser encontrados como respostas em alguns
problemas, e se essa pessoa ndo tiver um conhecimento basico sobre
numeros reais, ndo conseguira resolver o problema.

E (Denise): Nos numeros reais sdo incluidos nimeros importantes que
facilitam, agilizam e automatizam muitos calculos mais complicados

como T, +/2 , entre outros.
E (Eduardo): Para representar medidas.

Analisando essas respostas, percebemos que, para esse grupo de alunos, os
numeros reais sdo utilizados na matematica escolar sem significado e
desconhecem sua verdadeira importancia. A maioria dos alunos acredita na
relevancia deste contetido para a Matematica, porém suas justificativas sdo as
mais variadas possiveis e seu significado mais forte aproxima-se de um
instrumento que resolve problemas na Matematica.

Nesse contexto, a pesquisadora iniciou os trabalhos com uma breve
explanagdo, partindo do universo dos nimeros naturais, que servem para contar,
para o conjunto dos numeros racionais, pela necessidade das medigdes, visto que
o objetivo de nossa pesquisa ndo passa pela introdug¢do do conceito de numero
real, mas sim pelo reconhecimento e pela manipulagdo desses nimeros. A seguir,
desenhou uma reta numérica no quadro negro ¢ com a ajuda de alguns alunos,
localizou exemplos de niumeros, alguns expressos na forma de fracdo, outros na
forma decimal. As dizimas periddicas usadas como exemplares foram as mais
simples, as que normalmente sao utilizadas nos livros didaticos. Os exemplos de

fragdes foram l, l,l,é,g,—l—se —1—7. Na representagdao decimal, os
2 483 7 4 5

exemplares foram 0,75; 2,2; -0,3; -0,33; 0,3 ¢ 2,1.
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A seguir, a pesquisadora solicitou aos alunos que calculassem duas
medidas: a diagonal do quadrado de lado 1 e a altura do triangulo equilatero de
lado 2 e que localizassem esses dois niimeros na mesma reta numérica. E
importante esclarecer que esta a¢do inicial foi feita sem uma intervencao direta no
sentido de explicar o desenvolvimento das questdes, mas com o objetivo tdo
somente de recuperar de forma superficial o contexto inicial da pesquisa.

Terminada essa breve introdugo, explicou aos participantes sua funcdo
como pesquisadora nos encontros e a necessidade da coleta de dados, e conversou
brevemente sobre seus objetivos em relacdo as aplicagdes das atividades. Além
disso, ressaltou que seria muito importante para a pesquisa que todos expusessem
suas justificativas e sua ideias utilizadas nas atividades, procurando esclarecer as
etapas do seu raciocinio. No caso de duvidas no enunciado, eles poderiam solicitar
explicagdes, visto que, no método clinico, ¢ permitido fazer intervengdes para
desvendar os significados dados pelos sujeitos em relagdo as suas capacidades
mentais (Delval, 2002). Por fim, a ficha com as atividades correspondentes ao
primeiro encontro foi distribuida, marcando o inicio da coleta de registros

oriundos dos sujeitos pesquisados.

6.2
Atividades do Grupo |

Conforme o ja exposto, o conjunto de atividades desse grupo tem como
objetivo partir dos nimeros racionais e de suas representacdes decimais,
possibilitando o reconhecimento de um grupo de numeros reais a partir do
algoritmo da divisdo, que s3o os racionais. Na atividade, todas as outras
representagdes decimais infinitas ndo obtidas por esse processo — divisdo de
numeros inteiros — s30 0S nimeros reais ndo racionais, os chamados nimeros
irracionais. O grupo de atividades com essa estratégia didatica, sugerida por Lima
et al. (2001)* na avaliagdo de livros didaticos, possibilitou nossa investigagio, a
partir da identificagdo dos atributos relevantes e irrelevantes dados pelos alunos ao

responder aos questionamentos por meio das suas justificativas.

80(...) numero real é uma expressio decimal (finita ou infinita). Quando tal expressdo é finita ou

periddica, tem-se um numero racional. Em caso contrario, tem-se um numero irracional.” (Lima et.
al., 2001, p.107)
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Aspectos gerais

As questdes desse grupo trazem as expressoes decimais finitas e infinitas

como exemplares dos numeros reais. Iniciamos com o algoritmo da divisdo, pois o

entendimento desse processo 16gico, nos casos finito e infinito, relaciona o ensino

de nameros racionais no Ensino Fundamental ao ensino dos nimeros reais no

Ensino Médio. Para isso, elegemos as seguintes a¢des didaticas a fim de realizar o

conjunto de atividades:

converter fracdo em decimal e vice-versa;

utilizar o algoritmo da divisdo para mostrar as diferentes naturezas,
finita e infinita, e consequentemente os nimeros decimais obtidos;
relacionar as expressdes decimais infinitas periddicas, com sequéncias
geométricas infinitas e a fragdo geratriz;

apresentar expressoes decimais infinitas e ndo periddicas com algum
padrdo de formagdo e possibilitar ao aluno, a criagdo de outras
expressOes dessa natureza;

compreender as expressdes decimais infinitas e ndo periddicas como

numeros que ndo sao obtidos pela divisdo de dois inteiros;

Para isso, utilizamos os seguintes contetidos: fragdo, numero decimal, algoritmo

da divisdo, dizimas periddicas, fracdo geratriz, sequéncia, progressdo geométrica,

expressoes decimais finitas e infinitas. As atividades realizadas e discutidas no grupo I

possibilitaram-nos enunciar os seguintes resultados matematicos:

Toda divisdo de nimeros inteiros, na qual o divisor ndo é zero, resulta

em numero inteiro ou decimal finito ou dizima periddica;
~ P o ,
Uma fracdo —, em que p e q sdo inteiros e q # 0, ¢ expressa por um
q

decimal finito se e somente se q = 2".5", onde n € m sdo naturais, isto
¢, q sO possui somente como fatores primos 2 ou 5;

Para determinarmos a fragdo geratriz de uma dizima periodica
composta, decompomos essa expressdo decimal em soma de decimais
finitos, observamos a sequéncia geométrica infinita que esta envolvida,
calculamos o limite da soma desses termos ¢ o adicionamos as parcelas

que ndo fazem parte da PG obtida na decomposigao.
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O esquema, representado pela Figura 12, ilustra a dindmica que foi

trabalhada com o conjunto de atividades do grupo I e que acabamos de apresentar.

Figura 12: Esquema didatico do grupo |
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6.2.2
Analise das atividades

Esclarecemos novamente que as andlises que serdo feitas aqui tratam do
reconhecimento do repertorio de imagens conceituais dos alunos relacionadas aos
numeros racionais e irracionais, a partir, principalmente, das representagdes
decimais. Analisaremos 10 atividades, sendo que as seis primeiras — P2, P5, P6,
P7, P8 e P12 — foram trabalhadas tanto no estudo preliminar exploratorio quanto

no estudo principal com o método clinico. As outras quatro — A1, F1, F2 e F3 —
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foram aplicadas somente no estudo principal, com um grupo menor de alunos,

conforme detalhamos no capitulo 5.

6.2.2.1
Atividade P2: a natureza finita e infinita do algoritmo da divisao

Iniciaremos a andlise com a atividade P2, que foi aplicada tanto no
questionario do estudo preliminar quanto na ficha de atividade do 1° encontro do
estudo principal. A dificuldade maior dessa questdo, apresentada pelos alunos,
deu-se na finalizagdo do item b. Observamos, nos dois itens que o uso do

algoritmo da divisdo ndo foi um complicador na atividade.

No estudo preliminar
A Tabela 16 mostra o estudo prévio que realizamos na questio P2.

Tabela 16: Estudo preliminar da questido P2

PERGUNTA

Escreva a representacdo decimal dos niimeros a seguir, fazendo a divisdo passo a passo, sem
utilizar a calculadora.

a) 1 b) 30 _ 1 8 50 7
8 7
RESPOSTA
a) 0,125 b) 7,142857
50 |7
1o \8— 10 7,1428571...
2 0 0,125
30
4 0
2 0
6 0
4 0
50
10
OBJETIVO

a) Verificar se o aluno tem dominio do algoritmo da divisdo e representar a partir desse processo
uma fragdo na forma decimal.

b) Verificar o dominio do algoritmo da divisdo quando o processo ¢ infinito. Observar se o aluno
identificou na expansdo decimal infinita a periodicidade e soube representd-la por meio da dizima
periddica.

TABULACAQ DAS RESPOSTAS — ITEM A

A 1 B
n° alunos 64 6 0
percentual 91,4 % 8,6% 0%
TABULACAO DAS RESPOSTAS — ITEM B
A 1 B
n° alunos 49 20 1
percentual 70,0% 28,6% 1,4%

A —adequada

I — inadequada

B — em branco
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O indice de acertos nessa questdo foi alto. Dos seis alunos que ndo
responderam adequadamente, dois ndo apresentaram justificativa e trés deram
como resposta o nimero 0,10205, demonstrando que ainda ndo dominam o
algoritmo.

Do percentual de alunos que acertaram a questdo, todos utilizaram
adequadamente o algoritmo da divisdo, mas 39 desses alunos n3o souberam
finalizé-la adequadamente, pois ndo apresentaram adequadamente o periodo.
Destacamos alguns exemplos de respostas: 7,14285...; 7,142857...; 7,142857142...
e 7,14285 . Classificamos a resposta 7,142857142... como adequada, apesar de o
periodo ndo ser simbolizado. Dentre os 19 alunos que erraram a questdo, oito
responderam com numeros aproximados. Os resultados referentes a questdo
sinalizam que o algoritmo da divisdo ¢ dominado pela maioria dos alunos desse
grupo, porém o reconhecimento de dizimas periddicas ainda é um tema que
provoca dificuldades, mesmo para os que se afirmam conhecedores do assunto.
Consideramos essa questdo motivadora tanto para o ensino das expressdes

decimais infinitas como para o ensino de nimeros irracionais.

No estudo principal

As condi¢des dadas na atividade para fazer a divisdo passo a passo ¢ sem
calculadora exigiram dos alunos a utilizacdo do algoritmo da divisdo, um dos
objetivos desse exercicio, que foi considerado facil pelos participantes. A divisao
referente ao item a, envolveu um processo finito e ndo houve erros, nem duvidas.
Em relacdo ao item b, apesar de utilizarem adequadamente o algoritmo da divisdo,
tiveram dificuldades em expressar o nimero decimal em questdo, resultado de um
processo infinito. Esse item gerou bastante discussdo e observamos que os alunos
tiveram muitas duvidas em relacdo as dizimas periodicas.

A resposta adequada desse item era 7,/42857 , porém aceitamos respostas
que, de alguma maneira, caracterizaram a resposta como uma dizima periodica,
com o periodo 142857. As diferentes respostas obtidas foram as seguintes:
7,14285;  7,142857142..;  7,14285714285714285714285...; 714285,
7,142857142857...; e 7,14285.

Destacamos, na Figura 13, o item b feito pela dupla Bruno-Celso, em que

eles reconheceram o padrio de repeti¢cao contudo, ficaram inseguros no momento
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da representagdo decimal desse nimero. O periodo foi repetido, pela dupla, quatro
vezes na resposta. As setas indicam a decis@o de repetir mais duas vezes o periodo

714285, como uma garantia a mais da periodicidade do nimero obtido na divisdo.

Figura 13: Algoritmo relacionado ao item b feito pela dupla Bruno-Celso

_—
{ : \)4_ ___________ C_olocaram os trés pontinhos,
120 2 N~ mas decidiram continuar.
-~ \\
e ~N
7 \
/ “—----"-"—"—""—"—"—"—"—-"—"———— -
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\ 7 o [
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— : \ |
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d explicacdo da
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/ N\ s
\ /’/
N -

O extrato que segue apresenta a avaliacdo dessa dupla sobre a atividade

feita.

E (Bruno-Celso) - A letra a sem dificuldade, pois da pra prever o
resultado, diferente da letra b que te leva as tltimas consequéncias.

A expressdo “te leva as Ultimas consequéncias”, usada pela dupla em
relagdo a divisdo associada ao item b, é interessante, pois aponta um sinal de
dificuldade, no sentido de ndo saber como proceder no processo infinito, visto que
a resposta ndo ¢ imediata como ocorreu no item a. O processo infinito exige do
aluno um nivel mais avangado de abstragdo e de simbologia. Apresentamos outras

respostas que sinalizam o mesmo obstaculo.

E (Fernando-Eduardo) - S6 o traco em cima da dizima que é

pegadinha!

A expressdao “pegadinha”, utilizada pela dupla Fernando-Eduardo,
caracteriza bem a confusdo que os alunos fizeram quando utilizaram de forma

errada a notagdo da barra para representar o periodo.
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E (Thaissa-Clara) - A letra a é facil, mas a letra b deve ter tido
muito erro, por falta de percep¢io de ser uma dizima ou por
simples preguica de terminar as contas.

E (Denise-Artur) - Fazendo passo a passo fica bem facil, ficamos em
divida em como representar o periodo...

Vale lembrar que os erros a que a dupla Thaissa-Clara se referem estdo
relacionados a tabulacdo dos dados obtidos no estudo preliminar que eles
receberam no primeiro encontro. A “falta de percepcdo de ser uma dizima” e a
“simples preguica de terminar as contas” sdo descritores de uma imagem
conceitual que leva o aluno a acreditar que, se houvesse periodo, ele ja deveria ter
aparecido. Consideramos que um dos fatores que resultou em 39 dos 70 alunos do
estudo preliminar ndo finalizarem adequadamente a representacdo decimal
7,142857 ¢é a falta de uso, nos livros didaticos e nas salas de aulas, das dizimas
periddicas que possuem mais de trés algarismos no periodo. Outro motivo esta
relacionado ao fato de o ultimo algarismo do periodo coincidir com a parte inteira
do nmiimero decimal. Isso ficou bem caracterizado pela fala da dupla Denise-Artur,
quando declararam: “ficamos em davida em como representar o periodo”.

Destacamos, a seguir, fragmentos referentes a esse episodio.

G (Pesquisadora) - O que aconteceu com o0 numero cinquenta
sétimos?

G (Thaissa) - D4 uma dizima enorme! Na tabulacdo, a maioria teve
resposta incompleta, eu imaginei, por preguica de terminar a conta.

Destacamos a expressdo da aluna Thaissa “dd uma dizima enorme” como
um julgamento estabelecido a partir dos exemplos prototipos de dizimas
periddicas do repertério de imagens da aluna. E um aspecto interessante de sua
imagem conceitual que caracteriza a falta de familiaridade com as dizimas
periodicas que possuem periodos com mais de trés casas decimais.

Acrescentamos aqui, a partir de registros do diario de campo, que a
pesquisadora efetuou a divisdo no quadro, com a participacdo dos alunos e
chamou a atencdo para o fato de o algarismo 7, que apareceu no periodo, coincidir
com o 7 da parte inteira. Afirmou que pode ter sido um complicador no

reconhecimento do periodo e, possivelmente, foi o motivo de muitos terem

respondido 7,14285 ao invés do niimero correto 7,/142857 .


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510353/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

161

A seguir destacamos trechos de gravacdo que exemplificam a andlise que

acabamos de apresentar.

G (Thaissa) - Por preguica, tem gente que acha que vai pro infinito e
sai escrevendo...
G (Denise) — A gente ndo botou a barra, ficamos querendo botar a

barra no primeiro sete 7,/4285 , ai botamos os trés pontinhos...
G (Thaissa) — Ou repete trés vezes, ou coloca a barra.

A justificativa de Denise no esclarecimento da resposta incompleta dada
pela sua dupla, ao dizer “botamos os trés pontinhos”, pois ndo sabiam como indicar
o periodo da dizima, possibilitou discutir com os alunos o significado de cada
notacdo®', de acordo com Palis (1999), ¢ os cuidados que devem ser tomados para a
representacdo adequada do nmimero em questdo. Outro descritor de imagem
conceitual importante foi a fala da Thaissa quando afirmou “ou repete trés vezes, ou
coloca a barra”. Aqui identificamos um atributo irrelevante da dizima peridodica que
cristaliza uma imagem conceitual desfavoravel: nimeros decimais que apresentam
na parte decimal um nimero que se repete trés vezes sao dizimas periddicas.

As intervengdes da pesquisadora na finalizagdo do item b, em relacdo as
duvidas surgidas na representacdo da dizima periddica, deram-se com o objetivo
de tornar mais claro o que esta ocorrendo e de possibilitar a explora¢do de novos

caminhos para descobrir aspectos ainda desconhecidos (Delval, 2002).

6.2.2.2

Atividade P5: observando niumeros reais na calculadora

Essa atividade mostra os numeros reais 1,35353535 e 2,12345678 ¢
informa que estes sdo os resultados indicados numa calculadora ap6s a realizagdo
de uma operacdo. A questdo informa também que a calculadora utilizada possui
nove digitos. Essa questdao foi aplicada no questionario do estudo preliminar e
também no 1° encontro do estudo principal e foi elaborada a partir de um

questionamento feito na pesquisa de Leviatan (2004)*. Ficamos atentos para

81 Estamos nos referindo as diferengas de significado, por exemplo, em relacdo aos niimeros,

1,2323...; 1,2323 ¢ 1,23.

%2 O questionamento foi apresentado no capitulo 2 e sua pergunta no original é: “Your calculator’s
screen (limited to 9 digits) shows 1.35353535 (alternatively 2.12345678 , or 3.14159265 ). Can
you tell if your number is rational?”
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verificar, nas justificativas dadas pelos alunos, indicios de interpretacdo sobre a
natureza finita e infinita dos niimeros observados, bem como os possiveis padroes
de formacgdo desses nimeros, e sobre conhecimentos de resultados matematicos

no conjunto dos numeros reais.

No estudo preliminar
A Tabela 17 apresenta o mapa de estudo prévio da questio P5.

Tabela 17: Mapa de estudo prévio da questdao P5

PERGUNTA

Duas determinadas operagdes feitas com niimeros, numa calculadora de 9 digitos, mostrou como
resultado no visor os numeros 1,35353535 e 2,12345678. O que se pode afirmar sobre esses
numeros? Eles sdo racionais ou irracionais? Por qué?

RESPOSTA

Nada podemos afirmar, pois ndo temos conhecimento das operagoes que foram feitas. O limite de
digitos na calculadora impede-nos de afirmar se os padrées observados continuam ou ndo, pois
apenas conhecemos o0s oito primeiros digitos da parte decimal. Caso continuassem infinitamente
segundo o padrdo sugerido, o primeiro nimero seria classificado como racional, pois apresenta o
periodo 35 na parte decimal e o segundo seria irracional, visto que a sequéncia envolvida é
crescente e nunca apresentaria periodo.

OBJETIVO

Verificar se o aluno critica a limitagdo de casas decimais existente nas calculadoras. Identificar,
pelas respostas, como o aluno compreende os nimeros dados, se sdo finitos ou infinitos, se seguem
algum padrdo, e o que os leva a classificar nlimeros como racional ou irracional.

TABULACAO DAS RESPOSTAS

A 1 B
n° alunos 17 40 13
percentual 24,3% 57,1% 18,6%
A - adequada I—inadequada B —em branco

Nenhum aluno questionou o nimero de digitos da calculadora e ndo
obtivemos nenhuma resposta semelhante a que fornecemos na tabela. Uma
resposta foi considerada adequada, se a classificag@o estivesse condizente com a
natureza finita ou infinita da expansdo decimal e também se a justificativa
estivesse adequada para a classificagdo escolhida.

Se considerarmos os numeros observados no visor, teremos numeros
racionais ou aproximagdes racionais de nimeros reais. Sendo assim, os dois
numeros observados sdo racionais. No caso infinito, supondo que o padrdo
“sugerido” continua para sempre, 0 primeiro nimero seria 1,35, tratando-se de

uma dizima periddica de periodo 35. Nesse caso, esse nimero poderia ser

representado pela fracao ]93—94 J& o segundo numero seria 2,123456789101112...,

em que a expansdo decimal ¢ formada pela sequéncia crescente e infinita dos
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numeros naturais e, assim, ndo pode ser obtido de uma divisdo de numeros
inteiros, sendo classificado como um namero irracional. Esse tipo de
encaminhamento na resposta demonstra para nés um adequado conhecimento de
numeros reais para o Ensino Médio.

Por isso, fizemos dois gabaritos, um para o caso finito ¢ o outro para o
caso infinito. Apenas 24% dos alunos responderam com coeréncia essa questao.
Observando todas as respostas dadas, que estdo apresentadas no anexo 11,
percebemos a potencialidade desse exercicio, pelas diferentes justificativas
obtidas. A maioria dos alunos interpretou os numeros do visor como expansdes
decimais infinitas, pois entenderam que, pelo fato de estarem na calculadora, os
numeros teriam sido truncados ou aproximados.

Analisando todos os dados do anexo 11, verificamos que grande parte das
justificativas adequadas usadas para classificar o nimero como racional
apresentou os atributos relevantes: decimal finito, dizima periddica e possibilidade
de representacdo na forma de fragdo. Para essa atividade, julgamos importante
elaborar duas tabelas que contivessem os atributos relevantes e irrelevantes que
encontramos nas respostas fornecidas a questdo P5. A Tabela 18 fornece a lista de

atributos dos nimeros racionais.

Tabela18: Atributos de nimeros racionais para os nimeros 1,35353535 e 2,12345678.

NUMEROS RACIONAIS

ATRIBUTOS RELEVANTES ATRIBUTOS IRRELEVANTES
- Decimal finito; - Apresenta padrdo / sabemos qual serd a
- Dizima periddica / seus nlimeros repetem-se em sequéncia;
sequéncia / possui periodo; - Ha uma sequéncia;
- Pode ser representado na forma de fragdo (razdo - Sdo infinitos, porém podemos prever;
de inteiros); - Dizima, pois segue um padrio;
- Por mais que haja uma grande sequéncia de - Decimal infinito.
numeros decimais, ndo se repetem e, além disso, o
nimero termina.

O atributo “ndo possui dizima”, que foi apresentado por quatro alunos, ndo
foi incluido na tabela, pois estd inconsistente tanto do ponto de vista da defini¢ao
formal de dizima, quanto do uso da palavra dizima na matematica escolar,
significando dizima periédica. Como o niimero apresentado possui dizima,
analisamos outras respostas dadas pelos alunos e observamos que o significado
que dois alunos atribuiram ao termo dizima foi de nimero decimal infinito.

O tnico atributo apresentado que caracteriza um julgamento analitico esta

sublinhado na Tabela 18 e este foi utilizado por dez dentre os 70 alunos. Todos os
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demais indicados na tabela sdo atributos de julgamentos prototipicos
(Hershkowitz, 1994). Somente cinco alunos apresentaram atributos irrelevantes
nas suas explicacdes; eles basearam-se no fato de os nimeros apresentarem uma
sequéncia ou uma sequéncia que apresenta padrdo, com a ideia de que € possivel
prever “o que vem depois”. Apesar de muitos nimeros racionais apresentarem
essas caracteristicas, também ha infinitos exemplares de nlimeros irracionais que
as contemplam. Esses julgamentos prototipicos fundamentaram-se em atributos
dos prototipos do repertorio de imagens desse grupo de alunos, que associam
qualquer padrio a racionalidade. Essa constatacdo também ocorreu em Zazkis &
Sirotic (2004). O exemplar prototipo utilizado aqui foram as dizimas periddicas
que possuem o padrao de repeticao.
Convém destacar trés respostas:
=  “apesar de apresentarem varias casas decimais, existe um final, um
algarismo que finaliza” — Esta justificativa foi utilizado pelo aluno
quando afirmou que 2,12345678 ¢ um numero racional. Nesse julgamento
prototipico, o aluno ilustra um atributo irrelevante (apresentar varias casas
decimais), seguido de um relevante (existe um final);
* “nimero infinito, porém ndo se pode afirmar que ¢ dizima periodica”
— O aluno utilizou estes argumentos para explicar por que o nimero
2,12345678 ¢ racional. Ele apresentou um atributo irrelevante para
racionais (decimal infinito), seguido de um atributo relevante para
racionais (dizima periddica). Talvez aqui haja uma troca de significado
entre os termos racional e irracional, pois o aluno afirmou que “ndo se
pode afirmar que ¢ dizima periddica” e mesmo assim o classificou como
racional. E importante esclarecer a inadequagdo do uso da expressio
“mimeros infinitos” no registro do aluno, quando se refere as
representagdes decimais infinitas.
= “parece ser uma dizima periddica, mas ndo possui reticéncias ou algo
assim. Possuem o mesmo nimero de casas decimais. Podem ser escritos
na forma de fragdo” — Neste registro, identificamos dois atributos
relevantes para nimeros racionais: “dizima periddica” e “mesmo numero
de casas decimais”, este com o significado de decimal finito, seguido de
outro atributo relevante, “podem ser escritos na forma de fragdo”, que o

aluno utiliza para fechar a explicacdo. Nessa justificativa, o aluno utilizou
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tanto o julgamento prototipico, com dois atributos relevantes e suficientes
que definem um numero racional — ser dizima periodica ou decimal finito
—, quanto o julgamento analitico, possuir representagdo na forma de
fracdo.

A Tabela 19 apresenta todos os atributos relevantes e irrelevantes

utilizados nas respostas dos alunos para classificar os nimeros como irracionais.

Tabela19: Atributos de nimeros irracionais para os nimeros 1,35353535 e 2,12345678.

NUMEROS IRRACIONAIS

ATRIBUTOS RELEVANTES ATRIBUTOS IRRELEVANTES
- Decimal infinito / seus algarismos sdo infinitos - Apresenta dizima periddica / repete
- Nio é dizima®/ ndo tem periodo / Ndo apresenta um nimero (sequéncia) nas casas
sequéncia repetitiva; decimais;
- Nao termina e ndo segue um padrdo; nimero infinito | - Ndo possui uma sequéncia;
onde ndo ha repeticdo do periodo; - H4 uma sequéncia de nlimeros
- Nao apresenta forma fracionaria / Nao € possivel crescentes.
obté-lo através de uma divisao;

O atributo “ndo ¢ dizima” foi considerado relevante, pois como ja
mencionado, dizima significa dizima peridodica. Dessa forma, estamos
interpretando que se trata de numeros decimais infinitos. Dos 70 alunos, 15
classificaram o numero 1,35353535 como irracional, justificando se tratar de uma
dizima periddica. E oito alunos utilizaram esta mesma justificativa para classificar
o numero 2,12345678 como irracional. Ser dizima periddica ndo ¢ atributo dos
numeros irracionais, mas ¢ atributo do niumero racional 1,35353535... de periodo
35. Os alunos fizeram um julgamento prototipico fundamentado no aspecto visual
do niimero 1,35353535 que ndo se observa em 2,12345678. Temos aqui duas
possibilidades: ou se trata de uma questdo de confusdo de nomes, ou esses alunos
ndo consideraram as dizimas periddicas como nimeros racionais, o que avaliamos
como o mais provavel. A mesma analise se aplica ao atributo decimal finito.

Cada um dos atributos relevantes “ndo termina e ndo segue um padrdo”,
“mimero infinito onde ndo ha repeti¢do do periodo” e “ndo é possivel obté-lo
através de uma divisao” definem qualquer numero irracional. Desses, os dois
primeiros apresentam julgamento prototipico, enquanto, no terceiro, o julgamento
¢ analitico. Como os atributos “decimal infinito” e “ndo apresenta sequéncia
repetitiva” ndo sdo suficientes para definir a irracionalidade de um numero, foram
categorizados como irrelevantes e foram considerados julgamentos prototipicos.

Analisando todas as respostas da atividade PS5, para alguns alunos, o

% Com o significado de dizima periodica.
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atributo irrelevante “o numero apresentar padrdo” foi utilizado em seus
julgamentos para classificar um nimero racional. Ja o atributo relevante, “ser um
decimal infinito”, para muitos alunos, ¢ garantia da irracionalidade de um numero.
A presenca da calculadora no enunciado, servindo como uma ferramenta
intermedidria entre o real resultado da operacdo realizada e o que foi apresentado
no visor, estimulou a discussdo dos alunos, pois possibilitou a exteriorizagdo de
atributos que foram resultados dos aspectos visuais observados nos numeros

1,35353535 € 2,12345678.

No estudo principal

A questio P5 fomentou algumas consideragdes e também alguns
questionamentos que ndo foram respondidos pela limitagdo do instrumento usado
no estudo preliminar, por isso, essa questdo foi retomada no estudo principal. A
seguir vamos apresentar a analise clinica dessa atividade. Iniciamos com a
justificativa bem sucinta da dupla Fernando-Eduardo. Estes alunos também

responderam ao questionario no estudo exploratorio.
E (Fernando-Eduardo) - Racionais porque tém dizima.

Essa resposta da dupla indica que os alunos reconheceram os resultados do
visor como numeros decimais infinitos, pois utilizaram como justificativa ter

dizima®. O ntimero 1,35353535, que a dupla observou no visor, foi visualizado
como 1,35, porém ndo podemos apurar como eles perceberam o numero

2,12345678, pois nao houve repeticdo de digitos.nas casas decimais que foram
apresentadas. Como essa resposta necessitava de mais esclarecimentos,
resgatamos do estudo preliminar, a resposta do aluno Fernando. No questiondrio,
ele respondeu “irracional, pois ndo da dizima” quando se referia ao numero
2,12345678, resposta diferente da obtida na ficha de atividade. Cruzamos também
com um trecho das gravacdes ¢ conseguimos elementos que nos auxiliaram na
analise dessas diferentes respostas dadas por Fernando e o possivel significado
que deu para o atributo dizima. A seguir, apresentamos uma explicacdo, retirada
das gravagoes referente as discussdes da atividade P5, fornecida por Fernando em

relacdo ao niamero 2,12345678.

% Novamente, o termo dizima significando dizima periodica.
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G (Pesquisadora): Entdo, qual a resposta dessa questdo? Fernando
pensou que poderia ir até o 9 e repetir depois tudo de novo, fala pro
grupo Fernando, como vocés pensaram.

G (Fernando): E, por exemplo, 2,12345678901234567890...,

Esse confronto dos diferentes registros fez que sua resposta em relagdo ao
numero 2,12345678 também estivesse adequada, quando responderam “racionais

porque tem dizima”. A dupla, quando observou os dois niimeros, imaginou as
dizimas periddicas 1,35 ¢ 2,1234567890 . Observamos que Fernando colocou o

digito 0 apos o 9, esse aspecto indica que estava atento ao uso da calculadora nas
hipoteses colocadas no enunciado da questao.

Um dos motivos de resgatarmos esses numeros da pesquisa de Leviatan
(2004) foi a amplitude de possibilidades que a visualizagdo desses numeros
geram, pois podem ser relacionados a diferentes prototipos que cada sujeito
possui. O niumero pensado pela dupla Fernando-Eduardo, por exemplo, ndo havia
nos ocorrido ainda, por isso, o pesquisador deve estar atento aos registros que
indicam o raciocinio do sujeito, pois no método clinico a “capacidade para
explorar caminhos que o sujeito percorre em suas explicacdes nos ajuda a
encontrar novos tipos de respostas que nem sequer imaginavamos ao iniciar a
pesquisa” (Delval, 2002, p. 80).

A dupla® Vinicius-Isabel forneceram mais elementos nas justificativas de
suas respostas ¢ levou em conta a hipdtese do problema, de que os numeros

apresentados na calculadora eram resultado de uma operacéo que foi realizada.

E (Vinicius): Ambos racionais, se pensar que o 2° é um nimero
finito. Se for infinito, teremos o primeiro racional e o 2° irracional.
Se fosse 2,123456777... a calculadora considera como 2,12345678.

(Destacamos a seguir as igualdades matematicas escritas por Vinicius

na ficha)

212345678 _ 106172839 e 1 § _ 135-1 _ﬁ

100000000 50000000 ’ 99 99

E (Isabel): O primeiro nimero pode ser colocado na forma de

134

fra¢do como E , assim como o segundo, logo os dois sdo racionais.

85y 7 s .k . . ..
Vinicius e Isabel entregaram nesse encontro dois registros de atividades, apesar de terem
realizado a atividade em conjunto, por isso, apresentamos os dois .
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Por estar em uma calculadora, o segundo pode ser infinito e, portanto,
irracional. Essa questiio exige mais atencio pelo fato de a resposta
ser conceitual. (Isabel fez o calculo a seguir na sua ficha de atividade)

100x = 135,353535
- x= 1,353535

99x = 134,000000 —» x= 134

99
Nos registros de Vinicius e Isabel, as afirmagdes “teremos o primeiro
racional” e “o primeiro nimero pode ser colocado na forma de fragdo” enfatizam
a ideia de que o niumero decimal 1,35353535 ¢ um exemplo protétipo de niimero
racional para esses alunos. Mesmo no caso desse niumero ter infinitas casas
decimais, nenhuma das explicagdes dadas por Vinicius ou Isabel considerou que o
numero 1,35353535 pudesse ser uma aproximagdo de um nimero irracional
resultado de uma operagio. E importante esclarecer que, no calculo exposto
acima, o registro de Isabel ndo esta correto, pois se x=1,35353535, entdo

100x=135,353535 e como consequéncia 99x=135,353535-1,35353535=
133,99999965. Essa estratégia s6 ¢ valida, se assumirmos que x ¢ a dizima
periddica 1,35.

Quando Vinicius declarou que “Ambos racionais, se pensar que o 2° é um
numero finito”, ele ndo destacou em sua afirmagao o fato de o primeiro numero ser
finito ou ndo, pois na sua concep¢do em qualquer um desses casos trata-se de um
numero racional. Esclarecemos que o atributo “ser finito” ¢ relevante para afirmar
que os dois numeros observados no visor sdo racionais, porém sozinho ndo forma
um conjunto de atributos minimos que determine todos os nimeros racionais.

Tomando como hipotese que, nos dois casos, os numeros decimais t€m
representacdo decimal infinita, a afirmagdo de Vinicius “se for infinito, teremos o
primeiro racional ¢ o 2° irracional”, ndo esta adequada, pois ndo temos conhecimento
das operagdes realizadas ¢ nem dos proximos digitos das expansdes decimais em
questdo. Acreditamos que sua afirmagdo tenha se baseado em uma visualizacdo
“padrdo” do primeiro nimero como sendo a dizima periodica 7,35 ¢ do segundo
mantendo o padrdo de crescimento apresentado. Dessa forma, interpretamos que
esses nmimeros fazem parte dos exemplares prototipos do repertorio de imagens de
Vinicius, respectivamente, para os nimeros racionais e irracionais.

Essa questdo foi bem discutida por Vinicius, pois ele também levantou a
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possibilidade de esse nimero ser a dizima periddica 2,1234567777..., que por
estar numa calculadora, foi arredondado para o numero racional 2,712345678.
Consideramos que Vinicius forneceu alguns exemplares dos nimeros racionais,
mostrando um rico repertorio que vai além dos exemplos decimais protdtipos de
um numero racional, apresentados por seus colegas. Afirmamos isso, pois o
numero racional 2,12345678 esta mais associado visualmente a imagem de um
numero irracional do que a de um numero racional. Mesmo assim, Vinicius ndo se
deixou levar pela forte imagem da ndo periodicidade apresentada.

O extrato a seguir da dupla Bruno-Celso ilustra uma troca de nomes na

classificacdo dos niimeros reais como racionais ou irracionais:

E (Bruno-Celso): 1- Irracional: pois se observa um padrao de
repeticao infinito. 2- Racional: pois ndo apresentou, até agora, um
padrdo de repeticdo. Através do padrio de repeticio € possivel
deduzir sua irracionalidade, ao contrario do segundo ntimero.

A expressdo “padrdo de repeticdo infinito”, fornecida na justificativa da
dupla, retine dois atributos — “decimal infinito” e “periodicidade” —, que juntos
se tornam um conjunto de atributos relevantes que define qualquer numero
racional, porém a dupla utilizou esses atributos para classificar o nimero
1,35353535 como irracional. Os registros indicam que eles consideraram os dois
numeros como decimais infinitos, considerado um atributo irrelevante para a
racionalidade, mas relevante para a irracionalidade. Vale destacar que a
justificativa “pois ndo apresentou, até agora, um padrdo de repeti¢do”, quando se
refere ao numero 2,12345678, nos indica um entendimento da dupla de que, caso
houvesse algum padrdo de repeticdo, este ja deveria ter aparecido. Esse
julgamento prototipico mostra o universo restrito de dizimas periddicas que a
dupla possui pois, para Bruno-Celso, ndo havia a possibilidade de este nimero ser
uma dizima periddica.

Isso nos chamou atengdo e como esse sentimento se mostrou recorrente,
nesse grupo de alunos, voltamos as cole¢des didaticas analisadas a fim de observar
os exemplares dados para as dizimas periddicas. Constatamos nas trés colecdes que

as dizimas periddicas que apresentam o maior periodo possuem dois algarismos no
periodo, tais como 2,53_0, 0,1 145 e 0,179. Essa verificacdo ilustra os exemplares

que sdo comumente visualizados pelos alunos e explica o porqué da certeza da

dupla em relagdo ao nimero 2,12345678, mesmo com infinitas casas decimais, ndo
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ter a possibilidade de apresentar a partir de algum momento um padrao de repeticao
infinito. Esse fato, de certa forma, justifica os exemplos prototipos das dizimas
periddicas que fazem parte da imagem conceitual desses alunos.

Os registros das duplas Thaissa-Clara e Denise-Artur fortalecem ainda
mais o que acabamos de afirmar, pois tém argumentagdes claras e justificativas
que poderiam ser consideradas adequadas no caso das dizimas peridédicas, com
base no julgamento prototipico causado pela visualiza¢do da repeti¢do do 35 no

numero 1,35353535.

E (Thaissa-Clara): O primeiro é uma dizima, portanto racional. O
segundo ndo ha como afirmar por ndo saber se ¢ finito ou ndo...
necessita raciocinio e o conhecimento do conceito de nimeros
racionais e irracionais (coisa pouco trabalhada)

E (Denise-Artur): O 1° é racional, pois pode ser escrito em forma de
fraciio por ser dizima periédica. O 2° pode ser racional por coincidéncia
de ter 8 casas decimais exatas ou por ser uma dizima com periodo maior
que 8 casas. Ou ser irracional, ja que ndo apresenta periodo.

Ressaltamos que a dupla Denise-Artur apresenta um julgamento analitico
quando afirma que o primeiro pode ser escrito em forma de fragdo porque ¢ uma
dizima periodica. Questionamos se o decimal finito 1,35353535 representa para
essa dupla uma dizima periodica, pois eles exteriorizaram a dupla possibilidade do
segundo numero ser finito ou ndo, mas ndo o fizeram para este numero.

Nenhuma das duas duplas visualizou a possibilidade de o primeiro nimero
ser dizima ndo periodica. Isso ficou claro nas afirmativas “o primeiro ¢ uma dizima,
portanto racional” e “o 1° é racional, pois pode ser escrito em forma de fragdo por
ser dizima periodica”. Vale destacar a explicagdo da dupla Denise-Artur, que foi
bem abrangente ao apresentar as possibilidades de resultados para o nimero
2,12345678; isso ¢ um indicador de que a dupla levanta possibilidades de exemplos

b b
prototipos ndo usuais, se comparados com os apresentados pelos colegas.

Thaissa e Clara complementaram sua resposta, acrescentando que a
explicagdo para este item “necessita raciocinio e o conhecimento do conceito de
numeros racionais e irracionais (coisa pouco trabalhada)”, destacando que esse
tema ¢ pouco valorizado na matematica escolar, aspectos ja indicados por

Leviatan (2004) e Moreira (2005). A seguir destacamos trechos dos registros

escritos pela dupla Anténio-Otavio™.

% 0 aluno Otévio s6 esteve presente no primeiro encontro.
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E (Antonio-Otavio): Se o numero de casas decimais for exatamente
o apresentado (oito casas decimais), o segundo numero sera racional,
212345678
100000000
sequéncia decimal mantiver-se em repeticoes do nimero 35, ele
sera racional, visto que podera ser representado por uma fragdo
composta por niimeros inteiros (no numerador e no denominador); se
o 1° nimero tiver as casas decimais finitas, ainda assim sera
135353535

100000000

representado pela fragdo ou; quanto ao 1° niimero, se a

racional, representado pela fragdo

Eles levantaram suposigdes sobre a finitude ou a infinitude das representagdes
decimais dos numeros apresentados no visor. Apresentaram as correspondentes
fragdes no caso de serem decimais finitos, demonstrando na pratica seu julgamento
analitico em relagdo a definicdo formal que possuem de numero racional. A
declaragio — “quanto ao 1° nmimero, se a sequéncia decimal mantiver-se em
repetigdes do numero 35, ele sera racional” — mostra que a dupla ndo visualizou
uma unica possibilidade para o nimero, como as duplas anteriores, que afirmaram
unicamente se tratar do namero 7,35 . J em relagdo ao segundo numero, a dupla ndo
manifestou a possibilidade de o nimero apresentado ser um decimal infinito.

Consideramos que essa dupla forneceu atributos relevantes para o conceito
de numero racional, articulando bem as representa¢des decimal e fracionaria,
porém ndo exteriorizou nenhum atributo relacionado aos nimeros irracionais. Isso
sugere a hipdtese de que possivelmente, ndo conhecem atributos para a
identificac@o dos irracionais e de que ha insuficiéncia de linguagem para tratar do
assunto. Se o processo de aprendizagem ndo desenvolveu exemplos positivos ¢
negativos para esses numeros, provavelmente, eles s6 trabalharam os que se
referem aos nimeros racionais. Os exemplos de nimeros irracionais, portanto,
foram obtidos por exclusdo, tal como os resultados encontrados por Lima (2001),
Moreira (2004) e Baldino (1997), que evidenciam uma circularidade na
abordagem dos nimeros irracionais em sala de aula.

O recorte que apresentamos a seguir aconteceu durante o fechamento das
atividades do 1° encontro. As duplas foram incentivadas a colocar suas respostas
para o grupo ¢ a pesquisadora fez as devidas ponderagdes ¢ encaminhamentos

necessarios do método clinico surgidos no debate.

G (Vinicius): No primeiro é fato que ele ¢ um racional, s6 que no
segundo, por ndo mostrar uma sequéncia, a gente ndo sabe se ele ¢
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uma sequéncia ou se ele ¢ um numero finito.

G (Pesquisadora): E por que o primeiro numero ¢ racional?

G (Vinicius): O primeiro,..., ¢ uma dizima.

G (Pesquisadora): E por que é uma dizima?®’

G (Thaissa): Porque repete trés vezes, eu aprendi que quando
mostrava repetindo trés vezes era uma dizima!

Vinicius continuou firme em seu julgamento da racionalidade do nimero
1,35353535, pois afirmou que “no primeiro € fato que ele é um racional” e quando
a pesquisadora insistiu para ele justificar o porqué dessa convicgdo, Thaissa
mostrou como costuma identificar uma dizima periddica, “eu aprendi que quando
mostrava repetindo trés vezes era uma dizima”. Esta fala da aluna caracteriza um
julgamento prototipico para dizimas periodicas, apenas com base na imagem
visual do numero, ao apresentar o atributo irrelevante associado a repeticdo do
periodo trés vezes. Esse julgamento da aluna ¢ um indicador de acordos de
linguagem que acontecem na sala de aula, oriundos das representagdes das
dizimas periddicas nos livros e nos materiais didaticos. Como esse modelo
prototipico ndo carrega um atributo relevante para nimeros racionais, esse
julgamento ndo favorece a construg¢do da imagem conceitual de nimero real. No
caso de Thaissa, ela afirmou que aprendeu dessa forma; no caso dos outros alunos,
a razdo pode ser essa, como também a de uma construgdo individual, pela
visualizag¢do constante desse modelo nos livros didaticos.

Esta duvida levou-nos aos livros ja analisados, para verificar como os
autores apresentam as dizimas periodicas. Na colegdo I, encontramos somente um
exemplo de dizima peridodica com a notagdo da barra; ja na colecdo II, grande
parte das dizimas periddicas estd com a notagdo da barra e em alguns exemplares
com o codigo dos trés pontinhos. A colegdo III, assim como a II, utiliza os dois
codigos, porém, valoriza mais a notacdo dos trés pontinhos.

Ao apresentar, por exemplo, o nimero 0, 266666..., 0 autor do livro didatico
espera que o aluno o identifique com a dizima periddica 0,26, mas esclarecemos

que a unica afirmagdo que podemos fazer sobre esse nimero decimal infinito, é que
conhecemos apenas as seis primeiras casas decimais. Qualquer outra interpretaggo a
respeito do numero deve ser acrescentada. Para dar mais legitimidade a essa
discussdo, destacamos na Tabela 20, exercicios propostos em cada uma das trés

colegdes.

¥ Lembrando que dizima aqui se refere a dizima periddica.
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Tabela 20: Exemplos de exercicios que envolvem dizimas periédicas.

COLECAO1 COLECAOII COLECAO III
Efetue as operagdes | Qual € o valor de Identifique como decimal exata
indicadas em cada 14 (finita), decimal infinita periddica ou
expressao: y= 0L+ ? decimal infinita ndo periddica cada

0,777... .
a) 0,666...- 0,6 um dos nimeros a seguir:
b) 0,23 : 0,2333... a) 0,555 b) 0,11454545...
¢)-0,1777... + 1,7 ¢) 0,1231251271291211...
d) 0,161616...: 0,4777... d) 0,26666...
¢) 0,020020002... e) 0,789145

Fonte: (Smole e Diniz, vol 1, 2004, p. 24; lezzi et al., Vol 1, 2004, p. 16; Dante, vol 1, 2004, p. 29)

Consideramos importante que o aluno faca uso da notacdo da barra, apesar
da auséncia de destaque para essa questdo nos livros didaticos e embora muitos
professores valorizem nas salas de aula a simbologia dos trés pontinhos. E preciso
esclarecer ao aluno que existe um periodo na expressdo decimal infinita, caso
contrario nada podera ser dito sobre a respectiva expansdo, se esta possui periodo
ou ndo. Da mesma forma, ndo podemos afirmar que o numero 0,020020002... ¢
irracional, ja que a informacdo dada nesta representag@o se restringe a um nimero
decimal infinito que possui os nove primeiros digitos da parte decimal iguais a 0,
2,0,0,2,0,0,0 e 2, nesta ordem. Para garantir a irracionalidade desse nimero ¢
necessario que haja alguma informagdo que garanta o padrao visual sugerido, que
ndo ¢ periodico, ou algum outro atributo relevante. Essa discussdo relacionada as
diferentes notagdes de expansdes decimais ¢ feita em Palis (1999).

Essa constatacdo possibilitou-nos identificar que a falta de cuidado com as
representagdes das dizimas periddicas propiciou o surgimento de atributos
irrelevantes, baseados unicamente na visualizagdo dos exemplos protdtipos, ndo
favorecendo julgamentos analiticos. Isso indica que ndo ha um tratamento logico
para a ampliagdo do campo numérico dos racionais para os reais a partir da
representagdo decimal infinita e, possivelmente, ndo sdo fornecidos aos alunos
critérios para que formem seus julgamentos, baseados nas ideias que constroem os
significados para essa ampliagao.

Existe muita confusdo na utilizagdo do termo dizima e do termo infinito.
Observamos que conceitos como os de densidade, de vizinhanga, de reais como
medida, ndo sdo evocados pelos alunos, o que sugere que ndo sdo trabalhados
nesse processo de ampliagdo. Os significados evocados remetem quase que
exclusivamente a visualizagdo da representagdo decimal, o que sugere que sdo
elas as valorizadas no trabalho em sala de aula.

Apresentamos a seguir, a insisténcia da pesquisadora com os alunos em
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relacdo a certeza da racionalidade do nimero 1,35353535... Essa caracteristica do
método clinico busca, além dos diferentes niveis de respostas, obter detalhes ainda
ndo ditos que esclaregam os julgamentos feitos pelos alunos, por meio dos

atributos exteriorizados nas tentativas de explicacdo.

G (Pesquisadora): Vinicius, por que vocé acha que no primeiro
nimero, a nona casa decimal ¢ 3 e a décima ¢ 5 e continua para
sempre nessa repeticdo? A conta feita pode ter dado exatamente isso,
por exemplo,...**

G (Pesquisadora): Para vocé, este nimero é uma dizima periodica?®
G (Vinicius): Nao, ¢ um decimal finito.

G (Pesquisadora): Olha, nio sabemos que conta foi feita. E impossivel
a décima casa ser um ntimero diferente de 3 e a seguinte diferente de
57 Esse numero de qualquer maneira sera racional?

G (Bruno): Do jeito que foi enunciado, da a entender que continua
infinitamente..., com o padrao apresentado.

G (Pesquisadora): Se esse numero continua com esse padrdo, e esse
outro continua com esse outro padrdo, pensando desta maneira, como
decimais infinitos, o primeiro seria...?

G (Thaissa): Racional, o nimero 134 sobre 99.

G (Pesquisadora): Correto, vocé€s lembram como chegar nesse
nimero?

A intengdo da pesquisadora com seus questionamentos ¢ fazer que varias
possibilidades para esses numeros sejam identificadas nas falas dos alunos e
também tentar desequilibrar as imagens construidas por eles. A fala de Bruno “do
jeito que foi enunciado, d& a entender que continua infinitamente..., com o padrao
apresentado” ¢ muito esclarecedora, pois explicita novamente, no pensamento
comum desses alunos, o fendmeno prototipico da repeticdo que é associado as
dizimas periddicas. Essas imagens possivelmente sdo frutos dos acordos feitos na
sala de aula e refletem a pouca variedade de representagdes na abordagem dos
numeros reais, que ja ¢ considerada pelo PCNEM (Brasil 2000) adequada para o
nivel médio de ensino. A seguir apresentamos a colocagdo da aluna Thaissa,
quando procurou de esgotar todas as suas visualizagdes para o numero

2,12345678.

G (Pesquisadora): E o que se pode afirmar sobre o segundo nimero?
G (Thaissa): Esse ndo sei, pois ele pode vir 12345678 e virar uma
dizima ou uma vez seguindo esse padrio eternamente e ser um
numero irracional.

135353535

100000000
% A pesquisadora se referiu ao niimero apresentado por Artur.

88 ;.
Nesse momento, Artur forneceu o niimero como exemplo.
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[.]

G (Thaissa): mas se terminar no 8 ¢ racional, mas poderia também
ser 123456788888, ou 123456787878 ou ainda 12345678678678

G (Pesquisadora): Vocé estaria certa se a calculadora fizesse
truncamento nos numeros, mas ela aproxima e em todos esses
exemplos que vocé deu, ela mostraria no visor 2,12345679.

As possibilidades sugeridas pelos alunos na discussdo final dessa atividade
foram aumentando, conforme os alunos exteriorizavam suas visualizacdes com
mais quantidades diferentes para os numeros racionais. Uma das poucas explicacdes
para a possibilidade do niimero 2,12345678 ser irracional foi dada pela aluna
Thaissa, quando declarou “uma vez seguindo esse padrdo eternamente e ser um
numero irracional”. Isto constata mais uma vez a pouca bagagem de imagem

conceitual que esses alunos tinham de niimero irracional. A pesquisadora insistiu

com mais perguntas para os alunos, objetivando um fechamento para a atividade.

G (Pesquisadora): Quando vocés olham pra esse nimero (o nimero
2,123456789), isso diz mais alguma coisa pra vocés ou ndo?

G (Vinicius): Poderia ser também 2,12345677777.... ¢ a calculadora
aproximou para 2,12345678

G (Isabel): Ahhh, ¢ verdade..

G (Pesquisadora): Se os nimeros fossem conforme se apresentam no
visor, o que dariamos como resposta?

G (Vinicius): Racional.

G (Pesquisadora): Vamos concluir entdo a resposta adequada? Qual
seria a resposta, se fosse uma questio de vestibular?

G (Vinicius): Nio se pode afirmar.

Vinicius forneceu mais uma hipdtese para o niimero 2,12345678, ¢ Isabel
concordou. Isso mostrou que estes alunos se envolveram na abertura que a questao
proporcionou e ficaram motivados buscando varias possibilidades de niimeros
reais que podiam ter aquela representacdo do visor. Essa exposi¢do de exemplos
por parte dos alunos, num momento coletivo do encontro, possibilitou a troca de
conhecimentos e de experiéncias visuais de cada um, relacionando exemplos
prototipos, contribuindo para a construcdo de suas redes e estruturando a imagem
conceitual de numero real.

A estratégia da pesquisadora, quando mencionou o vestibular e solicitou
aos alunos maior atengdo, preocupacdo ¢ envolvimento para o fechamento da
questdo, elucida habitos da docéncia no Ensino Médio que valoriza a importancia
de um concurso na vida dos alunos. Dessa forma, apelou para o pensamento

comum que, se era para o vestibular, ndo podiam falhar.
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No trecho a seguir, a pesquisadora levantou a hipotese do primeiro numero
ser irracional, lembrando que esses numeros foram resultados de operagdes

realizadas na calculadora”.

G (Pesquisadora): A gente ndo pode afirmar sobre os numeros que
motivaram os calculos na calculadora, pois nio sabemos que conta foi
feita. A correspondente ao primeiro numero pode tanto parar ali como
pode continuar com aquele padrio, mas também pode mudar de
padrdo, pode ser um niimero irracional, ndo pode?

G (Denise): Nao, ¢ dizima...

G (Pesquisadora): Mas como vocé sabe que é dizima?

G (Isabel): Porque ta repetindo o 35 durante um tempao!

G (Pesquisadora): Por que vocé acha que aquele nimero apresentara
sempre a repeticdo do 35?

G (Vinicius): Mas se um niimero foi dividido e deu 3 e depois deu 5
e repetiu, ndo vai mudar de padrio...

Observamos que a representagdo 7,35353535 é muito automatica para os
alunos, ¢ um exemplo prototipo de nimero racional que os levam a nica deducao
de ser uma dizima periddica, pelas razdes ja expostas nos registros. Isabel
declarou “t4 repetindo o 35 durante um tempao” e Vinicius complementou com a
reveladora, importante e equivocada justificativa “se um nimero foi dividido e
deu 3 e depois deu 5 e repetiu, ndo vai mudar de padrdo...”. Ele ndo acreditou na
possibilidade de os quocientes obtidos na divisdo mudarem de padro, pois
algumas repetigdes ja aconteceram.

Essa justificativa dada por Vinicius apresenta um aspecto que ndo foi
exteriorizado nesta pesquisa por nenhum outro aluno e indica que a Unica
operacdo pensada pelo aluno foi a divisdo, o que tornaria o niimero racional.
Observando o numero 1,35353535 como resultado de operagdo, a repeticao do
numero 35 caracterizaria uma divisdo pois, baseado na sua experiéncia escolar,
ndo haveria nenhuma outra operagdo que geraria uma imagem semelhante a este
numero. Em outras palavras, o aluno nao sup6s que poderia ter sido realizada, por
exemplo, uma radiciagdo, visto que se faz pouco uso dessa operagdo na
calculadora. Ressaltamos, no entanto, que ha, na explicagdo de Vinicius, uma
tentativa de julgamento analitico, pois o aluno buscou um argumento légico que

fundamentasse seu pensamento.

Nesse momento, a pesquisadora esclareceu a turma que o surgimento do

90 , . ~ . . . . ,
Os numeros que aparecem no visor so racionais. No que diz respeito aos niimeros que geraram
estes, nada podemos afirmar, pois desconhecemos a operagao realizada.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510353/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

177

periodo se deu pela repeticdo nos restos da divisdo e ndo pela repetigdo dos

algarismos no quociente. Para ajudar a desconstruir o julgamento feito por

S, e , 134
Vinicius, ela efetuou as divisdes no quadro correspondentes aos niimeros: 99 e

13535 2707 . - . . .
———— =—— Enfatizou a repeticdo que aconteceu no primeiro algoritmo, cujo
10000 2000

processo ¢ infinito, mas ndo aconteceu no segundo, pois deu resto zero. A Figura
14 mostra os dois algoritmos correspondentes. A primeira divisdo gerou uma
dizima periddica de periodo 35, pois os restos 35 ¢ 53 se repetiram. No segundo
algoritmo, ndo aconteceu repeticdo de nenhum resto, mas os quatro primeiros

digitos decimais do quociente foram iguais ao da dizima periodica.

Figura 14: Algoritmos feitos no quadro pela pesquisadora.

Fonte: Extrato do diario de campo, abril de 2008.

A seguir, a aluna Thaissa emitiu uma opinido sobre o que ocorre quando os
alunos estdo realizando as atividades: concentram-se em algumas informagdes ¢

abandonam outras.

G (Thaissa): a gente acaba nio prestando aten¢do no fato de que o
problema tem uma calculadora que foi usada. A gente 1€ e tudo,
mas na hora olhamos s6 para o niimero ¢ esquecemos a historia da
calculadora.

A expressdo “olhamos s6 para o nimero” indica a maior importancia de
determinados aspectos sobre outros. Thaissa afirmou que algumas hipoteses foram
deixadas de lado. Dessa forma, os exemplos prototipos da imagem conceitual foram
resgatados, sem levar em conta todas as informagdes dadas. Essa rapida conexdo de
imagens faz que os alunos emitam seus julgamentos, as vezes de forma precipitada,

levando-os a cometerem equivocos. O trecho a seguir mostra a pesquisadora

solicitando aos alunos que exteriorizassem uma defini¢ao de niimero racional.
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G (Pesquisadora): O que é nimero racional?

G (Fernando): Racional... tudo que se pode expressar... em forma
de fracao ou em niumero decimal.

G (Pesquisadora): Qualquer nimero decimal?

G (Fernando): Nao.

G (Thaissa): Nao, qualquer decimal nio, em forma de fracio. Por
exemplo, 0 nimero 2,12345678910... nao € racional.

Fernando ao dar a resposta “Racional... tudo que se pode expressar... em
forma de fragdo ou em numero decimal” exteriorizou julgamentos prototipicos ¢
analiticos na tentativa de definir um nimero racional qualquer. Sua imagem
conceitual de nimero racional, apesar de ter um atributo relevante, ainda carrega
atributos irrelevantes. Dessa forma, sua imagem conceitual de nimero racional é
parcial, pois ndo contempla todos os atributos relevantes de nimero racional.

Por outro lado, apesar da linguagem pouco formal, Thaissa mostrou-se
segura nas suas afirmagdes e foi bem incisiva quando expressou “ndo, qualquer
decimal ndo”. A aluna em sua fala apontou que nem todos os numeros decimais
sdo racionais e definiu-os “em forma de fracdo”. Consideramos, a partir das falas
anteriores de Thaissa, que o significado dado a sua declaragdo foi em relagdo a
todos os nimeros decimais que podem ser escritos na forma de fragdo. Isso foi
esclarecido quando ela mesma forneceu um exemplo para Fernando de nimero
decimal que ndo ¢ racional. Trata-se do numero 2,12345678910..., que pelo
contexto em questdo, refere-se ao nimero decimal infinito que continua com esse
padrdo de formacdo crescente dos nimeros naturais. Dessa forma, a aluna
exterioriza atributos relevantes de sua imagem conceitual que se apresenta num
estagio mais elaborado do conceito, apesar do exemplo numérico ndo estabelecer
por si s0, 0 nimero pensado por Thaissa.

Essa questdo mostrou-nos a dificuldade que os alunos t€ém na identificacdo
de nimeros racionais e irracionais e na elaboracdo de suas justificativas, nem
sempre em consondncia com a classificagdo. Consideramos que essa atividade
facultou investigar, a partir da identificacdo de atributos relevantes e irrelevantes,
e dos respectivos julgamentos feitos pelos alunos, que alguns exemplos protdtipos
reduzem o universo dos nimeros reais.

A discussdo final da atividade com todos os alunos contribuiu para que
fossem criados novos exemplos prototipos e fossem elaborados novos

julgamentos. Alguns justificados por atributos que apresentaram na atividade

feita, outros por atributos formulados durante essa interagdo final com a
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pesquisadora. A aparicdo de novos julgamentos esta prevista no método clinico,
uma vez que as perguntas do pesquisador visam a desequilibrar aquilo que os
alunos utilizam como atributo relevante na escolha dos exemplares positivos.

Um outro aspecto importante que surgiu nessa atividade e vale destacar ¢
referente a0 método de pesquisa; diz respeito a divida de alguns alunos sobre como
obter a fragdo geratriz de uma dizima periddica. Nesse caso, a pesquisadora
confirmou a fracdo geratriz apresentada por Thaissa, mas optou por ndo dar
explicagdes no momento da coleta dos dados, visto que o método tem como objetivo
interrogar para obter novos dados e ndo fornecé-los. Dessa forma, prontificou-se a
tirar davidas de alguns alunos, em outro momento, fora da pesquisa.

Ressaltamos que, em todos os registros referentes ao niimero 1,35353535,
a possibilidade de este nimero ser uma aproximagdo de um niimero irracional ndo
existiu para nenhum aluno. Isso reflete o quanto é forte a presenca de uma
repeticdo de digitos na expressdo decimal de um numero real. Dessa forma,
apresentou um descritor de imagem conceitual bastante resistente e ndo favoravel,
que induziu todos os alunos a vé-lo como uma dizima periddica, pois o
imaginavam mantendo o padrdo de repeticdo infinitamente, o que os levou a

classificarem-no como um nimero racional.

6.2.2.3
Atividade P6: sobre o niumero irracional 0,121221222...

O nmimero irracional 1,121221222..., em que o nimero de algarismos 2
aumenta de quantidade entre os algarismos 1, foi utilizado nas pesquisas
realizadas por Fischbein et al. (1995) e Zazkis & Sirotic (2004), ja apresentadas no
capitulo 2 desta tese. Esta questdo foi aplicada no estudo preliminar e escolhida
também para o estudo principal. O enunciado garante que este nimero tem
representagdo decimal infinita e esclarece o padrdo de formacdo dos algarismos

que compdem a dizima. Esses aspectos diferenciam esta atividade da atividade P5.

No estudo preliminar

A Tabela 21 mostra o estudo prévio que realizamos na questdo P6.

Consideramos adequadas somente as respostas dadas com justificativa.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510353/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

180

Tabela 21: Estudo prévio da questido P6

Pergunta

O numero 0,121221222... é um decimal infinito cujas casas decimais s6 t€m os algarismos 1 e 2
conforme um padrdo: aumenta-se em um a quantidade de algarismos 2, separados pelo algarismo
1. Esse niimero € racional ou irracional? Justifique sua resposta.

Resposta

Irracional. Trata-se de uma expansdo decimal infinita e ndo periddica e, portanto, este nimero
ndo pode ser representado na forma de fragdo.

Objetivo

Detectar as concepgdes que os alunos trazem sobre niimeros que possuem expansdo decimal
infinita com dizima ndo periddica. Identificar nas justificativas os aspectos (adequados ou ndo) que
levam o aluno a classificar um niimero como racional ou irracional.

Tabulagdo das respostas

A I B
n° alunos 18 40 12
percentual 25,7% 57,1% 17,2%
A -adequada  I-inadequada B —em branco

Dos 70 sujeitos nessa ectapa da pesquisa, 41 classificaram o nimero
0,121221222... como irracional e, dentre estes, 18 alunos apresentaram
justificativas adequadas. Consideramos esse resultado relevante, pois ¢ um
indicador de que numeros com a representacdo decimal infinita e ndo periddica
garantida por um padrdo de formacdo sejam exemplos prototipos para numeros
irracionais. As justificativas “ndo ¢ dizima”, utilizadas para explicar por que
1,121221222... ¢ irracional, foram consideradas, por entendermos que o
significado dado, neste caso, ¢ “ndo ¢ dizima periddica”, embora em alguns
poucos casos isso pode ndo ser verdadeiro.

E perceptivel a quantidade de dividas relacionadas as justificativas
utilizadas nas classificagdes desse numero real como racional ou irracional.
Algumas podem refletir apenas uma confusdo de nomes, mas grande parte das
respostas aponta que ha questdes a serem discutidas ¢ sanadas. O anexo 12
contém todas as 70 respostas obtidas nessa questdo. A partir das analises feitas
nessas respostas, identificamos atributos relacionados aos numeros racionais e
irracionais, quando o aluno observou o numero 0,121221222... ¢ emitiu seu

julgamento. Esses atributos estdo listados na Tabela 22.
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Tabela 22: Atributos de numeros racionais ao observar o niimero 0,121221222...

NUMEROS RACIONAIS
ATRIBUTOS RELEVANTES ATRIBUTOS IRRELEVANTES
- Seu periodo mantido / é dizima’ . - Tem uma légica.
- Pode ser colocado em forma de fragao. - Segue um padrdo.

- Podemos prever os outros ntimeros.
- Se repete em alguma ordem seqiiencial.
- Nao estd na raiz.

Os atributos relevantes e irrelevantes, destacados para os racionais, foram
apresentados nas 18 respostas dos alunos que classificaram inadequadamente o
namero 0,121221222... como racional. Na coluna de atributos relevantes, o aluno,
no primeiro caso, identificou um periodo, o que mostra que ele possivelmente
achou que ter periodo ¢ ter alguma regularidade. No segundo caso, como o
numero tem representagdo decimal infinita, dizer que pode ser colocado na forma
de fracdo recai na primeira, j& que somente os decimais infinitos e periodicos
teriam esse atributo, portanto, a diivida, provavelmente seja a mesma.

Nao consideramos como atributos de racionais as justificativas “ndo ¢
possivel extrair fracdo” e “ndo apresenta dizima periddica”. Consideramos, nesse
caso, que ha uma confusdo na compreensao dos nomes racional e irracional, e que

~ ’ : ~ 9992
“ser ou ndo ser possivel extrair fracdo”

e “apresentar ou ndo dizima periodica”
sd0 questionamentos coerentes com essa atividade e com a classificagdo de um
namero irracional. Dessa forma, os alunos demonstraram conhecimentos dos
atributos que devem ser observados.

A maior parte dos atributos fornecidos nas justificativas deles sdo oriundos
da imagem que o numero 0,121221222... carrega e ndo dos atributos dos numeros
racionais. O fato de identificarem a presenca de um padrdo nessa imagem foi
suficiente para formarem seu julgamento.

Os atributos “tem uma logica”, “segue um padrdo”, “podemos prever os
outros numeros” ¢ “se repete em alguma ordem sequencial” poderiam todos se
remeter a categoria dizima periodica. Os alunos possivelmente tomaram o que seria
um padrdo como periodo, como no primeiro caso, porém os atributos enunciados
ndo fazem mengao especifica a isso. Seria possivel considerar que, nesses casos, 0
alunos ndo possuiriam vocabuldrio para dizer o que “viram”, ficando seu

julgamento fortemente remetido a imagem de um padrdo. Esclarecemos, porém,

que essa forma de defini-los ndo ¢ adequada para o Ensino Médio.

*' Significando dizima periddica.
% O termo extrair fragdo para o aluno significa representar na forma de fragao.
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O atributo “ndo estd na raiz””, apresentado por um aluno, ilustra o
exemplo prototipo de nlimero irracional. Como o nmimero 0,121221222... ndo esta
numa raiz quadrada, o aluno o classificou como racional. A Tabela 23 lista os
atributos encontrados nas justificativas dos alunos, quando classificaram o niimero

0,1212221222... como nimero irracional.

Tabela 23: Atributos de numeros irracionais ao observar o niimero 0,121221222...

NUMEROS IRRACIONAIS
ATRIBUTOS RELEVANTES ATRIBUTOS IRRELEVANTES
- Nio é dizima”™ / E uma dizima nio periodica. / E um nimero | - Ha uma sequéncia logica
infinito sem periodo. (dizima).

- Ndo pode ser colocado na forma de fragdo. / Nao pode ser | - Obedece a uma seqiiéncia.
escrito na forma de fra¢do, pois ndo é periddico, nem finito.

- Apos a virgula, sua sequéncia de decimais aumenta, mas nao
em sequéncia repetitiva.

- Sua continuagdo deriva de uma sequéncia, de um 2 an(...) 2.

- Infinito. / Ndo possui uma resposta exata.

Os atributos relevantes “ndo é dizima periddica” e “ndo pode ser colocado
na forma de fracdo” caracterizam qualquer numero irracional e tal julgamento foi
feito por 15 dos 41 alunos que usaram a classificacdo irracional. Destes, sete
apresentaram o julgamento prototipico “ndo ¢ dizima periddica” e oito alunos
fizeram o julgamento analitico, com o atributo “ndo pode ser escrito na forma de
fracdo”. Destacamos algumas das justificativas apresentadas que ndo foram
incluidas na Tabela 23.

= ¢ dizima” e “nimeros racionais nao possuem dizimas” — Estas duas
respostas afirmam que o nimero 0,121221222... ¢ irracional pois ¢ uma
dizima. Como, de um modo geral, o uso da palavra tem o significado de
dizima periodica e, portanto, de uma expansao decimal com dois atributos
“ser infinita” e “ser periodica”, consideramos duas possiveis analises para
esse julgamento. Se o significado da palavra dizima, para estes alunos, foi
de dizima periddica, entdo eles associaram inadequadamente periodicidade
com a regularidade; porém, se apenas consideraram que o numero decimal
apresentado tem representagdo infinita, o julgamento foi baseado num
atributo relevante para os nimeros irracionais, que nesse caso, seria
suficiente, visto que o numero 0,121221222..., conforme foi definido,
nunca apresentara periodicidade na parte decimal.

» “sendo uma dizima infinita ndo pode ser escrito na forma de fracdo se

93 . .
Com o significado de raiz quadrada.
* Dizima significando dizima periédica.
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usarmos apenas numeros inteiros no numerador ¢ denominador” — Esta
foi a unica resposta dessa atividade que apresentou a expressao “dizima
infinita”. Esse fato pode ser um indicador de que esse aluno possivelmente
utilizou a palavra dizima no seu real significado e, sendo assim, esse
atributo € relevante para numeros irracionais. No caso de o significado ser
dizima periddica, esse atributo, fornecido pelo aluno, ndo pertence ao
conjunto de atributos de niimeros irracionais. Esse mesmo aluno ainda
utilizou o atributo relevante “nao pode ser escrito na forma de fragdo”, que
¢ suficiente para definir qualquer nimero irracional. Tal atitude demonstra
a necessidade de o vocabulario ser adequadamente utilizado na matematica
escolar.

= “além de ser infinito, ndo pertence aos padrdes dos nimeros racionais”
— Esta resposta apresenta o atributo relevante “além de ser infinito” para
numeros irracionais acompanhado de uma expressdo ndo esclarecedora, o

que nos fez classifica-la como inadequada.

No estudo principal

Pela quantidade e pela qualidade dos atributos apresentados e também
pelas davidas que tivemos no estudo prévio dessa atividade, decidimos aplica-la
no estudo principal, pois o método clinico nos permite a aproximagdo da
compreensao dos alunos na exteriorizagdo de seus argumentos.

Os extratos obtidos das fichas de atividade foram separados. O primeiro
grupo de respostas apresentou a classificagdo e a justificava adequadas e os
demais contiveram a classificacdo adequada, mas a justificativa inadequada.
Nenhum dos alunos do estudo principal classificou o nimero 0,121221222...
como racional, sinalizando, nesse grupo de alunos, que esse nimero ¢ um bom

exemplar para os nimeros irracionais.

E (Anténio-Otdvio): Irracional, pois apresenta uma dizima ndo
periodica e ndo tem forma de representd-lo na forma fracionaria.

E (Denise-Artur): E irracional por ser dizima sem periodo.

E (Thaissa-Clara): Irracional, como o numero ¢ infinito e ndo se
repete (ndo ¢ dizima) ele ndo pode ser escrito na forma de fracdo
(irracional). O problema estd na justificativa pelo pouco
conhecimento dos conceitos.

E (Fernando-Eduardo): Irracional, pois ndo tem um periodo que se
repete.
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Todas as quatro duplas apresentaram o julgamento prototipico da dizima
ndo periodica. Além disso, as duplas Antonio-Otdvio e Thaissa-Clara
complementaram com o julgamento analitico “ndo pode ser representado na forma
de fracdo”. Consideramos que as justificativas dadas por essas duplas trabalham
bem com a equivaléncia das proposi¢des p, q € r, que sdo as seguintes:.

= p:xénumero irracional

» g.xndo pode ser representado na forma de fra¢do

» y:x éuma expansdo decimal infinita e ndo periodica

Ilustramos a seguir, os registros da dupla Vinicius-Isabel que apresentou
descritores de uma imagem conceitual parcial de numero irracional, pois o

relaciona apenas com o atributo relevante “ser nuimero decimal infinito™.

E (Vinicius-Isabel): Irracional, pois ¢ impossivel, por ser infinito,
representa-lo como uma fragdo.

Esclarecemos que esse julgamento com fundamento nos exemplos
prototipos que contém somente esse atributo, também ocorreu em Igliori & Silva
(2001) e em Zazkis & Sirotic (2004). Ja a justificativa dada pela dupla Bruno-
Celso apresentou o atributo “padriio de repetigdo diferente”, que ndo ¢ a de
repetigdo de um certo numero formado (o periodo), mas de repeticdo de
algarismos intercalados em que um dos algarismos aumenta de um em um. Essa
imagem visual diferenciou-a de uma dizima periodica e, por isso, levou a dupla a
classificar o niimero como irracional. E importante mais uma vez assinalar a

insuficiéncia de linguagem para falar sobre o conceito.

E (Bruno-Celso): Irracional. Apresenta um padrio de repeticio
diferente. Esse padrdo de repeticdo ¢ diferente, pois apesar de
apresentar os mesmos algarismos 1 e 2, possui um padrdo de
intercalamento dos algarismos 2 com 1.

Esse julgamento prototipico tem base na comparacdo dos atributos
proprios do prototipo da dizima periddica. Nesse caso, a comparagdo entre 0s
exemplos protdtipos foi feita e ndo foi correspondida (Hershkowitz, 1994).

Destacamos a seguir, o trecho da gravagdo do momento em que Thaissa
argumenta com Clara sobre a atividade. A aluna classifica o numero

0.121221222... estabelecendo comparagdes com os nameros 1,35353535;
2,12345678, trabalhados na atividade P5.
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G (Thaissa): S6 que esse aqui primeiro se confunde quando ela fala o
numero, que vai aumentando 2. Eu acho que ¢ mais complicada. Essa
aqui, ja repete, acabou! Essa aqui vocé nio tem como saber, muita
gente deve ter considerado s6 o nimero 2,12345678. S0 que esse
aqui, primeiro muita gente se confunde quando ela define o que que ¢
0 numero, que vai aumentando o numero de 2, muita gente ndo
consegue justificar, muita gente diz que é irracional e ponto, mas
ndo justifica.

Esclarecemos que o comentario “muita gente diz que ¢ irracional e ponto”,
feito por Thaissa, se refere a tabulacdo dos dados do estudo preliminar, a que esse
grupo teve acesso. A aluna estd observando e analisando as respostas dadas nas
duas questdes P5 e P6. E uma das alunas desse grupo que consideramos possuir
uma imagem conceitual satisfatoria de numeros racionais e irracionais, porém
apresenta ainda alguns atributos que precisam ser discutidos.

Em relagdo ao nimero 1,35353535, ela atribui: “essa aqui, ja repete,
acabou”, indicando ainda o mesmo atributo irrelevante, que apresentou na
atividade P5. Esse descritor de imagem conceitual associa dizimas periddicas a
expansdes decimais que apresentam repeticdo de digitos. O julgamento
prototipico utilizado tem como sistema de referéncia a imagem visual da dizima
periddica que a aluna esta acostumada a ver nos livros didaticos e na sala de aula.
Como ndo sabemos o que vem depois das oito casas decimais ¢ nem a operagao
que foi realizada na calculadora, ndo podemos afirmar a natureza finita e infinita
do numero ¢ o aspecto peridodico da expansdo, no caso de esta ser infinita.

Ja com o nimero 2,12345678, a aluna ficou insegura, quando afirmou
“essa aqui voc€ ndo tem como saber, muita gente deve ter considerado s6 o
numero 2,12345678”. Thaissa considerou-o terminado e, portanto, racional,
mostrando que possuia uma imagem conceitual completa para o caso de ser um
numero decimal finito. Vale destacar que os digitos diferentes na parte decimal
ndo fizeram com que a aluna apresentasse atributos irrelevantes e de alguma
forma mudasse seu julgamento para nimero irracional.

Thaissa acreditou que a explicagdo do padrao de formagdo do niimero
0,121221222... ja era um indicador da sua irracionalidade, o que faz muito
sentido, confirmado por sua afirmacdo: “muita gente se confunde quando ela
define o que que € o nimero, que vai aumentando o nimero de 2, muita gente ndo
consegue justificar, muita gente diz que ¢ irracional e ponto”.

Antes de entregar aos alunos a ficha relativa ao segundo encontro, a
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pesquisadora retomou a questdo, e todos concordaram com a irracionalidade do
numero 1,12122122212222..., conforme o padrdo descrito na questdo. Quanto a
justificativa, a maioria dos alunos respondeu que ndo poderia ser representado por
uma frac@o, ou entdo que ndo se tratava de uma dizima periodica.

A pesquisadora questionou o grupo sobre o que garantiria o fato de uma
fracdo (divisdo de inteiros) ndo ter um representante decimal com aquele padréo
indicado. E importante ressaltar que a pesquisadora, se, por um lado, articula seu
saber com sua pratica docente (André, 2002), buscando conexdes logicas dos
alunos, por meio da discussdo e da mediacdo com outras perguntas, por outro, esta
sendo coerente com a metodologia escolhida. Tal atitude fundamenta-se no
método clinico que se propde a descobrir novos aspectos do objeto, comuns e ndo
individuais. As perguntas devem provocar, portanto, reagdes para investigar como
o0s sujeitos percebem as relagdes que estdo sendo estabelecidas, na situagao que foi
criada entre o pesquisador e o sujeito pesquisado na sua interagdo com o objeto
(Delval, 2002).

Voltando-se a questdo apresentada, o grupo ndo soube responde-la, entdo a
pesquisadora elaborou novas perguntas: “Que respostas possiveis podemos ter
quando dividimos dois nimeros inteiros? O que se pode dizer em relagdo ao resto
obtido na divisdo?” (extrato do diario de campo, abril de 2008). A partir dessas
perguntas, de exemplos e de observagdes feitas no primeiro encontro, alguns
alunos arriscaram que toda divisdo de nimeros inteiros resulta ou em nimero
inteiro, ou em decimal finito, ou em dizima periddica.

Estes questionamentos foram retomados em outras atividades que serdo
analisadas mais adiante, ainda nesse grupo de atividades. Com isso, a
pesquisadora deseja que os alunos cheguem a concluso: “Como qualquer nimero
racional, quando representado na forma decimal, s6 pode apresentar
representagdes decimais finitas ou infinitas e periddicas, as expansoes decimais
infinitas, tal como 0,121221222..., que nunca apresentardo periodos, sdo nimeros

reais que ndo sdo racionais”.
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6.2.2.4
53
Atividade P7: o numero 3 e sua representagdo decimal na

calculadora

A atividade P7 foi a primeira a ser trabalhada no segundo encontro.
Esclarecemos que a ficha de atividades foi distribuida apds uma retomada das
questdes P5 e P6 do primeiro encontro. Essa questdo gerou duavidas quanto a sua
resposta, pois alguns alunos se deixaram levar pelo resultado apresentado no visor
da calculadora, levando-os a uma situacao de conflito. O diferencial dessa questio ¢
que a operagdo — no caso, a divisdo de dois nimeros inteiros — agora é conhecida.
Essa pergunta também foi aplicada na pesquisa de Zazkis & Sirotic (2004), na qual

mais de 30% dos futuros professores falharam ou forneceram justificativas

. . , 53 . -
inadequadas no reconhecimento do nimero 3 como um numero racional.

No estudo preliminar

A Tabela 24 mostra o estudo prévio realizado na questao P7.

Tabela 24: Estudo prévio da questido P7

PERGUNTA

Utilize a calculadora e dé a representagdo decimal do nimero M = Z—; .

a) Que nimero aparece no visor?
b) O niimero M ¢ racional ou irracional? Justifique sua resposta.

RESPOSTA

a) Aqui depende do numero de digitos da calculadora de que o aluno dispoe. Pode ser 0,6385542
ou 0,63855422 ou ainda 0,638554217.

b) Racional, pois Z—; é uma fragdo.

OBJETIVO

a) Utilizar a representacdo decimal deste nimero para verificar possiveis imagens que o induzem
ao erro no item b.
b) Verificar se o numero apresentado no visor, resultado de divisdo feita na calculadora, provoca

, . ~ , . 53 . . ,
equivocos na classificagdo do niimero racional Tl Detectar atributos relacionados aos ntimeros

racionais e irracionais nas justificativas apresentadas.

TABULACAO DA QUESTAO —ITEM A

A 1 B
n° alunos 59 6 5
percentual 84,3% 8,6% 7,1%
TABULACAO DA QUESTAO -ITEM B
A 1 B
n° alunos 11 50 9
percentual 15,7% 71,4% 12,9%

A — adequada

I-inadequada B —em branco



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510353/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

188

Dos 61 alunos que responderam a esta questdo, 33 afirmaram se tratar de um

numero racional e, destes, 11 justificaram adequadamente. Dentre os alunos que

. 53, . .
forneceram respostas inadequadas, 28 responderam que 3 ¢ irracional.

b 13

Consideramos inadequadas as respostas: “pois ele pode ser dividido”, “pois obtemos
em sua divisdo um niimero finito que pode ser escrito por meio de fragdo” e “¢ finito
e pode ser escrito em fragdo”. Estas foram baseadas no nimero apresentado no visor,
mas mesmo nesse caso, ndo se pode afirmar que o numero ¢ finito. Essa analise
também ja foi realizada na atividade P5. Muitos alunos abandonaram a fragdo que
gerou o nimero do visor e utilizaram para seu julgamento somente 0 nimero obtido
no item a, o que nos possibilitou identificar, por meio dos atributos utilizados, como
eles classificaram os niimeros decimais como racionais € irracionais. Essa constatagdo
sugere que o atributo “ser fragdo” ndo ¢ o mais utilizado por eles para decidir pela
racionalidade ou ndo de um niimero.

Consideramos essa questdo mais elaborada do que as duas anteriores, pois
ela apresenta uma operagdo — divisdo de 53 por 83 — a ser feita na calculadora, e
o aluno, ao observar as duas representacdes, a fracionaria e a decimal, que ¢ uma
aproximacao, precisa julgar se o numero ¢ racional ou irracional. Essas questdes
também remetem as atividades P5 e P6.

O numero visualizado pelo aluno mostrou imagens muito significativas.
Uma delas ¢ a impressdo de que ndo havera periodo, possivelmente porque seus
exemplos prototipos de dizimas periddicas possuem periodo com um ou dois
digitos. Outra imagem ¢ a falta de padronizagdo, possivelmente porque o
exemplar prototipo exibe padrdes e ndo foram trabalhados exemplos negativos.
Além disso, existe a duvida se a representacdo decimal para ali ou se continua,
suspeita essa ja demonstrada nas questdes PS5 e P6; aqui, entretanto, tem-se o
conhecimento de que a operagdo efetuada é conhecida.

Os alunos que utilizaram uma calculadora com sete casas decimais
associaram a imagem visualizada do niimero 0,6385542 obtido a algum exemplo
prototipo de niimero irracional. Mas como isso foi possivel, se esse nimero foi

obtido a partir de uma divisdo de inteiros? E como seria possivel chegar a fragao

53 . , o . T
3 partindo do numero exibido no visor? Detectar nas respostas indicagdes do

pensamento do aluno, por meio dos atributos usados, ajudou a caracterizar a
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imagem conceitual do sujeito em relagdo aos nimeros racionais e irracionais.

As respostas obtidas nessa questdo estdo no anexo 13. Destas, separamos
todas as justificativas usadas, quando o aluno classificou o nimero M de racional,
e montamos a Tabela 25, que categoriza esses atributos em relevantes ou

irrelevantes.

Tabela 25: Atributos de nimeros racionais identificados nas respostas da atividade P7.

NUMEROS RACIONAIS
ATRIBUTOS RELEVANTES ATRIBUTOS IRRELEVANTES
- Esta em forma de fragao. / Ele pode ser dividido. / Pode - Ndo estd na raiz.
ser obtido através de uma divisdo. - Estamos dividindo dois primos.

- Tem resposta exata. / E um ntimero finito. / N&o ha
resultado infinito.
- E dizima. (significando dizima periodica)

Interpretamos os atributos “ele pode ser dividido” e “pode ser obtido
através de uma divisdo” como “o nimero pode ser expresso como uma divisdo de
inteiros”. Dessa forma, eles foram considerados relevantes, apesar de termos
classificado as respostas correspondentes como inadequadas. Esclarecemos que ha
abusos de linguagem nos atributos “tem resposta exata”, “¢ um numero finito” e
“ndo ha resultado infinito”, quando o termo adequado a ser utilizado é “a parte
decimal do nimero ¢ finita” ou “o niimero apresenta um numero finito de casas
decimais”.

Cabe ressaltar que essas respostas se basearam exclusivamente no nimero
que apareceu como resultado da divisdo. Os alunos n3o utilizaram em seu
julgamento o fato de ser uma fracdo. Nesse caso, ndo perceberam que se tratava
de uma dizima periddica, portanto, um decimal infinito. Isso possivelmente
ocorreu, por utilizarem como prototipo de dizima periddica, a que tem periodo de
um ou dois digitos. Consideraram, também, que a divisdo era exata e que,
portanto, o nimero que a calculadora fornecesse, seria sempre um decimal finito.

Os dois atributos irrelevantes para numeros racionais encontrados nas
respostas sdo resultados de um julgamento prototipico baseado em aspectos de
percep¢do visual, como, por exemplo, os niimeros irracionais da forma +» . Em
relagdo a resposta do aluno que fez alusdo aos numeros primos, possivelmente,
isso ocorreu devido a uma percep¢do muito particular de que as dizimas
periddicas sdo obtidas a partir da divisdo de inteiros diferentes de 10, seus

multiplos, divisores e multiplos de seus divisores. A observacdo do aluno, embora
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inadequada, provavelmente, deve funcionar nos casos prototipicos. Destacamos
algumas justificativas referentes aos numeros racionais que nao foram incluidas
na Tabela 25.
» “pois ndo tem dizima” — Esta foi apresentada por seis alunos e nao a
acrescentamos na tabela de atributos, porque a analisamos de duas formas
diferentes. Se por um lado, admitindo o significado que os alunos
geralmente atribuem a palavra dizima, consideramos essa justificativa
incoerente, por outro, os alunos podem ter decidido que o niimero do visor
¢ um decimal finito, pois reconhecem uma dizima como um nimero
decimal infinito e periddico e, sendo assim, ndo identificaram nem uma
coisa, nem outra.
= “pois ao ser colocada em decimal, conseguimos obter um numero” —
Apesar de o atributo “ser numero” pertencer aos racionais, destacamos
essa justificativa, pois ela sinaliza a possibilidade de o sujeito ndo
reconhecer uma fragdo como um nimero.
= “porque a resposta ¢ certa e exata” — Aqui o aluno apresenta dois
atributos “resposta certa” e “resposta exata”. E possivel que este aluno
admita que a calculadora ¢ um instrumento utilizado somente para resolver
calculos com exatiddo, e por isso, as respostas obtidas sdo adequadas e

exatas. Assim, o sujeito visualiza um nimero decimal finito e, por ser este

, . . . 53 . .. .
o numero que ele esta classificando, o nimero M=§ ndo foi considerado

em seu julgamento, cujo exemplo prototipo seria um decimal finito.

= “pois ndo é um algarismo infinito’> e ndo possui dizima” — Aqui nos
chamou a atencgéo, o fato de os dois atributos estarem juntos, visto que nio
ser um decimal infinito j& garante que ndo ¢ dizima periddica. Levantamos
a hipotese de que, para esse aluno, uma dizima periddica pode ser um
decimal finito com repeti¢cdo nos digitos, como por exemplo, o numero
2,121212.

*  “pois obtemos em sua divisdo um nimero finito que pode ser escrito por
meio de fragdo” — Esta resposta, dada por dois alunos, inclui dois atributos
relevantes para nimero racional, sendo que o segundo ¢ uma definigdo

formal baseada num julgamento analitico. Essa justificativa chamou-nos a

% Foi cometido novamente um abuso de linguagem.
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atengdo, pois os alunos partiram de uma fragdo, foram para a calculadora,
observaram a representagdo decimal, concluiram de forma precipitada se
tratar de um decimal finito e o classificaram como racional, pois ele “pode
ser escrito por meio de fracdo”. A andlise dessa resposta identifica que os
alunos abandonaram a operagdo que foi realizada a partir de uma
representacdo fracionaria, que, de forma ndo esclarecida, foi também

utilizada por mais sete alunos. Identificamos a possibilidade de o nimero M

53 . N . , . L
= —— ainda ndo ser entendido como niimero também nessa situacao.

Elaboramos a Tabela 26, que mostra nossa identificacdo dos atributos

relevantes e irrelevantes, agora para os numeros irracionais.

Tabela 26 Atributos de numeros irracionais identificados nas respostas da atividade P7.

NUMEROS IRRACIONAIS

ATRIBUTOS RELEVANTES ATRIBUTOS IRRELEVANTES
- Nao ¢é dizima. / Nao hé repeti¢do de periodos. / Ndo - Nao obedece a uma seqiiéncia. / Nao
possui um periodo fixo. hé uma seqiiéncia, repeti¢do do
- Infinito. / Seu decimal € infinito, apesar de ndo numero.
aparecer na calculadora que s apresenta alguns digitos. / | - Nao posso prever quais serdo os
Ao multiplicar 0,63855422 com 83 (fazendo a prova proximos nimeros, nao possui um
real) o resultado € aproximado, o que indica que a padrio.
divisdo seria infinita. - Ndo possui um final.

O primeiro atributo relevante para nimeros irracionais, “ndo possui dizima
periddica”, descrito na tabela com respostas diferentes, foi apresentado por onze
alunos. Isso é um indicador para esse grupo de alunos de que, se houvesse
periodo, este ja teria aparecido. A imagem 0,6385542, obtida no visor apos
realizar a operagdo 53+83, apresenta uma variedade de digitos que ndo aponta
para uma repeticdo, por isso, essa representacdo ndo estd no repertorio desses
alunos como um possivel numero racional. Novamente, o protdtipo da dizima
periddica com periodo de poucos digitos ¢ ratificado.

O segundo atributo relevante para irracionais identificado nas respostas foi
“ter representacdo decimal infinita”, o qual foi atribuido por seis alunos. Para eles,
a calculadora realizou uma aproximagdo do numero decimal, resultado da
operacao feita.

Em ambos os casos citados, o fato de ser uma fracdo nao foi considerado,
tampouco a operagao realizada.

Dois alunos tentaram justificar tal fato quando acrescentaram em suas

respostas “apesar de ndo aparecer na calculadora que s6 apresenta alguns digitos”
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e “ao multiplicar 0,63855422 com 83 (fazendo a prova real) o resultado ¢
aproximado, o que indica que a divisdo seria infinita”. Nenhuma das duas
respostas garante que a expressdo decimal em questdo ¢ infinita, porém estes
alunos estdo mais atentos ao instrumento utilizado, que realiza aproximagdes e,
portanto, julgam que ¢ mais provavel que isso tenha acontecido. A segunda
justificativa explicita com mais detalhes, como esta estruturado o conhecimento
desse aluno, visto que uma etapa a mais foi verificada quando ele utiliza a
operagdo inversa e o resultado ndo da 83.

Os aspectos levantados nessa andlise dos atributos relevantes para nimeros
irracionais apontam algumas relacdes que esses alunos fizeram com as
informagdes recebidas na atividade e sdo indicadores das falhas que existem no
processo de ensino dos niumeros reais na escola. Consideramos que esses sujeitos
apresentam uma imagem conceitual parcial para niimeros irracionais, pois
utilizaram atributos relevantes nas justificativas, porém a imagem conceitual para
numeros racionais ¢ inadequada, pois ndo consideraram a divisdo de niimeros
inteiros que foi realizada na calculadora. E importante ainda ressaltar a pouca
formacdo de exemplos protdtipos que sejam criados a partir do trabalho com
exemplos negativos, tanto para os racionais, quanto para os irracionais.

Na coluna dos atributos irrelevantes, a idéia de sequéncia para o aluno que
respondeu “ndo obedece a uma sequéncia” ¢ a de que ela deve apresentar algum
padrdo. Para esse aluno, os nimeros 6, 3, 8, 5, 5, 4, 2, nesta ordem, ndo formam
uma sequéncia. Esse fato deve estar associado a exemplos prototipos que ele
elegeu para caracterizar um numero irracional. Categorizamos as outras respostas,
“ndo posso prever quais serdo os proximos numeros, ndo possui um padrdo” e
“ndo possui um final” como atributos irrelevantes para irracionais, pois todas se

remetem a falta de padrdo, caracterizando também para estes alunos que o nimero

0,6385542 ¢ irracional e que ambos abandonaram na sua justificativa o niimero

z—i fornecido na atividade.

Consideramos que as respostas listadas a seguir contém atributos que nao
sdo pertencentes aos numeros irracionais e, por isso, nao foram incluidas na
Tabela 26.

* “¢ um decimal infinito que ndo segue um padrdo” — A justificativa

apresenta o atributo relevante “decimal infinito” para irracionais, ¢ o
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atributo “ndo segue um padrdo”, irrelevante para os irracionais, apesar de
juntos formarem uma justificativa adequada, se o nimero M fosse um
numero irracional. Ha infinitos nimeros irracionais que ndo apresentam
padro na parte decimal, mas ha outros infinitos que apresentam padréo.
Isso caracteriza uma imagem conceitual parcial de nimeros irracionais.
Consideramos que esse aluno, ao observar a parte decimal e ndo encontrar
um padrdo de repeticdo, imaginou que tal ocorréncia ndo fosse mais
possivel. Isso aconteceu pelos poucos exemplares numéricos trabalhados
na matematica escolar.

»= “porque sua sequéncia peridodica ndo ¢ a mesma’ — A resposta
apresenta atributos que se contradizem, pois numa sequéncia periodica, o
periodo é sempre o mesmo. Talvez, o aluno n3o tenha expressado
adequadamente sua ideia, quando gostaria de esclarecer que ndo ha
periodo no nimero apresentado.

= “porque 53 ndo ¢ divisivel por 83”7 — A explicagdo sobre a
racionalidade de um niimero ndo passa por essa discussdo foi coerente.
Consideramos que o aluno ou n3o pensou na justificativa que estava

dando, ou pensou em alguns exemplos prototipos, como por exemplo, o

, 2 A, . _
namero 3 Neste, a divisdo ndo ¢ representada por um decimal finito.

Possivelmente, por comparacdo, ele ndo o classificou como irracional.
Nesse caso, o sujeito julga que os racionais, quando escritos na forma
decimal, sdo resultados de divisdes exatas. O julgamento prototipico
utilizado foi baseado na percepgdo visual.

= “pois o resultado da fracdo da um nimero irracional” — A resposta
indica a confusdo que as duas representagdes geram na mente do aluno.
Também mostra o desconhecimento de que toda fracdo ¢ um numero
racional. Além disso, utiliza na justificativa da afirmagdo a propria
afirmacdo, o que mostra também um erro 16gico.

= “pois pode ser representado por fragdo” — Esta afirmagdo
possivelmente indica uma confusdo de nomes na classificagdio de um
numero como racional ou irracional. Se essa afirmacdo foi elaborada com
convicgdo, ela mostra que o aluno aceita que o niimero do visor pode ser

representado por uma fracao.
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= “porque se multiplicar o nimero 0,6385542 por 83 ndo da exatamente
53 (pois ele ¢ uma dizima)” — Nesta justificativa, o aluno afirma que a
representagdo decimal de M é uma dizima, significando dizima periddica,
mas classifica-o como irracional. Para ele, dizima periddica ¢ atributo de
irracionalidade.

*  “pois ndo d4 um nimero exato, a dizima ndo tem uma razdo” — Nesta
declaracdo, consideramos que a expressdao “a dizima ndo tem uma razao”
significa para esse aluno que essa dizima ndo pode ser convertida numa

fracdo, que ele chama de razdo. Faltou reversibilidade em seu pensamento.

No estudo principal
A decis@o de incluirmos a atividade P7 no estudo principal nos propiciou-

nos inferir mais detalhes na analise. Nesse momento, com o grupo menor, o
método clinico-qualitativo favoreceu aproximagdes dos aspectos estruturais do
conhecimento dos alunos que ainda ndo tinham sido exteriorizados nas suas
respostas.

Esse primeiro grupo de respostas obtidas na atividade, ilustra quais
respostas consideramos com abordagens adequadas para o Ensino Médio, apesar

de alguns “excessos” no uso da linguagem, cometidos pela dupla Thaissa-Clara.

E (Antoénio): Racional, pois é uma divisio de numeros inteiros,
portanto possui um numero finito de restos ao realizarmos a
divisio.

E (Thaissa-Clara): Racional, estd na forma de fracdo (o que define o
racional: pode ser escrito na forma de frag¢do). Comentario: Se for
olhar s6 o resultado na calculadora é complicado afirmar algo, tem
numeros de algarismos limitados.

E (Carla-Fernando): Racional, pois pode ser representado na forma
de fragdo.

E (Isabel): Racional, pois pode ser escrito na forma de fracao.
Comentario: A presenga de muitos nimeros pode ser a justificativa
para os erros desta questdo, ja que envolve atengdo e memorizagdo dos
numeros. Os erros podem estar relacionados a forma decimal deste
nimero que tem o periodo muito grande, confundindo alguns alunos
que nio possuem o conceito muito claro.

Uma primeira impressao que percebemos, fruto da analise dessas questdes
iniciais, € que esses seis alunos estavam seguros das suas respostas, ja que nio se

desviaram da hipdtese de que o nimero apresentado foi resultado de uma divisdo

de inteiros e, portanto, trata-se de um numero racional. Esse fato demonstra um
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descritor de imagem conceitual favoravel de numero racional. Os comentarios
além das justificativas, apresentados pela dupla Thaissa-Clara e a pela aluna
Isabel sdo esclarecedores, pois, de certa forma, explicam os erros na classificagdo
do niimero e as justificativas contraditorias obtidas no estudo preliminar.

A justificativa do aluno Antonio, “possui um numero finito de restos ao
realizarmos a divisao”, indica uma amplitude no seu repertério de atributos
relevantes, que até agora ndo havia aparecido nas respostas. Antdnio, em sua
breve justificativa, quis dizer que ndo ha como, na divisdo de 53 por 83, a
representagdo decimal ser infinita e ndo periddica, ja que ha possibilidade, numa
divisdo por 82, de aparecerem 83 restos, que sdo os inteiros do 0 (zero) até o
numero 82. Avaliamos que essa conclusdo foi fruto das discussdes recentes
ocorridas nas intervencdes da pesquisadora, no fechamento das atividades P5 e
P6. De qualquer forma, somente Antonio exteriorizou este atributo. Destacamos a
seguir, extratos dos registros da dupla Vinicius-Eduardo que também classificou o
numero M como racional, mas apresentou uma justificativa inadequada,

influenciada pela imagem do niamero apresentado no visor.

E (Vinicius-Eduardo): Racional, porque tem periodo, porque comeca
com 6 e termina com 6, o inicio do periodo.
A dupla afirmou que o nimero era racional, pois o nmimero decimal
observado no visor foi 0,638554216, no qual a parte decimal “comecga com 6 e

termina com 6”. Por isso, eles concluiram equivocadamente que a representagdo
. , 33, . ol e :
decimal do nimero 5 ¢ dizima periddica 0,63855421. Avaliamos que essa

justificativa tem um significado que devemos levar em consideragdo. Sabemos
que o periodo ¢é caracterizado pela repeticdo dos restos, porém a dupla ndo deixou
de perceber algo nesse sentido, € possivelmente buscou essa percepgdo nos digitos
da expansdo decimal. Além disso, a calculadora da dupla contribuiu para o
julgamento final. Ao ndo exibir o 10° digito, favoreceu a decisdo inadequada que,
ao observar a nona casa decimal, concluiu, a partir da repeticdo do algarismo 6,
que ali iniciava o periodo.

As outras cinco duplas ndo poderiam utilizar tal justificativa, pois suas
calculadoras tinham somente sete digitos. Na discussdo das respostas com todos

os sujeitos da pesquisa, a dupla Denise-Artur derrubou esse argumento, pois a
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calculadora da dupla, com 14 digitos, exibiu no visor o resultado
0,6385542168675. O uso de diferentes calculadoras, o ambiente que possibilitou a
exposicdo das respostas e a discussdo sobre as duavidas com eventuais
intervengdes da pesquisadora foram fatores determinantes para a desconstrucao
das argumentac¢des equivocadas sobre o resultado 0,638554216, apresentado na
calculadora da dupla Vinicius-Eduardo. Sem essa visualizagdo fornecida pela
dupla Denise-Artur, as discussdes seriam mais demoradas, visto que o argumento
central da questdo ¢ a divisdo do niumero 53 por 83, que exige um longo processo
até a obtencdo do periodo da dizima periddica correspondente.

Dessa forma, criaram-se mais oportunidades de conexdes dos atributos
utilizados pelos alunos e foi possivel que discutissem mais o assunto,
enriquecendo o aprendizado e favorecendo a constru¢do de novos atributos
relevantes, assim como a desconstrucao dos atributos irrelevantes. Esse processo
contribui para a formacdo de uma imagem conceitual completa de nimero
racional e consequentemente de numero irracional que, de acordo com
Hershkowitz (1994), é uma imagem que possui todos os aspectos incluidos na
definicdo do conceito, que ¢ formada por um conjunto minimo de atributos
relevantes. Destacamos a seguir, as consideracdes da dupla Denise-Artur, a qual
apresentou duas possiveis situagdes que poderiam acontecer na continuidade ou
nao da expansdo decimal, levando-os a uma impossibilidade de julgamento.

Utilizaram como justificativa os limites que toda calculadora possui.

E (Denise-Artur): E impossivel dizer ja que a conta pode parar ai, o
periodo pode comecar depois das casas que uma calculadora suporta.
As pessoas podem esquecer que a calculadora tem numero limitado de
casas e achar que o niumero acaba ai.

Convém observar que as duas alternativas dadas pela dupla carregam
atributos relevantes somente para numeros racionais, pois a propria dupla falou “o
periodo pode comecar”, pondo em divida a ocorréncia de uma dizima ndo
periddica. Consideramos que a dupla Denise-Artur atentou somente para o
numero observado no visor e, analisando desse ponto de vista, sem o contexto
inicial, a resposta da dupla, ainda sim, ndo estaria adequada, pois ndo considerou o
fato de a expansio ser infinita e ndo periodica.

Outro motivo que nos chamou a atencdo para essa resposta foi que na

questdo P5, essa mesma dupla considerou a possibilidade da irracionalidade da
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expansdo decimal do numero 2,12345678. Observamos, entdo, duas
possibilidades de analise. A dupla pode ter pensado na ndo periodicidade e ndo ter

registrado na resposta, ou a dupla se dividiu em dois momentos durante a
o L o . , 53 .
argumentagdo — primeiro ndo se desviaram do numero 53 » due gerou a expansdo

apresentada no visor, e sabiam que uma divisdo gera somente decimais finitos ou
dizimas periddicas — e, numa segunda etapa, abandonaram o niimero e fixaram-
se somente na representacdo observada, como resultado de uma operagdo
desconhecida.

Eis um exemplo, novamente, que ilustra a dificuldade dos alunos em
capturar a questdo como um todo, pois ha uma dispersdo ao longo da questdo,
deixando de lado os pressupostos envolvidos na atividade e priorizando apenas a
acdo didatica mais proxima. A dupla Bruno-Celso apresentou alguns aspectos

intuitivos ao observar o nimero no visor.

E (Bruno-Celso): Ao descobrir esse numero, desconfia-se a
presenca de repeticio, dando a sensacdo de erro. Irracional.
Dividindo o niumero sem o uso da calculadora, observou-se a
repeticio. Comentdrio: E uma questio que sé pode ser resolvida se
o aluno possuir grande habilidade na divisdo de numeros
irracionais.

Ainda utilizaram atributos da racionalidade de um nimero para classifica-
lo como irracional, porém, ao afirmarem “ao descobrir esse niimero, desconfia-se
a presenca de repeticdo, dando a sensagdo de erro”, eles indicam a sensacdo de
que algo deu errado, pois desconfiaram do surgimento de um periodo, que ndo
apareceu na calculadora. Analisamos aqui, no entanto, um avango desses alunos,
pois ja aceitaram uma dizima periddica, como resultado de uma divisdo de
numeros inteiros e, por isso, realizaram a conta sem o uso da calculadora, na
certeza de encontrar um periodo.

Concluimos que esses alunos ja relacionavam o nimero em forma de
fracdo com sua correspondente expressdo decimal que devera ser finita ou uma
dizima periddica, mas ainda ndo classificavam como racionais, esses mesmos
numeros. O comentario da dupla novamente mostra a confusdo de nomes, tdo
comum entre eles. Possivelmente, a equivaléncia p <> ¢, cujas proposigdes p ¢ ¢

estdo apresentadas a seguir, ndo esteja entendida para essa dupla.
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" p:x ==, sendo p e q numeros inteiros e q % 0

r
q
" g x tem expansdo decimal finita ou x é infinita e periodica (dizima
periodica)
A implicagdo logica p— ¢, conforme ja foi dito, parece-nos que foi
assimilada pela dupla, mas, analisando suas justificativas, vemos que ela esta

insegura quanto a reciproca ¢— p, pois talvez ndo saibam como uma dizima

periddica de periodo relativamente grande ou um decimal finito com muitas casas
L . .53 ~
decimais podem ser convertidos na fragdo ek Em se tratando da afirmacdo da

dupla “dividindo o nimero sem o uso da calculadora observou-se a repeticdo”, é
muito provavel que eles tenham cometido equivocos de célculo, ou pararam a
conta no digito 6, que se repete na nona casa decimal. E importante lembrar que o
periodo dessa dizima periddica, escolhida com muita cautela pelas pesquisadoras
Zazkis & Sirotic (2004), contém 41 digitos. O trecho de gravacdo a seguir € parte

da discussdo da dupla Thaissa-Clara, quando estavam resolvendo a atividade P7.

G (Thaissa): Agora tem o numero 53 sobre 83. E racional ou

irracional?

(comegou a rir e a seguir houve um siléncio na gravacao)

G (Clara): Irracional.

G (Thaissa): E Racional, obvio, ta escrito na forma de fracao!

G (Clara): Ta vendo, eu confundo!

Thaissa, quando comegou a rir, passou-nos a sensagdo, de que a pergunta

era muito facil e logo em seguida afirmou com convic¢do, “racional, 6bvio, ta

"’

escrito na forma de fracdo!”. A aluna, nesse momento, apresenta um descritor de
uma imagem conceitual completa em relacdo a representagdo do niimero racional
em forma de fragdo, pois ndo se deixou levar pela imagem do niimero indicado no
visor. Por outro lado, com a aluna Clara aconteceu o contrario. Ela se prendeu na
visualizagdo do niimero 0,638554216 apresentado no visor da calculadora e
respondeu “irracional”. Mostrou descontentamento com a certeza de Thaissa

quanto a racionalidade do nimero M, quando declarou “ta vendo, eu confundo!”.

Avaliamos que, assim como a dupla Bruno-Celso, Clara ndo compreendeu como
~ . n . . I3
aquela expressdo decimal pode ser convertida na fracdo 3 portanto apresentou

um descritor de imagem conceitual parcial, pois “ndo possui todos os aspectos
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incluidos na defini¢cdo do conceito” (Hershkowitz, 1994, p. 62), o que a impediu
de identificar alguns exemplos positivos de nimero racional.

Retomando Zazkis & Sirotic (2004, p. 502), as pesquisadoras analisaram
uma entrevista, na qual o participante acredita que “se o numero ¢ racional ou
irracional depende da forma como estd escrito, ou seja, uma fragdo comum
representa um numero racional, mas a sua representacdo decimal equivalente pode
ser irracional”®”.

Essa questdo possibilitou-nos identificar se os atributos que fazem parte dos
descritores de imagem conceitual dos alunos sdo suficientes para defender suas
crengas a respeito dos numeros racionais e de sua representagdo decimal
Percebemos que indicar atributos relevantes tanto para os racionais quanto para os
irracionais nao garante a classificacdo adequada de um niimero como racional ou
irracional. Por outro lado, utilizar julgamentos analiticos, isto €, com fundamentos
légicos, também ndo garante a compreensao total do conceito em questdo, podendo

levar o aluno em alguns casos, dependendo do exemplo, a cometer equivocos.

6.2.2.5.
Atividades P8 e P12: dizima periédica e fragao geratriz

As atividades P8 e P12 fizeram parte do questionario no estudo preliminar,
e, dentre estas, escolhemos a atividade P8 que também foi trabalhada no estudo
principal. Essas atividades tém como objetivo chegar a fracdo geratriz de uma
determinada dizima periddica. A questdao P8 fornece a dizima e pede ao aluno que
a represente na forma de fracdo. E uma questdo aberta, pois deixa o aluno livre na
busca da solugdo do problema. Aqui o sujeito coloca livremente o conteudo de sua
resposta. A questdo P12 encaminha a resolugdo por meio das sequéncias
geométricas. Trata-se de uma questdo direcionada, na qual o aluno deve resolver a
questdo pelo caminho estabelecido, ou melhor, o sujeito deve ater-se as condicdes
fornecidas pelo pesquisador.

Observando os livros didaticos da escola basica, constatamos que as

dizimas periodicas e as correspondentes fragdes geratrizes sdo abordadas,

% No original: “whether the number is rational or irrational depends on how it is written; that is, a
common fraction represents a rational number, but its equivalent decimal representation could be
irrational”.
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normalmente, no atual 8° ano do Ensino Fundamental, € na 2* série do Ensino
Meédio. No 8° ano, a determinag¢do da fragdo geratriz ¢ feita, estrategicamente,
utilizando equacdes do 1° grau. Ja na 2% série do Ensino Médio, isso acontece
durante o estudo das sequéncias geométricas.

Nosso objetivo na questdo P8 foi identificar como o aluno relaciona as
dizimas periddicas com as fragdes. Esclarecemos que, nas atividades anteriores,
alguns alunos utilizaram o atributo relevante “é possivel representar na forma de
fracdo”, ao classificar uma dizima periédica como um nimero racional. Nas
atividades P8 e P12, o aluno deveria apresentar um processo que possibilitasse
representar uma dizima periddica por meio de uma divisdo de numeros inteiros.
Essas atividades favoreceram a percepcdo das estratégias de célculos, dos
resultados utilizados e das habilidades nas operagdes com as fra¢cdes e com os
numeros decimais, utilizadas por esses alunos, sujeitos desta pesquisa.

Dessa forma, investigamos aspectos visuais relacionados a forma de
conduzir e manipular as dizimas periddicas e as fragdes, analisando como estes
aspectos interferem na formacdo da imagem conceitual de niimero racional e,
consequentemente, na de numero irracional. Decidimos primeiramente apresentar
as duas questdes, com seus respectivos estudos prévios. Em seguida justificamos
nossa escolha pela atividade P8 para o estudo principal, dando continuidade com a

analise da questdo.

No estudo preliminar
A Tabela 27 mostra o estudo prévio que realizamos na questdo P8, a partir

das respostas obtidas nessa atividade, que constam no anexo 14.

Tabela 27: Estudo prévio da questido P8

PERGUNTA

Escreva a dizima periodica 5,2 = 5,44444... na forma de fragdo. Apresente as etapas do raciocinio
que voce utilizou.

RESPOSTA

As solugdes 1 e 2 sdo encontradas nos livros didaticos do Ensino Médio. A solugdo 3 é a
matematicamente correta..

_ _ 4 4 4
Solucdo ) 5.4 =5+ 04=5+—p "y 2 L
e 10 100 ' 1000

. 4
A soma infinita — +

——+——+... é a soma de infinitos elementos de uma sequéncia
10 100 1000 ’
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4
geométrica, em que o primeiro termo é —— e a razdo é —— . Esta soma infinita é calculada por
4 4
4 - - 4 49
;1—1—4—@—;. Portanto, 5,4 =5+0,4=5+;=7
4 1Y Y
Solucio 2) 5,4 =5+ 0,4 Representando 0,4 em forma de fragdo, temos:

x=0,Z ]0x=4,4_1 o l0x—x=4,4-04=4 .- 9x=4—>x=%

54=5+04-5+2-2
’ ’ 9 9
Solucao 3) Seja a sequéncia infinita S;, S5, ..., Sy, .. descrita a seguir.

S$i=5+04=54; S;=5+04+0,04=544; S;=5+ 0,4+ 0,04 + 0,004= 5,444

4 04(01" -1)
S,=5+04+0,04 + ..+ =5+
10" 0,1-1
04(01" -1 4 4
Quando n tende a infinito, S, tende a 5+ lim ( ) =5+ 0. =5+—= ﬁ
n—ooo 01-1 1-01 9 9
OBJETIVO

Verificar se o aluno sabe determinar a fragdo geratriz de uma dizima periddica e identificar qual o
procedimento e os resultados utilizados.

TABULACAO DA QUESTAO
A 1 B
n° alunos 28 18 24
Percentual 40,0% 25,7% 34,3%

A-adequada  I-inadequada B —em branco

Inicialmente, consideramos como resposta adequada, as questdes que
apresentavam a solug@o 1 ou a 2, porém, analisando o enunciado da questdao que
solicita que o aluno apresente as etapas do raciocinio utilizado, foi necessario
repensar nosso critério inicial. Dessa forma, todas as questdes que incluiram
algum tipo de explicacdo que conduzisse a resposta certa foram consideradas
adequadas. Nas 28 respostas adequadas, somente trés foram justificadas utilizando
PG, que ¢ a solugdo 1 apresentada da Tabela 27, e apenas cinco alunos
justificaram usando a estratégia exibida na solugdo 2 dessa mesma tabela.
Esclarecemos que consideramos adequadas trés solugdes apresentadas que
utilizaram a estratégia da equac@o, porém utilizaram dizimas finitas na resolugao.

Todos os outros participantes que acertaram a questdo ndo apresentaram uma

o . e ~ 4 .
justificativa matematica, apenas mostraram a expressao 5+§ ou o calculo

- . 4
Os dez alunos que utilizaram a expressdo 5+§ nas suas respostas,
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possivelmente, associaram a dizima periddica 0,4 a sua representacdo fracionaria

e Trata-se de uma dizima periddica simples e, provavelmente, o numero 0,4

deve ser um exemplar prototipo das dizimas, assim como a dizima periddica 0,3,
que ¢ o exemplar mais utilizado nos livros didaticos e, consequentemente, na sala
de aula. Isto, talvez justifique o fato de os alunos julgarem que ndo ha necessidade

-5 49
47 =5 apresentado por dez alunos,

- 4
de mostrar que 0,4 = 0 Ja o calculo

remete a uma regra que converte dizimas periddicas em fragdes. Concluimos que,
possivelmente, grande parte dos participantes utilizou esta regra naturalmente,
porém nao entendeu o porqué da sua validade. Essa memorizacdo exige a
necessidade de uma variedade de exemplos prototipos, pois podemos ter dizimas
periddicas simples ou compostas. [lustramos a seguir, na Figura 15, a explicacdo

dada por trés alunos na utilizagdo da regra sem obter sucesso na fragdo obtida.

Figura 15: Trés tentativas de aplicagcdo da regra para obter a fragdo geratriz.

54 . . 54 Todo numeral até o periodo—54
o quantidade de algarismos o sobre 9 (1 vez) pois o periodo
0 para na frent'e da virgula 1° — ntimero sem repeti¢do possui 1 algarismo Rid
9 para a quantidade de (numerador) 9
algarismos depois da virgula 2° — quantidade de numeros que

se repetem 9 (denominador)

Apesar de o contexto das fracdes geratrizes ser um dos mais
exemplificados no contetido das sequéncias geométricas, poucos alunos utilizaram
sequéncias para justificar sua resposta ¢ 24 alunos deixaram a questdo em branco,
indicando que talvez esse contexto ndo tenha sido valorizado na sala de aula. Dos

46 alunos que nao deixaram a questdo em branco, sete apresentaram expressdes

544444 5444444 54443

fracionarias em suas respostas. S&do elas: , -,
1000000 100000 99

54 54444 54 ﬁeﬁ
10 10000° 90 9

. Consideramos que, para esses alunos, escrever na

forma de fragdo significa exibir dois nimeros ¢ o trago de fragdo entre eles, isto &,
qualquer representagdo fraciondria. Os participantes ndo consideram, como
atributos relevantes de uma fragdo, o numerador ¢ o denominador serem niimeros

inteiros. Como nessa fase exploratoria, ndo ha interferéncias do pesquisador, ndo
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podemos afirmar aqui, se esses alunos saberiam encontrar dois niimeros inteiros p
e ¢, de forma que a divisdo do nimero p pelo nimero g fosse representada pela
dizima 5,4.

Um outro aspecto observado é que alguns alunos utilizaram o simbolo da
barra, que indica o periodo da dizima periddica, de forma inadequada. Uma
possivel interpretacdo para tal fato é que consideraram somente, como atributo de
uma dizima periodica, a “repeticdo infinita” e criaram codigos a partir das suas

percepgdes, sem se preocuparem com o abuso de linguagem cometido. O aluno

~ T ~ . . , .
que apresentou a razao — ndo teve o cuidado de verificar se este nimero estaria

proximo a 5,4. O mais provavel é que tenha apresentado uma resposta qualquer
para ndo deixar a questdo em branco. A Tabela 28 apresenta o estudo prévio
elaborado a partir das respostas obtidas na questdo P12 e que estdo expostas no

anexo 15.

Tabela 28: Estudo prévio da questdao P12

PERGUNTA

Seja a sequéncia infinita (0,4; 0,04; 0,004;..) de termo geral a, :W . Agora, considere uma nova

sequéncia infinita (S;, S, S;,..., Sy,...), em que S, = a;+ a,+... + a,.
a) Encontre os quatro primeiros termos de S,
b) Qual o limite de S, quando n tende a infinito? Apresente uma justificativa.

RESPOSTA

4
S;=a; =‘—7'=04

10 P
Sy=aj+tay :_1+—2=0,4+0,04=0,44

a) 10 10
4 4 4

Sjv =ajtayta; =—+——+——5=04+0,04+0,004 = 0,444

10! 102 103
7 1

4 4
Sy=aj+ay+az+ay= +——=0,4+0,04+0,004+0,0004 = 0,4444

0" 10?10 10?
b) Solucdo 1) Encontrada nos livros didaticos de Matematica do Ensino Médio.

Trata-se de uma soma infinita de termos que estdo em progressdao geométrica de razio — e

primeiro termo igual a — .

4 4 4 4 Yo 4
S=a1+a2+a3+a4+...=—1+—2+—3+—4+...= 7 =—
10! 10> 103 10 -, 9

4 4 4 4 4 4

Solugdo 22 S1= _1,' S2= —1+—2" S3= —1+_2+_3’. s
10 10 10 10 10 10
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4 n
(- -1)
4 4 4 4 10~ 10 4
Sn=—1+—2+—3+...+ " lim S, = lim =—
100 10° 10 10" n—oo T p—oo L 9
10
OBJETIVO

a) Verificar se o aluno faz a leitura das duas sequéncias, a formada pelos termos da PG e a
formada pela soma desses termos, e se utiliza adequadamente a sequéncia solicitada, apresentando
os quatro primeiros elementos. Este item encaminha o item b.

b) Verificar se o aluno utiliza conhecimentos de sequéncia geométrica para obter a fragdo geratriz
da dizima periddica em questao.

TABULACAO DA QUESTAO — ITEM A

A 1 B
n° alunos 23 15 32
percentual 32,9% 21,4% 45,7%
TABULACAO DA QUESTAO — ITEM B
A 1 B
n° alunos 3 14 53
percentual 4,3% 20,0% 75,7%

A -adequada I-inadequada B - em branco

Em principio, ao elaborar o questionario, imagindvamos que essa questao
seria de facil entendimento para os sujeitos da pesquisa, pois ja estavam
concluindo a 2* sériec do Ensino Médio. Os resultados mostraram que 75% dos
alunos deixaram o item b em branco e quase a metade dos alunos ndo escreveu
nada no item a. Este item solicita que o aluno interprete as leis das duas
sequéncias e apresente os quatro primeiros termos de sequéncia que determina a
soma dos termos.

Avaliamos que o questiondrio formado por 13 questdes foi cansativo para
alguns alunos e talvez, por isso, algumas questdes foram deixadas em branco. O
fato de haver duas sequéncias envolvidas na questdo, também pode ter contribuido
para a dificuldade da leitura, pois alguns alunos desistem de certas questdes que
necessitam de mais atengdo no enunciado, por julgarem antecipadamente que sdo
questdes mais dificeis.

No item a, das 23 questdes consideradas adequadas, 13 apresentaram os
quatro primeiros termos da sequéncia pedida e dez dos alunos apresentaram
somente o quarto termo. Cinco alunos apresentaram inadequadamente os quatro
primeiros termos da sequéncia a,, ao invés da sequéncia S, conforme foi
solicitado. Isso ilustra a dificuldade que ocorreu na leitura das sequéncias ¢ do
comando da questdo. Avaliamos aqui que a quantidade de informagdes que a
atividade possuia facultou uma variedade de interpretacdes e confusdes de

imagens. E possivel que o aluno tenha se envolvido com a imagem que mais se
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destacou e de mais facil manipulag@o.

Apesar de os alunos terem estudado sequéncias nesse mesmo ano,
conforme informamos, poucos associaram essa atividade com sequéncia
geométrica. Apenas quatro alunos utilizaram a féormula da soma de uma PG
infinita, sendo que somente dois acertaram o item b dessa questdo. O terceiro

aluno, que teve sua resposta considerada adequada, apenas escreveu que
0,4444...=%.

Quatro alunos responderam inadequadamente, que o limite da sequéncia
dada tende a infinito. Esse tipo de resposta ¢ esperada, pela concepgdo espontanea
do conjunto dos nmiimeros naturais, de que aumentando o nimero de parcelas, a
soma aumenta, entdo ¢ “natural” pensar que esta soma sera cada vez maior
tendendo a infinito. Trés participantes responderam que ndo teria limite.
Avaliamos que, apesar de as respostas serem diferentes, o significado de “ndo
teria limite” ¢ no sentido da soma ndo se aproximar de nenhum nimero e,
portanto, dispara, tendendo a infinito. Dois alunos afirmaram que tendia a zero e
um unico aluno respondeu que tendia a 1. Consideramos, nesse caso, ha a
possibilidade de estes alunos terem percebido que a razdo, sendo um niimero entre
0 e I, a soma se aproximaria de um numero, talvez resgatando alguma imagem
relacionada a soma dos infinitos termos de uma PG.

Ap0s essa andlise inicial, escolhemos a questdo P8 para ser trabalhada no
estudo principal, pois o fato de ndo ser direcionada e de a linguagem estar mais
acessivel contribuiu para a maior exteriorizagdo de imagens e procedimentos

utilizados pelos alunos para elaborar seus julgamentos relacionados as dizimas

periodicas e suas correspondentes fragdes.

No estudo principal

Nenhuma das justificativas apresentadas na atividade P8 no estudo
principal utilizou progressdes geométricas. A que mais se aproximou de uma
justificativa matematica, foi dada pela dupla Vinicius-Isabel, pois se trata da
estratégia utilizada no Ensino Fundamental, ja mencionada, que a pesquisadora

~ ~ 97
chamou de resolucdo por equacdo '. Esclarecemos que apenas a resposta do aluno

?7 Lembramos que esta ¢ a solugdo 2, apresentada na Tabela 27.
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o 4 ... . .5
Antonio, 5+§, diferiu das demais apresentadas que foi . Apresentamos as

justificativas fornecidas pelas duplas, além da resolugdo dada na realizagdo dessa

questao.

E (Thaissa-Clara): Achamos que esse método ¢ justificativo.

E (Denise-Artur): Muitos ndo lembram da formula. S6 ¢é possivel
fazer com a formula.

E (Fernando-Carla): Apesar de ndo sabermos a formula para descobrir
a fracdo de dizimas periodicas, nos fizemos por raciocinio logico.

E (Bruno-Celso): Pegamos a dizima e transformamo-la em uma frago
com denominador relacionado ao numero de casas decimais e
numerador relacionado ao periodo.

E (Vinicius-Isabel): Multiplica-se por 10 e subtrai o periodo que
nio se repete sobre o numero de noves correspondentes aos
periodos.

Das quatro duplas, Thaissa-Clara, Denise-Artur, Fernando-Carla e Bruno-
54-5 49

9 o > apenas a dupla Bruno-Celso

Celso, que apresentaram a resposta

registrou em texto o que haviam descrito matematicamente. As justificativas das
demais duplas procuraram explicar que esse tipo de resolucdo ja contém uma
justificativa que ¢ a formula utilizada. Os alunos insistiram na discussdo de que,
ao utilizar uma férmula, ja estariam justificando a questao.

A pesquisadora pronunciou-se, declarando que nenhum dos alunos desse
grupo havia justificado adequadamente. Também afirmou que a formula resolveu
o problema imediato, mas ndo houve a explicacdo de porque esta formula, e ndo
outra, solucionou a questdo. Na realidade o que a pesquisadora queria obter era o
encaminhamento que se usa para chegar a formula e que nenhum dos alunos
utilizou. O fato de terem insistido quanto a formula bastar como justificativa
também denota acordos anteriores fixados nas aulas de matematica. Mostra o
pouco valor que se da as demonstragdes ou as justificativas para as decisoes
tomadas pelos alunos na resolucdo de problemas.

Clara, ao observar a tabulagdo dessa questdo, que foi distribuida para os
alunos junto com a ficha, manifestou surpresa ao verificar que trés alunos fizeram

por PG.

G (Clara): Olha por PG. Alguém fez isso? Trés pessoas fizeram por
PG. Eu tenho uma vaga lembranc¢a disso na sétima série, acho que foi
na sétima série, essa coisa dos conjuntos...

G (Thaissa): Justificativa por PG, por equagio,..., eu aprendi assim?
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Avaliamos que, nesse grupo, ndo ha exemplos protdtipos de sequéncias
geométricas, que estejam relacionados com as dizimas perioddicas. Por outro lado,
a imagem da regra pratica, que os alunos chamaram de férmula, foi muito forte,

pois a maioria dos alunos a utilizou. Nesse caso, ndo houve julgamento analitico

na obtengdo da fracdo geratriz ? e sim o uso do exemplar prototipo da regra e de

~_ 4 , . g - . o
fracao 3 para representar a dizima periodica 0,4. A seguir, exibimos trechos da

gravacdo da dupla Thaissa-Clara durante a resolugdo dessa atividade.

G (Clara): Para dar dizima tem que dividir por nove?

G (Thaissa): Faz 50 sobre nove e vé se dé certo’.

G (Clara): Nao ¢ isso ndo, ¢ 5,5555556... Eu ndo sei ¢ alguma coisa

dividido por nove.

G (Thaissa): 5555556 na calculadora é dizima, a calculadora

aproxima a dizima.

G (Clara): Mas por que arredonda o cinco?

G (Thaissa): Ele pula pro proximo... Ah deixa eu pensar...Eu ndo

lembro como faz, ..., sei que tem dois procedimentos,... eu sempre

achei que fosse, vocé pega aqui... Ahh, claro, claro, claro, ¢ isso aqui,

54 menos 5 sobre nove, que vai dar 49 sobre nove’”.

Observamos que Clara associou de imediato o algarismo nove a dizima

periodica, pelo questionamento feito “Para dar dizima tem que dividir por nove?”.
Essa pergunta de Clara ilustra a caracteristica principal das dizimas periddicas,

que apresentam o algarismo nove no denominador. Ressaltamos a possibilidade

, 2 ~
de que, se apresentarmos o nimero 3’ talvez alguns alunos ndo o reconhegam

como uma fragdo, cujo representante decimal seja uma dizima periddica. Um

outro aspecto ¢ que também ¢ provavel que alguns reconhecam que a
~ . , 3564 . . 1
representagdo decimal do nimero 99 seja uma dizima periddica, quando este

numero ¢ igual a 36.

Thaissa fez uma boa estimativa quando chutou 50 sobre 9, mas a
calculadora foi determinante para fazé-la rapidamente buscar outra divisdo de
inteiros. A aluna teve convic¢do no reconhecimento do algarismo seis que
apareceu na calculadora como sendo o cinco da dizima que sofreu aproximagio,

pois declara “5555556 na calculadora ¢ dizima, a calculadora aproxima a dizima”.

%(Clara fez 50 dividido por nove na calculadora.
% Thaissa d4 muitas risadas, fica satisfeita, pois confirmou sua solucdo na calculadora.
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No comentario de Thaissa sobre sua lembranga em relagdo a dois procedimentos
para encontrar a fragdo geratriz, possivelmente, a aluna quis referir-se aos
métodos de resolugdo por equagdes ou por sequéncias geométricas. A seguir
Thaissa explica para Clara o procedimento para usar a regra que determina a

fracdo geratriz.

G (Clara): Como ¢ que vocé fez isso?

G (Thaissa): Vocé pega, ignora a virgula, vocé vai até o periodo,
como se fosse esse numero aqui 3,149149149 seria 3149-3 sobre... ai
fica...

G (Clara): Sobre nove.

G (Thaissa): ndo, ndo, ndo, o nimero de noves ¢ igual ao nimero de
digitos que tem o periodo.

G (Clara): Eu nio lembro nada disso, nada, nada...'”

G (Clara): acho meio complicado porque a gente aprendeu isso ha
muito tempo, lembrar disso agora. E bom até lembrar disso, que pode
cair no vestibular, sendo vou me considerar idiota por nido saber
fazer... basico do basico do basico...

Nesse trecho de gravagdo, percebemos que os exemplares protdtipos de
Thaissa sdo desconhecidos por Clara, porém todos os julgamentos de Thaissa
remetem-se aos atributos relevantes do uso da férmula, tais como, o nimero de
noves do denominador, a forma¢do do numerador, ou ainda, a subtra¢do do
numero formado pelo nimero que vem antes da virgula. Associamos esses
aspectos ao uso da calculadora, que a fez reformular respostas inadequadas,
buscando onde a memoria falhou.

Percebemos, a partir das declaracdes dessas alunas, que a imagem
conceitual de Thaissa é parcial em relagdo a obtengdo da dizima periddica, pois
ainda ndo reconhece que o simples uso da formula ndo lhe d4 autonomia para
driblar eventuais conflitos na manipula¢do das dizimas periddicas, como por
exemplo, as dizimas periddicas compostas.

A aluna Clara possui uma imagem conceitual incorreta, quase inexistente
de imagens em relagdo a obtengdo da fragdo geratriz. Nos extratos que seguem,

Thaissa insiste com Clara, escolhendo mais um exemplo para Clara encontrar a

fracdo geratriz.

149-3
19 Clara efetua a conta W na calculadora e confere o resultado 3,149149149, que vé como

a dizima periodica 3,749 . Tece alguns comentarios sobre ndo lembrar mais de um assunto que
considera basico e se preocupa com o vestibular, fato que ¢ uma constante nesse grupo.
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G (Thaissa): Vamos supor um numero assim 1, 23444...

G (Clara): Ah pra achar a fracao disso? Nao sei.

G (Thaissa): 1234-123 sobre 9 porque s6 tem um nimero no
periodo, entendeu?

Nesse ultimo exemplo criado por Thaissa, para treinar novamente a
explicacdo com Clara, a aluna ndo conferiu a conta na calculadora, caso contrario,
teria encontrado o niimero 123,444... que é diferente do proposto 1,23444... E um
exemplar de uma dizima peridodica composta, ou seja, a regra lembrada por
Thaissa fornece uma fragdo geratriz que ndo representa a dizima dada. A
pesquisadora pode perceber esse equivoco antes do proximo encontro, pois como
era de costume, ouvia as gravagdes antes de continuar com a préxima ficha de
atividade.

No encontro seguinte, quando a pesquisadora retomou o fechamento
dessas atividades, a questdo foi feita no quadro para todos os alunos. Vale
ressaltar aqui a importancia de observar os dados obtidos a cada encontro, para
que obstaculos e decisdes sejam ultrapassados de forma mais adequada. Ha, no
entanto, necessidade de cautela, pois 0 método clinico ndo faculta interferéncias
que possam alterar as respostas dos sujeitos, a ndo ser nos casos em que o proprio
sujeito ndo esclarece bem seus julgamentos.

Na percepcao da pesquisadora, a fragdo geratriz correspondente ao
exemplo 1,234, dado por Thaissa, deveria ser corrigida ¢ comentada. Nesse
momento, a pesquisadora retomou os exemplos e contraexemplos para confrontar
os aspectos matematicos abordados na atividade e formalizou a questdo das
dizimas periodicas, decompondo-as e relacionando os termos da soma com os
termos de uma PG. Resgatou para os alunos a expressdo que determina a soma
dos n primeiros termos da PG finita e exemplificou sequéncias infinitas, algumas
com somas convergentes ¢ outras com somas divergentes.

10155

“Mostrou  ” que, para 0 < |q |<1, quando n é muito grande, q" tende a 0

e escreveu no quadro: limg" = 0. Explicou porque a soma finita ¢ determinada
n—»0

"1
por S = al(q—l) e quando n—oo esse valor é dado por S = 1&. Esse resultado
q- —-q

foi exemplificado por meio das dizimas periddicas, simples ou compostas, sempre

101 nyx ~ ~ .
Nao se trata de uma demonstragdo formal, mas uma demonstragdo que os alunos aceitam e
aparentemente, entendem.
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destacando a seqiiéncia geométrica relacionada ao exemplo escolhido. A
pesquisadora calculou a soma desses n termos, n tendendo a infinito, chegando a
fracdo geratriz e, para finalizar realizou uma soma de fragdes, obtendo a fracdo
correspondente a dizima periddica. Na Figura 16, mostramos um desses exemplos,

3884
900 °

em que a dizima periddica é 4,315 e sua fragdo geratriz é

Figura 16: Obtendo a fragdo geratriz

4315 =431+ 0,05=4,31 + (0.005 +0.0005 + 0.00005+...)

(0,005 + 0,0005 + 0,00005+...) — Os termos dessa soma formam uma PG de primeiro termo

0,005 crazio q= 0,1, (0.005-+0.0005+0,00005+.) =§ = 200> 0003 _ 3
,005 e razdo q=0,1. 5 - . 1-01 09 900

z - 431 5 3879+5 3884 971
4,315 =431+ 0,05 = +——= =2

+ —_—_——_— =
100 900 900 900 225

Fonte: Extrato do diario de campo, maio 2008.

Decidimos, para o terceiro encontro, preparar atividades com as fragdes
para consolidar os resultados que foram discutidos até o segundo encontro,
principalmente a respeito da dupla natureza do processo da divisdo de nimeros
inteiros. A natureza finita da representagdo, gerando os decimais finitos, e a
natureza infinita, gerando as dizimas periddicas.

Ao final do segundo encontro, surgiu a discussdo sobre como saber se a
expressdo decimal correspondente de uma fracdo € finita ou infinita e periddica,
observando somente a fracdo, sem precisar efetuar a divisdo. Atendendo a uma

C . o 7 11 15 70
solicitacdo dos alunos, a pesquisadora apresentou as fragdes —, —, — ¢ — ¢
20 36 32 55

perguntou-lhes se esses numeros eram racionais ou irracionais. Os alunos
afirmaram que todos eram numeros racionais, pois estavam representados na
forma de fragéo.

A pesquisadora entdo retrucou: “Como sdo racionais, digam-me se esses
numeros sdo decimais finitos ou dizimas periodicas.” (extrato do diario de campo,
abril 2008). Numa réapida consulta aos alunos, observou que todos responderam

adequadamente a pergunta. A pesquisadora escreveu no quadro negro as

correspondentes representagdes decimais das fragcdes dadas que foram: 2l0 =0,35;
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0305 12 -046875:¢ 2 =1272.
36 32 55

A seguir perguntou aos alunos se havia alguma indicacdo na fragdo que
possibilitasse, de forma mais rapida, afirmar se a representacdo decimal seria finita
ou infinita. Nenhum aluno respondeu, entfo, pediu que escrevessem os quatro
decimais na forma de fragdo sem simplificar, e, com a participa¢do dos alunos,

expds no quadro negro as correspondentes fra¢des, ilustradas na Figura 17.

Figura 17: Quatro exemplos de nimeros decimais e suas correspondentes fragdes

1)035—3—5 2)0303—030+0003—i+£—ﬂ+i—£
7100 ’ ’ ’ 10 100 100 900 900
46875

0,46875 =
3) 046875 100000

_£+7ﬂw_l£+li_kkw+v_lw8
10 10 10 990 990 990

Fonte: Extrato do diario de campo, abril 2008.

41272=12+ 0,072=

A partir das representagdes fracionarias obtidas, perguntou novamente se,
apenas visualizando essas novas fragdes, seria possivel pensar em alguma
condi¢do que garantisse que sua representagdo decimal fosse finita ou infinita e
periddica. Thaissa, Vinicius, Clara, Denise ¢ Artur responderam que os decimais
finitos possuem no denominador poténcia de 10 e as dizimas periddicas além das
poténcias de 10 continham o algarismo 9. A pesquisadora valorizou a observacao
dos alunos sobre as poténcias de 10, acrescentou que qualquer poténcia de 10
possui somente os fatores primos 2 e 5 e enunciou o resultado matematico

indicado na Figura 18.

Figura 18: Resultado matematico sobre decimais finitos

Uma fragdo £, em que p e q sdo inteiros e q # 0 é expressa por um decimal finito se e
q

somente se q = 2".5", onde n e m sdo naturais, isto é, q s possui os fatores primos 2 ou 5.

Depois de escrevé-lo no quadro negro, fez alguns comentarios e respondeu
perguntas dos alunos sobre o correspondente resultado. A pesquisadora propos
novos questionamentos e aprofundamentos de questdes matematicas, porém nao
podia distanciar-se do método escolhido para coleta e analise dos dados.

Esclarecemos que sdo possiveis, no método clinico-qualitativo, intervencgdes
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do professor-pesquisador conduzindo a pesquisa, desde que, durante a coleta dos
dados, ao registrar os detalhes do raciocinio do sujeito, ndo faga corregdes ou
interfira nas respostas. E ainda, na necessidade de dar seguimento, com outra
pergunta que ndo faga parte de seu repertorio original, o pesquisador pode utilizar-
se de explicagOes aos participantes sobre o tema da investigacdo, que possam ser
observadas, manipuladas ¢ julgadas por estes. Em fungdo desse resultado, no

terceiro encontro, foi proposta a atividade Al que serd analisada a seguir.

6.2.2.6
Atividade A1: a natureza finita e infinita das representagdes decimais
das fragoes

Essa questdo foi trabalhada somente no estudo principal. Nessa atividade,
diferente das atividades P8 e P12, os alunos precisaram, além de encontrar a
representagdo decimal do mimero apresentado em forma de fragdo, classifica-lo
em decimal finito ou decimal infinito e peridodico. O uso da calculadora ficou a
critério do aluno, no entanto, esclarecemos que, em dois itens dessa atividade, a
utilizacdo somente da calculadora ndo resolveria a questdo. A limitagdo de casas
decimais ndo permitiria reconhecer as dizimas periodicas, pois essas possuiam 15
e 18 digitos. Com o contexto matematico esclarecido, apresentamos a atividade

A1 ilustrada na Tabela 29.

Tabela 29: Atividade A1 - 3° encontro

PERGUNTA

Observe as fragdes a seguir, escreva cada uma na sua forma decimal usando calculadora ou o
algoritmo da divisdo e diga se correspondem a decimais finitos ou dizimas periddicas. Apresente
seus argumentos.

17 39 50 129
R i 9% Vo
RESPOSTA
a) E um decimal finito, pois o denominador 40 = 275, 56 possui os fatores primos 2 e 5 e
17
— =(0,425.
40 4

b) E uma dizima periédica, pois na decomposi¢io do denominador 140 = 2°.5.7, aparece o fator
primo 7 que é diferente de 2 e de 5. % = 0,27857142.
Para usar uma calculadora com menos de 10 digitos, podemos desmembrar a fragdo original da
seguinte forma:

39 39 39x5 195 1 195 1 6 1 6

—_—= = = =— = — +— = +—.—=
140  10x2x7  10x2x5x7 100x7 100 7 100 27 7 0.27 100 7

] _ -
0,27 + W0’857142 =0,27+0,00857142=0,27857142
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¢) E uma dizima periddica, pois na decomposi¢do do denominador 19 aparece somente o fator

primo 19 que é diferente de 2 e de 5. % = 2,631578947368421052. O periodo desta dizima

periddica possui 18 algarismos. Aqui hd a necessidade de o aluno fazer a divisdo com ldpis e
papel, pois o limite de digitos da calculadora ndo fornecerd o periodo desta dizima.

d) E uma dizima periédica, pois na decomposigio do denominador 2480 = 2*.5.31 aparece o fator
primo 31 que é diferente de 2 e de 5.

129 —_——————
——— = 0,0520161290322580645 .
2480
. 129 . ,
Podemos desmembrar a fragdo 2450 da seguinte forma:
129 129 129x53 16125 1 16125 1 ped
2480 jox23x31 10x23x53x31 597 13 107 31 107 31

1 5 1

0,0520+——+.—==0,0520+——7-0,161290322580645 = 0,052161290322580645
104 31 104

Da mesma forma que o item c, o periodo desta dizima periddica ndo aparece no visor de uma

calculadora comum. Por isso, a necessidade de fazer o algoritmo da divisdo.

OBJETIVO

Identificar o caminho escolhido para obter a dizima correspondente. Perceber atributos relevantes
e irrelevantes relacionados aos niimeros envolvidos na atividade e aos processos utilizados.

Na Tabela 30 expomos os registros dos alunos obtidos na resolucdo dos
itens b, ¢ e d dessa questdo. O item a foi adequadamente classificado por todas as

cinco duplas como decimal finito. Duas duplas encontraram a dizima 0,425

17 . ..
correspondente a fragdo 0 pelo algoritmo da divisdo e as outras trés duplas

obtiveram o resultado da divisdao 17+40 na calculadora.

33

Destacamos a afirmacdo %= 0,425 ¢ um decimal finito porque o

denominador € produto de poténcias de 2 e 57, dada pela dupla Denise-Artur. Essa
justificativa foi utilizada somente para o item a e trata-se de um julgamento de
natureza analitica, o mesmo resultado apresentado aos sujeitos da pesquisa ao

final do encontro anterior.

Tabela 30: Respostas dos itens b, ¢ e d da atividade A1.

. .39
DUPLA CLASSIFICACAO E JUSTIFICATIVA REFERENTE AO ITEM B: A FRACAO m

Dizima periodica - 0,2785714 “foi feito o célculo e achada a dizima periddica
Antdnio- TEOEAT A AAS .
Clara 0,2785714278.0s tens b, ¢ e d foram feitos na calculadora, e as respostas foram

aproximadas.”

Denise- | Nao classificou - 0,2785714285714 “Nao ¢é possivel afirmar se é decimal finito ou
Artur dizima periddica, j& que o periodo ndo é apresentado”

Tha.issa- Dizima periodica - “0,2785714«
Vinicius (A dupla fez pelo algoritmo da divisdo.)
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L. e ——— multp.3
Carla- Dizima periddica - 0,27857142 ————
Isabel L | mult.5 _
(A dupla fez a divisdo pelo algoritmo, apresentando este resultado no quociente.)
Dizima-periodica - “0,2785714...”
Bruno- . ]
Celso Pois apresenta periodo.
(A dupla fez o algoritmo da divisdo no verso da ficha.)
~ - 50
DUPLA CLASSIFICACAO E JUSTIFICATIVA REFERENTE AO ITEM C: A FRACAO E
Antdnio- | Dizima periodica indefinida - 2,6315789
Clara “os tens b, ¢ e d foram feitos na calculadora, e as respostas foram aproximadas.”
Denise- | Nao classificou - 2,6315789473684 “Nao ¢ possivel afirmar se ¢ decimal finito ou
Artur dizima periddica, j& que o periodo ndo é apresentado.”
I,ha?ssa' Dizima periodica - 2,631578947368921052
inicius
Carla- | Nao classificou - 2,6315789953 2422
Isabel . e _ .
sane (A dupla fez a divisdo pelo algoritmo e 0 quociente apresentou o nlimero acima.)
Bruno- | i ma-periodica - 2,6315789...
Celso
. 129
DUPLA CLASSIFICACAO E JUSTIFICATIVA REFERENTE AO ITEM D: A FRACAO %
Dizima periddica — “0,0520161 “ndo ¢ poténcia de 2 € 5 (o denominador), portanto a
Antonio- | dizima ¢ periddica”
Clara (A dupla exibiu a fatoragdo do numero 2480.)
“os tens b, ¢ e d foram feitos na calculadora, e as respostas foram aproximadas.”
Denise- | Nao classificou — 0,05020161290323 “Nao € possivel afirmar se é decimal finito ou
Artur dizima periddica, ja que o periodo ndo é apresentado.”
Thaissa- | Dizima periddica - 0,0520161290322580645
Vinicius | (A dupla apresentou todo o processo em folha separada da ficha.)
. . —— multp.3
Carla- Dizima periddica - 0,05201612903201 ————
Isabel .. . m”h‘j, . .
(A dupla fez a divisdo pelo algoritmo e no quociente apresentaram a dizima acima)
Bruno- | Dizima-periddica — 0,0520161... “pois apresenta uma conta imensa e tem periodo
Celso (A dupla apresentou todo o processo realizado no verso da ficha de atividade.)

Esclarecemos que todas as expressdes decimais, obtidas nas respostas das

duplas Antonio-Clara e Denise-Artur, foram encontradas utilizando a calculadora.

As outras trés duplas forneceram suas representacdes decimais apos realizarem o

algoritmo da divis2o, passo a passo.

Nenhuma das cinco duplas determinou adequadamente a dizima periddica

0,27857142 correspondente a fragdo % do item b. A dupla Denise-Artur, que

utilizou somente a calculadora em todos os itens da atividade Al, poderia

perceber que esta fragdo se tratava de uma dizima periddica, pois a calculadora

utilizada por eles apresentava 13 casas decimais. Além disso, o nimero que a

dupla indicou como aproximacdo decimal da fracdo dada, exibia a repeticdo do

periodo da dizima.

Inferimos que o repertorio de imagens de dizimas para esta dupla tenha,
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para exemplos prototipos, dizimas periddicas com periodos contendo poucas casas
decimais, como ja havia sido conjeturado anteriormente. Nas respostas fornecidas
nos itens b, ¢ e d, a dupla utilizou a mesma justificativa, de ndo ser possivel
classificar as fragdes em decimais finitos ou dizimas periodicas, “ja que o periodo
ndo ¢ apresentado”. Nesse caso, somente pela observagdo dos digitos, a
explicacdo da dupla ja estaria adequada.

Durante as discussdes da atividade Al, a pesquisadora perguntou a dupla
Denise-Artur, por que ndo utilizaram, nos outros itens, o resultado apresentado no
item a. A aluna Denise declarou: “sabiamos que quando os denominadores é
produto de 2 e 5, o resultado ¢ decimal finito, mas ndo sabiamos que tendo outro
fator, se poderia dar resultado finito ou ndo” (extrato do diario de campo, abril
2008). Esclarecemos aqui que esse resultado ¢ uma equivaléncia matematica,
porém a dupla utilizou apenas uma das implica¢des, caracterizando a falta do rigor
loégico na utilizagdo do resultado matematico, o que caracteriza a falta de
compreensao do significado da equivaléncia.

As trés duplas que realizaram a divisdo passo a passo pelo “método da

ChavenlOZ

, Ou cometeram equivocos nas contas, ou ndo observaram com atengao o
momento em que o processo iniciou a repeticdo dos restos.

A dupla Bruno-Celso encontrou no processo infinito da divisdo

39
correspondente a fragdo %, 0 quociente 0,2785714228142... Destacou,

circulando a lapis, os digitos 1 e 4, como se o periodo comegasse ali — ver anexo
16. A repeticdo dos restos, no entanto, ja havia surgido antes dos digitos
circulados pela dupla. Consideramos que esses alunos utilizaram, nesse caso, um
atributo irrelevante para dizimas periddicas, que é a repeticdo de digitos no
quociente conforme observado na atividade P7.

A dupla Carla-Isabel também investiu bastante na realizagdo da atividade,
contudo cometeram alguns equivocos, que estdo destacados em um extrato da
ficha de atividade, na Figura 19. Percebe-se a interrupg@o do processo pela dupla,
no momento em que ocorreu a repeticdo do primeiro resto.

Dessa forma, esses alunos utilizaram o atributo relevante da repeti¢do de

algarismos no quociente, a partir da primeira repeticdo de um resto ja ocorrido.

Essa a¢do adequada diferiu do procedimento da dupla Bruno-Celso.

12 Este nome refere-se ao algoritmo da divisio.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510353/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

216

Figura 19: Algoritmos feitos pela dupla Carla-Isabel.

Identificou a repeticao
do resto, porém
indicou o periodo
errado.

Identificou a repeticao
do resto, mas o erro de
conta fez que
indicassem o periodo
equivocadamente.

Fonte: Ficha de atividade do 3° encontro.

O uso do atributo relevante ndo foi suficiente para evitar os equivocos
realizados pela dupla, destacados na Figura 19. O algoritmo relacionado ao item b
foi feito adequadamente, mas a indicagdo do periodo ndo foi adequada. No item d,
a dupla cometeu um erro de conta que acarretou uma repeti¢ao de restos, levando
a dupla a finalizar a divis@o e identificar automaticamente o periodo. Ja nos itens ¢

multp.3 ,,

e d, a mesma dupla registrou a expressdo “ , 0 que indica o uso de um

multp.5

atributo irrelevante na caracterizagdo da natureza finita ou infinita da dizima. Esse
atributo foi considerado relevante pela dupla, pois contribuiu para o julgamento
feito sobre a natureza infinita da expansdo decimal em questdo.

Thaissa e Vinicius realizaram as contas do item » adequadamente, mas, ao

representar o periodo da dizima periddica, utilizaram o simbolo da barra de forma

inadequada. A dupla escreveu a representagdo 0,2785714 quando o nimero

4

correto é 0,27857142, indicando que ¢ possivel que Thaissa e Vinicius ndo
tivessem percebido a relagdo que existe entre a repeticdo do resto com o
correspondente quociente. Nos itens ¢ € d, a dupla indicou adequadamente as
dizimas periodicas e, por isso, consideramos que pode ter ocorrido falta de

atengdo na apresentagdo do resultado no item b.
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Somente as duplas Antoénio-Clara e Denise-Artur usaram o resultado
enunciado no final do segundo encontro, que associa a natureza finita e infinita da

dizima aos fatores primos que compdem o denominador da fragdo. Antonio e

Clara utilizaram-no somente no item d, quando afirmaram que a fracdo _2142890

possui como representagdo decimal uma dizima periddica, pois o denominador

“ndo ¢ poténcia de 2 e 5” (extrato do diario de campo, abril 2008). Esta mesma

dupla no item c classificou a fragdo % como “dizima periddica indefinida”. E

possivel, que o significado de indefinida ndo abranja o fato de ser periddica ou
ndo. Consideramos, nesse caso, que a dupla possivelmente utilizou o mesmo
resultado, mas ndo o registrou, pois o denominador 19 ndo precisou ser fatorado
como o denominador 2480 do item d.

A dupla Thaissa-Vinicius fez todos os calculos com lapis e papel, por isso
tiveram muito trabalho na realizagdo da atividade —ver anexo 17. Além de serem
muitas etapas até o acontecimento da repeti¢do do resto, algumas vezes a dupla
errou os cdlculos. Como a aluna Thaissa ja havia mostrado nas atividades
anteriores uma imagem conceitual completa sobre as possiveis expressoes
decimais que podem ser convertidas em fragdo e vice-versa, esta insistiu com
Vinicius para que investissem na questao até encontrarem os longos periodos das
dizimas perioddicas correspondentes aos itens ¢ e d. Dessa forma, concluiram
adequadamente a atividade ao fornecerem a dizima periddica. Esta foi a nica
dupla que acertou esses itens.

Os trechos a seguir ilustram, na realizagdo da atividade Cl1, a dificuldade e o
“desespero” de Thaissa ao errar as contas. A aluna ficou tdo envolvida e ansiosa,
que chegou a questionar se uma divisdo de inteiros ¢ nlimero racional ou irracional,

estabelecendo entdo uma situacdo de conflito, conforme consta em Giraldo (2004).

G (Thaissa): Eu desisto!Acho que eu errei tudo. E eu errei alguma
coisa, ta me dando aflicio, espera ai, eu nio posso errar isso tudo!
6387. Professoraaaaa,, cansei de fazer conta!

G (Pesquisadora): Vocé esta fazendo pelo algoritmo, ndo €? Vocé ja
sabe se ¢ uma dizima periddica?

G (Thaissa): Ahh, ¢ s6 isso que é pra falar! E pra fazer até achar uma
dizima?

G (Pesquisadora): Nao, ndo, ndo falei isso. Estou apenas perguntando
se vocé ja decidiu se € um decimal finito ou dizima periodica.

G (Thaissa): Nao, esse eu ndo sei, a ndo ser que eu tenha errado em conta.
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G (Pesquisadora): Por qué? Vocé acha que pode ser uma dizima
néo periddica?

G (Thaissa): Pode.

G (Pesquisadora): Qual dos itens vocé esta verificando?

G (Thaissa): A letra ¢, 50 dividido por 19.

G (Thaissa): Cinquenta dividido por 19 é niumero racional ou
irracional?

G (Pesquisadora): Vocé acha que da resto zero ou nao?

G (Thaissa): Eu acho que ele ndo para.

G (Pesquisadora): Mas vocé tem como argumentar?

G (Thaissa): Professora, olha s6! Se vocé esta dividindo por 19,
quantos restos pode ter?

G (Pesquisadora): Vocé sabe disso!

G (Thaissa): Contando com o resto zero,..., dezenove, Dezoito. Eu
vou refazer...

Thaissa € uma aluna que sabe que uma divisdo de inteiros s6 pode dar resto
zero ou repetir os restos em algum momento, pois exteriorizou esse atributo
relevante em sua fala, destacada ao final do extrato de gravacdo e também nas
atividades anteriores. Sob pressdo, porém, ao ndo concluir o processo da divisdo,
isto é, ao ndo observar a repeticdo de algum resto que ja ocorreu, deixou-se levar
pela dificuldade que estava enfrentando e perguntou equivocadamente, “Cinquenta
dividido por 19 ¢ numero racional ou irracional?”. Consideramos que a forte
imagem da expansdo decimal visualizada pela aluna e o erro de conta ocorrido

durante o procedimento, por ndo apresentar repeti¢do de restos, fez que, por alguns
. . . , 50
momentos, a aluna duvidasse da racionalidade do numero o O desconforto

causado pela quantidade de digitos na parte decimal chegou a levar Thaissa a um
julgamento prototipico inadequado quando cogitou a irracionalidade. Esse
julgamento, no entanto, foi logo modificado por um julgamento analitico, a forte
imagem da fracdo que indica uma divisdo de inteiros, e, portanto, o nimero de
restos distintos obtidos no processo de divisdo seria finito. Essa situacdo de conflito
foi retomada e acertada e, assim, a aluna caminhou para a solu¢do adequada da
questio. E importante também lembrar que esse atributo para identificacdo de
exemplares positivos dos nimeros racionais foi trabalhado pouco antes pela
pesquisadora, o que também pode justificar a inseguranca da aluna.

Consideramos que essa atividade envolveu a maioria dos alunos. O exemplo
da aluna Thaissa investindo na divisdo 50 por 19, mostra como uma dificuldade se
torna favoravel quando possibilita confrontos de julgamentos prototipicos com

analiticos. Quando os alunos se deparam com dificuldades e as enfrentam, mesmo
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ndo chegando a solugdo adequada, estdo realizando conexdes com seus exemplos
prototipos e os resultados conhecidos. Isso favorece o aprendizado, pois
possivelmente sua imagem conceitual serd ampliada.

Julgamos a atividade produtiva tanto do ponto de vista operacional como
estrutural, mas, avaliando depois a questdo e suas respostas, consideramos que o
enunciado poderia ter sido aberto. Isso propiciaria liberdade ao aluno para
classificar a expressdo decimal em finita ou infinita e periédica ou ainda infinita e
ndo periddica. Talvez, se na classificagdo das dizimas houvesse, também, a opcao
infinita e ndo periddica, mais atributos poderiam ser manifestados.

A certeza da estrutura do processo, que termina com resto zero ou algum resto
que se repete, levou mais da metade dos alunos a finalizar o algoritmo da divisdo, o

que caracterizou o amadurecimento em relagdo ao conceito de nimero racional.

6.2.2.7
Atividades F1, F2 e F3: retomando questoes

As atividades que seguem finalizam o grupo I e foram aplicadas
individualmente no ultimo encontro. Nesse encontro ndo gravamos os alunos e,
por isso, os dados obtidos sdo todos registros escritos, originarios das fichas de
atividades e do diario de campo. Nossa intengdo com essa questdo foi perceber
como os alunos realizam seus julgamentos, apds terem experimentado as
diferentes possibilidades de resultados oriundos das divisdes de numeros inteiros,
feitas nas atividades anteriores.

A atividade F1, apresentada na Tabela 31, explora diferentes aspectos
visuais das representagdes decimais relacionadas aos nimeros reais. Esclarecemos
que os itens e ¢ f foram retirados nesse momento, para serem analisados no grupo

I1, pois sdo referentes aos niimeros irracionais da forma +/ .

Tabela 31: Questdo F1 do estudo principal

PERGUNTA

Decida sobre a racionalidade ou a irracionalidade dos niimeros a seguir. Cada decisdo deve ser
justificada.

a) 0,1234 b) 0,1234 c) 0,1234...

d) 0,1234...n n+1...onde n € natural g) 2, 35674126578923
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RESPOSTA

a) O numero é racional, pois se trata de um decimal finito que pode ser representado pela fra¢do

1234

10000

b) O numero é racional, pois se trata de uma dizima periédica, de periodo 1234 que pode ser
234

9999

¢) Nada podemos afirmar sobre esta dizima infinita, pois ndo temos conhecimento do que
acontece depois das quatro primeiras casas decimais.

d) O numero é irracional, pois esta dizima infinita é ndo periddica, visto que o padrdo de

representada pela fragdo

Jformacgdo anunciado na parte decimal é crescente e infinito. Sendo assim, nenhuma frag¢do pode

ser representante deste numero.
g) O numero é racional, pois se trata de um decimal finito.

OBJETIVO

Reconhecer atributos relevantes e irrelevantes dos niimeros racionais e irracionais apos terem sido
realizadas as atividades P5, P6 e P7 em dupla.

Nessa etapa final de andlises do grupo de atividades I, consideramos
importante apresentar todas as respostas fornecidas pelos alunos no texto da tese.
Essas respostas serdo ilustradas por meio de tabelas. E importante enfatizar que,
ao longo dos encontros, a pesquisadora adotou e valorizou nas discussdes as
convencgdes indicadas nos capitulos 2 e 3, a respeito das notagdes ¢ da simbologia
das diferentes naturezas de uma expressao decimal, principalmente levantada por
Palis (1999). Nos itens a, b, ¢ e d da atividade F1, utilizamos diferentes
representacoes decimais obtidas a partir do numero 0,1234. A Tabela 32 apresenta

as respostas obtidas no item a, relacionado ao niamero 0,1234.

Tabela 32: Respostas obtidas no item a: o nimero 0,1234.

RACIONAL OU
ALUNO IRRACIONAL JUSTIFICATIVA
. . 1234
Fernando Racional Pode ser representado em forma de fragdo = 70000
Art Racional Racional finit - 1234
ur aciona acional finito, porque é = ———.
pord 10000
Clara Racional Pode ser representado em forma de fracao.
Eduardo Racional Representavel por fragdo.
Carla Racional Pode ser representado em forma de fracao.
Bruno Racional Pode ser representado em forma de niimero finito 10000
A . . 1234
Antonio Racional Em fracao: .
10000
. Pode ser escrito na forma de fragdo, que consiste na divisdo de
Isabel Racional N o
dois nimeros inteiros.
Denise Racional Pode ser representado por fragdo de inteiros.
. . E um niimero finito com representatividade em forma de
Vinicius Racional fracio
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No item a, todos os alunos classificaram o nimero 0,1234 como racional e

1234
10000

alguns apresentaram a fracdo correspondente O uso inadequado da

expressao “numero finito” ainda foi utilizado por Bruno e Vinicius. O julgamento
utilizado por todos os dez alunos na classificagdo do nimero como racional foi
analitico. Avaliamos com base nessa atividade e¢ nas anteriores que, para esse
grupo pesquisado, os decimais finitos com poucas casas decimais fazem parte do
repertorio de exemplos prototipos de niimeros racionais. O item b, que apresenta o
nimero 0,1234, utiliza a imagem da barra representando uma dizima periodica.

As respostas obtidas nesse item estdo ilustradas na Tabela 33.

Tabela 33: Respostas obtidas no item b: o niimero 0,1234.

RACIONAL OU
ALUNO IRRACIONAL JUSTIFICATIVA
Fernando Racional Pode ser representado em forma de fragdo.
Artur Racional Racional infinito, dizima periddica.
Clara Racional Pode ser representado em forma de fracao.
Eduardo Irracional Tem dizima.
Carla Racional Pois é uma dizima periddica.
Bruno Racional Dizima periddica.
Antonio Racional 0,12341234 dizima periodica.
. Mesmo sendo um decimal infinito, ¢ uma dizima e pode ser
Isabel Racional . ~
escrito na forma de fracdo.
. . Porque ¢ dizima que pode ser representado por fragdo de
Denise Racional N
inteiros.
- . Apesar de ser um decimal infinito, sua representatividade em
Vinicius Racional ~ .
forma de frag@o o torna racional.

No item b, apenas Eduardo classificou o nimero 0,1234 como irracional, ¢
justificou que se trata de uma dizima. Talvez Eduardo ainda ndo visualize uma
fracdo que gere esse numero decimal e, por isso, seus exemplos prototipos nao sdo
suficientes para fazer julgamentos prototipicos adequados. Cinco alunos
utilizaram o julgamento analitico de que é possivel representar o niimero 0,1234
na forma de fragdo. Seis alunos apresentaram um julgamento prototipico com base
nas caracteristicas da imagem da dizima periddica; ja Isabel e Denise empregaram
os dois julgamentos.

Destacamos, respectivamente, as respostas dadas por Vinicius e Isabel:
“racional, apesar de ser decimal infinito, sua representatividade em forma de
fracdo o torna racional” e “racional, porque mesmo sendo racional infinito, ¢ uma

dizima que pode ser escrita na forma de fracdo”. Apesar de destacarem o atributo
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relevante, mas ndo suficiente, para nimeros irracionais — a infinitude da dizima
—, afirmaram que o niimero 0,1234¢ racional pela possibilidade de representa-lo
na forma de fragdo. Indiretamente, Vinicius e Isabel evocaram um descritor de
imagem conceitual adequado para niimero irracional, pois mesmo enfatizando o
fato de o nimero ser decimal infinito, ndo o classificaram como irracional, pois
pautaram seu julgamento na condigdo da existéncia de uma fragdo que representa
o numero 0,1234. O julgamento final desses dois alunos foi uma conjuncdo do
julgamento prototipico com o analitico.

O item ¢ apresenta a dizima infinita 0,1234..., sem qualquer explicagdo
sobre a continuidade dos digitos. Nesse item, procuramos nas justificativas dos
alunos atributos que apontassem aspectos da imagem conceitual relacionados aos
numeros reais. A seguir, mostramos na Tabela 34 todos os dados obtidos no item

¢ da atividade F1.

Tabela 34: Respostas obtidas no item c: o nimero 0,1234...

RACIONAL OU
ALUNO IRRACIONAL JUSTIFICATIVA
Fernando Nio se pode afirmar
Artur Indefinido Pois ndo mostra periodo € nem prova que ndo tera periodo.
Clara Nio hé como decidir Pois qéo sabemos se o n° continuard em dizima ou
aleatoriamente.
Eduardo Nio se pode afirmar
Carla Irracional Pois é uma dizima niio periddica.
Bruno Indefinido Pois ndo define qual o seu periodo.
Irracional, se a sequéncia se mantiver em 56..n n+l ...
Antonio Depende Racional, se os proximos algarismos o transformarem numa

dizima periddica.

Por ndo saber se € uma dizima ou se continua infinitamente

Isabel Naio se pode afirmar .
com variados valores.
. . . Por ndo saber como continua, se tem periodo ou nao, ou se
Denise Nao posso dizer
acaba.
., . Nao ha um resultado exato de tal nimero, assim como nao
Vinicius Irracional

possui representacio na forma de fracio.

Em relacdo ao item ¢, oito dos dez alunos participantes responderam
adequadamente que ndo se pode afirmar sobre a racionalidade ou a irracionalidade
do niimero indicado. Somente Carla e Vinicius classificaram-no como nimero
irracional. Suas justificativas associaram 0,1234... a dizima infinita que apresenta
seus digitos no padrdo crescente, implicito na imagem do niumero dado. Essa
consideragdo verifica-se quando estes alunos expressaram em suas respostas:
“pois ¢ uma dizima ndo periddica” e “ndo possui representacdo na forma de

fracdo”. Esses atributos relevantes para nimeros irracionais sdo coerentes com a
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classificacdo dada, porém a visualizagdo do nimero 0,1234... limitou-se a um
unico caso ¢ ndo pensaram nas infinitas possibilidades que a notagdo dos trés
pontinhos oferece. Tal atitude caracteriza uma imagem conceitual parcial, € ¢ um
indicador de que esse numero foi para Carla e Vinicius um forte exemplar
prototipo de nimero irracional, o que, ndo possibilitou a visualizagao de outros.

Consideramos que a resposta de Carla, quando afirmou que o nimero
0,1234... ¢ irracional, estd relacionada a representacdo “transparente”, a que
Zazkis & Sirotic (2004) se referem em sua pesquisa, €, acrescentamos que
possivelmente isso ocorre pois o nimero 0,1234... ¢ um forte exemplar protétipo
dos mimeros irracionais. Esse julgamento aconteceu de forma diferente para os
outros alunos que afirmaram que a racionalidade ou a irracionalidade ndo estava
garantida apenas com a descri¢do do nimero 0,1234...

Destacamos algumas explicagdes que elucidam estes julgamentos: “por
ndo saber como continua, se tem periodo ou ndo”; “ndo sabemos se 0o nimero
continuara em dizima ou aleatoriamente”; ‘“ndo mostra periodo e nem prova que
ndo terd periodo”; “por ndo saber se ¢ uma dizima ou se continuara infinitamente
com variados valores” e “irracional se a sequéncia se mantiver em ...5, 6... n, n+1,
..racional se os proximos nimeros o transformarem numa dizima periodica”.
Essas explicagdes adequadas sdo diferentes formas de expressar que ndo se pode
dizer se o decimal infinito se trata de um numero racional ou irracional.
Consideramos pertinente apresenta-las, para ilustrar diferentes formas de falar
sobre o conceito.

Bruno, quando justifica, “indefinido, pois ndo define qual o seu periodo”,
baseou-se apenas no aspecto do periodo que ndo foi apresentado, portanto, ndo é
possivel afirmar se ¢ ou ndo uma dizima perioddica. Dessa forma, seu julgamento
para classificar um niimero real como racional ou irracional fundamenta-se no
julgamento prototipico de visualizar ou ndo um periodo.

As expressdes usadas por Isabel e por Clara, como atributos de numero
irracional, que foram, respectivamente, “aleatoriamente” e “variados valores”, sao
manifestagdes verbais de como estas alunas percebem os nimeros irracionais.
Consideramos essas qualidades como atributos irrelevantes para nimeros
irracionais, porém, estes aspectos, de certa forma, favoreceram a formagdo da
imagem conceitual que essas alunas possuem de nimero irracional.

Destacamos, da resposta de Vinicius, o recorte “irracional, ndo ha um
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resultado exato de tal numero”, pois o nimero 0,1234... representa para ele a
imagem do que seja um numero irracional, caracterizando sua forma de conceber
esse tipo de niimero, por meio do atributo “ndo ha um resultado exato”. Essa
expressdo esclarece muito bem a dificuldade de muitos alunos em reconhecer os
numeros irracionais como um numero, diferente do que acontece com os numeros
naturais, que possuem estatuto de ntmero (Moreira, 2004). Esse atributo
fornecido por Vinicius explicita o aspecto operacional causado pela representacio
do namero 0,1234..., que anuncia a ideia de processo infinito, sempre em
andamento, que ndo captura a categorizagdo de nimero exato, conforme declara
Vinicius. Essa caracteristica evocada pelo aluno indica uma imagem conceitual
parcial das representacdes decimais dos numeros reais.

O namero 0,1234...n ntl...,, indicado no item d, informa na propria
imagem um Unico numero real, pois na sua representacdo explicita todos os
digitos da dizima em questdo. Os atributos — infinito e estritamente crescente —
da sequéncia apresentada sdo aspectos determinantes da sua irracionalidade. As

respostas obtidas nesse item estdo apresentadas na Tabela 35.

Tabela 35: Respostas obtidas no item d: o nUmero 0,1234...n n+1...

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

RACIONAL OU
ALUNO IRRACIONAL JUSTIFICATIVA
Fernando Racional Pois tem uma logica.
Artur Irracional Pois ndo tem periodo.
Clara Irracional Pois ¢ infinito sem ser uma dizima.
Eduardo Nio se pode afirmar
Carla Irracional Pois ¢ uma dizima ndo periodica.
Bruno Irracional Pois ndo apresentard periodo.
Antonio Irracional Dizima nfo periddica.
Pois em suas casas decimais ha uma sequéncia (PA) de razao 1
Isabel Irracional que continua infinitamente, impossibilitando a representacdo
em forma de fracdo.
Denise Irracional Por .néo ter periodo e ndo poder ser representado por fragdo de
nteiros.
Vinicius Irracional Eor ’r,naiS que os nimeros sigam um padrdo, ele r_léo possui
fim”, nem um resultado exato, o que o afirma como irracional.

Fernando foi o unico aluno que classificou, inadequadamente, o nimero
0,1234...n nt1... como racional, utilizando o atributo “pois tem uma logica”. Esse
atributo ¢ irrelevante tanto para os racionais'”’ quanto para os irracionais'®*.

Talvez o aluno esteja relacionando a imagem desse nimero com os exemplares

'% Como exemplo dessa irrelevancia, basta pegarmos um decimal finito com uma variedade de
numeros que juntos nio explicitam qualquer légica. Por exemplo, 2,1539847.
104 por exemplo, o nimero 7.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510353/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

225

prototipos de dizimas periddicas, pois todos apresentam um padrao de repetigao.
Com isso, Fernando apropriou-se somente do aspecto padronizado do atributo,
ndo considerando a caracteristica da repeticdo. Seu julgamento prototipo
fundamentou-se em apenas um atributo do niumero apresentado — o padrdo — e,
para ele, isso foi o suficiente para associa-lo as imagens das dizimas periddicas.

O aluno Eduardo mais uma vez nao justificou seu julgamento,o de ndo
poder classificar o nimero 0,1234...n n+1..., assim como nao o fez para o nimero
0,1234... Dessa forma, ndo temos dados para caracterizar aspectos de sua imagem
conceitual a respeito dessa classe infinita de numeros reais. A ficha de atividade
utilizada nesse ultimo encontro era individual, ndo tivemos a oportunidade de
intervir para obter esclarecimentos a respeito de algumas respostas que ndo
ofereceram justificativas, ou que apresentaram explicagdes de dificil
entendimento. Avaliamos que, nesse caso, nosso instrumento ndo propiciou achar
o caminho pelo qual Eduardo chegou ao seu julgamento, porém, como o método
clinico ndo enfoca o sujeito, mas sim a forma como individuos com determinadas
caracteristicas resolvem uma situacdo, ¢é possivel descartar “sujeitos que
apresentem caracteristicas peculiares ou caracteristicas que ndo se manifestem
com clareza ao longo da entrevista” (Delval, 2002, p. 71).

Dos oito alunos que classificaram como irracional o nimero apresentado,
cinco utilizaram julgamento prototipico relacionado a exemplares de dizimas ndo
periodicas. Isabel e Denise, assim como nos itens a ¢ b, apresentaram oS
julgamentos prototipico e analitico. Apenas Vinicius, apesar de ter classificado o
numero como irracional, forneceu uma justificativa inadequada. Na sua resposta,
“por mais que os nimeros sigam um padrao, ele ndo possui ‘fim’, nem um resultado
exato, o que o afirma como irracional”, Vinicius destacou trés atributos: “seguir
padrao”, “ndo possuir um fim” e “ndo possuir um resultado exato”. O atributo
“seguir padrao” foi utilizado para enfatizar uma caracteristica que ele possivelmente
considera como sendo atributo dos niimeros racionais. Analisamos dessa forma,
pois em sua resposta, ele utilizou a expressao “por mais que os nimeros sigam um
padrao ...” (grifo nosso), como se valorizasse um aspecto pouco usual nos
irracionais, e tal fato ndo é verdadeiro. Ao perceber, entretanto, outros dois atributos
para nimeros irracionais, o relevante, “expressdo decimal infinita”, e o irrelevante,
“ndo possui representante exato”, em seu julgamento possivelmente baseado nos

seus exemplares prototipos, classificou-o como irracional.
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Consideramos que essas respostas nos possibilitam conjeturar que a
implicagdo “se ¢ uma dizima ndo perioddica, entdo ¢ numero irracional”’, quando os
digitos decimais anunciam uma sequéncia de padrdo ndo repetitivo, foi assimilada
pela maioria do grupo pesquisado. E um indicador de que se trata de um forte
exemplo prototipo de niimeros irracionais, pelos atributos determinantes que este
numero elucida. Para Fernando, ter um padrdo, ainda esta relacionado a
racionalidade e, para Eduardo, a visualizagdo do padrido ndo repetitivo ndo o
remeteu a nenhuma imagem que garantisse a racionalidade ou a irracionalidade. O
julgamento desses dois alunos possivelmente revela que seus repertorios de
imagens prototipicas ndo possuem exemplares com tais caracteristicas.

O nimero escolhido para o préoximo item ndo tem relagdo com os
anteriores. Aqui optamos por um nimero decimal finito que apresentasse muitas
casas decimais, com o objetivo de verificar se ha, no raciocinio dos alunos, algum
atributo que provoque uma resposta inadequada. A Tabela 36 mostra as respostas
dadas pelos alunos referentes ao numero 2,35674126578923 do item g da
atividade Al.

Tabela 36: Respostas obtidas no item g: o nimero 2,35674126578923.

ALUNO CLASSIFICACAO JUSTIFICATIVA
. 235674126578923
Fernando Racional 7z
10
Artur Racional finito | Idem ao item a.
Clara Nao ¢ possivel Pois se tratando de uma calculadora, ndo ha como saber se o
classificar nimero continua além do que aparece no visor.
Eduardo Racional Representavel por fragdo.
Carla Racional PoisNé um decimal finito (pode ser representado em forma de
fracdo).
235674126578923
Bruno Racional P t mo ————— N finito.
ode ser representado como 100000000000000
Antonio Racional Pode ser escrito sob a forma de frago.
Isabel Racional Pois ¢ finito e, portanto, pode ser escrito na forma de fragdo.
. ~ . Idem ao “c”. Preenche o niimero de casas decimais encontradas
Denise Nao posso dizer
por calculadora.
o . O numero possui muitas casas decimais, porém pode ser
Vinicius Racional ~ f . .
representado na forma de fragdo como um niimero irredutivel.

A maioria dos alunos respondeu adequadamente que o nimero
2,35674126578923 ¢ racional, e a fracdo decimal correspondente foi fornecida
pelos alunos Fernando e Bruno. Os julgamentos desses alunos foram todos
analiticos, utilizando o atributo relevante para os racionais de que é possivel
representar tal nimero na forma de fracao.

Somente Clara e Denise ndo responderam essa questdo de forma adequada, e
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suas respostas foram dadas supondo o uso de uma calculadora, que ndo foi
mencionada em nenhum momento da atividade, nem durante a realizagdo dessa
ficha pelos alunos. As alunas manifestaram em suas respostas que a limitagdo do
numero de casas decimais, impostas pela calculadora, as impedia de avaliar a
sequéncia de digitos do nimero decimal em questio. E possivel que as mesmas
tenham associado essa atividade a atividade PS5, em cujo enunciado havia por
hipotese uma operagdo que foi realizada na calculadora. Ou ainda, consideramos
que o fato do nmimero ter 14 casas decimais, pode ter sido decisivo no julgamento,
pois a tabela feita a partir do Excel, que os alunos receberam no 4° e no 5°
encontros continha as aproximagdes decimais de niimeros irracionais com 14
digitos, que ¢é o limite de casas decimais do Excel.

A partir das respostas obtidas nessa atividade, percebemos que a implicagdo
“se o nimero possui representacdo decimal finita entdo esse numero ¢ racional”
faz parte do repertorio de imagens desse grupo de alunos. Incluimos nesse grupo,
as alunas Denise e Clara, que s6 ndo responderam adequadamente, pois cogitaram
a hipotese da continuidade de digitos na parte decimal. Consideramos também que
essa atividade, da forma como foi encaminhada, pode ter induzido o aluno a
perceber atributos comuns na visualizagdo dos numeros 0,1234, 0,1234; 0,1234...
e 0,1234..n nt1... A identificagdo e a comparacdo desses atributos possivelmente
colaboraram para a classificagdo desses niimeros com racional ou irracional.

Com a atividade F2 apresentada na Tabela 37, procuramos interpretar de que
modo o aluno percebeu as diferentes naturezas finita e infinita do processo de

divisdo de niimeros inteiros.

Tabela 37: Questdo F2 do estudo principal

PERGUNTA

Quando dividimos dois niimeros inteiros p € g, q # 0, e escrevemos o resultado na forma decimal,
que resultados possiveis podemos obter?

RESPOSTA

Podemos obter um numero inteiro, um numero decimal finito ou uma dizima periodica.

OBJETIVO

Identificar nas respostas dos alunos, aspectos gerais sobre o processo da divisao de dois nimeros
inteiros e suas correspondentes representagdes decimais.

As respostas obtidas nessa atividade, expostas na Tabela 38, mostram as

diferentes interpretacdes dadas pelos alunos ao lerem o enunciado proposto.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510353/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

228

Tabela 38: Respostas obtidas na atividade F2

ALUNO JUSTIFICATIVA
Fernando Numeros racionais, pois podem ser escritos na forma de fragdo.
Artur
Clara Infinitos resultados ja que o q£0.
Eduardo Positivo, negativo e com dizima.
Carla Podemos obter um decimal finito ou uma dizima periddica.
Bruno
Antonio Um nimero inteiro, um decimal finito ou uma dizima periddica.
Sendo ambos inteiros € o denominador diferente de zero o resultado poderia
Isabel ser um numero inteiro ou uma dizima periddica, caso suas bases, ao serem
fatoradas, sejam diferentes de zero.
Denise Numero inteiro, decimal finito ou dizima periddica.
Vinicius O fato do9r51$'1mer’o q ser difere’nte de zero, ndo determina as casas decimais; se
o q for 10™" o numero tendera a zero.

A resposta “numeros racionais” dada por Fernando estd adequada, porém
ele ndo se ateve a um detalhamento da forma decimal, conforme explicitado no
enunciado. A condicdo q # 0 contida na pergunta levou Vinicius e Clara a
considerarem outros aspectos relacionados aos numeros decimais obtidos. Clara
fixou-se somente ao atributo quantitativo, e nada disse a respeito das qualidades dos
atributos dos nimeros decimais obtidos. O aluno Vinicius valorizou a condigdo do
problema — q#0 — e priorizou um exemplo de divisdo de dois nimeros, cujo
resultado tende a zero, porém nao impds condigdo ao numerador, levando-o a um
argumento falso, pois o numerador poderia ser maior que o denominador.

Se por um lado, Artur ¢ Bruno ndo responderam a questdo e, nesse caso,
ndo sabemos se foi por falta de entendimento do enunciado, por outro, Carla e
Antonio responderam adequadamente. Talvez isso indique que Artur e Bruno
ainda ndo elaboraram julgamentos analiticos, por ndo terem em sua imagem
conceitual exemplos prototipos suficientes para generalizar essa determinada
situacdo. Uma possibilidade também ¢é que as atividades utilizadas nesses
encontros ndo foram suficientemente estimuladoras na constru¢do de um
pensamento analitico para esses alunos (Herskowitz, 1994, p.20). Dessa forma,
consideramos que o processo de abstracdo de Artur ¢ Bruno necessita de mais
exemplos prototipos e de exemplos negativos que os conduzam a categorizagdes
adequadas dos elementos envolvidos. Os alunos Eduardo e Isabel ndo
mencionaram os decimais finitos nas suas explicagdes. Isabel exemplificou os
numeros inteiros ¢ Eduardo incluiu os positivos e os negativos.

Enfatizamos a necessidade de a pesquisadora investigar todas as respostas

dadas pelos alunos na realizagdo das questdes. Sejam elas exemplos positivos ¢
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negativos do conceito ou ainda aspectos inadequados a atividade, pois estes
ultimos podem estar associados ao nio entendimento, tanto do enunciado como
um todo, como de uma ou de mais hipoteses envolvidas. Esses “erros” dos alunos,
quando analisados, podem elucidar no pesquisador exemplos negativos relevantes
para sua pesquisa e consequentemente para o ensino daquele conceito
(Herskowitz, 1994).

Esses aspectos favorecem um melhor entendimento dos elementos da
imagem conceitual que o sujeito possui. Dessa forma, avaliamos que a pergunta
poderia ter sido mais bem formulada, visto que as respostas ndo convergiram para
o objetivo que fundamentou sua elaborac¢do. Concluimos que a questdo deveria ser
mais aberta e explorar mais o uso da calculadora. Além disso, a substituicdo do
termo “diferentes resultados” por “diferentes nimeros™ seria mais adequada, pois
o termo resultado, quando se refere a uma fragdo, imprime a ideia de que a fragdo
ainda ndo ¢ um nimero. Esse termo muito utilizado na escola basica ¢
desfavoravel para a constru¢do do conceito de nimero real e deve ser evitado nos
livros didaticos e nas falas dos professores. O uso do termo ¢ tdo comum que,
inclusive, fez parte do enunciado utilizado pela pesquisadora.

A tltima questdo desse grupo de atividades, apresentada na Tabela 39,
refere-se a0 mesmo tipo de questdo que os alunos trabalharam em dupla na

atividade Al.

Tabela 39: Questado F3 do estudo principal

PERGUNTA
Identifique se os nimeros racionais correspondem a decimais finitos ou a dizimas periddicas.
15 1387 1
? 754 ® 50 97
RESPOSTA

a) E dizima periddica, pois o denominador 154=2x7x11possui fatores primos diferentes de 2 e 5.
b) E decimal finito, pois o denominador 80= 2°x5 néo possui fatores primos diferentes de 2 e de 5.
¢) O denominador 17 é um niimero primo diferente de 2 e de 5, entdo a representacdo decimal é
uma dizima periodica.

OBJETIVO

Identificar atributos utilizados nas justificativas dos alunos e comparar com os que foram dados na
atividade Al.

Analisando os registros obtidos nessa atividade, também decidimos dispo-
los em forma de tabela para a melhor visualizagdo dos atributos e o confronto de
justificativas, a fim de compararmos os descritores das imagens conceituais dos
alunos, evocados durante a resolugdo. Os dados obtidos no item a estdo ilustrados

na Tabela 40.
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Tabela 40: Tabulagao das respostas obtidas no item a; sobre a fragéolls—54 .

ALUNO CLASSIFICACAO JUSTIFICATIVA
Carla Nao ¢ possivel determinar | 0,0974026
Bruno Dizima periddica Pois 154=2x7x11.
Antonio Dizima periddica Nio ¢ poténcia de 2 ou 5.
Isabel Dizima periddica Pois quando fatorado, possui bases diferentes de 2 e 5.
Denise Decimal finito 0,097403, feito na calculadora.
Vinicius Dizima 0, 09745...
Fernando Nao finito Pois a divisdo na calculadora deu dizima
Artur Dizima periddica Pois 154=2x7x11.
0,0974025974026, a calculadora aproximou, mas ¢
Clara Dizima periodica uma dizima: 0,0974025. (Clara circulou o 6, Gltimo
algarismo exibido na calculadora)
Eduardo Nio se pode afirmar

Apesar de o comando da questdo apenas solicitar a classificagdo em decimal
finito ou dizima periddica, cinco alunos realizaram a divisdo da calculadora e
emitiram seus julgamentos com base no nimero observado. Somente dois alunos
afirmaram ndo ser possivel classificar, sendo que Carla apresentou o decimal obtido
no visor e Eduardo mais uma vez nio apresentou justificativa.

Denise realizou a mesma acdo de Carla, quando apresentou como
representante decimal o numero 0,097403, obtido na calculadora, porém o
classificou de decimal finito. Possivelmente, a quantidade “pequena” de digitos na
calculadora de Denise ndo a fez cogitar na continuidade dos digitos, assim como
fez no item g da atividade F1, em que o nimero apresentava 14 casas decimais e

esta mesma aluna declarou ndo ser possivel classificar tal numero.

. . . ~ 1
Sete alunos classificaram o decimal correspondente a fragdo 15—54 como

dizima periodica e quatro destes alunos utilizaram o julgamento analitico, quando
citaram o resultado que se refere a composi¢do dos fatores primos do denominador.
Vinicius, Fernando e Clara apresentaram o mesmo julgamento prototipico com base
na repeti¢do que ocorre nas dizimas periddicas. Vinicius representou uma dizima
perioddica que ndo corresponde a fragdo dada. O erro ocorreu na sexta casa decimal,
isso mostra que provavelmente houve falta de atengdo na leitura e na escrita da
dizima. Fernando simplesmente afirmou tratar-se de uma dizima, pois ndo exibiu o
resultado que visualizou na calculadora. Clara foi a Unica aluna desse grupo que

apresentou a dizima peridodica 0,0974025 adequadamente. As respostas dos alunos

e , , 1387 .~
referentes a indicagdo da natureza decimal do nimero 0 estdo na Tabela 41.
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Tabela 41: Tabulagao das respostas obtidas no item b; sobre a fragao 1;37 .
ALUNO CLASSIFICACAO JUSTIFICATIVA
Carla Decimal finito 17,3345.
Bruno Decimal finito
Antdnio Decimal finito 17,3345.
Isabel Decimal finito Pois seu denominador s6 tem bases 2 ¢ 5.
Denise Decimal finito 17,3345, feito na calculadora.
Vinicius Decimal finito 17,3345, feito na calculadora.
Fernando Finito Pois na calculadora, ndo deu dizima.
Artur Decimal finito
Clara Decimal finito 17,3345.
Eduardo Decimal finito

Todos os alunos responderam adequadamente a natureza finita da dizima

correspondente a fracao %. Dos alunos que justificaram suas respostas, Isabel

foi a unica que ndo utilizou a calculadora na sua explicagdo: seu julgamento foi
analitico em fun¢do do denominador ter somente os fatores 2 ou 5.

Dos trés alunos que ndo justificaram suas escolhas, consideramos que
Artur utilizou o mesmo resultado que Isabel, pois observamos que ele empregou
este resultado no item a. Observamos também, nos registros de Antonio, a
fatoracdo do denominador 80 na ficha de atividade, apesar de ele ndo ter utilizado
este resultado no espaco indicado para a justificativa.

Consideramos que a fracdo escolhida nesse item favoreceu os seis alunos
que se valeram de julgamentos prototipicos com base na imagem do visor, pois a
dizima em questdo apresentava somente quatro casas decimais e, sendo assim, ndo
preencheu todas as casas possiveis da calculadora. Nesse caso, ficamos sem a
possibilidade de analisar o julgamento dos alunos, por exemplo, sobre a expressao
decimal finita ultrapassar o limite de casas decimais de uma calculadora.

No item c, a dizima em questdo ¢ periddica, o que ja provocou em alguns
alunos duvidas sobre a natureza finita e infinita da expansdo decimal em questdo,

pois todas as casas decimais da calculadora foram utilizadas e nao foi possivel

identificar um padro repetitivo. As respostas obtidas sobre a fracdo 11—7 estdo

indicadas na Tabela 42.
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Tabela 42: Tabulagao das respostas obtidas no item c; sobre a fragao 1—17 .

ALUNO CLASSIFICACAO JUSTIFICATIVA

Carla Nao ¢é possivel determinar 0,0588235.

Bruno Dizima periddica

Anténio | Dizima periddica 17 é nimero primo (ndo € poténcia de 2 ou 5).
Isabel Dizima periddica Quando fatorado, possui bases diferentes de 2 e 5.
Denise Nao dé pra dizer se € finito | Nao posso afirmar que ndo é dizima, porque o

ou ndo periodo ainda pode aparecer.
Vinicius | Dizima
Fernando | Nao finito Pois 17 € primo e 1 ndo ¢ multiplo de 17.

Artur Dizima periddica

Clara | 130 ha como dizer se & 0,0588235294118 nio é uma dizima.
decimal finito ou infinito

Emanuel | Dizima periddica

Carla, Denise e Clara declararam ndo ser possivel afirmar a natureza finita
ou infinita da dizima. Seus julgamentos foram baseados na observacdo da dizima
indicada no visor da calculadora e essa imagem provocou nesses alunos 0 mesmo
julgamento, porém com explicagdes que nos conduziram a diferentes analises.

Carla simplesmente apresentou o nimero decimal 0,0588235 e, assim, ndo
forneceu detalhes de sua imagem conceitual. Denise explicitou sua divida na
declaracdo “ndo da pra dizer se ¢ finito ou ndo, mas ndo posso afirmar que ndo ¢
dizima porque o periodo ainda pode aparecer”. Esta aluna fez o algoritmo da
divisdo em sua ficha de atividade, porém o processo da divisdo parou na sétima
etapa e, para a aluna concluir a questdo, precisava proceder até a 16* etapa, pois o
periodo dessa dizima periddica contém 16 casas decimais'®’.

Denise, na atividade Al em dupla com Artur, utilizou o resultado que
indica se a dizima ¢ finita ou ndo, mas nessa atividade ndo utilizou tal resultado
em nenhum dos itens. Isso indica que o resultado ainda ndo se tornou um
elemento significativo na sua imagem conceitual. Dessa forma, na falta de
conhecimentos analiticos, Denise utilizou somente exemplos protdtipos e ndo
pdde responder a questdo adequadamente. Para isso, era necessario que a aluna
fizesse o algoritmo da divisao.

A aluna Clara, na afirmacdo “0,0588235294118 ndo é uma dizima”,

possivelmente também considerou a irracionalidade do nimero 7 influenciada

pela imagem “aleatéria” do numero observado no visor. Provavelmente essa

imagem estd relacionada aos seus exemplos protdtipos de niimero irracional,

105 . s o1 , 1 . N e00n2C70 471 1747~
Pois a dizima periddica correspondente ao nimero 77 ¢ 0,0588235294117647 .
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conforme a propria aluna declarou no item ¢ da atividade F1.
: , 1, -
Seis alunos afirmaram que o numero ] ¢ representado por uma dizima

periddica. Destes, quatro ndo justificaram e somente Antonio ¢ Isabel utilizaram o
julgamento analitico a respeito do reconhecimento dos fatores primos no
denominador. Fernando declarou que o numero “ndo ¢ finito” pois “17 € primo e 1
ndo ¢ multiplo de 177, um julgamento muito particular, levando em conta somente
divisdes exatas, no caso de o numerador ser multiplo do denominador. Consideramos
que, provavelmente, o aluno fez a divisdo de 1 por 17 na calculadora, pois ele a
utilizou nos itens anteriores e, buscando uma justificativa, utilizou-se de uma
explicacdo baseada na “forte” imagem que o numero primo representava para ele.

E importante destacar os argumentos dos alunos que observaram ao longo
da atividade F3, o resultado obtido no visor da calculadora e declararam que ndo
ha como afirmar. Se por um lado, esse julgamento ¢ um indicador que reflete o
aumento de exemplos protdtipos de niimeros decimais, tanto de racionais quanto
de irracionais, por outro, manifesta uma imagem conceitual parcial, ainda carente
de aspectos analiticos, que, associados com os exemplos prototipos, possibilitarao
julgamentos adequados sobre as representagdes decimais das fragdes. Em outras
palavras, apesar de os sujeitos reconhecerem mais possibilidades de expressdes
decimais, em alguns casos, demonstraram ainda ndo possuir descritores na sua
imagem conceitual que possibilitariam deduzir a natureza dessas representagdes,
se finita ou infinita e periddica. Em alguns casos, isso gerou, equivocadamente, a

duvida em relagdo a racionalidade.

6.2.3

Anidlise geral do grupo

Os registros evocados pelos alunos nesse grupo de atividade
possibilitaram-nos identificar descritores de imagem conceitual relacionados aos
numeros reais, especificamente em se tratando das representacdes decimais, foco
principal de exploragdo desse bloco didatico de atividades.

Os equivocos ja aparecem desde o algoritmo da divisdo, principalmente se

este for longo. Nesse caso, ja ha desconfianga da possivel natureza do processo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510353/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

234

finito e até da racionalidade da expressdo decimal obtida. Avaliamos que o grupo
pesquisado, apesar de cometer erros no algoritmo da divisdo, ndo apontou
dificuldades em relagdo ao procedimento.

A partir dai, decidir se o nimero decimal ¢ finito ou ndo, foi inicialmente
uma questdo que valorizou o aspecto visual na observacdo da existéncia de
repetigdes, tanto nos restos como também nos quocientes obtidos do algoritmo da
divisdo. Isso fez que alguns alunos cometessem equivocos nas representagdes das
expansdes decimais.

O fato de saber quando o processo da divisdo de inteiros serd infinito ou
ndo, se ndo entendido, induz a inadequagdes, como a de achar que o numero
1,35353535... é, obrigatoriamente, uma dizima periddica, conforme aconteceu no
nosso estudo. Detectamos, nesse caso, um descritor de imagem conceitual que ndo
considera a possibilidade de infinitos numeros que apresentam o0s 0ito primeiro
digitos decimais igual a 35353535.

As atividades PS5, P6 e P7 informaram que a falta de entendimento das
implicagdes logicas estdo relacionadas as muitas duvidas e falhas cometidas no
desenvolvimento das tarefas e na tomada de decisdo. Isso ocorreu, principalmente,
na implicacdo, “se dizima periddica, entdo ¢ nimero racional”, no caso em que o
periodo apresentou muitas casas decimais. Os alunos também ficaram confusos
com a aleatoriedade dos digitos na parte decimal de um nimero e apresentaram
descritores de imagem conceitual que deram indicios de esse numero ser
classificado como irracional. Consideramos que o grupo formado pelas questdes
5, 6 ¢ 7 compde uma sequéncia rica de atividades, por conta das diferentes
possibilidades de respostas vindas dos alunos. Elas esclarecem nogdes acerca dos
numeros reais e, por isso, tornam-se um grupo de questdes que, quando
respondidas e compreendidas, cobrem grande parte do conceito de nimero real
que se trabalha no Ensino Médio.

Por outro lado, partindo das respostas obtidas nas atividades P6, Al e F1,
conjeturamos que a implicacdo “se o nmimero ¢ uma expansdo decimal infinita e
ndo periodica entdo € numero irracional”, ¢ um fator determinante que auxilia na
formacdo de uma imagem conceitual favordvel para numero irracional,
principalmente quando a parte decimal da expansdo decimal anuncia um padrao
de formacdo que ndo apresenta qualquer padrdo de repetigao.

Nossa decisdo pela realizagdo das atividades em dupla e com o uso da
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calculadora foi importante, pois criou situagdes em que os alunos externaram suas
imagens conceituais, conseguiram exemplos com maior rapidez e discutiram
sobre eles, levantando hipoteses. Com o auxilio da professora-pesquisadora
também enunciaram resultados, compararam respostas e corrigiram falhas.
Percebemos nas atividades que o uso da calculadora deve ser realizado
com os devidos cuidados e a utilizagdo da igualdade deve ser feita
cuidadosamente, somente quando os mnumeros se referirem a diferentes
representagdes de um mesmo numero real. Concordamos com Dias (2002, p. 168),
quando a pesquisadora declara que “(...) o uso da calculadora ou medigdes
empiricas pode produzir uma imagem conceitual de identificacio de numeros

distintos, a igualdade de um niimero com uma aproximagao deste.”.

A questdo P7 inicia com a fragdo 2—; que, ao ser levada para a calculadora,

apresenta no visor o nimero 0,6385542169. Essa imagem causa instabilidade e
favorece o surgimento de descritores de imagem conceitual que levam os alunos a
classificar como irracional o resultado obtido. Conjeturamos que, caso esses
numeros fossem apresentados separadamente, sem relagdo aparente, os alunos
classificariam-no como racionais, porém quando eles visualizaram a parte decimal
do nmimero 0,6385542169, a possibilidade do aleatorio e da variedade do que
poderia vir depois, entrou em conexao com numeros que nao apresentaram padrao
de repeticao e o fator do limite do nimero de casas decimais da calculadora. Isso
fez que alguns alunos o classificassem como irracional, como fez Clara, ou que ndo
pudessem afirmar se era racional ou ndo, como respondeu a dupla Denise-Artur.
Avaliamos que essa questdo desestabilizou e gerou alguns conflitos, pois o
processo da divisdo de dois nimeros inteiros ainda ndo estd com uma imagem
conceitual completa em relagdo a todas as possibilidades de representacdo e,
consequentemente, a correspondente compreensdo de cada caso, tanto o finito
como o infinito. Além disso, as respostas dadas, respectivamente, por Vinicius ¢
Isabel — “racional, pois apesar de ser decimal infinito, sua representatividade em
forma de frag8o o torna racional” e “racional, se os proximos nimeros o
transformarem numa dizima peridédica” —, ao classificarem o niimero 0,@,

faz-nos pensar, numa dimensao ainda em processo do nimero racional.
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Destacamos alguns descritores de imagem conceitual. que foram evocados
nas atividades propostas, que consideramos ndo favoraveis para a construcao de
uma imagem conceitual completa das representagdes decimais de um niimero real
para alunos do Ensino Médio:

» as dizimas periddicas estdo associadas aos numeros decimais que

exibem periodos que nossos olhos podem ver, de preferéncia na

calculadora;

= as dizimas peridodicas de periodos longos ou as compostas mais

elaboradas ndo estdo facilmente relacionadas as fragdes. E dificil para

alguns alunos entender que um nimero dessa natureza possa ser
representado por uma fragdo;

= a notacdo dos trés pontinhos, significando que algum padrio de

repeti¢do dado ira acontecer para sempre;

= as representagdes decimais que possuem na parte decimal um numero

que se repete trés vezes sdao dizimas periodicas;

» a repeticdo de digito no quociente, durante a realizagdo do algoritmo

da divisdo, caracteriza o inicio do periodo de uma expansdo decimal

periddica.

Foi importante para nossa pesquisa partir de fatos familiares dos alunos,
como o algoritmo da divisdo e as representagdes decimais. Essas atitudes
favoreceram, nas atividades P5, P6 ¢ P7, o surgimento de varios questionamentos,
que possibilitaram uma gama de exemplos e contracxemplos e, também, a
necessidade de estabelecer notagdes e de enunciar sem formalidade até
rudimentos de teoremas. Percebemos esses aspectos principalmente na atividade
F1, do ultimo encontro.

Observamos que o mesmo aluno langa mao de diferentes tipos de
julgamento, dependendo da atividade. Por isso, concluimos previamente, pela
analise das atividades feitas até aqui, que o tipo de julgamento tem relacdo direta

com a atividade e/ou com o exemplo utilizado na questao.
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6.3
Atividades do Grupo Il

O conjunto de atividades deste grupo teve como objetivo utilizar os
nimeros irracionais da forma +» para possibilitar ao aluno o trabalho com
aproximacgoes racionais, com graus de precisdo diferentes e com o uso da
calculadora. Esta ¢ uma das recomendagdes apontadas na analise documental feita
no capitulo 3, que entre outras, sugere que se utilize com mais frequéncia estas
raizes quadradas (Brasil, 1998). Assim como Fischbein et al. (1995) e Zazkis &

Sirotic (2007), ressaltamos que os numeros irracionais s3o encontrados em
conexdo com poucos exemplos, como 0 nimero 7 ou os nameros v2 e /3 .

Dessa forma, decidimos explorar esse conjunto numérico associando-o as
operagdes elementares, tornando possivel ao aluno vivenciar a dificuldade de
somar nimeros irracionais, visto que a representacdo decimal de um nimero
irracional é infinita e ndo periddica. Esta é uma situacdo apropriada para tratar o
conceito de arredondamento e truncamento que favorece o uso da calculadora. As
atividades escolhidas envolveram as nog¢des de densidade, intervalo, aproximagio,

erro ¢ as operacgdes, soma e multiplicagdo.

6.3.1
Aspectos gerais

Destacamos, novamente, que o objetivo desta pesquisa ndo foi trabalhar o
conceito de nimero real associado as medi¢Oes, mas consideramos necessario, pelas
discussoes ja realizadas, debater com os alunos que qualquer medida ¢ expressa por
um nimero real. Por isso, a primeira atividade desse grupo relaciona duas ideias
importantes do conjunto dos numeros reais: a questdo da medida e a infinidade de
seus elementos. Essa atividade utiliza implicitamente o Teorema de Pitdgoras, que
fornece medidas irracionais, construidas com régua e compasso, encaminhando
assim o processo infinito de contagem dos niimeros irracionais da forma +/n .

Além disso, a pesquisadora apresentou aos alunos a demonstracdo da
irracionalidade de +2, enunciando os resultados necessérios e esclarecendo que

uma forma de dizer que um numero ¢ irracional ¢ demonstrando que ele ndo ¢


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510353/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

238

r

racional. Essa atitude é valorizada por Lima et al. (2001) e considerada como
adequada para alunos do Ensino Médio.

Esses objetivos foram revertidos em atividades, que incentivaram o uso da
calculadora, exceto a atividade da demonstragdo. As agdes escolhidas para
trabalhar esse grupo de atividades foram as seguintes:

= Obter os irracionais da forma /» pela construgio geométrica;

= Propor a contagem dos nimeros irracionais existentes entre dois nimeros
inteiros;

* Somar dois nimeros irracionais com erro de aproximagdo menor que um
valor fixado;

= Realizar aproximagoes racionais para um determinado niimero irracional;

= Explorar o conceito de densidade no conjunto dos numeros reais;

= Apresentar a demonstragdo que V2 ¢ irracional.

Para isso, foram levados em consideracdo nessas atividades os seguintes
conteudos matematicos: teorema de Pitagoras, localizacdo dos numeros irracionais
da forma +» na reta, distAncia entre dois niimeros, aproximagio e erro, algumas
propriedades dos numeros reais e resultados sobre paridade. Essas atividades
possibilitaram discutir aspectos relacionados, principalmente, a infinitude e a
densidade dos irracionais da forma +/n , relembrar alguns resultados e enunciar
outros, menos utilizados no Ensino Médio, tais como:

1) A distancia entre dois nimeros reais x ¢ a ¢ dada por | x-a | ;

2) Dado um nimero real a, b € uma aproximagdo de a com erro menor que

e, € > 0, se a distancia entre b ¢ a ¢ menor que & Em linguagem

matematica: a distancia entre b e a € menor que € <> |b-al< €;

3) Sendo a ¢ b nimeros positivos ou nulos temos: Jalb=+Jab ;

4) Sendo a e b numeros positivos ou nulos temos: NJa+b = Ja+b ;

5) A desigualdade modular: |x-al<b,se e somente se,-b<x-a<b;

6) Se n é par, entdo n = 2k, keZ;

7) Se n ¢ impar, entdo n = 2k+1, keZ;

8) A contra-positiva: Se p, entdo q € equivalente a, se ~q, entdo ~p;

. A . 2 e
9) A equivaléncia: n” ¢é par, se ¢ somente se, n € par.

O esquema da Figura 20 mostra a dindmica do estudo realizado.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510353/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

239

Figura 20: Esquema didatico do grupo Il

NUMEROS IRRACIONAIS

construgao geométrica dos Operagdes com irracionais

| | | I
|

: irracionais da forma v/n I : Ja+b e Jaqlb :

[ 4 4

demonstragdo da
irracionalidade de \/E

’ ooy Y
INFINITUDE DENSIDADE
Aproximacao Erro
Truncamento
NUMEROS RACIONAIS

O esquema acima reflete o panorama de estudo desse grupo de atividades,
destacando os conjuntos dos nimeros racionais ¢ dos numeros irracionais ¢
explicitando as diferentes naturezas das atividades trabalhadas: os nimeros
irracionais da forma +x, apresentando a construgdo dessa infinita classe de

numeros; as operagdes entre esses numeros irracionais; a demonstragdo da

irracionalidade de \/E . Destacamos os conceitos de aproximagdo, truncamento e
erro que, foram trabalhados, exclusivamente, com as expressdes decimais finitas
e, por isso, os alocamos no esquema na parte referente ao conjunto dos nimeros
racionais. Nos quadros sombreados, indicamos as propriedades da infinitude e da
densidade, que foram tangenciadas nas atividades trabalhadas nesse grupo e que
sdo propriedades dos dois conjuntos, e por isso, estdo sobre a linha divisoria do
esquema. Incluimos também a propriedade da incomensurabilidade, especifica do
conjunto dos numeros irracionais, pois esta, apesar de ndo valorizada, foi
discutida com o grupo de alunos, principalmente nas atividades P9 e E4.

Nesse grupo de atividades, a pesquisadora precisou recorrer com mais

frequencia a momentos de exposicdo do que no grupo anterior, pois alguns
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resultados precisaram ser enunciados e exemplificados, e alguns até
demonstrados, pelo desconhecimento, pela solicitagdo e pelo interesse dos alunos.
Mesmo nestes momentos os alunos foram incentivados a falar sobre seus pontos
de vista sobre o assunto.

As propriedades 5 e 6 dos radicais, apesar de serem conhecidas pela
maioria dos alunos desta pesquisa, foram utilizadas equivocadamente por alguns.
Os resultados 5, de inequacdo modular e os 6 ¢ 7, de paridade, foram mais faceis
de resgatar, pois algumas imagens relacionadas ao conceito de distancia e
numeros pares e impares foram lembradas por alguns alunos. Os resultados 2, 8 e
9, porém, precisaram de um tempo maior de explicacdo, pois eram desconhecidos
no grupo dos sujeitos pesquisados. Os resultados 1 e 2, conforme registrado em
didrio, foram apresentados geometricamente. A Figura 21 ilustra como foram

expostos, no quadro negro, para os alunos.

Figura 21: Representagdo geométrica da inequacgéao |lb-N|<e

Se |b7N |<s,ent50—s<be<s. LogoN-eg<b<g+N.

4 I I8 >
T I T "

Nl- € N N|+ €

b € (N-g, N+¢)

Fonte: Diario de campo, junho de 2008.

Convém lembrar que, no método clinico, ¢ permitido fazer intervengdes
com o objetivo de esclarecer situagdes que ocorrem com o sujeito e favorecer a
descoberta de novos caminhos, visando a desvendar aspectos — imagens
conceituais — ainda desconhecidos. O pesquisador, diante do sujeito, estabelece

uma interagdo de forma que:

Coloca-se esse sujeito numa situagdo problematica que ele tem de resolver, ou
explicar e observa-se o que acontece. Enquanto se produz uma conduta do sujeito
(que, insistimos, pode consistir em simples agdes, em palavras ou em uma
combinacdo de ambas as coisas), o experimentador procura analisar o que esta
acontecendo e esclarecer seu significado. (Delval, 2002, p. 68)

Acreditamos que as explicagdes e perguntas devem provocar no sujeito
reacOes para investigar como as relagdes estdo acontecendo na nova situagdo que foi

estabelecida entre o pesquisador e o aluno na sua interagdo com o objeto estudado.
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6.3.2
Analise das atividades

Nesse grupo foram realizadas seis atividades envolvendo os aspectos
descritos, sendo que uma delas se diferenciava das demais, pois o enunciado
convidava o aluno a acompanhar o desenvolvimento de uma demonstragio'® feita
no quadro pela pesquisadora. Somente as atividades P9 ¢ P13 foram aplicadas no

estudo preliminar e no estudo principal.

6.3.2.1
Atividade P9: os niumeros irracionais da forma »

Essa atividade, aplicada nas duas etapas da pesquisa, associa o estudo dos
numeros reais com a geometria. Esclarecemos que o contexto visual da questdo é
geométrico, apesar de o desenvolvimento da questdo valorizar o aspecto aritmético'®’.

De acordo com os PCN, ¢ importante que o aluno “conheca numeros
irracionais obtidos por raizes quadradas e localize alguns na reta numérica,
fazendo uso, inclusive, de construgdes geométricas com régua ¢ compasso”
(Brasil, 1998, p. 106). Tal acdo ndo foi necessaria com o grupo de alunos
pesquisados, pois essas construcdes ja compdem o curriculo regular da disciplina
Desenho Geométrico, que esta presente em todo o Ensino Fundamental e Médio

do Colégio Pedro II e, além disso, ndo faz parte dos objetivos desta pesquisa.
Essa questdo relaciona medidas com os niimeros irracionais da forma Jn

e, para isso, apresenta um processo infinito de construcdo desses nimeros

irracionais. Para isso, a atividade ilustra uma forma de construir geometricamente
os nameros 1=+1, v2, /3,2=v4 ¢ 5, por meio de uma figura. A partir dessa
visualizacdo e das duas primeiras perguntas da atividade, os alunos sdo orientados

a perceber a sequéncia indicada e a responder quantos niimeros irracionais da
forma /n existem, até o niimero 100, com o propésito de conceber a infinidade

de nimeros que podem ser obtidos, no caso da sequéncia continuar para sempre.

1% A prova da irracionalidade do ntimero /2 .

107 . . L : 5
Caso o professor considere pertinente uma abordagem geométrica, sugerimos que a questdo

incentive a construgdo das hipotenusas com régua e compasso.
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No estudo preliminar

O objetivo dessa atividade foi verificar se o aluno, por meio da figura

dada, visualizou e percebeu como se constroem os numeros da forma Jn. A

Tabela 43 mostra o estudo prévio que realizamos na questio P9.

Tabela 43: Estudo prévio da questao P9

PERGUNTA

Observe a figura a seguir, na qual se omemmans
mostra a constru¢do dos numeros da

forma \/ﬁ , onde n € natural positivo. )
Entre os inteiros 1 e 2, temos o0s =B
ntmeros v/2 e /3 .

a) Entre os inteiros 2 e 3, temos os 045
numeros

b) Entre os inteiros 3 e 4, temos os nimeros

c) Entre os inteiros 1 e 100, quantos numeros nao inteiros da forma \/H existem? Apresente seu raciocinio.

RESPOSTA

]”modo:a)\/g,\/g,ﬁe\/g b)mmmm\/Hem

¢) Entre os inteiros 1 e 2 temos 2 numeros ndo inteiros da forma 'n
Entre os inteiros 2 e 3 temos 4 numeros ndo inteiros da forma «'n

Entre os inteiros 3 e 4 temos 6 numeros ndo inteiros da forma «'n

O numero de elementos aumenta numa PA de razdo 2,
logo precisamos calcular a soma 2 +4 +6+ 8+ 10+ ... + 198.

~ , (aj +ap)n
A soma dos elementos que estdo numa PA é dada por §,, = - Neste caso, teremos
2+198).99
S99 = % = 9900 numeros ndo inteiros da forma \/; entre os inteiros 1 e 100.

2°modo: De 1 a 100, temos a sequéncia \/7 \/E \/E \/Z e A9999 e A 10000 .

Esta sequéncia possui 10.000 numeros, desses, 100 sdo niimeros inteiros e todos os outros sdo numeros
irracionais. Total: 10000 — 100 = 9900.

OBJETIVO

a) Verificar se o aluno percebeu o processo de construgdo da sequéncia dos nimeros Jn,a partir do
exemplo feito entre os inteiros 1 e 2.

b) Verificar se, com mais esta etapa o aluno visualiza um padrdo de aumento dos niimeros da forma \/;
entre os nimeros inteiros.

¢) Observar se o aluno identificou o padrdo de aumento dos niimeros irracionais da forma Jn e como
procedeu no processo de contagem desses niimeros, sendo n natural entre 1 e 100.

TABULACAO DA QUESTAO - ITEM A

A 1 B
n° alunos 39 25 6
percentual 55,7% 35,7% 8,6%
TABULACAO DA QUESTAO - ITEM B
A 1 B
n° alunos 36 25 9
percentual 51,4% 35,7% 12,9%
TABULACAO DA QUESTAO - ITEM C
A 1 B
n° alunos 10 26 34
percentual 14,3% 37,1% 48,6%

A -adequada  I—inadequada B —em branco
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Todas as respostas obtidas nessa atividade constam no anexo 18. Os itens a
¢ b dessa questdo foram respondidos por quase 90% dos alunos. Destes, mais de
50% responderam adequadamente os dois itens, porém 22 alunos responderam
inadequadamente fornecendo somente dois nimeros nos itens a e b. Estes alunos,
possivelmente, repetiram a mesma quantidade do exemplo feito, nos itens a e b.
Além disso, apos efetuadas as analises, concluimos que o enunciado dos itens ndo
tornou explicito para o aluno que apresentasse todos os numeros entre 0s nimeros
inteiros fornecidos, o que pode ter sido um complicador na resolugdo da questao.

Dez alunos apresentaram, nas respostas dos itens a ou b, os numeros
inteiros /4, +9 ou +/16. E provavel que esses alunos tenham associado o
simbolo da raiz quadrada como um atributo relevante para numeros irracionais e,
por isso, os indicaram como exemplos de irracionais e ndo perceberam que sdo
numeros racionais.

Das respostas que consideramos adequadas, somente um aluno, no item a,
incluiu na resposta o nimero N apenas dois alunos incluiram, no item b, os
nameros v/9 e /16 . Todos os demais alunos responderam corretamente.

Apenas um aluno utilizou a calculadora e obteve aproximagdes racionais
para os nameros irracionais da forma » , mesmo assim, a questdo foi respondida
adequadamente. Dois alunos que também fizeram corretamente os itens a e b,
utilizaram como estratégia a constru¢do dos numeros 6, /7, /8 e /9, na
figura indicada.

Somente quatro dos dez alunos que acertaram o item c utilizaram
conhecimentos de sequéncia aritmética. Os demais resolveram esse item pela
segunda resposta apresentada na tabela do estudo prévio. Quase 50 % dos alunos
deixaram o item ¢ em branco. Dezesseis alunos que fizeram corretamente os itens
a ¢ b ndo souberam encaminhar o item c, indicando que processos que levam a
generalizagdo desse procedimento, possivelmente, ndo fazem parte do repertorio

desses participantes.

No estudo principal

Optamos por trabalhar essa questdo no estudo principal, por ser a Unica
desta tese que relaciona os nimeros reais com geometria e, portanto, seria o

momento de perceber as medidas sendo representadas por nimeros irracionais.
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Avaliamos que o envolvimento dos alunos foi mais significativo no estudo
principal, pois houve uma boa finalizagdo da questdo, fato que ndo ocorreu no
estudo preliminar.

Os itens a e b foram corretamente resolvidos por todos. Uma unica dupla
ndo percebeu o padrdo de aumento da contagem dos niimeros irracionais para
resolver o item c e, por isso, deixou o item em branco. A pesquisadora, durante a
realizagdo da atividade, perguntou a essa dupla, por que ndo haviam feito aquele
item e responderam: “ndo sabemos pensar no enunciado” (extrato do diario de
campo, abril de 2008). Identificamos uma situacdo semelhante a esta no estudo
preliminar: os alunos ndo fornecem descritores de imagem conceitual, pois,
provavelmente, ndo adquiriram na matematica escolar estratégias que os levassem
a abstragdes e generalizagoes.

O objetivo do resgate dessa questdo foi apresentar o numero irracional
como resultado de um processo de medi¢do e mostrar aos alunos a possibilidade
de uma medida determinada por régua e compasso ser expressa por um nimero
que possui uma representacdo decimal infinita e ndo periddica. Isso foi feito ao
término do segundo encontro, durante a discussdo sobre as atividades.
Acrescentamos que a pesquisadora foi ao quadro negro e apresentou uma outra
forma da construcdo desses irracionais. Este processo ¢ conhecido como “modelo

do caracol”, semelhante ao ilustrado na Figura 22, retirado da Colecdo II.

Figura 22: Construgao dos irracionais J2 e 3.

Fonte: Dante, 2004, p. 27, vol 1, 2004.

Esclarecemos que esta foi a unica das trés cole¢des que fez essa construgdo
geométrica para os irracionais da forma +» . Consideramos este processo bem

ilustrativo e amplo, ja que, ao tracar as semicircunferéncias com o compasso, o

autor localiza também os numeros irracionais negativos. Além disso, nesse
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mesmo recorte é enunciado o resultado “se n é um niimero primo, entdo +»n ¢ um
numero irracional”.
Apresentamos registros que ilustram como os alunos procederam na

contagem desses irracionais entre os nimeros 1 e 100.

E (Denise-Artur): 1 = /7 ¢ 10=+100

2.142.242.342.4+2.5+2.6+ ... +2.99=2(1+2+3+...4+99) = 1007 - 100 =
10000 -100 = 9900 2[(99+1).49+501=9900
Esquecemos como pensar nesse somatério de forma mais simples
acabamos descobrindo outra forma de resolvé-lo.

A dupla Denise-Artur fez a contagem dos nimeros irracionais semelhantes
as respostas apresentadas no estudo prévio da atividade P9 e demonstraram
habilidade na contagem dos termos de uma sequéncia aritmética por meio do
calculo 2[(99+1).49+50]=9900. Consideramos que o atributo relevante das somas
constantes dos termos a, € a,., faz parte do repertdrio de imagens desses alunos. A
resolugdo a seguir, da dupla Bruno-Celso foi baseada na sequéncia aritmética
correta, porém o nimero de termos ndo ¢ 198, mas 99. Além disso, foi finalizada
com um raciocinio ndo adequado, quando dividiu a soma obtida por 99.
Consideramos que, nesta ultima acdo — dividir por 99 —, a dupla, possivelmente,
utilizou um julgamento prototipico que se remete a média aritmética dos termos,

por se tratar de uma sequéncia aritmética.

E (Bruno-Celso): Nota-se que embora o intervalo numérico seja o
mesmo, ao aumentarmos o valor dos nimeros, aumenta-se 0 nimero
de raizes dentro desse intervalo.

198
Sn = (a1tag). > S, = (2+198)99 = 200.99 = 19800

19800~ 99 =200 R:200 raizes.

As alunas Thaissa ¢ Clara, no inicio da atividade, estavam fazendo a

contagem dos nameros irracionais da forma +», obtendo na calculadora os

valores aproximados dos nimeros V2,3 e A5, quando perceberam que nao
poderiam fazer isso até o 100, pois seria um processo muito demorado. Dessa
forma, mudaram de estratégia e chegaram ao resultado correto. Isso provocou em
Thaissa uma expressao de alegria, que foi exteriorizada no extrato que segue, pela

palavra “adoramos”.
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E (Thaissa-Clara): Fizemos de maneira diferente (conta por conta),
dessa vez usamos um método pratico e rapido.

2 =\/Z; 3 =49 todas as raizes entre essas, 1 =1 €100 =+10000
100 raizes exatas 9900 niimeros nao inteiros
(10000-100 raizes exatas), adoramos.

Na afirmagdo da dupla “fizemos de maneira diferente (conta por conta)”,
as alunas referem-se aos valores aproximados obtidos na calculadora para os
mimeros 2, 3 e /5. A imagem conceitual que Thaissa ¢ Clara estio
exteriorizando sobre esses niumeros, no atributo ‘conta por conta’, ¢ a de que se
referem a esses nimeros como operagdes que precisam ser resolvidas. Trata-se
talvez, de um julgamento prototipico baseado no simbolo da raiz quadrada,
indicando uma operagdo, assim como aprenderam com o0s nimeros naturais no
Ensino Fundamental.

O uso de aproximagdes para os nimeros irracionais ¢ um habito muito
utilizado nos livros didaticos, que pode ser prejudicial em contextos matematicos,
pois os alunos acabam transformando, por exemplo, as falsas igualdades © = 3,14,
\/§=1,4 e \/g = 1,7 em exemplos prototipicos. E “naturalmente” utilizam a
aproximacdo racional em substituigdo ao numero irracional, sem o rigor em
esclarecer que se trata de uma aproximagao. O uso constante dessas aproximagdes
como igualdades faz que os alunos passem a té-las como exemplos prototipos,
constituindo uma imagem conceitual incorreta de nimero irracional. Essa atitude
da dupla foi importante para a pesquisadora explicar ao grupo de alunos o cuidado
que se deve ter no uso das aproximagdes, conforme sugere Palis (1999). Os alunos
Antonio, Fernando e Clara fizeram a contagem utilizando a estratégia do 2° modo
de solugdo, apresentado na Tabela 43, porém, equivocadamente, s6 realizaram a
contagem entre 1 e 10. Ilustramos a solugdo apresentada por Antdnio para

exemplificar esse caso.

E (Antonio): 1<+/n <100, 1 =1, 4 =2, J9 =3
1-100= 100 nimeros Nao inteiros= 100- inteiros
12=1;107=100 10 inteiros e 90 ndo inteiros.
Ao finalizar a atividade, apos entender que havia considerado somente até

o dez, Antonio perguntou sobre a contagem das raizes cibicas de n ¢ observou

que o crescimento dos numeros irracionais da forma n , entre naturais, ¢ dado
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pela soma dos 100 primeiros numeros da sequéncia (6, 18, 36, ...). Esta ¢ uma
progressao aritmética de segunda ordem de razdo 6. Consideramos que a atividade
P9 contribuiu para que Anténio pensasse num outro subconjunto infinito de
irracionais, as raizes cubicas de n. O aluno percebeu o padrdo de aumento ¢

associou de forma adequada outros exemplares ao contexto vivenciado. Esse

mesmo aluno deduziu que o nimero de irracionais da forma 3/n, entre os inteiros
1 e 100 € 999900. Calculou esse nimero fazendo 1000000 — 100 = 999900. Esta
situacdo foi exposta por Antdnio para todos os outros sujeitos da pesquisa.
Consideramos essa atividade motivadora, pois além de possibilitar
descritores para a analise, também contextualizou os niimeros irracionais no

estudo das sequéncias ¢ da Geometria.

6.3.2.2.
Atividades P13, C1 e C2: os numeros irracionais da forma . e as
nog¢oes de aproximagdes racionais e densidade

As atividades 11 e 13, que foram aplicadas somente no estudo preliminar,
abordaram a densidade dos nimeros racionais e irracionais e objetivou perceber o
universo numérico dos participantes, por meio das representagdes mais utilizadas
por eles. A questdo 11 limitou-se a solicitar nimeros reais pertencentes ao
intervalo (0, 1]; ja a questdo 13 investigou as vizinhangas do numero N = 2,314.
Analisaremos a atividade 13, que utilizou enunciados equivalentes, por meio das

inequacdes simples e das inequagdes modulares.

No estudo preliminar

O objetivo dessa atividade foi identificar, nas respostas, exemplos
prototipos de nimeros reais pertencentes ao intervalo dado. Cada intervalo ¢ uma
vizinhanga cada vez mais proxima do numero racional N = 2,314. Esclarecemos
que as duplas de itens a e ¢, b e d, e ¢ f referem-se a0 mesmo intervalo, diferindo
apenas no enunciado pela linguagem matematica utilizada. A Tabela 44 mostra o
estudo prévio relacionado a questdo P13, com base nas respostas dos 70 alunos,

que estdo listadas no anexo 19.
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Tabela 44: Estudo prévio da questao P13

PERGUNTA

Considere N = 2,314. Encontre dois valores para b, que satisfazem as desigualdades em cada caso:
a)N-0,l<b<N+0,1 b)N-0,01 <b<N+0,01 o)lb-N| <0,
d)|b-NJ| <001 ¢) N—0,00001 <b <N +0,00001 f)lb—N| <0,00001

RESPOSTA

a) Qualquer numero real b que satisfaga a inequagdo 2,214 < b < 2,414.

Sdo infinitos numeros que atendem a essa condi¢do. Por exemplo, 2,215 e 2,216 ou 2,3 e 2,4.
b) Qualquer nimero real b que satisfaga a inequagdo 2,304 < b < 2,324,

Sdo infinitos niumeros que atendem a essa condi¢do.

¢) Basta observar que/be/ <01->N-01<b<N+0I.

Mesma resposta do item (a)

d) Basta observar que/b _N/< 001 —<N—-001<b<N+ 00!

Mesma resposta do item (b)

e) 2,314—-0,00001 <b < 2,314+ 0,0000] < 2,31399 <b <2, 31401

Qualquer numero real b que satisfaca a inequagdo 2,31399 < b < 2,31401.

f) Basta observar que: /b—N/| < 000001 ¢ equivalente a

N—-0,00001 <b <N+ 0,00001. Mesma resposta do item (e)

OBJETIVO

Observar de que maneira os alunos manipulam as desigualdades, se ¢ passando por todas as etapas da
resolucdo da inequagdo apos substituir o valor de N, ou por tentativas, na observacdo de truncamentos
na casa decimal correspondente.

TABULACAO DAS RESPOSTAS — ITEM A

A 1 B
n° alunos 39 16 15
percentual 55,7% 22,9% 21,4%
TABULACAO DAS RESPOSTAS — ITEM B
A 1 B
n° alunos 34 17 19
percentual 48,6% 24,3% 27,1%
TABULACAO DAS RESPOSTAS — ITEM C
A 1 B
n° alunos 21 23 26
percentual 30,0% 32,9% 37,1%
TABULACAO DAS RESPOSTAS — ITEM D
A 1 B
n° alunos 21 23 26
percentual 30,0% 32,9% 37,1%
TABULACAO DAS RESPOSTAS — ITEM E
A 1 B
n° alunos 17 24 29
percentual 24,3% 34,3% 41,4%
TABULACAO DAS RESPOSTAS — ITEM F
A 1 B
n° alunos 8 29 33
percentual 11,4% 41,4% 47,2%

A —adequada I-inadequada B —em branco

Exploramos a nogdo de densidade, com uma vizinhanga do N cada vez
menor, buscando, nas respostas apresentadas, inferéncias a respeito do universo
numérico do aluno. Consideramos como respostas adequadas somente aquelas que
apresentaram dois exemplos, conforme foi solicitado no enunciado. Dos 39 alunos
que responderam adequadamente o item a, 26 apresentaram como resposta todos

os possiveis valores de b por meio da inequagdo 2,214 <b < 2,414. Analisando as
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16 respostas que consideramos inadequadas, percebemos que 11 também
indicaram a inequagdo corretamente. Isso implica que mais de 50% dos sujeitos
pesquisados reconheceram o intervalo de possiveis valores para o nimero real b.

Dos exemplos obtidos nos itens a ¢ ¢, apenas doze alunos forneceram, em
algum deles, pelo menos um dentre os dois possiveis valores de b com exatamente
uma casa decimal, que sdo os numeros 2,3 ¢ 2,4. Considerando as respostas
adequadas nesses itens, a maioria dos alunos exemplificou o nimero N com trés
casas decimais. Somente trés participantes indicaram niimeros com quatro casas
decimais e n3o obtivemos exemplos com mais de quatro digitos decimais. Os
exemplos prototipos obtidos nos registros referentes a esses dois itens foram os
numeros 2,215, 2,216, 2,311, 2,312, 2,313, 2,314, 2,412 ¢ 2,413. Todos
caracterizam a ideia equivocada de sucessor de um numero decimal. Tal fato
também ocorreu em Igliori & Silva (1998).

O numero de respostas adequadas diminuiu quase 50% do item a para o
item ¢ — itens de enunciados equivalentes —, indicando a pouca habilidade dos
alunos em inequagoes modulares. Possivelmente, é um tema pouco valorizado no
Ensino Médio e, por isso, os alunos depararam-se com dificuldades. Dos 21
alunos que responderam adequadamente o item ¢, nove resolveram a inequagéo
sem considerar o médulo, isto é, levaram em conta somente que b-2314 < 0,1.
Cinco alunos que utilizaram a mesma estratégia deram como exemplos respostas
inadequadas, tais como: 0;1; 1,5; 2; 2,2 ¢ 2,212.

E importante ressaltar que 11 dos 16 participantes que responderam de
forma inadequada o item a, chegaram a desigualdade correta, isto ¢, 2,214 <b <
2,414. No item ¢, somente um dos 23 alunos teve esse mesmo desempenho e seis
deles forneceram somente o limite superior b < 2,414, Isso ¢ um indicador de que
ndo reconheceram o item ¢ como sendo a mesma inequacdo do item a.
Esclarecemos que a maioria desses alunos ndo concluiu satisfatoriamente a
questdo, ou por ndo fornecerem exemplos, ou por responderem com apenas um
exemplo. Isso aponta que a leitura do comando da questdo nao foi completa.

Comparando as questdes e e f, percebemos as mesmas caracteristicas em
relagdo a dupla de itens @ e ¢ e b e d. Das respostas certas obtidas, no entanto,
algumas tiveram destaque como, por exemplo, os niumeros: 2,3140000000101;
2,31400000000002; 2,313999999999. Avaliamos que estes alunos se destacaram,

pois, ao fornecerem exemplos bem mais proximos de N, indicaram maior
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percepgao da propriedade da densidade no conjunto dos niimeros racionais.
Consideramos que o encaminhamento da questfio ¢ a condigdo numérica
do numero N, como um decimal finito, limitaram o campo numérico dos
exemplos obtidos, pois ndo foram fornecidas nas resolugdes exemplares, tais
como, as dizimas periodicas e os nimeros irracionais. Além disso, os exemplos
prototipos dos niimeros decimais finitos que foram respondidos continham poucos
digitos na parte decimal, o que caracteriza uma imagem conceitual parcial da

propriedade da densidade no conjunto dos niimeros reais.

No estudo principal

Optamos por ndo trabalhar a questdo 13 no estudo principal, pois
consideramos que seu enunciado, ao utilizar um nimero decimal finito como
referéncia, fez que as respostas dos alunos fossem da mesma natureza, pois, como
j& observamos, s6 foram obtidos numeros decimais finitos nas respostas. Além
disso, a quantidade de dados obtidos foi satisfatoria para a analise que acabamos
de apresentar.

As atividades C1 e C2, que analisaremos a seguir, foram as questoes 1 ¢ 2
trabalhadas no 5° encontro do estudo principallog. Elas aproximam-se do
enunciado da questdo 13, pois também exploram a propriedade da densidade,
porém os numeros fixados como referéncia nessas atividades sdo numeros
irracionais. A atividade C1, apresentada da Tabela 45, utiliza o numero irracional
V3 +4/5 e solicita que os alunos fornegam aproximacgdes deste numero que se
restrinjam a uma determinada vizinhanga, cada vez mais fina, indicada em cada
item. O estudo de Leviatan (2006) estimulou-nos na escolha desta questdo que
adaptamos para alunos do Ensino Médio.

Esclarecemos que os alunos receberam, juntamente com a ficha
correspondente a essa atividade, uma tabela preparada no Excel contendo as raizes

quadradas de N, em que 0 < N < 50. Esta tabela encontra-se no anexo 20.

"% A ficha correspondente a essa atividade encontra-se no anexo 9.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510353/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

251

Tabela 45: Atividade C1 - 5° encontro

PERGUNTA
Dé uma aproximacao para NEENES , COmM €ITO Menor que:
a) 10” b) 107 ) 10 d) 10°

RESPOSTA

A solucdo que contempla todas as respostas dos itens dessa atividade sdo fornecidas a partir de
uma inequagdo, obtida apos se utilizar o conceito de erro de uma aproximagdo. Consideramos
relevante apresentar nesse espaco uma solug@o geral, mesmo que esse ndo tenha sido o objetivo da
atividade.

Se o erro for um nimero real €, qualquer b € R que satisfaga a inequagdo |b -( J3+45 )| <g ¢

uma aproximacao de \/5 + \/E com erro menor que €. Desenvolvendo, temos:
£<b-(J3+/5)<e o e+ 345 <b<e+ 345

) 0,1 + /3+4/5 <b<0,1+3+45 .. 3,8681187850... <b < 4,0681187850...

) -0,01 + V3445 <b<0,01 + 3+45 . 3,9581187850... <b < 3,9781187850...

) -0,0001 + V3 ++/5 <b<0,0001 + V/3+/5 .. 3,9680187850... <b < 3,9682187850...

d) -0,000001 + /3 ++/5 <b<0,000001 + /3 ++/5 . 3,9681177850... <b < 3,9681197850...

OBJETIVO

Identificar nas respostas a forma como encaminharam a questdo e observar nas aproximagdes
fornecidas, quais sdo os exemplos prototipicos desse grupo de alunos.

Concluimos que os conceitos de aproximagdo e¢ de erro presentes no
comando da questdo Cl, na qual estdo relacionados, possivelmente, ndo fazem
parte do repertorio de atividades vistas pelos alunos no Ensino Médio, pois
provocaram uma sensagdo nos alunos de “ndo saber fazer”. Esclarecemos que,
inicialmente, os alunos ficaram livres para responder as questoes, mas a falta de
vivéncia com esse tipo de atividade os fez recorrer a pesquisadora com a questao:
“como assim, professora, com erro menor que, o que quer dizer?” (Pergunta de
Clara, extrato de diario de campo, maio de 2008).

A pesquisadora entdo apresentou alguns exemplos para os alunos,
enfatizando a nogdo de distancia. Também resgatou exemplos de aproximacgdes
que eles utilizam ao longo do Ensino Médio, quando consultam as tabelas
trigonométricas e logaritmicas, nas aulas de Fisica e at¢ mesmo, nas aproximagdes
de valores observados numa calculadora. Por fim, a partir de dois exemplos
numéricos, solicitou dos alunos uma aproximacdo para cada nimero e mostrou
como se faz para calcular o erro da aproximacao realizada. A Figura 23 ilustra os

dois exemplos utilizados.
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Figura 23: Intervencao da pesquisadora: ideias de erro e aproximagao.

Os numeros foram 3,703 e «t e as correspondentes aproximagdes foram 3,7 e 3,1415.
a) 3,703-3,7=0,003
Aproximamos 3,703 por 3,7 e isto corresponde a um erro de 0,003, entdo dizemos que o

. . C . 1 )
erro dessa aproximagdo que € ¢ maior que =10 e menor que ﬁ =107

b) - 3,1415=

Nesse caso, consultamos o niimero 7 na calculadora e usamos a representagao
3,14159265... 3,14159265... - 3,1415 = 0,00009265...

Esse nimero esta entre 0,00001= 107 € 0,0001=10"

i
i
i
i
i
i
i
i
i
i

. ~ . _4
! Logo essa aproximacgdo possui erro menor que 10™.

Fonte: Extrato de diario, junho de 2008

As intervengdes feitas pela pesquisadora procuram estimular agdes por
parte dos alunos na conexdo de exemplos e ideias. De acordo com Delval (2002,
p. 70), “a conversa com o sujeito serve para dar-lhe instru¢des e nos ajuda a
interpretar o sentido que ele faz”. A Tabela 46 apresenta as respostas obtidas dos

alunos na questdo Cl.

Tabela 46: Respostas obtidas pelas duplas na questao C1.

ALUNO TTEM A TTEM B TTEM C TTEM D

Fernando

o pnancs 3.9 3.96 3.968 3.968117
Artur e 3.9 3.96 3.9681 3,968118
Denise

Thaissa e 3.9 3.96 3.9681 ~3,968118
Clara

Antonioe | 171 29-39 1737223= | 1.732012.2360 = | 1.732050+2.236067
Carla T+2,2=3, 3.96 3.9680 —3.968117
Babele | | 12030 173 +223= | 1.732012.2360 = | 1.732050+2.236067
Vinicius T +22=3, 3.96 3.9680 ~3.968117

A maioria dos alunos buscou na tabela recebida, feita no Excel,

truncamentos para 0s nimeros \/E € \/3 , efetuou a soma desses truncamentos ¢
forneceu o resultado ilustrado na Tabela 46 como resposta. Nos itens a e b, todos
os alunos responderam, respectivamente, 3,9 e 3,96. No item c, as respostas foram
3,9680 ¢ 3,9681, esta ultima fornecida pelas duplas Denise-Artur e Thaissa-Clara,
que também responderam 3,968118, diferente das demais duplas com o numero
3,968117. Essas diferentes respostas foram importantes para mostrar aos alunos a
diferenga entre aproximagdo e truncamento.

Observamos nas fichas que as diferentes respostas aconteceram de duas

formas: fazer os truncamentos de +/3 e +/5 na tabela do Excel e depois soma-los;

ou utilizar a calculadora e buscar uma aproximacdo para a soma V3 +4/5. Por
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exemplo, as duplas Denise-Artur e Thaissa-Clara forneceram suas respostas
realizando truncamentos da soma +/3++/5 , a partir do niimero 3,9681187850687,
obtido pelas duplas na calculadora, isto ¢, eles partiram de uma aproximacdo da

soma /3 +/5 para fazer a questdo. As outras duplas fizeram truncamentos nos

nimeros +/3 e /5 antes de obter um valor aproximado para\/g +4/5.
Apresentamos a Tabela 47 que ilustra e organiza essas duas estratégias

utilizadas  pelos  alunos.  Trabalhamos com o numero racional

3,96811878506866698993662, que ¢ um truncamento com 23 digitos da soma
\/E +\/§ , como referéncia para elaborar a tabela. A partir desse numero,

sombreamos na tabela os nimeros racionais que sdo aproximagdes para J3+4/5,

mas que ndo sdo truncamentos. Convém esclarecer que os valores apresentados na
tabela ora sdo truncamentos, ora sdo aproximagdes dos nimeros irracionais em

questao.

Tabela 47: Comparando os valores obtidos na atividade para \/§+ \/E .

TRUNCAMENTO | TRUNCAMENTO | DENISE-ARTUR OUTRAS DUPLAS
casa
decimal raiz(3) raiz(5) raiz(3)+raiz(5) somando os
1,73205080756 2,236067977 |3,9681187850687 truncamentos
1? 1,7 2,2 3,9 3,9
2* 1,73 2,23 3,96 3,96
3? 1,732 2,236 3,968 3,968
42 1,7320 2,2360 3,9681 3,9680
52 1,73205 2,23606 3,96811 3,96811
6* 1,732050 2,236067 3,968118 3,968117
7* 1,7320508 2,2360679 3,9681187 3,9681187
8* 1,73205080 2,23606797 3,96811878 3,96811877
9* 1,32050807 2,236067977 3,968118785 3,968118784

Observamos que a maioria dos alunos ndo respondeu adequadamente os
itens ¢ ¢ d, quando forneceu a soma dos truncamentos, pois ao calcularem
\/E +\/§ = 1,7320+2,2360 = 3,9680, encontraram como resposta um numero que
da um erro de 0,000118..., que ¢ maior do que 10™*. O mesmo aconteceu no item
d. Essas comparagoes foram expostas e debatidas ao final do encontro, quando a
pesquisadora, além de apresentar para o grupo as duas diferentes estratégias que
os alunos usaram na resolugdo, explicou o porqué de o erro ter ocorrido, na
estratégia que utiliza os truncamentos.

Convém ressaltar que o estudo feito por Leviatan (2006) foi fundamental e
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bastante esclarecedor na condug@o e na analise dessa atividade. Apesar de a
pergunta dessa atividade ser aberta, pois os alunos poderiam ter fornecido varias
respostas diferentes, surgiram somente duas solugdes distintas. Concluimos que a
intervencdo da pesquisadora, ao esclarecer o conceito de erro por meio de
exemplos, esta diretamente ligada a esse fato.

Nesse sentido, apesar de, em consondncia com Hershkowitz (1994),
entendermos a visualizagdo como parte integrante do processo de
desenvolvimento dos conceitos matematicos, nesse caso especifico da atividade
Cl1, concordamos com Vinner (1993, apud Costa 2002), ao afirmar que os
elementos visuais podem empobrecer a imagem conceitual.

Por isso, como a intervengdo foi feita com base em exemplos que
utilizaram truncamentos na expansdo decimal do nimero irracional, os alunos
reproduziram o procedimento apresentado pela pesquisadora na realizacdo da
atividade. Avaliamos que, se ao invés de um exemplo, fossem solicitados dois
exemplos na atividade, e, se pelo menos um dos exemplos solicitados fosse um
numero irracional, caracterizariamos melhor a imagem conceitual dos alunos
relacionada a densidade e as possiveis representacdes de nimeros irracionais que
surgiriam nos exemplos prototipos.

A atividade C2, apresentada na Tabela 48, ¢ semelhante a atividade P13,
sendo que, na atividade C2, o nimero N ¢ irracional. Muitos alunos deixaram em
branco, no estudo preliminar, os itens que envolviam moédulo. O enunciado dessa
questdo ndo foi relacionado pelos alunos com a questdo anterior, apesar de as duas
atividades se referirem ao mesmo conceito. A linguagem utilizada nessa atividade

¢ mais formal e ndo vivenciada na sala de aula.

Tabela 48: Atividade C2 - 5° encontro

PERGUNTA
Considere N = /77 . Encontre os valores de b, que satisfazem as desigualdades em cada caso.
a) [b-N |<10? b) [b-N|<10°

RESPOSTA

V11 =3,316624790355399849114932736670...

a) |b=+11 1<10?  -0,01<b-+17 <0,01 -0,01+ 11 <b <0,01+ 17

qualquer b real que satisfaca a inequacgdo: 3,30662479... <b < 3,32662479...

b) |b-11 |<10°  -0,00001 <b—+/77 <0,00001 -0,00001 + +/71 <b<0,00001 + 77
qualquer b real que satisfaga a inequagdo: 3,31661479... <b <. 3,31663479...

OBJETIVO

Identificar nas respostas como manipularam a inequagdo, se forneceram respostas com infinitos
resultados ou somente exemplos prototipicos.
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A notacdo modular e o nimero irracional +/// dificultaram o

desenvolvimento da atividade. Uma primeira atitude dos alunos foi substituir

J11 por uma aproximacdo racional. Essa aproximagdo foi obtida na tabela
recebida, feita no Excel, ou por meio da calculadora.

Decidimos optar novamente por esta simbologia utilizando moddulo, visto
que os sujeitos da pesquisa sdo alunos do Ensino Médio e que, teoricamente, as
equagoes e inequagdes modulares fazem parte do programa de Matematica deste
segmento de ensino. Um outro aspecto relevante, que diz respeito aos objetivos da
pesquisa, foi buscar respostas para uma de nossas perguntas, que visa a detectar
quais atividades favorecem a manifestacdo de prototipos, com a finalidade de
caracterizar a imagem conceitual do aluno. Assim, foi pertinente aplicar
atividades de diferentes naturezas para perceber como esses sujeitos as
manipulam. Também ¢ importante destacar que concordamos com Palis (1999)
quando defende uma familiarizagdo com o emprego da simbologia de valor
absoluto nas situagdes de aproximacdo, ainda na matematica escolar. Além desses
fatores, queriamos avaliar se, com um grupo reduzido de alunos, sob a perspectiva
do método clinico, obteriamos mais detalhes na analise das respostas em
comparagdo com a questdo P13 trabalhada no estudo preliminar.

No item a, solicitamos valores proximos de N, com erro menor que 107; ja
no item b esse erro tem que ser menor que 10”. Os alunos trabalharam durante a
resolucdo desta questdo sem a ajuda da pesquisadora, pois ja havia ocorrido uma
interveng@o. Objetivamos assim, reconhecer como manipularam as inequagdes em
conexao com o numero irracional e como interpretaram o que estava acontecendo
na evolucdo dos célculos. Apresentamos a seguir a Figura 24 que ilustra a resolu¢io
feita pela dupla Denise-Artur; vamos compara-la com o desenvolvimento

apresentado pela dupla Carla-Antonio, apresentado na Figura 25.

Figura 24: Atividade C2 feita pela dupla Denise-Artur
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As duas duplas trabalharam somente com o limite superior da inequagdo, o
que ¢é equivalente a resolver a inequagdo simples, isto ¢, ignoraram a operago
modular presente na atividade. Dessa forma, as duplas apresentaram respostas
incompletas. Denise e Artur substituiram o numero irracional N= V11, nos itens a
¢ b da atividade, respectivamente, pelos truncamentos 3,31 e 3,31662. No item a,
o truncamento foi feito na segunda casa decimal e no item b, na quinta cada
decimal. A Figura 25 mostra o registro da dupla Carla-Antonio que utilizou o

truncamento 3,316 nos dois itens.

Figura 25: Atividade C2 feita por Carla-Antonio

2) Co;sidere N= Jﬁ?ﬁiiinﬁe os valores de b, que satisfazem as desigualdades em cada
z"jS\OBANkm-’-/O’M V b}Ebei<10'5/O’OOOO4
p< 0,04 + Hdl b < 0,000001 ¥ 5316
b< 3,526 b< 5, %1601

As duas duplas forneceram como respostas conjuntos que tanto incluiam
infinitos elementos que ndo atendiam a inequacdo, como também deixaram de
acrescentar infinitos elementos que contemplavam a mesma inequagdo dada. Ao
comparar as diferentes respostas dadas pelas duas duplas, mas considerando
somente o limite superior, observamos que a dupla Carla-Anténio no item a,
apresentou na solugdo b < 3,326 elementos que a dupla Denise-Artur, com a
solug¢do b < 3,32, ndo contemplou. No item b, no entanto, a dupla Denise-Artur
teve um desempenho melhor com a solug¢do b < 3, 31663 do que a dupla Carla-
Antonio com a solugdo b < 3,31601.

Tais fatos ocorreram em fungdo do truncamento realizado. A forma de
resolucdo que destacamos foi utilizada pela maioria dos alunos. Os alunos Vinicius
¢ Bruno, apesar de terem chegado ao mesmo resultado da maioria, cometeram
equivocos ao longo da resolugdo: primeiro, ao elevar a inequagdo ao quadrado, de

forma incorreta, depois ao extrair a raiz quadrada, conforme mostra a Figura 26.

Figura 26: Atividade C2 feita por Vinicius-Bruno

\

Cabaaiy e
Iy LB 31660
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Consideramos que esses procedimentos inadequados foram provocados por
uma necessidade de se livrar da raiz quadrada, ou também ¢é possivel que eles
tenham relacionado o modulo com raiz quadrada, em consequéncia do estudo de
numeros complexos e vetores que eles vivenciaram nas aulas regulares da 3% série.

A agdo de elevar ao quadrado ¢ bastante observada no dia a dia da sala de
aula, durante a resolug¢@o de equagdes e, normalmente, acontece sem a necessidade
de utiliza-la. Destacamos também a falsa propriedade aplicada ao desenvolver o
quadrado da diferenga de dois nimeros. Essa dupla usou equivocadamente que (b-
JN )*=b* - N, uma falha muito comum na matematica escolar.

A dupla Clara-Isabel também ndo contemplou na resposta fornecida todas
as solucdes, porém o desempenho foi melhor do que o das outras duplas. As
alunas iniciaram a questdo efetuando um truncamento na primeira casa decimal
em N e procederam conforme as outras duplas, no entanto, atenderam ao limite
inferior necessario que a questdo exigiu. O desenvolvimento dessa atividade feita

por essa dupla esta ilustrado na Figura 27.

Figura 27: Atividade C2 feita por Clara-Isabel.

Ao retornar as gravagdes, concluimos que a dupla realizou tal condi¢do por
tentativa, atribuindo valores e levando em conta as hipoteses do problema, porém
nao desenvolveu a resolu¢do algébrica da atividade. Julgamos pertinente
apresentar os trechos da gravagdo que eclucidaram a estratégia usada pela dupla
Clara-Isabel, o que as levou a realizar a questdo de forma mais abrangente, pois
ndo consideraram somente o intervalo a direita do N, mas também a esquerda de

N. Isso foi um diferencial em relagdo as outras duplas.

G (Clara): 338?

G (Isabel): 318.

G (Clara): Ahh, menos 3,31...,

G (Isabel): E d4 0,008.

G (Clara): Entdo € de 3,31 até 3,32.
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G (Isabel): b ta entre 3,31 e 3,32.

G (Clara): Como ¢ que vocé pensou nisso? Foi pensando em todos os
valores?

G (Isabel): Nao, tava pensando que tanto pro positivo quanto pro
negativo, os valores tdo ligados a 0,01, 0,02, ai eu pensei que tem que
ser alguma coisa entre.

G (Clara): Uma coisa mais quebrada, né?

G (Isabel): Pde que b esta entre, sabe tipo daquele jeito?

G (Clara): Como assim?

G (Isabel): Aquele jeito 14, aqueles...

G (Clara): Ah ta, € pode ser, sei 1a , tipo um conjunto b?

G (Isabel): Nao pde tipo b... pde assim olha.

Esta atividade possibilitou as alunas Clara e Isabel exteriorizarem
descritores de imagem conceitual associados a densidade, na tentativa de
sistematizacdo desse pensamento, para realizar o registro escrito, apresentado na
Figura 27. A dupla Felipe-Eduardo s6 respondeu o item a dessa questdo. No item
b, apenas substituiram 107 por 0,00001. A figura 28 mostra o desenvolvimento do

item a, realizado, inicialmente, da mesma forma que as outras duplas.

Figura 28: Atividade C2 feita por Fernando-Eduardo.

2) Considere N= J11. Encontre os valores de b, que satisi

caso. _ : =
a) [b-N |¢10? IRl
e e b s

N=3,316L 249503550 e
L<toenN 2331600 I35 Buc
: 336 : :

Observamos que a dupla buscou o valor de N na tabela do Excel, que

fornece uma aproximacgao para o numero irracional V11 e realizou um truncamento
na terceira casa decimal, para utilizar na resolugdo da atividade. Percebemos uma
tentativa da dupla em responder formalmente a questdo, utilizando a linguagem de
intervalos. Felipe e Eduardo complicaram a escrita da solugdo, mas responderam de
forma coerente com a inequagdo que finalizou a questao.

Quando escolhemos a atividade C2 semelhante a P13, optamos por utilizar
um numero irracional, no caso Ji1 , a0 invés de uma representacdo decimal
finita, como aconteceu na atividade P13. Isso porque queriamos observar se, ao
mudarmos o numero apresentado para irracional, as respostas obtidas também

seriam nimeros irracionais. Constatamos que isso ndo alterou os dados, pois todos
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0s alunos substituiram /77 por uma aproximagdo racional.

Essa atividade ndo usual mostrou novamente que a falta de habilidade e de
entendimento na resolugcdo de inequagdes modulares ¢ um indicador que esse
topico, para ser explorado, necessita de atividades anteriores que explorem o
conceito de distancia. As diferentes solugdes que foram obtidas, mesmo
inadequadas, favoreceram as discussdes sobre vizinhangas com comprimentos
cada vez menores e sobre como poderiamos nos aproximar cada vez mais da
solucdo correta. Observamos o uso de falsas propriedades muito recorrentes na

matematica escolar.

6.3.2.3
Atividades D3 e F4: operando com as raizes quadradas

Essa questdo foi trabalhada somente no estudo principal. A Tabela 49
mostra a atividade que apresenta a soma dos irracionais, por meio do exemplo J3

e \/E , feito na atividade C1. A escolha dessa atividade também foi motivada pelas
pesquisas realizadas por Palis (1999) e Leviatan (2004 e 2006) quando
questionam qual o significado da soma de numeros irracionais, visto que o
algoritmo da soma de numeros ¢ um processo finito feito da direita para a
esquerda e que, portanto, ¢ necessario pensarmos na ultima casa decimal. O
problema ocorre quanto a realizar tal operacdo no caso dos numeros irracionais,
pois esses nmimeros, quando representados na forma decimal, ndo possuem a

ultima casa decimal.

Tabela 49: Atividade D3 — 6° encontro

PERGUNTA

Encontre os resultados dos itens a seguir e comente sobre cada operacgdo realizada, destacando
facilidades e dificuldades.

a) V2 +48 b) V7 +413 ¢) V3427 d) V15415

RESPOSTA

a) V2+2d2=32 ouyis
b) 7 ++/13 - esta operagio precisa ser realizada por meio da sequéncia formada pelas somas

parciais, onde cada termo é obtido pelas respectivas somas dos truncamentos de 7 e 73 . Deve-
se ficar atento a cada digito obtido, pois este pode ser alterado em fun¢do do truncamento
realizado.

V7 =2,64575131106459... Y13 =3,60555127546398...

S1=2,6+3,6 =6,2 o 1°digito decimal esta correto

S,=2,64+3,60 = 6,24 o0 2° digito decimal nao ¢ 4, pois ele foi alterado na soma do terceiro digito
S3 =2,645+3,605 = 6,250 o 3° digito decimal estd correto
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S, =2,6457+3,6055 = 6,2512... 0 4° digito decimal foi alterado

S5 =2,64575+3,60555 = 6,25130 o 5° digito decimal esta correto

S¢ = 2,645751+3,605551 = 6,251302 o 6° digito decimal ndo podemos afirmar, ¢ preciso ver o
proximo termo

A sequéncia infinita de racionais que converge para o nimero V7 +413 ¢ (6,2; 6,25; 6,251;
6,2513; 6,25130; ...)

) V327 = /81=9

d) V15415= 225 =15

OBJETIVO

Verificar se os alunos manipulam algumas propriedades possiveis de serem usadas nos itens a, ¢ €
d. Perceber como a operagdo do item b € realizada. Mostrar a dificuldade de somar e multiplicar
nimeros irracionais.

Os alunos conduziram os exercicios de forma variada. Decidimos analisar

uma questdo de cada vez, para comparar aspectos comuns ¢ distintos utilizados na

realizacdo da atividade. No item a, todos chegaram a resposta J2+242=342,
mas ¢ importante esclarecer que os alunos acrescentaram em todos os itens, além
da resposta adequada, uma resposta aproximada. Destacamos a seguir as

resolucdes apresentadas pelas duplas Antonio-Thaissa e Bruno-Celso.

E (Antonio-Thaissa): v2 1242 =342 4,24264068711929=418

Fécil, pensei no v18 logo, mas fiz a conta para ter certeza,
confirmacio.

E (Bruno-Celso): 242 +4/2=32=4242= |18

Antdnio e Thaissa somaram os nimeros irracionais adequadamente, porém
tiveram a necessidade de confirmar o resultado 3+2 =+/18 na tabela do Excel.
Para isso, realizaram a operacdo J2++/8 com valores obtidos na tabela e o

resultado obtido diferiu do correspondente na tabela ao nimero +//8 , somente na

ultima casa decimal informada. Essa énfase que a dupla atribuiu a confirmagao na

tabela caracteriza a forga que a representacdo decimal tem para essa dupla e

também indica que o nimero 3+/2 ndo foi suficiente para convencé-los de ser
essa a resposta correta. A dupla Bruno-Celso procedeu da mesma forma. Convém
destacar o sinal de aproximagdo corretamente utilizado por esses alunos,
caracterizando um descritor de imagem conceitual mais rigoroso em relacdo aos
cuidados que se deve ter com a simbologia utilizada.

Vinicius, na sua resolugdo, ndo apresentou qualquer tipo de aproximacgio,
demonstrando uma imagem conceitual favoravel, visto que ndo se deixou levar

pelas aproximagdes racionais da tabela.
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E (Vinicius):

\/§+(\/§.x/§.\/5)=\/5+(\/2_2.\/5)=\/5+2x/§=3\/5.

Sua facilidade € a existéncia de uma raiz comum entre elas.

As respostas destacadas a seguir apresentaram como resposta 342, mas
também foram feitas utilizando diferentes aproximacdes. Essas diferentes
resolugdes, dadas pelos alunos, valorizam a infinidade de respostas possiveis que
sdo obtidas por aproximagdes racionais. Tais registros sinalizam um destaque
positivo dessa atividade, na qual é possivel explorar com os alunos a ideia de
densidade, porém enfatiza um descritor de imagem conceitual que sinaliza os

niimeros irracionais da forma » como processos ainda ndo terminados.

E (Denise-Artur): 3v2 4,2426406871193... Com calculadora ¢é facil.

E (Felipe): 242 + 42 = 3y2 4,2426406871193
Somente somei os valores da tabela do Excel.

E (Carla): V2 + 242 =32 1,4142 +2,8284 = 4,2426
E (Clara-Isabel): V2 + 242 =342 > valor exato,

aproximando: 3.1,41=4,23.

Carla ndo explicitou em sua resposta'” que os numeros decimais
utilizados se tratavam de aproximacdes para os numeros irracionais, pois nao
empregou o sinal de aproximacdo. Durante a discussdo das questdes,
esclarecemos para o grupo que a aproximagdo da dupla Clara-Isabel, feita na
segunda casa decimal, com o resultado 3.1,41=4,23, ndo forneceu o valor correto
da 2? casa decimal nem seguiu um critério de aproximacao pela 3" casa decimal.
Aproveitamos a solugdo aproximada fornecida por Felipe, o nimero
4,2426406871193, que mostrou o valor correto da segunda casa decimal, porém
nao pudemos afirmar o mesmo sobre o ultimo digito decimal da sua resposta, pois
ndo tivemos conhecimento do dos proximas casas decimais, pela limitagdo do
numero de digitos da calculadora. Essa discussao possibilitou introduzir a ideia de
sequéncias infinitas formadas por aproximagdes racionais de um dado nimero
irracional e explorar a densidade dos niimeros racionais.

Em relagdo ao item b, as respostas foram bem apropriadas para o debate de
ideias a respeito das operagdes entre os numeros irracionais, além disso,
forneceram descritores que elucidaram a imagem conceitual incorreta e parcial de

alguns participantes ¢ completa de outros, em relagdo a soma de numeros

1 Um truncamento feito na 4° casa decimal.
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irracionais. A dupla Bruno-Celso ¢ a aluna Carla realizaram a tarefa, usando a
mesma estratégia. Os alunos encontraram um valor aproximado para a soma
V7 +413 ¢ a seguir, buscaram na tabela do Excel recebida, o nimero irracional,
cuja aproximagdo fosse a mais proxima possivel do numero racional obtido na
soma, que no caso de Carla foi o namero 6,2512''" e no caso da dupla Bruno-

Celso foi 6,251'"!, conforme ilustramos a seguir.

E (Bruno-Celso): +7 ++/1326,251= /39 .
E (Carla): 2,6457 + 3,6055= 6,2512 =/39 .

Dessa forma, esses alunos concluiram que V7 +413 2439
Consideramos essa resposta adequada, porém esclarecemos aos alunos que eles

forneceram uma aproximacdo irracional para uma soma de nimeros irracionais,
com erro menor que 107, pois ‘\/5 —(\/7+ \/E)‘ = |— 0,006304...| <107

Avaliamos que essa foi uma solucao inovadora e possivel de ser elaborada, porque
os alunos tiveram acesso as informagdes das aproximacdes racionais destas raizes
quadradas, obtidas por meio da tabela do Excel, que a pesquisadora
disponibilizou. E importante destacar que as resolu¢des apresentadas por Bruno,
Celso e Carla propiciaram uma breve discussao sobre a densidade dos irracionais,

um fato raro ocorrido neste estudo. A dupla Clara-Isabel e o aluno Vinicius
apresentaram como resultado da operagdo /7 ++/13, esta mesma representacio,

chamada pelas alunas Clara e Isabel de representagdo exata.

E (Clara-Isabel): V7 413 = 2,64+3,60 = 6,24 Niao existe outra
representacio para esse valor, \/7 ++/13 ¢ a representacio exata.

E (Vinicius): J7 +413. Em contraposicdo ao exemplo anterior, a
inexisténcia de wuma raiz comum representa uma maior

dificuldade com sua transformac¢io para nimeros decimais. Caso
ndo haja uma tabela, a “procura” do nimero que o melhor satisfaga,
feita sem uso de calculadora ¢ a parte mais dificil da operagdo.
E importante destacar que a dupla apresentou uma aproximagdo para a
soma, diferente de Vinicius que, como no item @, ndo aproximou o irracional.

Avaliamos aqui que, mesmo a dupla tendo fornecido uma aproximacdo para a

110 Bsse niimero ndo é um truncamento do nimero 7 ++v13 = 6,2513027865285..., trata-se de uma
aproximagio com erro menor que 107,

" Trata-se de um truncamento do niimero +/7 ++/13 feito na 3* casa decimal.
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soma +/7 ++/13, eles utilizaram o mesmo julgamento de Vinicius quando nio fez
uso de aproximagodes. Categorizamos esse julgamento como analitico, pois esses
alunos resistiram na utilizacdo das aproximagdes racionais. Talvez eles ndo
concebessem uma representagdo decimal que traduzisse completamente todas as
informagdes numéricas contidas na operagio /7 ++/13, isto &, para eles ndo havia
representante decimal que substituisse o significado do numero irracional
V7 +413. A algebra, por meio desses simbolos, ao traduzir esse conjunto de
niimeros irracionais — dos nimeros irracionais da forma +v» —, de certa forma,
faz que Vinicius, Clara e Isabel se sintam contemplados. Consideramos que esse
julgamento explicita uma imagem conceitual completa em relagdo a essa classe de
nameros irracionais, em se tratando de alunos do Ensino Médio.

A solucdo da dupla Thaissa-Fernando foi obtida apos realizar a soma das

aproximacoes de \7 e /13 obtidas na tabela do Excel. Observamos que a dupla
forneceu como resposta um numero decimal finito, com 14 casas decimais,
exatamente o nimero de digitos utilizados na tabela. A pesquisadora questionou
esses alunos sobre tal atitude e eles explicaram que, quando utilizaram todos os
digitos da tabela, eles trabalharam como se fosse uma igualdade, porém quando o
numero de digitos foi menor eles entenderam que se tratava de uma aproximacgao

(anotagdes do diario de campo, maio de 2008).

E (Thaissa-Fernando): 6,25130258653858. Chata, tivemos que fazer a

conta (a2 mao) porque nio ha raiz equivalente.

E (Denise-Artur): 6,2513025865286... ndo vemos outro jeito simples

de pensar essa soma se nido o uso da calculadora. Com calculadora é

facil.

A dupla Denise-Artur ndo pensou em outra saida para efetuar a soma dos

numeros irracionais, a ndo ser pelo uso da calculadora. Consideramos essa questao
dificil de conduzir no Ensino Médio, mas importante como disparadora na

discussdo sobre o significado da soma de numeros irracionais. Afinal, o que é o
namero \/7 +\/E ? A resposta para esta pergunta abre espago para um futuro
estudo que aprofunda as idéias de densidade e infinitude, utilizando as sequéncias
infinitas convergentes e suas aproximagdes e arredondamentos. A pesquisadora
teceu alguns comentarios, baseados nas aproximagodes dadas pelos alunos, sobre a

sequéncia infinita formada pelas somas dos truncamentos dos niimeros 7 ¢ VI3,
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comparando com a sequéncia infinita formada pelos truncamentos da soma
J7+413. Os casos em que ocorreu alteragdo de digito foram destacados para os

alunos, conforme o que ilustramos nas respostas a esse item, apresentadas na
Tabela 49.

No item ¢, todas as duplas apresentaram adequadamente a resposta 9, mas
justificaram de formas diferentes. Os desenvolvimentos que surgiram nas

respostas para o nimero +/3+/27 foram:

= V81 =9

NN R R R

R N e

" J33/3=9

A dupla Bruno-Celso, além de apresentar o ultimo caso que acabamos de
listar, resolveu a operagdo utilizando a aproximagdo 1,732 para V3 e chegou a

resposta aproximada 8,999, fazendo 1,732x3x1,732, utilizando a calculadora.

E (Bruno-Celso): +/3.3+/3=3.3=9 = 8,999.
E (Thaissa-Fernando): J81=9 Tentamos fazer na mio, impossivel!

A dupla Thaissa-Fernando tentou realizar o calculo 1,73205080756888 x
5,19615242270663 a mao, num processo muito longo e demorado, ¢ que
concluiram ser impossivel. No item d, todos os alunos apresentaram a resolugdo
V1515 =225 =15, porém destacamos das respostas das duplas Bruno-Celso

e Thaissa-Fernando as expressdes “partimos do raciocinio basico” e “principio da

2
racionalizagdo” ao se referirem a propriedade ( Jis5 ) =15.

E (Bruno-Celso): 225 =15=14,99=+/224 ... Partimos do raciocinio
basico ¢ achamos uma resposta, havendo logo depois o uso da
calculadora.

E (Thaissa-Fernando): /225 =15 Nem tentamos fazer a mio, ¢ como
o principio da racionalizacdo (multiplica pela mesma raiz, para tira-

la).
A pesquisadora indagou a dupla Bruno-Celso os célculos realizados, que

levaram a afirmagdo 225 =224, pois ela queria entender qual o significado que

eles atribuiram ao nimero ~/224, ou qual o objetivo de deduzir tal declaragdo.
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Bruno explicou que, durante a resolucdo da atividade C2, ele resolvia
manipulando os radicais e o Celso confirmava os resultados por meio das
operacoes feitas com as aproximacdes escolhidas.

Essas atividades foram importantes, pois possibilitaram aos alunos
resolver as operagdes com nimeros irracionais de duas formas diferentes: com os
proprios irracionais, utilizando propriedades quando foi possivel, emitindo
julgamentos analiticos; ou com as aproximagdes racionais e, neste caso,
percebemos que algumas duplas, mesmo tendo alcancado resultados ditos por eles
como satisfatorios, confirmaram com calculos envolvendo as aproximagdes
racionais, destacando o julgamento prototipico de igualar um niimero irracional a
uma dada aproximac¢do. Os demais alunos ja trabalhavam mais tranquilamente
com as aproximacgdes racionais do que com os proprios irracionais.

Consideramos que essas descobertas dos alunos foram possiveis, por conta
do uso da calculadora, associado a tabela recebida do Excel. Essas respostas
obtidas na atividade C2 possibilitaram discussdes relevantes do ponto de vista da
operacionalidade do niimero real, pois ilustraram uma variedade de resolugoes, na

manipulagdo das propriedades de radicais.

6.3.2.4
Atividade E4: demonstracao da irracionalidade de V2

Essa atividade ¢ diferente das outras, pois se trata de uma demonstracao
matematica que ¢ conduzida pela pesquisadora. Consideramos essa atitude como
uma intervengdo necessaria para alunos do Ensino Médio, quando o que se esta
estudando ¢ o conjunto dos niimeros reais. Concordamos com Lima et al. (2001)

quando afirmam que se perde, no Ensino Médio, uma importante oportunidade de

mostrar que /2 ndo ¢ racional. Julgamos pertinente, no entanto, verificar com os
sujeitos de nossa pesquisa, se a declaracdo dos autores, que consideram essa
demonstracdo simples, esclarecedora ¢ que ¢é suficiente acrescentar alguns
recursos de aritmética, € pertinente.

A Tabela 50 apresenta a atividade E4, a resposta que foi conduzida pela
pesquisadora aos participantes ¢ o objetivo da questdo. Lembramos que a questio

foi aplicada somente no estudo principal.
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Tabela 50: Atividade E4 — 7° encontro

Pergunta

Agora, juntos, vamos demonstrar que v2 € um namero irracional.

Resposta

Esta demonstragdo é chamada de Demonstragdo por Absurdo™.

Supde-se que 2 é racional, logo, existe uma fragdo irredutivel que é representante deste
, a
numero. Portanto, podemos escrever que \/_ = Z onde mdc (a,b) = 1.

2
. ~ a ~
Elevando-se os dois membros da equagdo ao quadrado, tem-se 2 = — logo @’ = 2b° (equagdo I)
b

Concluimos que a’ é par, pois é o dobro de um niimero, e, portanto a é par'".
Se a é par, entdo a = 2k, onde k é numero inteiro.
Substituindo a = 2k na equagdéo I, obtemos a equagdo: 2b°=4k .. b* =2I’.
Concluimos que b’ é par, pois é o dobro de um niimero e, portanto, b é par.

a .. , . ~ , ~ .
3 ndo é irredutivel, pois se provou que a e b sdo numeros pares .. \2 ndo é racional.

Objetivo

Perceber, durante a demonstragdo da irracionalidade de V2, atributos que caracterizam aspectos
da imagem conceitual dos elementos discutidos na intervengao da pesquisadora.

Nessa atividade, apesar de a atitude do aluno ser passiva, pois o objetivo ¢é
entender cada passo de uma demonstragdo matematica, a pesquisadora solicitou
aos alunos que assumissem, durante a demonstra¢do, uma posi¢do critica e ndo
passiva, questionando etapas que ndo fossem entendidas, buscando assim, uma
compreensdo no desenvolvimento. Inicialmente, a pesquisadora explicou que ¢é
necessaria uma demonstracdo matematica para garantir a irracionalidade de um
numero real ¢ que uma das maneiras de fazer isso, ¢ provar que o nimero ndo ¢

racional. Destacamos a seguir um extrato de gravacgao.

G (Pesquisadora): Por que raiz quadrada de 2 ¢ um niimero irracional?
G (Eduardo): Nao existe raiz quadrada cujo resultado é um nimero
decimal.

G (Pesquisadora): Vocés concordam com a explicagdo de Eduardo?

G (Isabel): Existem sim. A raiz de 0,01 ¢ 0,1.

G (Eduardo): E verdade...

G (Denise): Raiz de 2 ndo pode ser escrito em forma de fracao.

Apesar do julgamento prototipico inadequado de Eduardo, observamos em

sua resposta uma crenga na ideia de que V2 ¢ um nimero decimal e se, para cle,

numero decimal pode ser representado por fracdo, conjeturamos talvez que o

"2Demonstragdo por absurdo: ¢ uma demonstragio que supde uma afirmativa que conjeturamos
ser verdadeira e, ap0s realizar algumas implicagdes matematicamente verdadeiras, chega-se a uma
contradi¢do em relagdo ao que foi suposto, portanto, o que foi suposto € falso.

"3 A proposi¢io — se a’ é par, entdio a é par — se prova pela contra-positiva da proposi¢io — se a
¢ impar, entdo a” € impar.
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aluno, no uso inadequado da linguagem, quisesse expressar 0 mesmo que Denise
respondeu, adequadamente. Esse questionamento inicial da pesquisadora gerou
uma breve troca de ideias que foi importante para o inicio da demonstragdo. O

extrato a seguir ilustra parte deste inicio.

G (Pesquisadora): Vamos supor, por absurdo, que raiz quadrada de 2 ¢
um numero racional.

G (Fernando): Mas qual fracdo professora
G (Fernando): Qual a frag@o que representa raiz de 2 professora?

G (Pesquisadora): Fernando, estamos supondo que existe alguma

oll4

~ . - a
fracdo que represente a raiz quadrada de 2, por isso, escrevemos x

G (Fernando): Mas se existe, que fragdo ¢ esta?

Essa insisténcia de Fernando ilustra a dificuldade para alguns alunos de
raciocinar abstratamente, pois na matematica escolar, poucos teoremas sdo
demonstrados. Dessa forma, poucas estratégias de demonstragdes sdo vivenciadas.

A técnica de demonstracdo por absurdo, quando ¢é feita no Ensino Médio, ¢

justamente na demonstracdo da irracionalidade de V2, nada mais ¢é dito sobre

essa forma de demonstrag@o. De acordo com Polya (1995, p.56):

Encontrar uma demonstracdo ndo muito obvia constitui um grande sucesso
intelectual, mas para aprender essa demonstragdo, ou mesmo para compreendé-la

I3

perfeitamente, é necessario um certo esforco mental. E bastante natural que

desejamos obter algum lucro de nosso esfor¢o e, para isso, é claro, aquilo que

ficar retido em nossa memoria devera ser verdadeiro e correto, ndo falso ou
absurdo.

Resumindo a afirmacgdo de Polya (1995) com o que foi vivenciado pela
pesquisadora durante a demonstragdo por absurdo, consideramos que esta
estratégia, apesar de importante, ndo ¢ simples e nem esclarecedora para alunos do
Ensino Médio, conforme defende Lima et al. (2001). Na evolugdo da
demonstracdo, sdo exigidos conhecimentos de logica, tal como a validade da
contra positiva de uma proposi¢do, porém este ndo ¢ o aspecto que dificulta a
demonstracdo, apesar de exigir um tempo maior de explicagdo. O que mais
dificulta seu entendimento ¢ a abstracdo necessaria ¢ a certeza de que uma
demonstracdo foi feita, pois ao chegar ao fim da demonstragdo, os alunos ndo

ficam convencidos de que se trata de uma prova.

a

114 A pesquisadora escreveu no quadro negro a fragdo 5


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510353/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

268

Avaliamos que mesmo que a demonstragdo completa ndo tenha alcangado
e motivado alguns alunos, algumas partes da demonstragdo foram bem aceitas e
discutidas.

Os resultados sobre paridade agradaram os alunos. Mesmo apontando as
dificuldades, consideramos essa atividade importante, pois apresenta ao aluno o
raciocinio dedutivo necessario nas demonstragdes e enfatiza o rigor matematico

necessario para afirmarmos que uma determinada sentenga ¢ verdadeira.

6.3.2.5.
Atividade F1: julgando os numeros irracionais da forma »

Essa atividade foi realizada no tultimo encontro. E importante lembrar que
as atividades desse encontro foram feitas individualmente sem a intervengdo da
pesquisadora. Os itens a, b, ¢ ¢ d foram analisados no grupo I de atividades, pois
referem-se as representacdes decimais dos nimeros reais. Julgamos coerente
analisar separadamente esses dois itens, nesse grupo de atividades, pois podemos
avaliar se a demonstracdo feita na atividade E4 exerceu alguma influéncia nos

julgamentos dos alunos.

Tabela 51: Atividade F1 — 8° encontro

PERGUNTA

Decida sobre a racionalidade ou a irracionalidade dos niimeros a seguir. Cada decisdo deve ser
justificada.

e)\/g f)§+\/§

RESPOSTA

, L . ~ .. a .
e) Numero irracional, pois /3 ndo pode ser representado como uma fra¢do 5 ae b niimeros

inteiros e b#0. Consideramos suficiente, neste item, fazer esse julgamento ou dizer que a

representagdo decimal de /3 é infinita e ndo periddica.

1 1
f) Numero irracional. Para §+\/§ ser um numero racional, os dois niumeros 3 e 3

~

precisariam ser racionais ou irracionais simétricos, o que ndo ocorre neste caso, pois 3 é

racional e A/ 3 é irracional, conforme visto no item a.

OBJETIVO

Identificar nas respostas dos alunos o tipo de julgamento utilizado, se foi por meio dos exemplos
prototipos do decimal infinito e ndo periddico ou analitico, por ndo ser possivel sua representagdo
através de uma divisdo de inteiros.
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Para realizar a analise dessa atividade, preparamos a Tabela 52 com todas

as respostas obtidas dos participantes, pois favorece a comparagao dos dados entre

os participantes — analise vertical — e também nas explicagdes dadas pelo

mesmo aluno nos dois itens — andalise horizontal.

Tabela 52: atividade F1 itens e e f — 7° encontro

ALUNO item e: /3

item f: %+ \/E

Irracional, ndo pode ser representado em

Carla o Racional, pode ser representado em forma de fragao.
forma de frag@o.
Irracional, ndo apresenta periodo, nimero . = ; , P
Bruno ’ presenta p ’ Irracional, ndo apresenta periodo, numero infinito.
infinito.
Antdnio Irracional, ndo pode ser escrito em forma Irracional, o \/5 nélo pode ser representavel em forma de
de fragdo. fragdo com niimeros inteiros.
Isabel Irracional, por ser decimal infinito. Irracional, pois a fragdo ¢ somada a um decimal infinito.
Denise Irracional, por ndo ter periodo e ndo poder | Irracional, por ndo ter periodo e ndo poder ser representado

ser representado em forma de fracdo.

em forma de fragio.

Irracional, ndo ha métodos atuais que
Vinicius comprovem o resultado exato, sem
aproximagdo de tal niimero.

Irracional, apesar de poder ser escrito em forma de fragéo,
ndo se pode fazer com que se torne um ntimero irredutivel,

1433
—

no caso seria

Irracional, ndo existem inteiros a e b, tais

. 1
Irracional, apesar de ter a fragdo 3’ como esta somada

Thaissa \/_ a 2 2 com +/3 e esse nimero ¢é irracional, o nimero
que =— oua” =3b".
b 1
E +4/3 ndo pode ser escrito em forma de fragéo.
Irracional, ndo pode ser escrito em forma . ~ . ~
Fernando ’ P ~ Irracional, ndo pode ser escrito em forma de fragdo.
de fracdo.
Irracional, € raiz de um nimero primo. (Artur usou uma
Artur Irracional, pois € raiz de um nimero primo.
seta que apontou para o \/5 )
Racional, pois hd uma representacdo exata. (Clara
Racional, sua representagdo em numero
Clara " p e 1+343
decimal apresenta dizima. escreveu; —————)
3
Emanuel Irracional, ndo representavel por fracao. Irracional, ndo representavel por fracao.

Dos onze alunos que participaram desse encontro, dez classificaram

adequadamente os dois nimeros como irracionais. Os dois numeros foram
classificados por Clara como racionais; no caso do /3, a aluna utilizou o atributo

L (115
relevante para racionais, “apresenta dizima

, para nimeros racionais, porém
o , e, . 1
esse ndo ¢ atributo dos nimeros irracionais; ja para 0 nimero §+ 3, a aluna

utilizou o atributo “h4 uma representacdo exata”, diferente do usado no item a. No

desenvolvimento do item f, Clara reduziu a0 mesmo denominador e apresentou o

"5 O termo dizima aqui com significado de dizima periodica.
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1433 .

namero . E possivel que essa representag@o, para a aluna, esteja associada

a forma fracionaria, que ela nomeia como representacdo exata, visto que ela ndo
considerou /3 uma “representagdo exata”. Concluimos que os dois julgamentos
inadequados da aluna se fundamentaram, respectivamente, num exemplo
prototipo do numero NE) , visualizado como uma dizima periédica, ¢ numa
expressao fracionaria, que nesse caso conduziu seu julgamento analitico.

No caso da participante Carla, o nimero V3 foi classificado e justificado

1+343
—— no

adequadamente, por meio de um julgamento analitico. O nimero

entanto, foi classificado de forma equivocada como racional, apesar de o julgamento
analitico ser coerente com a classificagdo dada pela aluna. Um possivel fator
determinante para essa classificagdo inadequada foi a possibilidade de representar o
numero dado, por meio de uma expressdo fracionaria, visualizada por Carla.

O niimero /3 foi classificado como irracional por dez dentre os onze
alunos. Sete desses alunos apresentaram julgamentos analiticos nas suas
justificativas, destes, somente Artur explicou com o resultado “¢ raiz de um
numero primo”, os demais utilizaram o argumento da impossibilidade de
representagdo na forma de fragdo. Avaliamos que, provavelmente, esses

julgamentos, de certa forma, foram usados em consequéncia do encontro anterior,

no qual os alunos assistiram a demonstracdo da irracionalidade do ntimero V2.
Artur fundamentou sua resposta, a partir de um resultado que foi discutido nesse
encontro, apés a demonstracdo, e esclarecemos que o proprio aluno exteriorizou o
enunciado deste teorema' .

Defendemos esta ideia com base no sexto encontro, no qual a grande
maioria dos alunos priorizou a representacdo decimal, mesmo quando ela ndo era
necessaria e acrescentamos que somente o aluno Vinicius ndo utilizou essa
representagdo em nenhum dos quatro itens da atividade D3. Essa mudanca de
julgamento, de prototipico para analitico, faz-nos relacionar as respostas dessa

atividade, com as atividades D3 e E4.

"6 Tal fato esta registrado no diario de campo desta tese.
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. 1 .
Nove dos onze alunos classificou a soma E+ 3 como irracional, um a
menos, do que em relagdo ao numero V3 . Consideramos esse resultado relevante,
C 1 . N .
pois indica que a fracdo 3 acrescentada ao irracional /3 ndo desequilibrou os
descritores ja utilizados para classificar o numero V3. Em outras palavras, a

1
imagem da fragdo 3 fez que apenas um aluno mudasse de julgamento.

Destacamos que, no duplo julgamento atribuido por Denise — “irracional
por ndo ter periodo e ndo pode ser representado por uma fragdo” —, a aluna
utiliza bem a equivaléncia dessas defini¢des''’.

Concluimos que os julgamentos da maioria desses alunos do Ensino Médio
foram baseados em descritores de uma imagem conceitual completa sobre a
irracionalidade de /3 , a partir dos diferentes argumentos que forneceram. Ao que
parece, o radical, presente nessa representacdo, ¢ um descritor dessa imagem e
sugere que os alunos acreditam que, em algumas condi¢cdes, as raizes quadradas
de ntimeros inteiros, ndo exatas, sio nameros irracionais. E possivel que aconteca
pela proximidade da demonstracdo do caso de V2, ja que nenhuma demonstracao
foi feita para o caso da raiz quadrada de 3.

Mesmo o aluno Vinicius, quando justificou que “ndo ha métodos atuais

que comprovem o resultado exato, sem aproximagdo de tal nimero”, ao se referir
a0 numero ~/3, em seu julgamento prototipico — que caracteriza a

impossibilidade de alcangar o numero irracional V3 —, manifesta, nessas
palavras, um desenvolvimento da nogdo de infinitude, que foram mais exploradas
nesta tese. Analisando sob a perspectiva de um julgamento prototipico,
consideramos sua imagem conceitual “completa” e, nesse caso particular,
enxergamos que, somente um julgamento analitico contribuiria para que Vinicius
respondesse adequadamente essa questdo, a partir dos argumentos que ele

utilizou.

"7 0 termo definigio usado aqui ¢ entendido dentro do contexto do Ensino Médio.
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6.3.3
Anidlise geral do grupo

Esse grupo de atividades possibilitou, a partir dos descritores de imagem
conceitual que foram exteriorizados, identificar como os alunos operam esses
numeros, manipulam as propriedades operatorias e percebem as aproximagdes
racionais dos numeros irracionais. Avaliamos, conforme as analises feitas ao
longo do capitulo, que essas atividades aliadas as intervengdes ocorridas,
favoreceram o desenvolvimento das noc¢oes de densidade e de infinitude.

A escolha pelos numeros irracionais da forma +» justificou-se pois
entendemos que essa classe infinita de nameros irracionais, inicialmente
trabalhada na atividade P9, possibilitou ao aluno vivenciar o nimero irracional
como resultado de medigdes, usando para isso o Teorema de Pitagoras, que ¢ um
dos resultados mais conhecidos e vividos pelos alunos no final do Ensino
Fundamental e no Ensino Médio. Além disso, esses nimeros sdo muito utilizados
na matematica escolar, apesar da pouca variedade encontrada nos livros didaticos
(Brasil, 1998 e 2000). Um terceiro motivo é o uso da calculadora que propiciou,
nas atividades desta pesquisa, ao aluno investigar propriedades, superar
dificuldades, buscar estratégias de resolugdo e até sugerir resultados. Isso se deve
a possibilidade de rapidez nos calculos e & comparagdo de resultados com a sua
dupla e com os outros alunos das outras duplas.

A atividade P9 teve uma fungdo disparadora e motivadora dos trabalhos; ja
a atividade 13 mostrou-nos as dificuldades encontradas pelos alunos ¢ a
necessidade de cuidados que devemos tomar nos comandos das atividades, a fim
de favorecer a manifestacdo dos descritores de imagens conceituais. Percebemos
que determinados tipos de atividades fazem que os alunos escrevam pouco, pois
ndo mobilizam e exploram adequadamente o potencial de exemplos prototipos, no
caso de possuirem.

Observamos ainda que alguns alunos assumem as aproximagdes racionais

dos irracionais como o proprio irracional, como a aluna Thaissa, que confirmou a
veracidade do resultado da operagdo V2 +4/8 =342 = /18 calculando o valor de
A/18 na calculadora. Apesar de os alunos Clara e Vinicius ndo terem elaborado

um significado para a soma J7+413, quando declararam que “ndo existe outra
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representagdo para esse valor, V74413 ¢ a representa¢do exata’”,
manifestaram assim, a impossibilidade de alcangar esse nimero, quando escrito na

forma decimal. Avaliamos, entdo, que se sentiram contemplados com a

representagao J7 +413 , como resultado da soma do niimeros 7 e i3,

Destacamos a dupla Bruno-Celso que, utilizando a calculadora, chegou a
seguinte sentenga matematica:v/3.3+/3=3.3=9= 8999. Bruno trabalhou com
aproximacoes, chegando a um valor aproximado de 8,999, e Celso, por meio de
propriedades de radicais que resultaram 9. Dessa forma, a dupla chegou a uma
aproximagdo, com um erro de 10°. Essas solugdes mobilizam o aprendizado, a
medida que possibilitam conexdes de exemplos e de propriedades, acrescentando
novas inferéncias e fortalecendo ideias que culminaram na identificacdo de
descritores de imagem conceitual que auxiliam os alunos no desenvolvimento das
nogdes associadas aos nlimeros reais.

Thaissa ¢ Fernando, na tentativa de somar e multiplicar os irracionais,
utilizaram a melhor aproximacdo que a tabela do Excel fornecia — 14 casas
decimais — e partiram para os calculos. Declararam: “tentamos fazer na mao,
impossivel”. Eles concluiram a questdo, no entanto, utilizando as propriedades
conhecidas de radicais, pois sabiam de antemdo que o nimero 3A27 ¢ 3.
Percebemos uma insisténcia na utilizacdo das representagdes decimais, mesmo
quando ndo eram necessarias. Essa atitude foi discutida com os alunos e, nas
discussdes sobre as respostas obtidas, percebemos que ecles entenderam a
dificuldade que ¢ operar nimeros irracionais, visto que a representacdo decimal de
um nimero irracional é infinita e ndo periddica.

A atividade C2 explorou o conceito de erro de uma aproximagao,
semeando a ideia, para os nimeros irracionais da forma v , de que, apesar de ndo
podermos captura-las na forma decimal como acontece com as dizimas periodicas,
em que ha a possibilidade de se trabalhar com a fragdo geratriz, ainda assim, ha a
possibilidade de cerca-las com qualquer margem de erro desejada. Com isso,
procede-se cuidadosamente com as operacdes entre esses irracionais.

A demonstragdo foi mais uma tentativa de sacramentar a irracionalidade de
V2 ¢ mostrar a0 aluno que ndo ¢ suficiente conhecer os primeiros bilhdes de

digitos decimais para afirmar que nunca havera periodo. E preciso mostrar que

ndo existe qualquer fragdo que, elevada ao quadrado, seja igual a dois. Avaliamos
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que essa demonstracdo deva ser feita anteriormente a apresentacdo do numero
real, como representando qualquer medicdo. Tal procedimento ajudaria a romper
com o problema da circularidade na defini¢do de nimero real que se faz presente,
de modo bem frequente, na matematica escolar.

Avaliamos, por fim, que as atividades foram importantes, pois ao resgatar
as propriedades dos nimeros reais, descritores de imagem conceitual foram
expostos, possibilitando interferéncias do professor e favorecendo o aprendizado
do aluno, propiciando que outros descritores passem a fazer parte do repertorio de
imagem conceitual do aluno. Nesse sentido, concordamos com Zazkis & Sirotic
(2007) quando defendem que as ideias de densidade e os efeitos das operacdes
com os irracionais estdo estreitamente relacionados com o curriculo do Ensino

Médio.
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