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NuUumeros reais no Ensino Médio

Considerando que o foco de nossa pesquisa esta no Ensino Médio e que,
na revisdao bibliografica, constatamos a escassez de pesquisas nesse segmento de
ensino, apresentamos, neste capitulo, aspectos curriculares, didaticos e cognitivos
que nos aproximaram do panorama existente sobre o ensino-aprendizagem de
numeros reais no Brasil.

Para ilustrar como esse ensino ¢ proposto, de acordo com os aspectos
descritos, decidimos por realizar uma analise nos documentos curriculares oficiais
de Matematica e em trés colegOes de livros didaticos. Liidke e André (1986, p. 38)
consideram que a analise documental “pode se constituir numa técnica valiosa de
abordagem de dados qualitativos, seja complementando as informagdes obtidas
por outras técnicas, seja desvelando aspectos novos de um tema ou problema”.

Dessa forma, identificamos como as orientacdes sdo assimiladas ¢
traduzidas pelos autores dos livros didaticos considerados e também como esses
autores apresentam a forma sugerida oficialmente para que o ensino de numeros

reais ocorra na sala de aula.

4.1
O que dizem os documentos curriculares?

A partir da leitura e da andlise que realizamos em todos os documentos
curriculares que orientam o ensino de Matematica no Ensino Médio, reconhecemos
que os PCNs (Brasil, 1998), as Orienta¢des Curriculares do Ensino Médio (Brasil,
2006) ¢ o PNLEM™ (Brasil, 2004) tém apontado caminhos para superar os
obstaculos em relagio ao ensino dos nimeros reais. O PCNEM®' (Brasil, 2000) nio
faz sugestdes especificas em relagdo aos conteidos matematicos e os PCN+ Ensino
Médio’* (Brasil, 2002) orientam, em linhas gerais, que o ensino do bloco niimeros e

operagoes deve ser aprofundado em conexdo com outros conceitos. Uma indicaco

* Programa Nacional do Livro Didético do Ensino Médio.

>! Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio.

32 Parametros Curriculares Nacionais + Ensino Médio: orientagdes educacionais complementares
aos Parametros Curriculares Nacionais.
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¢ que o ensino de nimeros irracionais deva estar relacionado ao trabalho com

geometria e medidas. Complementam afirmando que:

E ainda importante para o aluno, nessa etapa de sua formagio, o desenvolvimento

da capacidade de estimativa da ordem de grandeza de resultados de calculo ou

medigdes e da capacidade de tratar com valores numéricos exatos ou
aproximados de acordo com a situa¢do e o instrumental disponivel (Brasil,

2002, p. 122).

A sugestdo ¢ que esse tema seja trabalhado nas escolas a partir de uma
diversidade de situagdes e de forma mais operacional, para que o entendimento ¢ a
consequente manipulagdo dos numeros e de suas propriedades se torne uma agéo
mais natural no dia a dia escolar dos alunos, tanto na Matematica, quanto nas
disciplinas afins.

O documento Orientacdes Curriculares do Ensino Médio (Brasil, 2006)
sugere que ¢ necessario proporcionar aos alunos uma variedade de problemas que
apontem a necessidade de ampliar os conjuntos numéricos e suas operagdes.
Deve-se iniciar pelos nimeros naturais para contar, até chegar aos nimeros reais
para medir, e enfatiza que “os niimeros irracionais devem ser entendidos como
uma necessidade matematica que resolve a relagdo de medidas entre dois
segmentos incomensuraveis, sendo apropriado tomar o caso dos segmentos, lado ¢
diagonal de um quadrado como ponto de partida.”(ibidem, p. 71).

Outra recomendacdo ¢ utilizarem-se com mais frequéncia as raizes
quadradas irracionais e o niimero 7, com a sugestao de que ¢ pertinente utilizar as
expansdes decimais para representar 0s nimeros racionais ¢ os irracionais, assim
como localizar alguns desses niimeros na reta numérica.

A opcao, nesta pesquisa, foi exatamente trabalhar as expansdes decimais
para observar o que os alunos constituiram como imagem conceitual para os
numeros reais. A necessidade de medir foi explorada com os alunos no primeiro
encontro, antes das atividades. Esse aspecto foi introdutoério no contexto desta
pesquisa, pois partimos do pressuposto de que esse tema ja teria sido
minimamente trabalhado com eles em outras séries ¢ desejavamos, exatamente,
verificar se ele iria aparecer como imagem.

Nas Orientagdes Curriculares do Ensino Médio, ainda se acrescenta que
“as propriedades relativas as operagdes com numeros reais devam ser trabalhadas

de modo que permitam ao aluno a compreensdo das estruturas dos algoritmos,
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prevenindo recorrentes erros na resolucdo de problemas que envolvam
manipulagdes algébricas” (Brasil, 2006, p. 71). Esse aspecto foi valorizado nas
atividades preparadas para a pesquisa.

Apesar de se tratar de um documento dirigido para todo o Ensino Médio
brasileiro, os avaliadores dos livros didaticos constataram uma caréncia de
abordagens em relagdo ao ensino de niimeros reais. Os PCN (Brasil, 1998, p.106)
apontam como uma das justificativas dessa dificuldade a falta de modelos
materiais que exemplifiquem os irracionais. Afirmam que o ensino desse
conteiido para alunos do Ensino Fundamental, em relagdo a nog¢do de numero
irracional nessa fase do aprendizado, ndo ¢ seguramente intuitiva. Indicam que
“quando se estuda a reta numérica racional e se constréi o conhecimento da
densidade dos numeros racionais [...] parece ndo haver mais lugar na reta
numérica para nenhum tipo de nimero além dos racionais”. E ainda alertam que
ndo ¢ indicada uma abordagem formal para o ensino dos niimeros reais nessa
etapa de ensino. Os documentos atestam, portanto, um grau de complexidade
grande na busca de caminhos que levem a construgdo das nog¢des que envolvem o
conceito de nimero real e que todas elas devem ser exploradas.

A consolidacdo dos significados dos niimeros racionais e a ampliagdo para o
conjunto dos numeros reais devem ser feitas ainda no 4° ciclo do Ensino
Fundamental, “a partir dos diferentes usos em contextos sociais ¢ matematicos (...)”
(ibidem, p. 106) e do reconhecimento de que ha numeros que nio sdo racionais.
Esse reconhecimento deve ocorrer no contexto da geometria, a partir de situagdes
em que os numeros racionais sejam insuficientes para efetuar medigdes, como no
caso exemplar da medida da diagonal do quadrado de lado unitario. A questdo da
incomensurabilidade ndo foi explorada pelas atividades propostas nesta pesquisa,
pelo mesmo pressuposto que nos levou a ndo tratar dos aspectos geométricos
envolvidos no conceito. Queriamos verificar se eles apareciam nos julgamentos dos
alunos quando confrontados com célculos e representagcdes dos numeros reais.

Uma outra sugestdo que consta nesse documento ¢ que se deve selecionar e
utilizar diferentes procedimentos de calculo com niimeros naturais, inteiros, racionais
e irracionais, evitando abordagens formais e a identificagdo do niimero irracional
somente com os radicais, o que foi explorado nas atividades propostas nesta pesquisa.
Ainda recomendam que, nesse trabalho inicial com os irracionais, nao deve-se

enfatizar os calculos com radicais. Os objetivos destacados sdo os seguintes:
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Que o aluno identifique o nimero irracional como um nimero de infinitas casas

decimais ndo-periodicas, identifique esse nimero com um ponto na reta, situado

entre dois racionais apropriados, reconheca que esse nimero ndo pode ser
expresso por uma razdo de inteiros; conheca nimeros irracionais obtidos por
raizes quadradas e localize alguns na reta numérica, fazendo uso, inclusive, de

construgdes geométricas com régua e compasso (Brasil, 1998, p. 106).

Sobre esse aspecto, o documento ressalta que, apesar de esse contetido
ocupar um bom espago no curriculo, a abordagem dada aos numeros irracionais
ainda valoriza muito o calculo com radicais e, dessa forma, “o trabalho com os
irracionais pouco tem contribuido para que os alunos desenvolvam seu conceito”
(ibidem, p. 106). Orientam que os calculos sigam as regras validas para os

racionais, pois isso implicara obter infinitos irracionais utilizando os radicais e as
operagdes fundamentais. Destacam, como exemplo, que “explorar numeros na
forma at+b+2, com a e b racionais, pode contribuir para a superagio da ideia
equivocada de que ha poucos irracionais” (ibidem, p. 107). Também consideram
que outra forma de operar nimeros irracionais ¢ por meio de suas aproximagdes
racionais e que, “nesses casos, apresenta-se uma situacdo apropriada para tratar o
conceito de arredondamento e utilizar as calculadoras” (ibidem, p. 107).

Consta do documento PNLD (Brasil, 2007, p. 42) que, ao introduzir o
ensino dos nlimeros irracionais, ndo fica claro que os nimeros 7 ¢ ¢ sdo nimeros,
da mesma forma que o sdo os numeros naturais, que exprimem comprimentos
finitos, embora sua representagdo decimal tenha infinitas casas. Explica- se que “a
representagdo dos irracionais na base 10 (ou em qualquer base), por serem dizimas
infinitas e ndo periodicas, s6 € possivel com um niimero finito de casas decimais,
que sdo representagdes que os aproximam”. Também destacam que o uso de
calculadoras ndo é bem feito em atividades que envolvem as dizimas periodicas ¢
na identificacdo de nimeros irracionais pela observa¢do de um numero finito de
suas casas decimais.

Essas declaracdes justificam os obsticulos encontrados no ensino dos
numeros reais no Ensino Fundamental. Acreditamos que esses fatores também
explicam as mesmas dificuldades encontradas no Ensino Médio, pois, nas
pesquisas estudadas, constatamos o pouco enfoque que se da ao ensino de
numeros reais. Além disso, futuros professores, ao término da licenciatura e ja
tendo concluido a disciplina Analise Real, ndo respondem a questdes basicas que

\ \

se referem a compreensdo ¢ a necessidade dos numeros irracionais. Cometem
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equivocos ao identificar decimais infinitos, como nimeros racionais ou

irracionais, ¢ ndo entendem expressoes do tipo 2*6 ¢ outras situagdes que foram
expostas no Capitulo 2.

Apesar das orientagdes dadas nos documentos curriculares e das
consequentes mudangas que vém acontecendo nos livros didaticos, a pratica atual
do professor ainda ¢, em sua grande maioria, modelada por uma rotina de aulas
essencialmente tradicionais, com conhecimentos gerais e teoricos, seguidos de
exercicios e pautados numa metodologia de transmissao de informagdes.

Dessa forma, ¢ importante lembrar que o livro didatico ndo pode ser a
unica referéncia didatica para o desenvolvimento do trabalho pedagdgico, caso
contrario, cristalizara certos percursos limitados, determinando assim, sem
discussdes e sem aperfeigoamentos, o curriculo de Matematica da escola. Se o uso
do livro didatico ocorrer sem complementag¢des, alteragdes ou intervengodes, o
professor tornar-se-4 um mero coadjuvante na utilizagdo do livro.

Sabemos, porém, que o livro didatico é o suporte para as aulas da maioria
dos professores. Essa utilizacdo em nivel nacional é tdo forte que, muitas vezes, é
a Unica orientagdo de que o professor dispde. Em relagdo a esse aspecto,

concordamos em parte com Barufi (1999, p. 48), quando declara:

O livro didatico ¢ um ‘porto seguro’ onde o professor ancora o curso, evitando
desvios de rota em demasia. Constitui-se uma referencia sempre presente para ele
e para os alunos. E claro que, no decorrer da viagem por mares nunca d’antes
navegados, pequenas incursdes em ilhas desconhecidas sdo permitidas, até
mesmo podem ser estimulantes para tornar a viagem mais interessante.
Entretanto, o rumo nio pode ser esquecido.

Como o livro didatico de matematica ¢ distribuido gratuitamente para a
escola basica, todos tém acesso ao mesmo programa ¢ a forma como ele ¢é
abordado, porém cabe-nos enfatizar que incursdes sdo necessarias ¢ algumas
vezes o rumo deve ser modificado, principalmente, levando-se em conta os
projetos pedagogicos das inimeras escolas distribuidas pelo nosso imenso pais e
as diferencas culturais entre os alunos. De qualquer forma, ¢ o livro didatico que
apresenta o texto “lido” pelas escolas e ¢ por meio dele, do seu aspecto unificador,
que identificamos as possiveis a¢des realizadas em sala de aula. Esse aspecto

conduziu- nos a uma analise em colegdes de Matematica do Ensino Médio para

mapear o que ¢ sugerido em relacdo ao ensino de numeros reais.
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4.2
Numeros reais nos livros didaticos do Ensino Médio

Levando em conta a relevancia do livro didatico na determinacdo do
programa de Matematica nas escolas, analisamos, no inicio de nossa pesquisa, trés

colecSes de livros didaticos do Ensino Médio, listados na Tabela 5.

Tabela 5: Lista das colegdes de livros didaticos analisados

Colegdes Titulo Autor (es) Ano | Editora
Matematica: Ensino Katia S. Smole .
! Médio Maria Ignez Diniz 2003 | Saraiva
Matematica: ciéncia e Gelsqn lezzi ; Osyaldo Dolce;
II aplicacdes Dav1.d Deg;nszajn; Rob.erto 2004 | Atual
Perigo; Nilze de Almeida
111 Matematica Luiz Roberto Dante 2004 | Atica

Nao tivemos a pretensdo de esgotar as propostas apresentadas nos livros
didaticos pela analise de todas as colegdes. Optamos por trés colegdes aprovadas
no PNLEM de 2005, para ilustrar como os autores apresentam os numeros reais
no Ensino Médio. Procuramos obras didaticas que se aproximassem da realidade
vivida pelos professores de Matematica do Colégio Pedro II, local em que
aconteceu a pesquisa.

Nossa primeira escolha foi pela Colegao III, por se tratar da colecdo eleita e
utilizada pela equipe de professores do Colégio Pedro II. Essa colecdo ¢ adotada até
a data atual, depois de ter sido escolhida novamente no PNLEM 2009. Atualmente
toda a obra apresenta-se em um volume Unico e cabe ressaltar que foi bem avaliada
no processo de sele¢do do PNLEM/2007 e consequentemente aprovada.

A Colecio II foi a segunda a ser selecionada. E conhecida como a colecio
dos sete autores™ e foi escolhida pelo fato de ser muito utilizada pelos professores
como apoio didatico para suas aulas, na procura por atividades e na preparagao de
suas aulas. Essa colegdo era, e talvez ainda seja, uma referéncia para os alunos do
curso de licenciatura em Matematica.

Chegamos a Colegdo I que, na publicagdo anterior ao PNLEM de 2005, era
conhecida como colecdo da Katia-Roku. Para a escolha desta ultima colegdo,
consideramos importante decidir por uma que apresentasse novos contextos no

que diz respeito as propostas existentes, porém seguindo as orientagdes dos

3 Até a edigdo anterior, eram sete autores; na nova edi¢io passaram a ser cinco.
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documentos curriculares. Dessa forma, optamos por uma cole¢do que grande parte
da equipe de Matematica do Colégio Pedro II ndo era favoravel a adotar, por
considera-la com pouco contetdo, porém buscavam nela exemplos de questdes
para serem utilizadas nas suas aulas.

Esta ultima colecdo foi muito criticada — antes de as autoras
reformularem a nova versdo para o PNLEM de 2005 — por matematicos que
participaram de uma analise de colegdes de livros didaticos de Matematica do
Ensino Médio (Lima et al., 2001). A referéncia bibliografica citada, intitulada
Exame de textos: Avaliagdo de livros Diddticos de Matemdtica para o Ensino
Meédio, publicada em 2001, data anterior a primeira avaliagdo feita pelo PNLEM
de 2005, auxiliou-nos nessa analise.

Durante a analise das colegdes®®, identificamos como os autores abordam
0S numeros reais e, com isso, mapeamos aspectos conceituais e evidenciamos
detalhes de abordagens desse tema. Nesse estudo, constatamos que a énfase dada
aos niimeros reais acontece no primeiro volume, em que o assunto ¢ desenvolvido
no topico Conjuntos Numéricos. Conexdes desse tema com outros contetidos sao
quase inexistentes no restante do trabalho ao longo de cada colegdo.

Até pouco tempo o que se apresentava sobre niimeros reais nos livros
didaticos era uma exposi¢do rapida dos conjuntos numéricos, com a valorizagdo
demasiada de técnicas envolvendo radicais. As abordagens histdricas, quando
aconteciam, normalmente apresentavam fatos isolados, que logo eram deixados de
lado. Com a implementagdo do PNLEM®, em 2004, muitos autores de livros
didaticos atualizaram e reformularam suas colegdes. O Catalogo do Programa
Nacional do Livro para o Ensino Médio (2004) auxiliou muito nesse sentido, pois
apresenta ao longo do texto, os objetivos e as orientagdes que os avaliadores
apontam como necessdarias para um livro de Matematica desse segmento de

ensino. Destacamos um trecho que caracteriza bem a fungao do livro didatico.

(...) o livro no Ensino Médio tem multiplos papéis: (i) favorecer a ampliacdo dos
conhecimentos adquiridos ao longo do ensino fundamental; (ii) oferecer
informacdes capazes de contribuir para a inser¢do dos alunos no mercado de
trabalho, o que implica a capacidade de buscar novos conhecimentos de forma
autdbnoma e reflexiva; e (iii) oferecer informagdes atualizadas, de forma a atuar
como apoio a formacdo continuada do professor, na maioria das vezes

> Todas as colegdes contendo trés volumes foram aprovadas no tltimo PNLEM, em 2005.
> Para um maior detalhamento, consulte a pagina www.fnde.gov.br e procure em: livros didaticos
para o Ensino Médio/consultas.
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impossibilitado, pela demanda de trabalho, de atualizar-se em sua area especifica.

(Catalogo do PNLEM, 2005, p. 23)

O livro didatico do Ensino Médio é normalmente util ao professor para
organizar logicamente a teoria, trabalhar os conceitos e propor atividades para os
alunos, ou seja, orienta o professor ¢ define sua pratica diaria da sala de aula. Além
disso, funciona como um importante instrumento na formacdo continuada do
professor, promovendo a atualizacdo de conteidos e¢ de atividades, aprofundando
ideias e conceitos. Tal fungdo formativa do livro leva os autores a investigarem,
cada vez mais, novas abordagens e problemas que promovam a exploragdo de
ideias matematicas, busquem conexdes entre os temas e até reorganizem o
programa do Ensino do Médio. Todos esses aspectos objetivam proporcionar ao
aluno uma Matematica dindmica, contextualizada, conectada com situagoes
interessantes, que valoriza a criatividade do aluno na resolugao de problemas.

Lima et al. (2001) ja mencionado anteriormente, organizado pelo
matematico Elon de Lages Lima’® apresenta o resultado da avaliagio de 12
colecdes de livros didaticos de Matematica, utilizadas na época no Ensino Médio
das escolas brasileiras, distribuidos em 36 volumes. Consideramos esse
documento curricular de grande relevancia, pois nos possibilitou um importante
referencial, proporcionando o confronto entre diferentes concepgdes de autores e
de professores avaliadores, que se posicionaram a respeito do ensino de numeros

reais para alunos do Ensino Médio.

4.2.1
Numeros reais segundo Lima et al. (2001)

Neste topico apresentamos as consideracdes feitas por Lima et al. (2001)
no que se refere a abordagem dada aos numeros reais nas trés colegdes que
utilizamos®’. Esse documento de avaliagdo dos livros didaticos de Matemética do

Ensino Médio apresenta um estudo completo de cada colegdo, levando em

%830 autores desse livro: Augusto César Morgado, Edson Durdo Judice, Eduardo Wagner, Jodo
Bosco Pitombeira de Carvalho, José Paulo Quinhdes Carneiro, Maria Laura Magalhdes Gomes e
Paulo César Pinto Carvalho. Cada colecao foi avaliada por dois desses matematicos.

*7 Lembramos aqui que as consideragdes feitas por Lima et al. (2001) se referem as trés colegdes
escolhidas para nossa andlise antes de sofrerem atualizagdes e serem submetidas ao PNLEM de
2005. Sao elas: Smole e Rokusaburo (1998), lezzi et al. (1998) e Dante, (1998).
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consideragdo trés categorias: conceituagdo, manipulacdo e aplicagdo.

Num primeiro momento, ¢ feita uma avaliagdo geral de cada volume. A
seguir, cada um dos capitulos é acompanhado de comentarios, criticas, corregdes ¢
sugestoes. Ao final ¢ realizada uma conclusdo sucinta do volume analisado. Trata-
se de uma analise detalhada que destaca pontos positivos e negativos das cole¢des
e atenta para os cuidados que se deve ter nas defini¢des e na propria linguagem
matematica. Também sugere estratégias de abordagens e corrige erros conceituais
e de célculos.

Os avaliadores justificaram todas as criticas feitas por meio de explicacdes
matematicas, enfatizando a necessidade de os autores se adequarem ao publico do
Ensino M¢édio, trazendo mais contextos, aprofundando conceitos, evitando
utilizagdes de termos inadequados, incentivando o uso de calculadoras, enfim,
proporcionando criticas relevantes a serem corrigidas para a proxima colecao.

Da colegdo I, no capitulo 1 da unidade 1, em que as autoras apresentam os
conjuntos numéricos, Lima et al. (2001) declaram que ndo estd clara a relagao
entre racionalidade e expansdo decimal finita ou infinita periddica na apresentagdo
dos niimeros racionais. Acrescentam que, apesar de provarem a irracionalidade de
V2, o que consideram positivo, se associam os nimeros irracionais as
representagdes infinitas ndo periddicas sem maiores explicagdes. Enfatizam a

necessidade de mais cuidado na apresentagdo dos irracionais ¢ destacam:

Para completar as afirmativas equivocadas sobre irracionais, vem a

impropriedade (infelizmente muito comum): ‘os niimeros reais resultam da unido

dos niimeros racionais com os irracionais’ (pagina 18), como se os irracionais
preexistissem aos reais. Na realidade, ndo se sabe o que ¢ um irracional antes de

definir real.(ibidem, p. 231)

Os autores expressam seu descontentamento com a circularidade na
definicdo do conjunto dos niimeros reais, muito comum na maioria dos livros
didaticos e mesmo no ensino.

Fazem elogios, em todos os volumes, quanto ao incentivo e a discussdo do
uso de calculadoras. No capitulo de logaritmos, esclarecem que o livro deveria
dizer que os valores dos logaritmos encontrados nas tabelas (ou mesmo na
calculadora) sdo apenas aproximagdes e identificam propriedades de poténcias de

expoente real que ndo foram provadas. Apontamos essa critica como um grande

obstaculo a ser ultrapassado, tanto nos livros didaticos como na sala de aula, pelos
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professores, pois quando se vdo enunciar propriedades validas para os reais que
também sdo validas para os racionais, os autores se utilizam dessa ampliacdo sem
os devidos esclarecimentos.

No volume 1 da colecdo III, os avaliadores declaram, com certo alivio, que
os numeros sdo adequadamente apresentados como resultados de contagens ou

medidas, jd& que isso ndo acontece na maioria dos livros didaticos avaliados,
porém comentam que a explicacdo de que 2 ¢ irracional ndo satisfaz, quando o

autor da colecdo afirma que V2= 1,414213... ¢ um nimero que ndo ¢ decimal

exato nem dizima periddica. Sobre isso, os avaliadores esclarecem:

(...) examinando o desenvolvimento decimal de um niimero, nunca podemos
garantir que ele seja irracional. Mesmo o numero 7, que o livro diz ter sido
calculado com 1 bilhdo de casas decimais (na verdade ja sdo 5 bilhdes), poderia
ser racional, com um periodo muito grande (ibidem, p.269).

Eles também sugerem a importancia de apresentar um comentario sobre o

método matematico que prova a irracionalidade de 2 e sobre a demonstragdo de
que 7z ¢ irracional, apesar da dificuldade de fazé-lo, mas insistem: “é o Unico
modo que temos para saber que nenhum computador vai encontrar periodicidade
no calculo dos algarismos decimais de 7, mesmo que examine alguns trilhdes de
digitos” (ibidem, p.269). Retificam o trecho “com o conjunto R dos numeros
reais, a reta fica completa...” (ibidem, p.269) da pagina 44, afirmando que a reta
sempre foi completa, porém os nimeros racionais ndo esgotam os pontos da reta.
Sugerem que seja feita a correspondéncia entre os numeros reais € 0s
pontos de uma reta. Além do que ja foi destacado, a Unica referéncia feita ao
numero real acontece no capitulo 7, que € anterior ao de fungdo exponencial e faz
uma revisdo das propriedades de potenciacdo. Os avaliadores acham correto
definir poténcias de expoente irracional por meio de valores aproximados e

destacam ser importante para que o aluno ndo se perca nas abstracdes. Por isso

consideram relevante que o livro mostre algumas dessas aproximagdes, tais como:

2! = 2,639015; 2" = 2,657371; 2! = 2,664749 ¢ o valor final 2*?=
2,665144...

Lima et al. (2001) consideram, até entdo, a cole¢do Il uma das melhores
existentes no mercado. Mesmo assim, declaram que a cole¢do ndo esclarece por

que a divisdo continuada de dois inteiros é um decimal exato ou uma dizima
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periddica, apesar de ensinar como obter uma fragdo equivalente a uma dizima
periodica, fato importante e que muitas colegdes ndo apresentam. Esse aspecto foi
bastante valorizado nas atividades propostas por esta pesquisa.

Assim como em relagdo a colegdo I, afirmam que se perde uma importante

oportunidade de mostrar que /2 ndo ¢ racional e acrescentam que alguns
recursos de aritmética seriam suficientes. Consideram essa demonstra¢do simples,
esclarecedora e educativa. Observam que o livro ndo diz claramente o que sdo
numeros irracionais e porque eles completam a reta, mas reconhecem que esse

tema ¢ delicado e sugerem:

Como explicar o conceito de numero real de forma correta e a0 mesmo tempo

acessivel aos alunos do Ensino Médio? Pelo menos, o livro poderia dizer que um

numero real é uma expressdo decimal (finita ou infinita). Quando tal expressdo ¢
finita ou periddica, tem-se um nimero racional. Em caso contrario, tem-se um

nimero irracional. (ibidem, p.107)

Por julgarmos que a expansdo proporcionada pela representagdo decimal
infinita ¢ muito importante para alunos desse nivel de ensino, nossa pesquisa
procurou verificar se essa nogdo produziu imagens conceituais para os alunos e
como utilizavam essas imagens em seus julgamentos.

Segundo os pesquisadores, a defini¢do utilizada para ordenar os numeros
reais estd correta’ 8, mas indicam que ndo ficou claro como representar nimeros
reais na reta, por isso afirmam que muitos alunos tém duvidas nesse ponto e
apresentam como exemplo os numeros 0,1563847 e 0,1563798561, que causam
hesitagdes na hora de ordenar.

Dessa forma, sugerem a importancia de o texto esclarecer o significado de
cada digito de uma expressdo decimal, ja& que muitos contetidos dependem da
localizagdo, pelo menos aproximada, dos nimeros reais na reta. Apontam também
que a no¢ao de aproximag@o ndo ¢ mencionada no livro e sugerem aos autores que
as aproximagoes sejam trabalhadas nessa etapa do livro.

Os autores estimulam ao longo das avaliagdes a importancia do uso da
calculadora, quando declaram que, no passado, era realmente dificil ao aluno
entender poténcia de expoente irracional, porém hoje as calculadoras tornaram-se
um instrumento fundamental para o ensino e para o entendimento desse assunto.

Ressaltam que seu uso deve acontecer com as devidas precaugdes ¢ acrescentam

%% A definigdo é: a > b significa que a esta & direita de b.
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que a colec¢do II ndo faz a menor referéncia a calculadora, inclusive nesse capitulo
em que ela é indispensavel. Procuramos verificar também nesta pesquisa o que os
alunos viam quando faziam operagdes com as calculadoras.

Os avaliadores identificam que, apesar de o niimero e ndo ser definido e
nem estudado nessa colegdo, constam citagdes sobre os logaritmos neperianos
sem contextos, ja que nada se esclarece a respeito do numero irracional e.

Outra observagdo feita pelos avaliadores refere-se ao capitulo que introduz
a trigonometria, em que os autores da cole¢do resgatam a medida da
circunferéncia de raio r dada por 27r, em que 7 ¢ um numero real de valor
aproximado 3,14, sem maiores explicagdes, como se os alunos ja soubessem desse
caso. Consideram importante resgatar o ensino das medidas de area e perimetro
dos circulos, por conta da caréncia constatada no ensino de geometria. Essa
caréncia ndo se verifica na escola em que esta pesquisa foi realizada.

Esses resgates, valorizados pelos avaliadores, vdo ao encontro a declaracdo
dos autores na apresentagdo do livro, na qual eles afirmam que os alunos do
Ensino Médio ndo dominam grande parte dos conceitos que sdo atribuidos para o
Ensino Fundamental. Dessa forma, enfatizam que o livro deveria definir e
explicar a grande importancia do nimero 7 .

O 1ltimo ponto, relacionado com os numeros reais, destacado nessa colecio
pelos avaliadores, ocorre no célculo do volume de um cubo com arestas de medidas
ndo inteiras. Declaram que, ao abordar o volume de um paralelepipedo retangulo,

isso ¢ feito com muita rapidez, pois nada se esclarece e ainda complementam:

De um modo geral, o volume V de um cubo de aresta a é dado pela formula

V=a’. Trata-se realmente de um ponto delicado. Néo ¢ facil explicar porque esta

formula vale para qualquer valor real positivo de a. Mas, pelo menos, o livro

poderia reconhecer essa dificuldade e mostrar, por exemplo, que o volume de um

cubo de aresta 2,5 ¢ (2,5). (Lima et al., 2001, p. 126)

Essa andlise documental além de nos apresentar o tratamento dado aos
numeros reais pelos autores de livros didaticos nas colegdes anteriores a 2001,
também nos permitiu uma aproximagdo das concepgdes dos matematicos a respeito
de como deve ser conduzido o ensino desse tema para alunos do Ensino Médio.

A fim de organizar nossa andlise, apresentada no proximo topico,

elaboramos uma lista-sintese, organizada na Tabela 6 com as sugestdes desse

documento para o ensino de nimeros reais no Ensino Médio:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510353/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

98

Tabela 6: Sugestdes de Lima et al. (2001) para o ensino de nimeros reais.

- Apresentar os numeros reais como resultados de medidas. Primeiramente, apresentar os reais,
para depois falar dos irracionais. Ndo apresentar os niimeros reais como a unido dos niimeros
racionais com os irracionais, pois ndo se sabe o que ¢ um irracional antes de definir um real;

- Definir um numero real como uma expressao decimal (finita ou infinita). Se a expressdo ¢ finita ou
infinita periddica, tem-se um numero racional. Em caso contrario, tem-se um niimero irracional;

- Mostrar que a divisdo continuada de dois inteiros é um decimal exato ou uma dizima periddica;

- Trabalhar segmentos comensuraveis e incomensuraveis;

- Demonstrar que /2 ndo é racional;

- Localizar nimeros reais na reta, esclarecendo o que significa cada digito de uma expressao
decimal e fazer a correspondéncia entre os nimeros reais € os pontos da reta;

- Trabalhar com a nog¢do de aproximagdo de irracionais por numeros racionais;

- Definir o nimero m, explicando sua importancia e falar sobre a existéncia da demonstragdo de
que T € irracional;

- Enfatizar e esclarecer que a Unica maneira de afirmar que um nimero ¢ irracional &
demonstrando que ele ndo ¢ racional;

- Fazer uso da calculadora, com os devidos cuidados, para trabalhar operagdes com irracionais
por meio de suas aproximagdes racionais;

Nesta sintese, apresentamos as concepgdes dos matematicos avaliadores em
relagdo ao ensino de numeros reais no Ensino Médio. Todos os aspectos relacionados
a conceituagdo e a manipulacdo dos niimeros reais destacados ao longo dessa pré-
analise proporcionaram-nos mais ferramentas para realizarmos nossa andlise nas

mesmas trés colecdes, nas versoes que foram atualizadas para o PNLEM de 2005.

4.2.2
Analise dos livros didaticos de Matematica do Ensino Médio

Esta analise teve como estratégia uma comparagdo das colegdes anteriores
e posteriores ao PNLEM de 2005, considerando as avalia¢des feitas em Lima et
al. (2001). A partir das observagdes relacionadas ao que mudou nessas colecdes e
ao que se manteve sobre o encaminhamento dado aos nimeros reais, desenhamos
o panorama do que se propde para esse tema com alunos do Ensino Médio.

Orientamos essa analise de acordo com as seguintes questdes:

1) Como o conjunto dos nimeros reais ¢ apresentado? Quais sdo os

conceitos matematicos trabalhados?

2) Em que momentos e de que forma esse topico ¢ utilizado?

3) Que tipos de atividades sdo propostas?

4) Ha elementos que contribuem para a formagao continuada do professor?

5) Houve mudangas em relacdo a colegdo anterior?
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As respostas para essas questdes foram organizadas nas Tabelas 7, 8, 9 e
10. Apos cada tabela, emitimos uma andlise-parecer para cada uma das trés
colegdes e um comentario sintese, contendo observagdes que consideramos
relevantes para o ensino de nimeros reais no Ensino Médio.

O objetivo da primeira pergunta, organizada na Tabela 7, foi identificar
como os autores definem os nimeros reais ¢ que conceitos sdo apresentados e/ou
desenvolvidos ao longo das colegdes. A caracterizagdo ¢ a condug@o do contetido
dao indicios do encaminhamento 16gico que o autor defende para se realizar o

trabalho com numeros reais no Ensino Médio.

Tabela 7: Respondendo a pergunta 1

Pergunta 1: Como o conjunto dos niimeros reais ¢ apresentado? Quais sdo os

Colecao . r
¢ conceitos matematicos trabalhados?
1°) Nimeros irracionais: todos os nimeros que representam as medidas dos segmentos
incomensuraveis com a unidade.
2°) Demonstracao de que \/E ¢ irracional.
o NN , +5

3°) Exemplos de outros irracionais, como s e o ¢ (nimero de ouro = 5 )

I 4°) Numeros reais: R = Q U L. Os ntimeros reais formam um conjunto ordenado e

completo.
5°) Relag@o entre R e os pontos de uma reta.
6°) Localizacdo de numeros reais na reta.

Conceitos: incomensurabilidade, densidade, ordenagdo, dizimas e representagdo
decimal infinita.

1°) Numeros irracionais: numeros que ndo podem ser escritos na forma de fracdo, sdo
os decimais ndo exatos que possuem representa¢ao infinita ndo periddica.

2°) Exemplos de irracionais: 0,212112111...; 1,203040...; +/2 = 1,4142136...; /3=
I 1,7320508...; 7=3,141582...

3°) Nameros reais: R=Q U L

4°) Localizagdo de nimeros reais na reta.

Conceitos: ordenacdo e infinitude, dizimas e representagdo decimal infinita.

1°) Numeros irracionais: numeros que ndo podem ser escritos na forma de fracdo, sdo
os decimais infinitos e ndo periddicos.

2°) Demonstragdo de que V2 é&irracional - leitura optativa.
3°) Segmentos incomensuraveis: as medidas do lado e da diagonal do quadrado.
4°) & ¢ irracional.

I 5°) Localiza na reta os nimeros irracionais da forma \/; .

6" ) Nmeros reais: R=Q U L

7°) Correspondéncia biunivoca entre R e os pontos de uma reta.

8°) Desigualdades entre niimeros reais.

Conceitos: incomensurabilidade, densidade, ordenagdo, dizimas e representagdo
decimal infinita.

Observamos que todas as colegdes analisadas trazem como definicdo do
conjunto R a mesma dada nas versdes anteriores, R = QUI. Primeiramente,

definem nimero irracional, pela negagdo do racional, mas sem mostrar ao aluno o
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desenvolvimento 16gico dessa afirmacdo. A seguir, definem os nimeros reais,
com um diferencial para as colegdes I e III, que apresentam os niimeros racionais
¢ os numeros reais como resultados de medigdes, apesar da brevidade da
exposicdo. A cole¢do I, em nenhum momento, refere-se aos niimeros reais como
numeros que expressam medidas.

As colegoes I e II ja trabalham na exposi¢do dos nlimeros reais as nogoes
necessarias ao conceito, como a densidade, a ordenagdo ¢ a infinitude, que foram
exploradas didaticamente, e a completude, de maneira mais formal, apenas
enunciando a propriedade.

Ao responder a segunda pergunta na Tabela 8, mostramos como o
conteudo “nimeros reais” ¢ distribuido ao longo das colegdes e identificamos
quais os topicos do programa de Matematica do Ensino Médio em que os autores

resgataram e de alguma forma aprofundaram esse assunto.

Tabela 8: Respondendo a pergunta 2

Colecdo Pergunta 2: Em que momentos esse topico ¢ utilizado?

Vol 1: unidade 1 (conjuntos numéricos)
Vol 1: unidade 7 (poténcias e calculadoras cientificas na sessdo Flash
Matematico) — calcula valores aproximados do numero irracional 22 ,

I utilizando para isso, aproximagdes racionais de \/E .
Vol 3: unidade 4 (resgata a Historia da Matematica, a quadratura do circulo e o &
na sessdo Flash Matematico).
Vol 3: unidade 7 (nog¢do intuitiva de limite de fungdo — toma valores cada vez
mais proximos de X, calcula f(x) e observa o que acontece com esses valores).
Vol 1: capitulo 1 (conjuntos numéricos).
Vol 1: capitulo 6 (fungdo exponencial - apresenta um exemplo com a fungdo

1

f(x) = €%, utilizando a calculadora e a expressdo (/+x )A. E elaborada uma
tabela fazendo x se aproximar de zero, e observa-se que as imagens da expressao
se aproximam do “importante nimero irracional, que é estudado em Célculo
Diferencial e Integral e é representado pela letra e=2,7183” (p. 179).

I Vol 2: capitulo 1 (medidas de arcos e angulos — comprimento de uma
circunferéncia).
Vol 3: apéndice 2 (limite exponencial fundamental — consideram a funcao

1" . , ,
fln)= (1 + —) , h natural e dizem que, para n muito grande, f(n) se aproxima do
n

numero irracional e = 2,7182818284).
Vol 1: capitulo 2 (conjuntos numéricos).
Vol 1: capitulo 8 (aproximagdes e erro — leitura optativa).

I Vol 2: capitulo 7 (poténcia de expoente irracional, aproximagdes racionais do
irracional 22 e do namero irracional e, a fungdo exponencial y=e*).
Vol 2: capitulo 10 (determinagdo na érea do circulo).
Vol 2: em recursos diddticos auxiliares, apresenta uma sugestdo de atividade
(figura 5) com operagdes entre raizes quadradas irracionais, usando calculadora.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510353/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

101

Ao verificarmos os tipos de exercicios propostos ao longo das colecdes,
identificamos o nivel de abrangéncia dedicada ao tema e constatamos uma quase
auséncia de conexdo dentro do programa do Ensino Médio. Citamos como
exemplo, o estudo das progressdes geométricas. As dizimas peridodicas foram
apresentadas como exemplos de sequéncias geométricas infinitas e convergentes,
em que o limite ¢ a fracdo geratriz dessas dizimas, mas ndo houve nenhuma
mengao aos NUMeros reais.

Observamos que as colegdes I e III resgatam os niimeros reais na revisao
do conteido potenciacdo, no estudo da fungdo exponencial ¢ dos logaritmos, na
retomada do m para trigonometria, mas nada foi mencionado sobre o calculo de
volumes, na passagem do racional para o real, sugestdo dada em Lima et al.
(2001). Essa abordagem ndo ¢ considerada em nenhuma das colecdes, visto que
continuam utilizando a féormula que calcula o volume de um cubo de aresta a,
V=d’, para todo a real, de forma imediata, sem o cuidado de mostrar exemplos
quando a ¢ um nimero racional.

Destacamos o uso de aproximagdes racionais para os irracionais, no
calculo de poténcias com expoente irracional e nas fungdes exponenciais, ao

apresentarem o numero e. E importante enfatizar que, na colecdo II, os autores,

. ;. . ~ 22 o .
em muitos exercicios, usam as aproximagoes 3,14 e - para =, utilizando o sinal

de igual, isto é, t=3,14 ¢ n=%, o0 que pode causar confusdo para os alunos.

Os destaques que fizemos mostram que, apesar das criticas feitas pelos
avaliadores em Lima et al. (2001), a respeito dos cuidados que se deve tomar ao
representar os nimeros irracionais por meio de aproximagdes decimais finitas, os
abusos de linguagem ainda acontecem ao longo das cole¢des. Em muitos casos, as
aproximacgoes sdo utilizadas como sendo iguais ao nimero irracional. Esse pode
ser um indicio que justifica o fato de muitos alunos representarem o nimero w
através de uma razao de inteiros.

O mesmo repete-se nas tabelas numéricas que aparecem ao longo das
colegdes. Verificamos que os autores apresentam os valores do seno, cosseno,
tangente e logaritmo, sem enfatizar que a maioria dos numeros indicados ¢
irracional, e que os numeros da tabela sdo aproximagdes racionais desses

irracionais. Encontramos um tinico contraexemplo, que acontece na colecdo I, em
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que o autor afirma: “se consultarmos uma tabela ou uma calculadora cientifica,

veremos que sen8° = 0,139 e cos8° = 0,990 = 1” (ibidem, p. 394). Mesmo assim,

fica a duvida se os valores mostrados sdo aproximados ou ndo, pois 0s nimeros

que constam na tabela apresentam cinco casas decimais e, nesse texto, apresentam

apenas trés. Dessa forma, o aluno e/ou o professor podem ainda cometer o

equivoco de considerar exatas as aproximagdes racionais dos irracionais que

constam nas tabelas.

A partir dos dados obtidos da pergunta 3 e organizados na Tabela 9,

percebemos a forma como os autores encaminham didaticamente o trabalho a ser

feito com os nameros reais no Ensino Médio.

Tabela 9: Respondendo a pergunta 3

Colecdo

Pergunta 3: Que tipos de atividades sdo propostas?

Utilizar a calculadora trabalhando os nimeros racionais e 0s nimeros irracionais, por
meio de suas aproximagdes;

Representar os numeros reais na reta real, trabalhando a ordenacgao;

Efetuar célculos de vérios tipos: aproximagdes de irracionais com o uso da
calculadora, obtenc¢do de irracional entre duas fragdes dadas, sem calculadora e com
aproximagoes de resultados entre irracionais e entre racionais e irracionais;

Listar nimeros irracionais que sdo raizes quadradas, raizes clbicas e que sdo obtidos
através de operagoOes realizadas entre irracionais e o numero de ouro;

Representar os niimeros decimais por meio da notagdo cientifica.

1I

Converter fragdo em decimal e vice-versa,

Calcular expressdes numéricas envolvendo dizimas periddicas;

Ordenar os nlimeros reais e representa-los na reta;

Desenvolver expressdes numéricas envolvendo radicais;

Representar fragdo na forma decimal e localizar nlimeros racionais na reta;
Obter a fragdo geratriz das dizimas periddicas;

Representar geometricamente niimeros reais na reta real.

III

Converter fragdo em decimal e vice-versa,

Classificar listas de nimeros reais (decimais finitos, expressdes decimais infinitas
periddicas e ndo periodicas) em racional ou irracional;

Ordenar nimeros reais e representd-los na reta;

Utilizar calculadora para realizar calculos com radicais.

Verificamos que a cole¢do I trabalha as no¢des de comensurabilidade e

densidade de forma mais criativa e com bastante cuidado. A colegdo I, conforme

observamos na nossa analise, apresentou muitas novidades sobre nlimeros reais,

com atividades diversificadas. As autoras dedicaram mais tempo a esse contetido
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e realizaram mais conexdes ao longo dos volumes. E importante destacar que esta
colegdo, antes da atualizagdo, foi a mais criticada em Lima et al. (2001) e muitas
das sugestdes e corregoes dadas, acerca dos nlimeros reais, foram aceitas ¢ feitas
pelas autoras.

Apesar de Lima et al. (2001) terem sido categoricos na sugestdo de se
trazer a demonstragio da irracionalidade de +/2 nas cole¢des do Ensino Médio, a
colecdo II foi a Unica que ndo apresentou esse fato e, além disso, pouco
aprofundou o conteido nimeros reais, mesmo no capitulo dedicado a esse
assunto. Lembramos que esta colecao foi considerada uma das melhores na edigdo
anterior ao PNLEM de 2005. Dentre as trés cole¢des, consideramos esta a mais
carente de atividades e a que menos se aprofunda no estudo dos nimeros reais.

Para ilustrar um pouco de cada colecdo, as Figuras 4, 5 ¢ 6 apresentam

recortes, respectivamente das Colegdes I, 111 e I1.

Figura 4: Recorte da sessdo Flash Matemadtico da colegao I: sugestao didatica para trabalhar
com operagoes de irracionais com o uso de calculadoras

Operacbes com nimeros irracionais
1. Usando uma calculadora, copie e complete a tabela abaixo:

A N Sl Bl Bl il Bl Bl el By % “
3 2
5 3
17 10
49 34
135 121
68 32
500 212
1428 | 386
1 11 IIT 1\ AV VI VII VIII

2. a) Observe os resultados obtidos na tabela.
=  Compare os resultados das colunas I e II. Que relagdo vocé acha que existe entre eles?
=  Compare os resultados das colunas III e IV. Que relagdo existe entre eles?
=  Compare os resultados das colunas V e VI e das colunas VII e VIIL. O que vocé pode

dizer sobre eles?

Tente expressar as conclusdes a que vocé chegou nos itens anteriores na forma de uma
igualdade ou desigualdade, usando os simbolos que aparecem na primeira linha da tabela.
b) Essas conclusdes ainda serdo validas se a ou b forem iguais a zero? O que muda em
suas conclusdes se a=0? E se b=07?

Fonte: Smole e Diniz, 2003, v. 2, p. 25.

A atividade que destacamos da coleg@o I possibilita ao aluno encontrar
numeros irracionais a partir de operagdes elementares com as raizes quadradas.

Valoriza o uso da calculadora e, com isso, propicia discussdes sobre aproximagdes
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racionais dos nimeros irracionais, levando o aluno a levantar conjeturas e enunciar
propriedades a respeito dessas operagdes com radicais. A mesma atividade esta no
livro da colegdo III, destacada na Figura 5, porém, esse exercicio consta somente no
manual do professor, restringindo seu acesso. O aluno s6 fara a atividade se o

professor ler o manual e optar por aplica-la na sala de aula.

Figura 5: Recorte do manual do professor da colecgéo lll: sugestao didatica para trabalhar
com radicais com o uso de calculadoras

Outro exemplo ¢ quando os alunos trabalham com operagdes de radicais usando calculadora:

a | b | Vass | Jap % 5| Jaeds | Navs | Na-vp | V@
5 3
7 10
3 1

Eles poderdo conjeturar, por exemplo, Jab=vab e Ja+b#Ja+b. Depois o professor
podera provar que essas conjeturas estao corretas.

Fonte: Dante, 2004, v. 2, p. 13.

Da colegdo II, escolhemos um exemplo de localizagdo dos niimeros reais

na reta numérica, mostrado na Figura 6.

Figura 6: Recorte da colegao ll: representagdo geométrica dos nimeros reais na reta.

Represent
dos numero

Fonte: lezzi, 2004, v.1, p. 17.

Consideramos esta atividade relevante, pois trabalha as nogoes de densidade
e ordenagdo e chama atencdo para os cuidados com as expressoes decimais infinitas
que foram utilizadas e sua correspondente localizagio na reta real. E possivel

localizarmos as raizes quadradas de numeros inteiros e que sdo irracionais, pois
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basta construirmos geometricamente, com régua € compasso, 0s segmentos
representados por esses numeros, usando para isso, os poligonos regulares. Nao ha,
entretanto, nenhum segmento que represente 0 nimero w, pois esse irracional ndo ¢é
passivel de construgdo com régua e compasso. Nesse caso, € necessario pensar
numa sequéncia infinita de numeros racionais que convergem para este irracional,
pois qualquer segmento utilizado para representar o m ¢ uma aproximagdo. E
interessante apresentar essas discussdOes aos alunos, caso contrario os numeros
irracionais serdo, equivocadamente, associados as suas aproximagdes racionais.
Como ja mencionamos, uma fun¢do do livro didatico ¢ atualizar, trazer
novas abordagens, fazer conex0es ¢ auxiliar na formagdo continuada dos
professores (Catalogo do PNLEM, 2005), Nosso objetivo ao responder a pergunta
4, portanto, ¢ mostrar como os autores atendem a esse aspecto, pois nos
possibilitara verificar o grau de comprometimento do autor com sua proposta

didatica. Os dados que identificamos estdo sintetizados na Tabela 10.

Tabela 10: Respondendo a pergunta 4

Colecao Pergunta 4: Que elementos contribuem para a formag@o continuada do professor?

Apresenta geometricamente a densidade dos racionais;

Propoe atividades interessantes e diferentes, envolvendo aproximagdes e operagdes
entre irracionais com ou sem calculadora;

Motiva frequentemente o uso da calculadora numa variedade de exercicios;

Demonstra que \/E ¢ um numero irracional;

Apresenta o famoso irracional, nimero de ouro, deduzindo-o a partir do retdngulo
aureo e elabora uma atividade com o famoso desenho de Da Vinci mostrando as
proporgdes aureas.

As questdes apresentadas sdo de um modo geral, tradicionais, ndo apresentando

I . ~ ~ .
inovagdo, em relacdo ao que se fazia antes.
Apresenta o conceito de segmentos comensuraveis, com ilustragdes por meio das
leituras optativas;

- Demonstra que \/E ¢ um numero irracional;

Faz questionamentos, nos boxes Para refletir, que possibilitam o uso regular da
calculadora;

Localiza, por constru¢do geométrica, 0s numeros \/E e \/5 na reta.

Pela exposigdo sintetizada na Tabelal0, consideramos que a colecdo I € a que
mais contribui para a atualizacdo dos professores, por trazer diferentes atividades e
contextos para o ensino dos numeros reais. Em relagdo a pergunta 5, acerca das
mudangas em relagdo a colegdo anterior, as colegdes I e I1I atenderam a grande parte

das sugestdes feitas em Lima et al. (2001) e isso refletiu em mudancas substanciais.
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Ja a coleg@o II acrescentou poucas inovagdes em relagdo ao que havia apresentado.

Nesta analise percebemos que houve cuidado na investiga¢do, no estudo e
no comprometimento com a pesquisa por parte dos autores de livros didaticos na
escrita dessas colegdes. Isso proporcionou uma consequente atualizagdo dos
autores em relagdo ao ensino-aprendizagem de niimeros reais.

Consideramos que houve uma relagdo direta entre a avaliagdo de Lima et
al. (2001) e as modificagdes que constatamos nas cole¢oes estudadas. Na colecio
II, no capitulo de poténcia de expoente irracional, os autores seguem exatamente

as sugestdes. Também fazem o mesmo a respeito do numero e, pois apresentam
] n

uma sequéncia de valores aproximados da expressdo [1 +—j , fazendo n natural
n

crescer até 50.000 e afirmando que, quando » tende ao infinito, a sequéncia se
aproxima muito lentamente para o numero irracional e = 2,7182818284... Na
atualizagdo desta colecdo, ndo foi destacado pelos autores, contudo, que o numero
e ¢ irracional, porque demonstra-se que esse niimero nao ¢ racional.

Dessa forma, pode significar para o aluno que, se observamos algumas
primeiras casas decimais e ndo visualizamos uma repeti¢do de digitos, poderemos,
entdo, garantir a irracionalidade desse nimero. Tal abordagem deve ser evitada,
pois possibilita a inferéncia de dedugdes falsas. Esse fato acontece na maioria das
colegdes, porém destacamos um recorte da colegdo IIl, na Figura 7, na qual o
autor segue exatamente as orientagcdes de Lima et al. (2001), inclusive utilizando o

mesmo exemplo: 7 jd foi calculado com 5 bilhées de casas decimais.

Figura 7: Recorte da colecdo lll sobre o nimero n

7 € irracional Para Refletir

O namero 7 é obtido dividindo-se a medida do comprimento| Vocé sabia que o namero
de qualquer circunferéncia pela medida do seu didmetro (n =| irracional m foi calculado com o

, L. . auxilio de um computador com
3,1415926535...). Pode-se também provar que 7 ¢é irracional. | mais de 5 bilhdes de casas
Isso garante que ndo se vai encontrar uma decimal exata nem| decimais sem que tenha surgido
uma dizima periodica no calculo dos algarismos decimais de| Wma decimal exata ou uma dizima?

1~ , . Vocé pode imaginar um nimero
7, mesmo que se obtenha bilhdes de digitos. assim?

Fonte: Dante, 2004, v.1, p. 26.

Resgatamos o volume tUnico da colecdo III, editado em 2005, ¢
verificamos que o autor atualiza ainda mais as informagdes sobre o nimero 7, no
boxe Para Refletir, em que afirma que ja se conhece 1,2 trilhdes de casas

decimais. Apdés o PNLEM de 2005, observamos nas cole¢des analisadas uma
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tentativa em se trabalhar de forma mais abrangente o conteido nimero real.
Comparando com o que se apresentava antes ao falar dos niumeros reais, houve o
aprofundamento das nog¢des de incomensurabilidade, densidade e aproximagdo e
uma énfase maior no trabalho com a representacdo decimal infinita.

Além disso, observamos uma aten¢ao maior dedicada as dizimas periddicas e
a localizacdo do numero real na reta. A colegdo I foi a que mais se destacou, com o
uso da calculadora, no desenvolvimento da no¢do de densidade e nos varios exemplos
de atividades resolvidas e propostas, além de trazer alguns contextos interessantes.

Convém destacar o frequente uso da calculadora ao longo de todas as
colegdes, embora a colecdo Il ndo tenha utilizado essa ferramenta no capitulo de
numeros reais. O emprego do nimero real em contextos sobre medigdes ndo
acontece. As representagdes decimais foram mais exploradas e a operacionalidade
entre 0os nimeros reais ainda acontece pouco. O espaco teorico dedicado ao
assunto ampliou, porém os exercicios ainda ndo apresentam uma variedade que
possibilite o amadurecimento das nog¢des necessarias ao conceito. A retomada dos
numeros reais nos conteidos em que esse conjunto ¢ necessario ndo ¢ feita ainda
de forma que se aprofunde o tema.

Até esta etapa da pesquisa, observamos e refletimos sobre o panorama do
ensino de nimeros reais no que se refere as orientacdes curriculares e a forma
como se apresenta nos livros didaticos. Esses elementos sugerem como o trabalho
com os numeros reais deve ser conduzido no Ensino Médio brasileiro. Isso ¢ uma
indica¢do, mas ndo necessariamente a realidade do que de fato se passa nas salas
de aula. Por isso, consideramos importante investigar, com um grupo de alunos do
Colégio Pedro II, os numeros reais do ponto de vista da aprendizagem, isto &,
identificar o que os alunos conhecem desse campo numérico. Esta etapa, chamada
de estudo preliminar exploratdrio, foi realizada no nosso trabalho de campo e sera

exposta no capitulo 6 desta pesquisa.

4.3
Como os numeros reais sao apresentados aos futuros professores?

Consideramos importante observar como o conteudo nimeros reais €
apresentado para os futuros professores de Matematica, para compreender melhor

porque a questdo da circularidade na defini¢do de nimero real ndo é resolvida por
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autores de livros didaticos e professores da escola basica. No capitulo 2,
apresentamos Palis (1999), Malta et al. (2002) e Ripoll et al. (2006), trés
bibliografias brasileiras que apresentam uma defini¢do ndo circular de niimero
real. Essas referéncias tém como publico alvo, alunos de cursos superiores, porém
ndo atingem ainda um universo consideravel de professores, talvez porque sejam
de publicagdo recente e direcionados para determinadas universidades.

Dessa forma, decidimos consultar outras bibliografias mais tradicionais,
algumas delas utilizadas em diversos paises. Selecionamos sete livros de Calculo I, pois
esta disciplina ¢ cursada por todos os alunos da licenciatura. Além disso, escolhemos
mais quatro livros de Matematica que aprofundam o tema e sdo indicados aos alunos

nos cursos de formagao continuada e em alguns cursos de Anélise Matematica.

4.31
Nos livros de Calculo

Os livros de Calculo I que consultamos estdo indicados na Tabela 11:

Tabela 11: Livros de Calculo | consultados.

Autor Titulo do livro
Louis Leithold O Cdlculo com geometria analitica, volume 1
George Thomas Calculo, volume 1
Munem e Foulis Calculo, volume 1
Geraldo Avila Calculo I: fungoes de uma variavel
Simmons Cdlculo com geometria analitica, volume 1
Hoffmannn e Bradley Cdlculo: um curso moderno e suas aplicagoes
Hallett e Gleason et al. Cdlculo de uma varidvel

Elaboramos a Tabela 12 que ilustra a abordagem que esses autores
utilizam quando apresentam os niimeros reais pela primeira vez na sua obra
didatica. Acrescentamos que o numero real ¢ um objeto matematico que ¢

utilizado em todo o curso de Calculo L.

Tabela 12: Os nimeros reais nos livros de Calculo |

Livro Forma de abordagem

- Declara que o sistema dos niimeros reais pode ser totalmente descrito por um conjunto
de axiomas. Apresenta as propriedades derivadas desses axiomas, pois “como o céalculo
elementar envolve numeros reais, devemos estar familiarizados com algumas
propriedades fundamentais do sistema de niimeros reais.” (Leithold, 1977, p. 1)

- Apos a apresentagdo de uma série de propriedades, o autor afirma que qualquer
numero real pode ser classificado como um ntiimero racional ou um numero irracional.

Leithold
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- Apresenta o conjunto dos numeros racionais. “Um numero racional ¢ da forma £ ,
q

onde p e q sdo inteiros e q#0.” (ibidem, p. 4).

- Fornece exemplos de numeros racionais, tais como os inteiros, as fragdes, os

decimais finitos e as dizimas periddicas.

- Afirma que os numeros reais que ndo sdo nimeros racionais sdo chamados de

numeros irracionais. Sao os nimeros “decimais nao periodicos com um niimero nao

finito de digitos” (ibidem, p.4).

- Apresenta como exemplos: \/5 =1,732...; = =3,14159... e tg 140°=-0,8391...

- Localiza nimeros reais na reta, esclarecendo a origem, a unidade de medida e a

correspondéncia biunivoca entre os niimeros reais e os pontos da reta.

- Define intervalos abertos, fechados, limitados e ilimitados.
- Finaliza com uma série de exercicios sobre inequac¢des simples e modulares.

Thomas

- Introduz os numeros reais ao apresentar a correspondéncia biunivoca entre os
pontos do plano e os pares de niimeros (X, y).

- Informa a correspondéncia biunivoca que existe entre os pontos do eixo X € 0
conjunto dos numeros reais, declarando em nota de rodapé que “esta
correspondéncia baseia-se no postulado de continuidade da reta, estudado nos
cursos de analise matematica.” (Thomas, 1970, p. 3).

- Apresenta incluido nas hipéteses de um exercicio a seguinte defini¢do: “Um nimero

racional ¢ um numero que pode ser expresso na forma £ , p € q inteiros primos e ¢>0.
q

Um ntimero real ndo-racional ¢ chamado de nimero irracional.” (ibidem, p. 43).

Munem

- Apresentam sucintamente os niimeros reais como as medidas das distancias de
todos os pontos da reta a origem, dada uma unidade de medida.

Avila

- Apresenta os diferentes tipos de nimeros, afirmando que o leitor ja se familiarizou
com estes no ensino secundario.

Lo , pP
- Apresenta os racionais como todo mimero que pode ser representado na forma —,

onde p e q sdo inteiros e q=#0. Escreve os numeros racionais na forma fracionaria e
decimal e destaca que “se o denominador s6 contiver os fatores primos de 10 (2 e/ou
5), obteremos sempre decimais exatas [...] ao contrario, se o denominador contiver
algum fator primo diferente de 2 e 5, a fragdo ordinaria (em forma irredutivel!) tera
representagio decimal periodica.” (Avila, 1994, p. 2).

. . . 5 .
- Apresenta o algoritmo da divisdo para escrever o niimero racional 7 na forma decimal.

- Apresenta 0,10100100001000001... e 0,10110111011110111110... e declara que
“decimais como estas também sdo numeros, os chamados numeros irracionais, que
se caracterizam por terem representagcdes decimais infinitas e nfo periodicas.”

ibidem, p. 3). Acrescenta que, por isso, ndo podem ser representados na forma £.
p que, p p p p

- Apresenta e demonstra que o numero \/E ndo ¢ racional. Afirma que, em geral, ¢
dificil saber se um dado nimero ¢ irracional ou nao.

- Apresenta o conjunto dos numeros reais como o conjunto que ¢ constituido pelos
nimeros racionais juntamente com os nimeros irracionais.

- Ressalta que os niimeros reais tém uma representagdo simples e muito Gtil, por
meio dos pontos de uma reta.

- Localiza ntimeros reais na reta.

- Explica que um modo de operar com os nimeros irracionais “consiste em
representd-los por sequéncias de niimeros racionais que os aproximem com o grau
de precisdo cada vez maior e tdo grande quanto quisermos.” (ibidem, p. 4).

- Finaliza com uma lista de exercicios que contempla os aspectos abordados.

- Dedica um tdpico aos intervalos e as inequagdes simples e modulares.

Simmons

- Nao define ntimero real, apenas declara que as varidveis, tais como comprimento,
area, volume, posi¢do, tempo, velocidade, sdo medidas por niimeros reais.
- Apresenta exemplos de niimeros reais representados por nimeros decimais.
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- Apresenta os niimeros reais no final do livro quando faz uma revisdo de algebra.

- Apresenta o conjunto Q = {£ /peqe Zeq#0}, dos nimeros racionais;
q

Hoffmann | _ Apresenta o conjunto dos numeros irracionais (I), como o que contém todos os
nimeros que ndo sao racionais.
- Define o conjunto R como R=Q U L
- Representa os reais na reta.
Hallett | - O autor ndo faz qualquer men¢@o aos nimeros reais.

Nessa consulta realizada, percebemos que os autores consideram que os
numeros reais sdo objetos ja conhecidos pelos alunos, pois a abordagem dada ao
assunto foi, em geral, muito superficial. Dois dos sete autores visitados sequer
definiram numero real. Também ndo trabalharam no¢Ges importantes relacionadas
aos nimeros reais, nem por meio de exercicios. Avila (1994) e Leithold (1977)
foram os autores que mais dedicaram explicagdes referentes aos niimeros racionais
e irracionais, porém suas abordagens sdo semelhantes as que sao feitas nas cole¢des
de Matematica do Ensino Médio, conforme ja expusemos neste capitulo.

Verificamos que o problema da circularidade persiste nos livros em que os
autores forneceram uma definigdo para o conjunto dos nimeros reais, assim como
confirmamos o mesmo nos livros do Ensino Médio. O caminho utilizado pelos
autores analisados foi definir os nimeros racionais, seguidos dos nimeros
irracionais que sdo obtidos pela negag¢do dos racionais. A unido desses dois
conjuntos define o conjunto dos nimeros reais. Apesar da referéncia feita a
medida, por meio da correspondéncia biunivoca dos nimeros reais com os pontos

da reta, esta ndo foi tomada como defini¢do para o nimero real.

4.3.2
Nos livros indicados para aprofundamento do tema

Dos quatro livros que escolhemos para finalizar essa consulta, trés sdo
indicados como importantes fontes de consulta nos cursos de licenciatura e de
formacdo continuada com o objetivo de aprofundar temas da matematica
elementar, mas também com pretensdes a matematica avancada. O quarto livro
selecionado ¢ um texto indicado para cursos de Analise Matematica para futuros
professores de Matematica. Esta obra possibilita um equilibrio entre a formalidade
da Andlise e os aspectos de interesses didaticos na formagdo do professor do

ensino basico. As quatro obras didaticas escolhidas estdo indicadas na Tabela 13:
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Tabela 13: Livros de aprofundamento selecionados para consulta

autor Titulo da obra
Bento de Jesus Caraca Conceitos fundamentais da Matematica
Elon Lages Lima et al”’ A Matematica no Ensino Médio, volume 1
Courant e Robbins O que é Matematica?
Geraldo Avila Andlise Matemdtica para Licenciatura

Como o desenvolvimento do conceito de nimeros reais ¢ valorizado pelos
quatro autores, julgamos relevante apresentar separadamente uma sintese para

cada texto referente ao tema, possibilitando assim maior riqueza de detalhes.

Conceitos fundamentais da Matematica
Esse livro, além de ser considerado uma obra da matematica elementar,
destaca a visao de Bento de Jesus Caraga sobre a matematica como construcdo

humana.

Seu livro Conceitos fundamentais da matematica influenciou geragdes de
educadores e constitui-se ainda em um referencial obrigatério para todos aqueles
que desejem explorar a dimensdo humanistica da criacdo matematica. As
discussdes conceituais, aliadas as incursdes historicas e filosoéficas, contidas
naquela obra, inspiraram muitos educadores e continuam ainda a fazer escola.
(Medeiros; Medeiros, 2003, p.261)

Caraca (1998) apresenta a evolugdo dos conceitos de numero, funcio e
infinito, por meio de uma narrativa historico-filosofica. Nosso foco acontece na
primeira parte desse livro quando, apos apresentar a constru¢do dos numeros
naturais, a partir do problema em relagdo a contagem, os numeros racionais e
irracionais sao abordados a partir do problema da medida.

O autor faz a constru¢do do campo racional trabalhando com cuidado a
operacdo da medi¢do dos segmentos, a subdivisdo da unidade e a insuficiéncia dos
inteiros ¢ o novo campo dos racionais significando a expressdo numérica de
medigdo dos segmentos. Ele desenvolve a propriedade de ordenagdo, a partir do
estabelecimento das defini¢oes de igualdade e desigualdade. Trabalha o conceito
das operagoes de adigdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo e potenciacdo de
expoente inteiro, radiciagdo e potenciagdo de expoente fracionario.

Apresenta a critica sobre o problema da medida, chegando a conclusdo de
que o campo dos racionais ¢ insuficiente para traduzir as relagdes geométricas.

Parte entdo para um estudo cuidadoso de comparagdo entre as propriedades do

*Os outros trés autores sio Eduardo Wagner, Augusto César Morgado e Paulo Cezar Pinto
Carvalho.
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campo racional e as propriedades da reta.

Afirma que a correspondéncia entre o conjunto dos numeros racionais
positivos (@, ) e os pontos da reta que estdo a direita do zero (P,) ndo ¢ bijetiva o

que se traduz na insuficiéncia dos mnimeros racionais, por conta da
incomensurabilidade. Segue verificando todas as caracteristicas do conjunto P,,
que sdo a infinidade, a ordenagdo, a densidade e¢ a continuidade. Apresenta o
conceito de corte e declara que € na resposta da pergunta “Sempre que se
considerar na reta um corte, havera um ponto que produza este corte?” que esta o
né da questdo da continuidade.”

A seguir, Caraca (1998) exemplifica com detalhes dois cortes. O primeiro
racional, com as classes A (numeros racionais menores que 5 ¢ o proprio 5) ¢ B

(nimeros racionais maiores que 5). O segundo irracional, com as classes A (numeros

racionais cujos quadrados sdo menores que 2) e B (niimeros racionais cujos quadrados

sio maiores que 2). Conclui que ha cortes no conjunto @, que nio possuem um

elemento de separagio em @ . Apresenta, ento, o que chama de nova definigdo:

Chamo nimero real ao elemento de separacdo das duas classes dum corte
qualquer no conjunto dos nimeros racionais; se existe um nimero racional a
separar as duas classes, o nimero real coincidird com esse nimero racional; se
ndo existe tal nimero, o nimero real dir-se-a irracional. (Caraga, 1998, p. 60)

Declara que esses novos nimeros, os reais, ndo sdo ‘elementares’ como os
racionais, pois enquanto “para definir um nimero racional, bastam dois numeros
naturais — o seu numerador e o seu denominador — para definir um niimero real sdo
necessarias duas infinidades de niimeros racionais” (ibidem, p. 60). Esclarece que
quando os racionais sdo estudados em si, ndo ha necessidade de recorrer a ideia de
infinito, mas caso o contexto seja de niimero real, esta necessidade faz-se fundamental.

O autor dedica um capitulo chamado Um pouco de historia. Faz uma
apresentacdo do desenvolvimento historico da Matematica e suas ideias
fundamentais, desde as primeiras questdes matematico-filosoficas até as novas
preocupagdes atuais. A questdo da incomensurabilidade é destacada e mostra a
necessidade de um estudo cuidadoso versando sobre o infinito e o movimento.

Ressalta que a continuidade “necessita de um estudo aprofundado, ligado com o

60 Caraga (1998) traz em seu texto um trecho da obra do matematico Richard Dedekind (anexo 1),
que mostra como Dedekind em 1872 tratou o conceito de continuidade, que ¢é referenciada como
axioma ou postulado da continuidade de Dedekind.
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aspecto numérico, quantitativo, da medida” (ibidem, p. 77). O capitulo seguinte é
dedicado ao estudo do campo real. Apresenta a classificagdo dos nimeros reais
em racionais e irracionais. Declara que, em geral, a operacdo radiciagdo ¢
impossivel no campo racional e desenvolve a questdo: “Os niimeros irracionais
sio todos da forma %a ?” Enfatiza que a defini¢do dada para numero real ¢
independente da radiciagdo e faz uma exposi¢do didatica e cuidadosa sobre o
numero z. Além disso, estuda a correspondéncia niimero real e pontos da reta,
que chama de os dois continuos ¢ disserta sobre os dois tipos de infinito, o
numeravel (enumeravel) e o continuo (ndo enumeravel). Essa obra trata o estudo
do campo numérico como consequéncia de uma evolugdo historica, no qual o

rigor e a preocupacdo com as defini¢cdes sdo uma constante.

A Matematica no Ensino Médio

Esse livro tem como tema central as fun¢des reais de uma variavel real. O
estudo ¢ feito sem o uso do Calculo Infinitesimal, pois seu objetivo ¢ aprofundar
aspectos da matematica elementar. Dessa forma, os autores anteriormente
preparam esse estudo apresentando noc¢des sobre conjuntos, a ideia geral de
funcdo e as diferentes categorias de nimeros — naturais e inteiros — e priorizam
principalmente o conjunto dos numeros reais. No capitulo anterior aos nimeros
reais, os autores trazem um estudo sobre numeros cardinais, em que apresentam
conjuntos finitos e infinitos.

A abordagem segue incrementando o processo de medi¢do de grandezas
continuas, por meio da determinagdo do comprimento de um segmento de reta.
Para isso, os autores apresentam a seguinte ordem: segmentos comensuraveis e
incomensuraveis, a reta real, expressoes decimais, desigualdades, intervalos, valor
absoluto, sequéncias e progressdes. Inicialmente traz a crise na escola pitagorica
com a existéncia de segmentos incomensuraveis. Os numeros naturais mais as
fragdes sdo insuficientes para medir todos os segmentos de reta, portanto, ha a
necessidade de ampliar o conceito de numero, introduzindo os chamados numeros

irracionais. Destacamos sobre isso, a narrativa dos autores.

A ilusdo da comensurabilidade durou até o quarto século antes de Cristo. Naquela
época, em Crotona, sul da Italia, havia uma seita filosofica-religiosa, liderada por
Pitagoras. Um dos pontos fundamentais de sua doutrina era o lema “Os niimeros
governam o mundo”. (Lembremos que numeros para eles eram niimeros naturais,
admitindo-se tomar razdes entre esses numeros, formando as fragdes.). Uma
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enorme crise, que abalou os alicerces do pitagorismo e, por algum tempo, toda a

estrutura da Matematica grega, surgiu quando, entre os proprios discipulos de

Pitagoras, alguém observou que o lado e a diagonal de um quadrado sdo

segmentos de reta incomensuraveis. (Lima et al., 1996, p.53)

Eles apresentam essa demonstracdo da incomensurabilidade — dos
segmentos diagonal e lado do quadrado — e afirmam, que fixada uma
determinada unidade de comprimento, qualquer segmento tem associado a si uma
medida numérica. Quando o segmento considerado é comensuravel com esta
unidade, sua medida é um nimero racional. Os nimeros irracionais representam,
entdo, medidas de segmentos que sdo incomensuraveis com a unidade. Dessa
forma, todos os nimeros racionais € os numeros irracionais formam o chamado

conjunto dos nimeros reais, denotado por R. A seguir, a reta real é definida com

rigor e destacam que:

o conjunto R pode ser visto como o modelo aritmético de uma reta enquanto esta,
por sua vez, ¢ o modelo geométrico de R. [...] a interpretagdo dos niimeros reais
como abscissas dos pontos de uma reta fornece uma visdo intuitiva bastante
esclarecedora sobre a soma x + y e a relacdo de ordem x <y, como x, y € R.

(ibidem, p. 57).

Além disso, fazem uma breve exposi¢cdo geométrica do produto x.y dos
niimeros reais X € y, € acrescentam que as construgdes geométricas referentes a
soma e ao produto de niumeros reais ja eram conhecidas desde Euclides, porém
esclarecem que, nesta época, as operagdes representavam operagdes sobre
grandezas e ndo sobre nimeros.

As expressdes decimais infinitas s@o bem valorizadas nesse estudo.
Explicam o significado de cada digito e apresentam uma sequéncia infinita nao
decrescente de niimeros racionais que sdo valores cada vez mais aproximados do
numero real em questdo. Definem também que o nimero real ¢ o limite de uma
sequéncia com essas caracteristicas ¢ que o fato de existir sempre um niimero real
que ¢ o limite de uma sequéncia, conforme foi apresentada, ¢ uma forma de dizer
que o conjunto R é completo.

Lima et al. (1996) seguem esse estudo detalhado das sequéncias infinitas
tomando os casos daquelas que terminam com infinitos zeros ¢ também das que
terminam com infinitos noves. Estabelecem que a dizima periddica 0,9 ¢é o
numero 1 e, utilizando alguns exemplos, generalizam que toda a dizima periddica

¢ um numero racional. Apresentam a regra para obter a fracdo correspondente a
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uma dizima periodica qualquer e sintetizam com a equivaléncia: x é racional <> x
pode ser representado por uma expressdo decimal finita (que acaba em zeros) ou
infinita e periodica. Trazem um exemplo que utiliza o nimero irracional 1 ¢
afirmam que, para se obter uma correspondéncia biunivoca entre as expressodes
decimais e os numeros reais, basta descartar as que terminam por uma sequéncia
de noves. A seguir apresentam a relagdo de desigualdade x < y entre numeros
reais e suas propriedades e também definem intervalos e valor absoluto de um
numero real. Finalizam com uma breve exposi¢do de sequéncias ¢ mostram, como
exemplos, as progressdes aritmética e geométrica.

Uma das recomendacdes fornecidas ao longo do texto nos chama a
atengdo, pois se refere a questdo da circularidade da defini¢do do conjunto R®'.
Eles recomendam que nao se deve adotar a atitude, como a maioria de nossos
livros escolares fazem, de definir o conjunto dos nlimeros reais como R=QuUI, em
que, o numero racional pode ser expresso como quociente de dois inteiros e o
numero irracional ¢ o nimero que ndo ¢ racional. Enfatizam também que a
maioria dos autores de livros didaticos ndo dizem o que entendem por “niimero”,
mas reconhecem que a apresentagdo rigorosa da teoria dos nmimeros reais foge

inteiramente aos objetivos do Ensino Médio. Sobre essa indicagdo, declaram:

quando se tem que falar sobre nimeros reais para uma audiéncia
matematicamente imatura, tem-se ai uma boa oportunidade para fazer ligagdo
entre a Matematica e o cotidiano, apresentando-os como resultados de medigdes,
como tentamos explicar aqui. (Lima et al., 1996, p. 72)

Sugerem, com esta recomendacdo, que se deva evitar a circularidade.

O que ¢ Matematica?

Esse livro® ¢ um dos classicos da Matemética, escrito com didatica e rigor
e tem como publico alvo todos aqueles que se interessam por Matematica. Os
autores possibilitam uma boa compreensdo de varias ideias fundamentais, entre
elas, os sistemas de numeracao e a algebra dos conjuntos.

Os sistemas numéricos da matematica sdo apresentados no capitulo 2,

iniciando com os numeros racionais como instrumento de medida. Os niameros

o' Esta questdo também foi enfatizada em Lima et al. (2001).

62 Escrito em inglés por Richard Courant e Herbert Robbins, foi editado em 1941. A tradugao
desse livro conta com a cuidadosa revisdo técnica do professor doutor Jodo Bosco Pitombeira,
professor emérito da PUC-Rio.
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naturais e os inteiros sdo trabalhados no capitulo 1, fazendo parte de um contexto
mais geral da teoria dos niimeros. Afirmam que o primeiro passo estd em reduzir
o problema de medir ao problema de contar e¢ fornecem varios exemplos

concretos, concluindo que, quando m e n sdo nimeros naturais, com n nao nulo, o

’ m , . , . .
simbolo — ¢ denominado nimero racional. Sobre isso, afirmam que:
n

a utilizagdo da palavra niimero (originariamente significando apenas nimero
natural) para estes novos simbolos ¢ justificada pelo fato de que a adigdo e a
multiplicacdo destes simbolos obedecem as mesmas leis que orientam as
operagdes com niimeros naturais. (Courant ¢ Robbins, 2000, p. 62)

As operagdes entre os racionais sdo entdo definidas e as propriedades sdo
apresentadas. Acrescentam também a necessidade intrinseca dos racionais na
busca de solugdes de equacdes do tipo a.x=b, e, a seguir, fornecem a interpretacio
geométrica dos nimeros racionais, localizando-os na reta numérica. Enfatizam a
distingdo entre os termos, nimeros racionais e pontos racionais. Apresentam a
propriedade da ordenagdo e definem valor absoluto e, enunciam e mostram, de
forma sucinta, que o conjunto de pontos racionais sobre a reta ¢ denso e, ao
definirem segmentos comensuraveis e incomensuraveis, ¢ sobre a descoberta de

segmentos incomensuraveis destacam:

Esta revelacdo foi um acontecimento cientifico da maior importancia. Muito
possivelmente, ela marcou a origem do que consideramos ser a contribuicdo
especificamente grega a procedimentos rigorosos na Matematica. Isto certamente
afetou de modo profundo a Matematica e a Filosofia da época dos gregos até os
dias atuais. (ibidem, p. 71)

Eles mostram que a diagonal de um quadrado ¢ incomensuravel com seu

lado e que +/2 ndo é um namero racional. Afirmam que o conjunto dos pontos

racionais, embora denso, ndo cobre toda a reta numérica e manifestam que

para uma pessoa ingénua, deve certamente parecer muito estranho e paradoxal
que um conjunto denso de pontos racionais ndao cubra toda a reta. Nada em nossa
“intuic@0” pode nos ajudar a “enxergar” os pontos irracionais como distintos dos
racionais. (ibidem, p. 72)

As fragdes decimais e os nimeros decimais infinitos sdo apresentadas e

. , 1 .- a -
para exemplificar os nimeros 3 © V2, definem e utilizam sequéncias de
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intervalos encaixados™. Estabelecem uma correspondéncia entre todos os pontos
da reta numérica e todas as expressoes decimais finitas e infinitas e afirmam que
as expressoes decimais infinitas que n3o representam numeros racionais sdo
denominadas nimeros irracionais. Mostram com ateng@o ¢ por meio de exemplos,
a relacdo das séries geométricas infinitas com as dizimas periddicas e abordam
intuitivamente a nogdo de limite.

Importante enfatizar que os autores utilizam o algoritmo da divisdo de
Euclides, explicando que as divisdes que produzem processos infinitos sdo as que
geram as dizimas periddicas, e como exemplo, partem de uma dizima periddica
com antiperiodo e chegam a sua fragdo geratriz correspondente. Afirmam a partir
disso, que inversamente “pode ser demonstrado que todas as dizimas periddicas
sdo niimeros racionais” (ibidem, p. 80).

Diante do que foi exposto, acrescentam que ¢ possivel reformular a
definicdo provisoria, de “um nimero ¢ um decimal finito ou infinito” para “o
continuo numérico ou o sistema de numeros reais ¢ a totalidade das decimais
infinitas” (ibidem, p. 81). Assim, as decimais finitas podem ser consideradas
como um caso especial em que todos os digitos, de uma certa casa decimal em
diante, s3o todos iguais a zero, ou, pode-se também considerar as dizimas
periodicas correspondentes aos mesmos niumeros, em que todos os digitos a partir
de um ponto sdo iguais a nove. Declaram que os numeros racionais sdo as dizimas
periddicas e os irracionais as dizimas ndo peridodicas. Os autores julgam
conveniente oferecer uma defini¢do mais rigorosa do continuo numérico, isto €,
dos miimeros reais. Para isso, consideram uma sequéncia de intervalos encaixados

e a seguir, formulam um postulado que consideram bésico na geometria:

Correspondendo a cada uma destas sequéncias de intervalos encaixados existe

precisamente um ponto sobre a reta numérica que esta contido em todos eles [...]

este ponto € por definigdo o numero real, se ndo for um ponto racional, é

chamado de niimero irracional (Courant; Robbins, 2000, p. 82).

A exposicao do campo numérico dos reais ¢ finalizada com outras duas
formas de definir nimeros reais. Uma delas ¢ atribuida a Richard Dedekind,
quando utilizou o conceito de corte, conforme foi abordado por Caraga (1998).

Courant ¢ Robbins (2000, p. 86) declaram que, filosoficamente, a definigdo de

8E uma sequéncia infinita qualquer de intervalos I;, L, ..., I,, ... sobre a reta numérica, com pontos
extremos racionais, € com cada um contido no anterior, e de tal forma que o comprimento do n-
ésimo intervalo I, tenda a zero a medida que n aumenta. (ibidem, p. 81)
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Dedekind de numeros irracionais “envolve um grau bastante elevado de abstragao,
uma vez que ela ndo coloca quaisquer restricdes quanto a natureza da lei
matematica que define as duas classes A e B”. A outra definicdo refere-se as
sequéncias convergentes de Cantor, que definem um niimero real como o limite
de uma sequéncia de racionais que converge®. Os autores concluem que, partindo

dessa defini¢do, as operagdes entre essas sequéncias sao faceis de definir.

Andlise Matematica para Licenciatura

Esse livro foi escrito especialmente para cursos de licenciatura em
Matematica. Avila (2001) acrescenta um capitulo sobre topicos elementares de
l6gica e dois capitulos sobre numeros reais ¢ ndo inclui as partes mais sofisticadas
da continuidade. Uma atencdo especial é dedicada ao desenvolvimento das ideias
e dos aspectos historicos da disciplina.

O autor destaca o conjunto dos numeros racionais, em que cada elemento
possui representagdo Unica, através das fragdes irredutiveis ¢ com denominadores
positivos. Faz a conversdo de fragdes ordinarias em decimais para explicar que a
representagdo decimal serd um decimal finito ou uma dizima periddica e passa a
admitir a existéncia de nimeros cuja representagdo decimal ndo € nem finita, nem
periddica: os numeros irracionais. Inventa regras para formar esses nimeros e
leva o leitor a criar outras. Resgata um exemplar importante, o nimero 7, ¢
enfatiza que apesar do fato de ndo vermos um periodo na sua expansao decimal,
por maior que seja, isso ndo ¢ suficiente para provar que 7« € irracional.

Avila (2001) faz a demonstragdo de que ndo existe nimero racional, cujo
quadrado seja 2. Diz que quando afirmamos que +/2 ¢ um nimero irracional,
estamos pressupondo que existe tal conjunto dos nimeros irracionais. Ressalta
que isso requer a construgdo logica desses numeros ¢ que o assunto sera abordado
mais adiante. Enuncia que um nimero real ¢é racional ou irracional e encaminha os
exercicios na busca da construcdo de infinitos irracionais.

Antes de falar sobre conjuntos enumeraveis, o autor recorre a Historia da
Matematica, com George Cantor (1845-1918), quando se inicia a teoria

axiomatica dos conjuntos. Narra que, por volta de 1872, Cantor investigava a

 Os autores declaram que como existem muitas maneiras de aproximar o mesmo niimero real por
uma sequéncia convergente de racionais, assume-se que duas sequéncias convergentes de racionais
aj, ap, as, e by, by, by, definem o mesmo numero real se a, - b, tende a zero a medida que n
aumenta indefinidamente.
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representagdo de fungdes por meio de séries trigonométricas e comegou a estudar
os pontos de descontinuidade de algumas fungdes. Isso possibilitou Cantor a
iniciar uma investigagdo nos conjuntos infinitos, em sua generalidade. Nesse
estudo, introduziu o conceito de equivaléncia de conjuntos®. Avila (2001)
demonstra que o conjunto dos nlimeros racionais é enumeravel.

O autor atenta para o fato de que o aprendizado dos nimeros irracionais
pode deixar a ideia falsa de que esse conjunto seja bem reduzido, ja que sdo
apresentados como irracionais, apenas o 7 ¢ alguns radicais. A demonstra¢do de
que R ¢ ndo enumerdvel ¢ feita nesse livro. Segue definindo segmentos
comensuraveis e apresenta exemplos de segmentos incomensuraveis. O autor faz
um breve historico lembrando a Grécia antiga, quando os numeros que hoje
chamamos de irracionais ndo existiam na Matematica grega, e quando as fragdes

s6 apareciam de forma indireta, como razdo entre duas grandezas e, por isso, ndo
. a , . . . , .
se escrevia na forma 5 Também faz uma narrativa sobre a crise pitagorica e

demonstra que o lado e a diagonal do quadrado sdo segmentos incomensuraveis.
Também mostra outros modos de encontrar segmentos incomensuraveis, como
por exemplo, utilizando o retangulo aureo. Explica que, com a crise, 0s gregos
criaram uma teoria das propor¢des que s6 dependia dos numeros naturais®®. O
autor apresenta brevemente a teoria das propor¢des e a defini¢do de Eudoxo® e
afirma que a crise dos incomensuraveis atrasou por mais de mil anos o
desenvolvimento da Aritmética e da Algebra, pois subordinou essas disciplinas
aos estudos de Geometria.

Avila (2001) esclarece que a Matematica volta a desenvolver-se
extensamente a partir do século X VI até o inicio do século XIX e, mesmo sem ter
uma teoria que embasasse 0s numeros irracionais, desenvolveram algumas
propriedades, como por exemplo, +72.4/6 =+36=6, enfim manipulavam os

irracionais sem receio. Foi em meados do século XIX que os matematicos

%Segundo Cantor, dois conjuntos sio equivalentes, quando é possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca que leve elementos distintos de um conjunto, em elementos distintos
do outro, ou seja, quando se estabelece uma bijecdo entre os conjuntos. Dai vem a defini¢do: Um
conjunto A ¢ finito quando existe um niimero natural n tal que A seja equipotente ao conjunto F, =
{1, 2, 3, ..., n}. Um conjunto ¢ infinito quando ndo for finito. Para conjuntos infinitos, a no¢ao de
“numeros de elementos de um conjunto” ¢ o que se chama de cardinalidade. Tais niimeros sdo
chamados de transfinitos. Chama-se conjunto enumeravel a todo conjunto equivalente a N ou a
seus subconjuntos.

5 para quem desejar detalhes, consultar a Revista do Professor de Matematica n° 7.

57 Matematico e astronomo ligado a escola de Platdo (408-355 a.C.), criador dessa nova teoria.
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comecaram a sentir a necessidade de uma fundamentagéo rigorosa dos diferentes
sistemas numéricos. Entre os varios matematicos que cuidaram da constru¢ao dos
numeros reais, estdo Richard Dedekind, Karl Weiertrass, Charles Méray e Georg
Cantor, porém o autor esclarece que as teorias que permaneceram foram apenas as
de Dedekind e Cantor. Explica que, baseado na definicdo de Eudoxo, Dedekind
parece ter notado que o seu procedimento levava a uma separacdo dos nimeros
racionais em dois conjuntos e define assim, o conceito de corte.

Dedekind postula que os cortes que ndo sdao determinados por nimeros
racionais, d@o origem aos nimeros irracionais e observa que esses tais cortes
representam a expressao aritmética da descontinuidade de Q. Com a jungao desses
novos elementos ao conjunto Q, obtém-se o conjunto R, dos nimeros reais, que
passa a ser um continuo numérico, pois os irracionais preenchem as lacunas dessa
descontinuidade.

Avila (2001) ressalta que ndo basta apenas juntar a Q os novos elementos
para obter R. E necessario que esse novo conjunto tenha a estrutura que dele se
espera, isto ¢, precisam-se definir as operagdes usuais (adigdo e multiplicagao), os
elementos inversos dessas operagdes, a relacdo de ordem e todas as propriedades
que valem no conjunto Q. Além disso, todas as definicdes devem ser compativeis
com a forma de se trabalhar no conjunto Q, mas, como exemplo, o autor define
somente a relacdo de ordem e a adigdo. Esclarece no texto ainda, que estd somente
dando uma ideia dessa estrutura dos nameros reais®® e lembra que a
fundamentacdo dos sistemas numéricos ocorreu na ordem inversa: primeiro foram
organizados os complexos, depois os reais, os racionais, os inteiros e, finalmente,

0S numeros naturais.

4.4
Inferéncias para nossa pesquisa

Podemos perceber, nesta etapa da pesquisa, que a questdo da circularidade
utilizada para definir os niimeros reais nos livros de Ensino Médio ainda
permanece na maioria das cole¢cdes de Matematica. Podemos afirmar tal fato,

mesmo ndo tendo analisado todas as colegdes, pois no estudo que realizamos em

5 Sugere ver capitulo 28 do livro de Spivak ou o capitulo 1 do livro do Rudin.
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Lima et al. (2001), verificamos que apenas duas, das 12 obras, mencionaram que
os numeros reais representam resultados de medigdes.

Das colegdes didaticas consultadas, apenas uma sugere implicitamente que
o numero real ¢ uma expressdo decimal finita ou infinita. As demais definem o
conjunto dos nimeros reais com a unido dos racionais e dos irracionais, sem
evidenciar a questdo da medida. Em outras palavras, os nimeros racionais
expressam as medidas dos segmentos comensurdveis com a unidade de
comprimento escolhida, e os nimeros irracionais representam as medidas dos
segmentos que sao incomensuraveis com essa mesma unidade.

Além disso, as trés cole¢des que analisamos definem nimero irracional
antes de definir nimero real. Reconhecemos a dificuldade dos autores em relagio
a abordagem do tema numeros reais e também a tentativa em minimizar esse
problema por parte dos autores das Colegdes I e II. Essas duas obras trabalham a
questio da incomensurabilidade, demonstram a irracionalidade do namero 2 ,
trazem mais exemplos de numeros irracionais e racionais para trabalhar o conceito
de densidade, localizam numeros reais com diferentes representacdes na reta ¢
exploram as nogdes relacionadas aos numeros reais em atividades diferenciadas.

Um aspecto que observamos em todas as colegdes que analisamos ¢ nas
colecdes analisadas por Lima et al. (2001) ¢ a falta de explicagdes e comentdrios
quando os autores apresentam como definicdo de niimeros irracionais, todas as
dizimas ndo periddicas, ou seja, todos os nimeros com representagdo decimal
infinita e ndo periddica. Segundo os autores, esta definicdo esta correta, mas
perde-se a oportunidade de enriquecer a compreensdo do aluno sobre os niimeros
racionais e irracionais, pois a mesma ndo vem acompanhada de qualquer
comentario ou explicacdo.

Entendemos que ndo ¢ dificil para o professor do Ensino Médio mostrar
aos seus alunos que todo numero racional pode ser representado por uma
expressao decimal finita ou uma dizima periddica e que reciprocamente niimeros
com tais desenvolvimentos decimais sdo necessariamente racionais. Como esses
fatos ndo sao esclarecidos nas colegdes analisadas, quando se define que um
numero irracional, ndo pode ser representado como uma razao entre dois nimeros
inteiros, a informacao fica isolada, por isso, defendemos que é preciso relacionar
os fatos matematicos e mostrar que uns sdo decorréncias logicas de outros.

Outra situag@o que evidenciamos é o pouco trabalhado realizado com as
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representagdes decimais no capitulo referente aos conjuntos numéricos. Nao se
utilizam decimais finitos com muitas casas decimais ¢ as dizimas periddicas
apresentadas possuem todas, sem excec¢do, periodos com poucas casas decimais.
Além disso, fica subtendido, por exemplo, que os numeros decimais infinitos da
forma 0,12121212... sdo periddicos ¢ os da forma 0,121221222... sdo ndo
periodicos, quando na realidade ndo podemos afirmar nada sobre esses dois
nameros®, uma vez que se conhecem somente algumas primeiras casas decimais.
O aspecto operacional dos numeros reais ¢ pouco trabalhado, principalmente com
os numeros decimais infinitos; Nesse contexto, o uso da calculadora e o conceito
de aproximacao sdo fundamentais.

Na consulta feita aos livros de Calculo, pudemos perceber que os nimeros
reais ou sdo tidos como ja estudados ou como posteriormente serdo vistos em
algum curso de Analise Matematica. Afirmamos isso, pois ndo observamos
nenhuma abordagem que aprofundasse o tema em relagdo ao que se faz nos livros
didaticos do Ensino Médio, porém nos quatro livros que selecionamos como obras
que aprofundam o tema, Caraca (1998), Lima et al. (1996), Courant e Robbins
(2000) e Avila (2001), avaliamos que todas fornecem um tratamento merecido aos
numeros reais. Trés delas apresentam o numero real como representante numérico
de qualquer medida e apenas Avila (2001) recai na circularidade da defini¢io, ao
apresentar os nimeros reais, porém deixa isso claro para o leitor.

Entendemos que, torna-se necessario que o futuro professor tenha acesso a
essas obras que aprofundam o tema, resgatando fatos historicos e fazendo
conexdes com as dificuldades matematicas encontradas ao longo dessa longa
jornada da construgdo do conceito de nimero real. Caso contrario, ndo sera
possivel sair do lugar comum de definir nimero real como a unido dos racionais
com os irracionais, como acontece hoje no Ensino Médio.

Sdo muitos os caminhos que poderiamos priorizar para trabalhar com os
numeros reais no Ensino Médio, pois ¢ um tema abrangente que envolve muitos
conceitos matematicos importantes, alguns até avancados para este nivel de
ensino. O objetivo de nossa pesquisa, entretanto, foi observar e refletir sobre

como ¢ possivel explorar o conteido niimeros reais com alunos da 3* série do

% A nio ser que seja usada uma notagio de dizima periddica no primeiro caso e, explicada a lei de
formacao para as proximas casas para o segundo caso. Nesse caso, ndo havera essa incerteza.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510353/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510353/CA

123

Ensino Médio, identificando suas imagens conceituais, quando sdo estimulados a
escrever ou falar sobre o assunto. Supusemos que esses alunos tivessem algumas
imagens, relacionadas aos nimeros reais, por isso concentramos nossa pesquisa
no que os participantes tinham a dizer sobre o assunto.

Dessa forma, optamos por ndo abordar a relagdo entre niimeros reais e
medidas. Em primeiro lugar, porque ndo era nossa inten¢do fazer uma intervengao
didatica no sentido da superacdo dos muitos obstaculos ocasionados pelas
omissdes no trato com os nameros reais, tanto no ensino Fundamental como no
Médio. Nem professores nem autores de livros didaticos superam essa dificil
tarefa de fugir da circularidade do conceito de niimero real, por conseguinte
esperavamos que os alunos tivessem pouco a dizer sobre o conceito de nimero
real como resultado de medigdes. Em segundo lugar, porque o enfoque
representativo e operacional dos numeros reais possibilitariam o surgimento de
um maior leque de imagens e impressoes vindos dos registros dos alunos.

E importante ressaltar que o objetivo da pesquisa era fazer emergir as
imagens que os alunos haviam construido ao longo de sua escolaridade. Temos
consciéncia, no entanto, de que a metodologia escolhida ¢ propicia para gerar
situacdes de conflito nos alunos e que estas poderiam ocasionar a superagdo de
alguns desses obstaculos. Por esse motivo, ficamos atentos a esses conflitos e ao

que foi gerado por eles.
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