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Resumo

do Nascimento, Claudio Costa; Veiga Filho, Alvaro de Lima (Orientador).
Um Modelo de ALM para Fundos de Pensdo Usando Programacao
Estocastica Mista-Inteira. Rio de Janeiro, 2012. 84p. Dissertacdo de
Mestrado — Departamento de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro.

Nesta dissertacdo sera apresentado como fundos de pensdo na modalidade
beneficios definidos podem recorrer a programacdo linear inteira mista para
resolver problemas de ALM. Devemos considerar que a legislacdo brasileira
determina que participantes e patrocinadores devam pagar contribuicdo
extraordinaria em caso de déficit ou, em caso de superavit persistente, parte do
excesso contributivo deve ser devolvido aos participantes. Esse aspecto legal
particular requer o uso de técnicas de programacéo inteira. Com o objetivo de
modelar a ocorréncia de eventos de desequilibrio nos fundos de pensdo foi
necessaria a introducdo de variaveis inteiras para proceder a contagem do nimero
de ocorréncias desses eventos. Um exemplo simples, porém realista, foi
introduzido para mostrar como 0s gestores de um fundo de pensdo ndo sé
determinam a menor contribuigdo necessaria a operagdo do fundo de pensdo, mas
também devem investir 0s recursos garantidores a fim de assegurar essa

contribuicdo minima.

Palavras-Chave

ALM; fundo de pensdo; programacao linear estocastica mista inteira.
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Abstract

do Nascimento, Claudio Costa; Veiga Filho, Alvaro de Lima (Advisor).
An Stochastic Model for Pension fund Using Linear Programming
Integer Mixed. Rio de Janeiro, 2012. 84p. Dissertacdo de Mestrado —
Departamento de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade Catdlica do
Rio de Janeiro.

In this dissertation we discuss how defined benefit plans can use mixed
integer linear programming to solve an ALM problem. We must consider that
Brazilian pension fund regulations commands that participants and sponsors alike
are to pay an extra contribution in case of deficit, or, in case of a persistent
superavit, part of the exceeding contribution should return to its participants. This
particular legal aspect forces us to use integer programming techniques. In order
to model this lack of balance, an integer variable was considered so as to count
how many times it occurs. A simple but realistic example is presented to show
how pension fund managers may not only plan their operation to get the minimal

possible contribution but also invest money to support it.

Keywords

ALM; pension fund; stochastic linear programming integer mixed.
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Resumo

do Nascimento, Claudio Costa; Veiga Filho, Alvaro de Lima (Orientador).
Um Modelo de ALM para Fundos de Pensdo Usando Programacéao
Estocastica Mista-Inteira. Rio de Janeiro, 2012. 84p. Dissertacdo de
Mestrado — Departamento de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

Nesta dissertacdo serd apresentado como fundos de pensdo na modalidade
beneficios definidos podem recorrer a programacdo linear inteira mista para
resolver problemas de ALM. Devemos considerar que a legislacdo brasileira
determina que participantes e patrocinadores devam pagar contribuicdo
extraordinaria em caso de déficit ou, em caso de superdvit persistente, parte do
excesso contributivo deve ser devolvido aos participantes. Esse aspecto legal
particular requer o uso de técnicas de programacdo inteira. Com o objetivo de
modelar a ocorréncia de eventos de desequilibrio nos fundos de pensdo foi
necessaria a introducdo de varidveis inteiras para proceder a contagem do nimero
de ocorréncias desses eventos. Um exemplo simples, porém realista, foi
introduzido para mostrar como o0s gestores de um fundo de pensdo ndo sé
determinam a menor contribuicdo necessaria a operacdo do fundo de pensao, mas
também devem investir os recursos garantidores a fim de assegurar essa

contribuicdo minima.

Palavras-Chave
ALM; plano de beneficios definido; otimizacdo linear estocastica mista
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Abstract

do Nascimento, Claudio Costa; Veiga Filho, Alvaro de Lima (Advisor).
An ALM model for defined benefit pension plan using stochastic
mixed integer linear programming. Rio de Janeiro, 2012. 84p.
Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Engenharia Elétrica,
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

In this dissertation we discuss how defined benefit plans can use mixed
integer linear programming to solve an ALM problem. We must consider that
Brazilian pension fund regulations commands that participants and sponsors alike
are to pay an extra contribution in case of deficit, or, in case of a persistent
superavit, part of the exceeding contribution should return to its participants. This
particular legal aspect forces us to use integer programming techniques. In order
to model this lack of balance, an integer variable was considered so as to count
how many times it occurs. A simple but realistic example is presented to show
how pension fund managers may not only plan their operation to get the minimal
possible contribution but also invest money to support it.

Keywords
ALM; defined benefit pension fund; stochastic mixed integer linear

programming.
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1

Introducao

O presente trabalho tem por objetivo apresentar uma metodologia de
gerenciamento de um plano de beneficio de carater previdenciario na modalidade
de beneficio definido®, de modo a garantir que o provimento dos beneficios
prometidos pelo plano seja permanentemente assegurado aos seus participantes.

Um fundo de pensdo — empresa gestora de planos de beneficio — “é uma
fundacdo ou uma sociedade civil que gere o patrimdnio de contribuicfes de
participantes e patrocinadora com o0 objetivo de proporcionar rendas ou
peculios”.? Podemos, portanto, sugerir que a missdo de um fundo de pensido é
pagar aos participantes os beneficios que constam do contrato previdenciario
celebrado entre eles e o fundo de penséo.

O primeiro ordenamento juridico-legal aplicavel aos fundos de pensédo
surgiu com a promulgacdo, em 15 de julho de 1977, da Lei 6.435. Conforme essa
Lei, o Poder Publico deve agir no sentido de preservar a liquidez e solvéncia dos
planos de beneficio.

Em 29 de maio de 2001 foram sancionadas as Lei Complementares 108 e
109. Essas duas leis representam um grande avango em relacdo a Lei 6.435 e
reafirmam que os valores a serem preservados pelos fundos de pensdo sédo a

liquidez, a solvéncia e o equilibrio.

! As entidades de previdéncia complementar podem ser constituidas nas modalidades de beneficio
definido — BD; contribuicdo definida — CD; ou, ainda, de contribuigdo variavel. As defini¢6es
estdo indicadas na Resolugio CGPC n° 16, de 22 de novembro de 2000.

Art. 2° Entende-se por plano de beneficio de carater previdenciario na modalidade de
beneficio definido aquele cujos beneficios programados tém seu valor ou nivel previamente
estabelecidos, sendo o custeio determinado atuarialmente, de forma a assegurar sua
concessdo e manutencéo.

Art. 3° Entende-se por plano de beneficio de carater previdenciario na modalidade de
contribuicdo definida aquele cujos beneficios programados tém seu valor permanentemente
ajustado ao saldo de conta mantido em favor do participante, inclusive na fase de percep¢édo
de beneficios, considerando o resultado liquido de sua aplicacdo, os valores aportados e 0s
beneficios pagos.

Art. 4° Entende-se por plano de beneficio de carater previdenciario na modalidade de
contribuicdo varidvel aquele cujos beneficios programados apresentam a conjugacdo das
caracteristicas das modalidades de contribuicdo definida e beneficio definido.

2 Origem: Wikipédia a enciclopédia livre.
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Apesar de citados na Lei Complementar 109, esses trés termos néo sao
definidos por ela. Assim sendo, neste trabalho seréo consideradas as seguintes

definicoes:

e Liquidez é um conceito financeiro que se refere a facilidade com que um
ativo pode ser convertido no meio de troca da economia, ou seja, a
facilidade com que pode ser convertido em dinheiro. O grau de agilidade de
conversao de um investimento, sem perda significativa de seu valor, mede
sua liquidez®. Em um fundo de pensdo, esse conceito se traduz na sua
capacidade de pagar os beneficios aos assistidos no valor e nas épocas
acordados no contrato previdenciario.

¢ Solvéncia, “em financas e contabilidade, é o estado do devedor que possui
seu ativo maior do que o passivo, ou a sua capacidade de cumprir 0s
COMPromissos CoOmM recursos que constituem seu patrimonio ou seu ativo.
Portanto, do ponto de vista econdmico, uma empresa € solvente quando esta
em condicGes de fazer frente a suas obrigacdes correntes e ainda apresentar
uma situacdo patrimonial e uma expectativa de lucros que garantam sua
sobrevivéncia no futuro™,

e Equilibrio refere-se a situacdo em que o valor do ativo é igual ao valor do

passivo.

O gerenciamento ao qual nos referimos deve considerar a liquidez, a
solvéncia e o equilibrio do fundo de pensdo conforme definido anteriormente. Isso
nos remete ao conceito que passa a ser um dos mais importantes deste trabalho.
Na verdade, o problema a ser resolvido é denominado problema de ALM. A

Society of Actuaries — SOA [2] define ALM da seguinte maneira:

Definicdo 1.0.1 (Asset Liability Management — ALM) ALM ¢é uma préatica de
gerenciamento de negocios na qual as decisdes tomadas e a¢Bes praticadas com
relacdo aos ativos e passivos sdo coordenadas. ALM pode ser definido como um
processo continuo de formulagdo, implementacdo, monitoramento e revisdo de
estratégias relacionadas aos ativos e passivos para atingir 0s objetivos financeiros da
organizagao, considerando sua toleréncia ao risco e outras restri¢cdes impostas. ALM
nao e sé relevante, mas também crucial ao bom gerenciamento financeiro de qualquer

® Origem: Wikipédia a enciclopédia livre.
* Origem: Wikipédia a enciclopédia livre.
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organizacdo que busque atingir suas necessidades futuras de fluxo de caixa e de
exigéncias de capital.’

Deve-se observar na definicdo apresentada que o problema de ALM néo se
restringe somente aos fundos de pensdo. Na verdade, a definicdo nem os cita.
Vamos, no entanto, identificar os pontos de contato entre a definicdo da SOA e 0
modelo de administragdo de um fundo de penséo.

Antes de compreender o que seja “decisdo coordenada sobre ativos e
passivos”, devemos inicialmente caracterizar esses termos. Os ativos permitidos
estdo especificados na secéo | do capitulo VI da Resolugdo CMN n° 3.792, de 24
de setembro de 2009. Apos a leitura dessa Resolucdo ndo restam duvidas sobre 0s
ativos de interesse para os fundos de pensdo. Quanto aos passivos, 0s atuarios 0s
dividem dois grupos: (i) a Reserva Matematica de Beneficios Concedidos, que
especifica o valor, expresso em moeda corrente, dos compromissos do fundo de
pensdo para com os participantes que ja alcancaram a condicao de assistidos e (ii)
a Reserva Matematica de Beneficios a Conceder, que especifica o valor, também
expresso em moeda corrente, dos compromissos do fundo de pensdo para com 0s
participantes que ainda véo alcangar a condicdo de assistidos.

Agora podemos avancar no propdsito de mostrar por que os fundos de
pensdo devem se apropriar do conceito de ALM. A Lei Complementar 109
explicita, como objetivos a serem perseguidos pelos fundos de pensdo, a
preservacdo da sua liquidez, solvéncia e equilibrio. Essa busca pode ser
interpretada como um dos objetivos financeiros do fundo de pensdo, conforme
recomendado na definigdo de ALM. Quanto a indicacdo de que “as decisdes
tomadas e acles praticadas com relagdo aos ativos e passivos” sejam
“coordenadas”, isso pode ser interpretado como uma recomendagdo ao gestor do
fundo. Suas decisfes de investimento devem estar alinhadas ao espirito da Lei: 0s
proventos devidos aos assistidos devem ser pagos no valor e datas acertadas
(liquidez e necessidades de fluxo de caixa); os ativos do fundos deverdo ser, no
minimo, iguais ao seu passivo (equilibrio); e, admitida a perenidade do fundo de
pensdo, o valor do ativo dos participantes e assistidos, em um futuro distante,
devera ser superior ao valor do seu passivo na mesma ocasido (solvéncia). Resta

ainda traduzir os conceitos de “tolerancia ao risco e outras restricdes impostas”

® Tradugéo do autor.
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para a linguagem dos fundos de penséo. As restri¢des de alocagdo de ativos sdo
aquelas indicadas na Resolugdo CMN n° 3.792, de 24 de setembro de 2009. Além
dessas imposicoes de carater legal, o Conselho Deliberativo do fundo de pensio®
acrescenta outras condi¢cdes que limitam a acdo do gestor de investimentos. Em
geral, essas condicOes apresentadas pelo Conselho Deliberativo sdo expressas pela
proibicdo de o fundo de pensdo transacionar algum ativo especifico ou, ainda, de
realizar operagdes consideradas de risco mais elevado. Por exemplo, é comum que
fundos de pensdo restrinjam transacdes com empresas que ndo tenham selo de
responsabilidade social, que adquiram titulos privados com classificacdo de risco
elevado e ndo operem com derivativos financeiros. Essas imposi¢des também
podem ser consideradas como providéncias que visam diminuir a exposicdo do
fundo de pensdo a riscos indesejaveis.

A medida de equilibrio que poderia ser naturalmente adotada consiste em
obter o valor da relagdo entre o ativo e o passivo do fundo de pensdo em cada
instante de decisdo. Essa forma de caracterizar equilibrio, apesar de sua
praticidade e facil utilizacdo, € inadequada para a administracdo rotineira do fundo
de pensdo. Devemos ter em mente que tanto os ativos quanto 0S passivos Sao
variaveis aleatdrias e devem ser tratados como tais. Desse modo, uma atitude mais
adequada é definir um intervalo no qual tal relacdo possa variar livremente, sem
que seja exigida dos gestores qualquer acdo corretiva. Essa abordagem encontra
respaldo na Resolugdo CGPG n° 26, de 29 de setembro de 2008”. Ela determina
que alguma acdo deve ser posta em préatica quando a razao entre ativo e passivo
for superior a 1,25 por mais de trés exercicios consecutivos. Neste trabalho, a
determinacdo dessa condicao especial vai exigir a inser¢do de uma variavel capaz
de contar a quantidade de vezes que certo evento ocorreu. Essa modelagem do
problema, que consideramos a principal contribuicdo ao problema de ALM, ¢
pouco comum entre os fundos de pensao brasileiros, contudo oferece ao gestor a

possibilidade de antever a necessidade de cobranca de contribui¢do extraordinaria

® Por determinagéo da Lei Complementar 108, de 29 de maio de 2001, os fundos de pensio devem
constituir em sua estrutura organizacional um Conselho Deliberativo, érgdo maximo da estrutura
organizacional, responsavel pela definigdo da politica geral de administragdo da entidade e de seus
planos de beneficio.

’ Essa Resolucdo dispde sobre as condigbes e os procedimentos a serem observados pelas
entidades fechadas de previdéncia complementar na apuracdo do resultado, na destinagdo e
utilizacdo de superavit, bem como no equacionamento de déficit dos planos de beneficio de carater
previdenciario que administram.
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dos participantes e patrocinadores ou a devolugdo aos participantes de parte das
contribuicdes cobradas em excesso. Mesmo cientes da dificuldade introduzida no
problema pela inclusdo de varidveis binérias, estamos convencidos de que essa
forma de resolver o problema de ALM representa, na verdade, um modelo que se
assemelha em muito ao modo de pensar do gestor do fundo de penséo.

Por fim, podemos dar sentido a sentenca: “ALM pode ser definido como
um processo continuo de formulacdo, implementacdo, monitoramento e revisdo de
estratégias relacionadas aos ativos e passivos para atingir os objetivos financeiros
da organizagao, considerando sua tolerancia ao risco e outras restrigdes impostas”.
Isso nos remete a determinacdo da metodologia a ser empregada para a solucao do
problema de ALM. Embora a SOA ndo indique diretamente que as estratégias
implementadas sejam étimas sob algum aspecto, podemos acrescentar esse dado a
sua defini¢do do problema.

Com isso, vamos transforma-lo em um problema de otimizacéo.
Infelizmente, o termo otimizacdo é tdo amplo quanto vago. O que faremos na
verdade é resolver o problema de ALM usando otimizacéo linear. Seria uma total
ingenuidade supor que o ambiente de decisdo dos fundos de pensao seja habitado
apenas por varidveis deterministicas. Recomendamos, entdo, que o problema de
ALM seja resolvido admitindo que as decisdes sejam tomadas sequencialmente
sob incerteza. As incertezas serdo introduzidas no problema através da construcao
de um conjunto de trajetérias ou cenarios para a evolugdo futura das varidveis
aleatorias, que serdo organizadas em forma de &rvore. Partindo de um ponto
inicial, definido pelos valores atuais das variaveis aleatorias, as trajetorias se
subdividem em instantes de tempo pré-definidos chamados estagios, dentro de um
dado horizonte de planejamento, formando a chamada arvore de cenarios. As
decisdes serdo tomadas em cada no da estrutura em arvore e serdo condicionadas
a realizagdo das variaveis aleatorias até o instante da decisdo e das decisoes
anteriormente tomadas. Desse modo, o problema de ALM apresentado nesta
dissertacdo sera resolvido com a utilizacdo de metodologia de programacéo
linear estocastica multiestagio mista inteira.

Esta dissertacdo esta estruturada conforme descrito a seguir. Neste
primeiro capitulo, introduzimos o problema a ser desenvolvido abordando sua
relacdo com a legislacdo aplicavel aos fundos de pensdo, os valores que estes

devem respeitar, bem como a relacdo estreita entre ativo e passivo. Ainda na
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introdugdo, mencionamos a necessidade de contar eventos, a ser resolvida com a
insercdo de varidveis binarias, o que constitui a principal contribuicdo deste
trabalho ao problema de ALM para a gestdo de um plano de beneficio de carater
previdenciario na modalidade de beneficio definido. No capitulo 2, apresentamos
uma breve revisdo da literatura sobre o tema ALM. Nessa revisdo, optamos por
classificar o assunto ndo pela ordem cronolégica, mas por temas e, dentro de cada
tema, ai sim, pela ordem cronoldgica. Essa escolha tem como objetivo facilitar
que o leitor encontre os objetos de seu interesse a partir dessa classificacéo
especifica. No capitulo 3, apresentamos 0 modelo matematico, sendo que este foi
dividido em assuntos de modo a aproximé-lo da realidade objetiva da
administracdo de um fundo de pensdo. Nesse capitulo, a necessidade de incluséo
de variaveis binarias para a solucdo de um problema especifico ganha destaque.
Cada restricdo incluida é comentada, o que permite aproveitar a descrigdo feita no
contexto especifico de um fundo de pensdo para outros problemas em que a
necessidade de contar eventos esteja presente. O capitulo 4, uma vez que o
problema de otimizacdo estocastica se desenvolve no campo discreto, € reservado
a descricdo de arvore de cenarios, forma utilizada para introducdo das
aleatoriedades encontradas no problema. Nesse capitulo, é também introduzida
uma restricdo fundamental, que impede a possibilidade de antecipar eventos
futuros, denominada condicdo de ndo-antecipacdo. Além da descricdo formal
dessa condicdo, é apresentada também a sua forma algoritmica. O capitulo 5 é
reservado a apresentacdo de dois exemplos especialmente preparados para esta
dissertacdo. Cada um dos exemplos procura evidenciar o tratamento a ser
dispensado quando um desequilibrio excessivo e persistente é verificado. Nos dois
exemplos, salientamos a necessidade da inclusdo de varidveis binarias para a
modelagem da contribuicdo extraordindria e da devolucdo de contribuicéo
incluida no modelo matematico discutido no capitulo 4. Além de ativar a
utilizacdo de variaveis binarias, os exemplos tém também uma fun¢do educativa
por apresentar ao gestor de um fundo de pensdo a necessidade de elaborar um
planejamento de longo prazo e as vantagens advindas dessa pratica, que permite
avaliar com antecedéncia a possibilidade de ocorréncia de eventos extremos que,
por certo, exigirdo agdes tempestivas de modo a ndo comprometer o patriménio

dos participantes. Finalmente, no capitulo 6, expomos as conclusdes deste
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trabalho. Além disso, sdo propostas diversas sugestdes de trabalhos futuros cuja
preocupacéo seja a gestdo conjunta dos ativos e passivos de um fundo de penséo.
Por fim, cumpre indicar que o codigo do problema apresentado nesta
dissertacdo foi desenvolvido em linguagem AMPL [1] e que o software livre
GLPK (GNU Linear Programming Kit) foi usado como solver. O pré e o pés-
processamento necessarios, tais como a geracdo de cenarios em arvore, a geracao
de dindmicas estocasticas e a apresentacdo de resultados originados pelo software

de otimizacao, foram todos trabalhados em linguagem MATLAB.
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Reviséo bibliografica

A administracdo de um plano de beneficio de carater previdenciario na
modalidade de beneficio definido — fundo de beneficio definido — exige que o seu
gestor delibere sobre o valor das contribuicGes e sobre a alocacdo dos recursos, de
modo que os beneficios concedidos sejam pagos (visdo de fluxo de caixa) e o
equilibrio e a solvéncia do plano sejam assegurados. Essas decisfes devem
considerar ainda as restricdes impostas pelo Conselho Deliberativo da entidade e
seu nivel de tolerancia ao risco. Consideradas a complexidade e relevancia do
problema, inUmeras sdo as referéncias técnicas que buscam auxiliar o gestor do
fundo de pensdo no processo de tomada de decisdo. Nesta se¢do, vamos indicar
algumas dessas manifestagdes, procurando evidenciar sua aderéncia a definigcdo
proposta pela SOA [2]. As referéncias serdo organizadas por assunto e ndo em
ordem cronoldgica. Essa escolha permite que o leitor oriente sua atencdo para 0s

assuntos que efetivamente lhe interessam.

1. Casamento de fluxo de caixa; casamento de duracdo; modelos

média-variancia

Uma forma simples de assegurar a tempestividade do pagamento dos
beneficios ja em curso — casamento de fluxo de caixa — consiste na aquisi¢ao de
ativos cujo resgate ou pagamento de direitos ocorram na mesma data do
pagamento dos beneficios aos assistidos e em volume suficiente para honra-los.
Dada a dificuldade de aquisi¢do de ativos cujas maturidades coincidam com as
datas de pagamento dos beneficios, essa estratégia é limitada. Em geral, ela é
utilizada apenas para a cobertura dos beneficios cujos pagamentos ocorram em
prazos mais curtos. E féacil verificar que o equilibrio alcancado com o casamento

de fluxo de caixa € bastante sensivel as varia¢cdes da taxa de juros.
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Uma forma de contornar essa deficiéncia é utilizar a metodologia
denominada casamento de duracdo'. E atribuido a F.M. Redington, atuério
britdnico nascido em 1906, a primeira referéncia ao termo imunizacdo em
finangas. Redington mostrou que, se a duracao dos ativos e passivos sao iguais e
se outras condicGes envolvendo a distribuigdo dos fluxos de ativos e passivos em
torno da duragdo forem verificadas, o portfélio estd protegido contra uma variacdo
local paralela na curva de juros. A técnica de imunizacdo de portfolio estd
intimamente relacionada ao conceito de duracdo. Macaulay [3] definiu
formalmente o conceito de duracdo e estabeleceu as condigfes gerais para a
imunizacdo de um portfélio. Uma boa descricdo desse problema pode ser
encontrada em James e Webber [4] e Fabozzi [5].

Os dois métodos anteriormente apresentados — casamento de fluxo de
caixa e casamento de duracdo — foram tratados por Feldblum [6]. Nesse artigo, o
autor discute ambos os problemas, apresentando suas vantagens e limitagdes.
Sugere 0 autor que passivos com maior maturidade podem ser casados com ativos
de renda variavel por apresentarem maior duracdo. Infelizmente, as duas
abordagens ndo consideram as condic¢des de solvéncia e podem induzir o gestor a
tomar decisdes incompativeis com a aversao ao risco tipica dos fundos de penséo.

Os modelos média-variancia, cujo mais famoso representante foi Harry
Markowitz, sdo construidos buscando a maximizacdo do retorno esperado de um
portfélio dado um nivel de risco ou a minimizacao do risco dado um valor para o
retorno esperado do portfélio. Originalmente, esse problema foi resolvido
considerando o horizonte temporal de apenas um periodo. A utilizacdo do
problema de Markowitz para a gestdo do portfdlio de um fundo de pensao
apresenta, pelo menos, dois inconvenientes: (i) determina um portfélio 6timo
considerando apenas um periodo de tempo, ao passo que o horizonte temporal de
um fundo de pensdo se estende por muitos periodos, e (ii) ndo considera as

condic@es de liquidez e solvéncia. A primeira inconveniéncia foi contornada com

! Nesse caso, duracdo é a média das maturidades ponderadas pelo valor do fluxo de caixa.
Formalmente, ela é descrita da seguinte maneira;

Se B é um instrumento de renda fixa cujo valor depende de taxa de juros r, sua duragédo D é
definida como

1 0B
D,(B) = B3|

onde r, representa a taxa de juros corrente.
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a elaboracdo de modelos multiperiodos. Uma referéncia a esse tema pode ser
encontrada em Duan e Wan-Lung [7]. Nesse artigo, além de apresentarem a
solucdo analitica para o problema média-variancia multiperiodo, os autores
descrevem um algoritmo para a determinacéo dos portfélios 6timos. A liquidez® e
o equilibrio® sdo convenientemente tratados na abordagem multiperiodo. As
condi¢cBes de solvéncia também podem ser bem conduzidas pela seguinte
exigéncia: a riqueza final esperada deve ser maior ou igual a uma medida do
passivo de longo prazo dos participantes. O modelo média-variancia multiperiodo
apresenta todos os bons fundamentos indicados na Lei Complementar 109,
contudo nédo considera a perspectiva do ativo e do passivo simultaneamente.
Assim sendo, ndo podemos considera-lo um genuino modelo de ALM, conforme
definido pela SOA [2].

Prajogi, Muralidhar e van der Wouden [8] avaliaram estratégias de hedge
para investidores que tomam decisfes sob a perspectiva de Markowitz, na qual
apenas 0s ativos sdo relevantes para as decisdes de investimentos. Mostraram 0s
autores que portfélios 6timos construidos apenas sob a Otica dos ativos podem
conduzir a decisdes sub-6timas caso a perspectiva do ativo-passivo tiver sido
tratada  simultaneamente. Embora o tratamento  ativo-passivo  seja
significativamente mais complexo do que a consideragao risco-retorno, 0s autores

enfatizam as implicacdes da escolha do modelo inadequado.

2. Modelos de programacdo estocastica

O problema apresentado nesta dissertacdo poderia ter sido formulado
como um problema deterministico. Essa escolha, que sem divida conduziria a
uma enorme reducdo do esforco computacional empregado, apresenta como
inconveniente a desconsideracdo da natureza aleatdria presente nas variaveis
relevantes ao problema em apreco. Para emprestar mais realismo a formulagdo
adotada, uma vez que as variaveis financeiras e atuariais sdo aleatorias, optamos

por trata-lo como um problema de programacdo estocéastica. Além disso, essa

? Para tanto, basta incluir, como uma das restricdes do problema, um ativo, denominado caixa, que
deve acumular em cada periodo valor suficiente para 0 pagamento dos beneficios devidos naquele
periodo.

% Basta, nesse caso, exigir que, em cada periodo, o valor do portfélio seja pelo menos igual ao
valor do passivo do plano.
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abordagem possibilita a determinagdo de solugBes Otimas em problemas
envolvendo incertezas. O esforgo computacional é plenamente recompensado pela
possibilidade de incluir relacGes probabilisticas, tanto na funcéo objetivo quanto
como restricbes no problema de otimizacdo. As variaveis aleatdrias séo
introduzidas quer pela indicacéo de suas fun¢des de distribuicdo ou por arvores de
cenarios, sendo esta Ultima a postura adotada neste trabalho. A abordagem
estocastica permite também estimar a distribuicdo das variaveis de decisdo. Essa
possibilidade é, sem divida, um grande apelo em seu favor.

A crescente evolucgdo tanto de software quanto de hardware permitiu a
solucdo de problemas de otimizacdo por meio de técnicas de programacao
estocastica, o que difundiu e popularizou a utilizacdo dessa ferramenta de apoio a
decisdo.

Em 1998, Carino e Ziemba [9] utilizaram a metodologia de programacéo
linear estocastica multiestagio para determinar uma politica 6tima de aplicacéo de
recursos para uma seguradora japonesa®. A solucdo do problema foi obtida por um
processo de otimizacdo no qual os ativos e passivos da seguradora foram tratados
conjuntamente.

O objetivo da seguradora era maximizar seu lucro de longo prazo. Foi,
portanto, introduzida na funcdo objetivo do problema de otimizacdo a
maximizacdo do lucro de longo prazo esperado, subtraidas as eventuais
penalizagbes impostas por violacdes de restricdes incluidas no modelo. A
distribuicdo de probabilidade dos parametros estocasticos considerados no modelo
foi inserida pela utilizacdo de cenarios.

Esse tipo de abordagem é diferente daquela descrita nos modelos de
programacéo linear. Chama a atencdo que, no modelo apresentado para a solugdo
do problema da seguradora, foram introduzidas, na funcdo objetivo, variaveis
estocéasticas e uma funcdo linear das variaveis de decisdo. E a presenca de
variaveis estocésticas que transforma o problema de otimizacdo em um problema
de otimizagdo estocéstica. Outro elemento importante introduzido no trabalho de
Carino e Ziemba [9] é a presenca de variaveis que oneram a funcdo objetivo do

problema caso as restricdes indicadas por elas sejam violadas. Essa abordagem

* Os conceitos de programacio linear estocastica em dois e mais estagios (multiestagios) seréo
desenvolvidos posteriormente.
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caracteriza uma forma inteligente de introduzir restricbes que, mesmo ndo sendo
satisfeitas, ndo impedem que o problema tenha solugéo.

Carino, Myers e Ziemba [10] abordam o mesmo problema descrito em [9]
aprofundando, porém, a descri¢cdo da metodologia de geracdo de cenarios para 0s
pardmetros estocasticos. Uma vez que o problema apresentado indicava uma
politica 6tima de aplicacdo de recursos maximizadora do lucro esperado da
seguradora e que essa politica também poderia ser obtida pela abordagem média-
variancia de Markowitz, os autores puderam comparar as solucdes geradas pelas
duas metodologias. Eles terminam por concluir a superioridade do método de
programacdo linear estocastica multiestdgio em relacdo a abordagem média-
variancia de Markowitz. Essa € uma importante conclusdo, uma vez que, sendo a
primeira solucdo muito mais cara do que a segunda, ha que se desenvolver
argumentos convincentes em favor da adogdo de modelos de programagéo linear
estocastica multiestagio. As conclus@es dos autores encerram a discussao.

A aleatoriedade envolvida no problema de programacao linear estocastica,
guando lidamos com variaveis aleatorias discretas, é representada por uma
estrutura chamada arvore de cenérios. Cada subdivisdo dessa estrutura é
denominada n6 e coincide com os momentos em que decisfes sdo tomadas. Tais
decisbes levam em consideracdo a incerteza representada pelas multiplas
trajetérias que tém origem naquele n6 e sdo sempre condicionadas a realizacdo
das variaveis aleatorias e as decisdes tomadas até o momento indicado pelo né
atual. Conforme exposto anteriormente, a possibilidade de introduzir
aleatoriedade no problema de programacdo linear estocéastica através de cenarios
com estrutura em arvore representa um papel fundamental nesse tipo de problema.
Em [11], Kouwenberg desenvolveu diversas formas de geracdo de cenarios. Nesse
trabalho, o autor propds também a geracdo de cenarios para 0 passivo atuarial. Na
abordagem indicada, o valor do beneficio devido ao assistido é trazido a valor
presente considerando, além da taxa de desconto, a probabilidade de ele estar vivo
no momento em que tiver direito a recebé-lo. O autor conclui que o desempenho
do modelo de programacdo estocastica multiestagio pode ser consideravelmente
melhorado pela escolha do método adequado de geracéo de cenario.

Em [26], Mulvey também aborda o problema de otimizacdo para

investidores de longo prazo. Sobre o tema, 0 autor tece 0s comentarios a seguir.
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e No ambiente multiestagio, o investidor pode ter informacdes antecipadas
da ocorréncia de eventos indesejados. Esse conhecimento permitira que
sejam implementadas acGes para minimizar a probabilidade de
ocorréncia de tais eventos.

e Ativos que apresentem grande volatilidade no curto prazo provavelmente
serdo excluidos em uma perspectiva de um unico estagio. Contudo, na
abordagem multiestagio, sua inclusdo pode representar uma reducao do
risco global do portfélio, considerando as volatilidades em prazos
maiores permitidas por tal abordagem.

¢ Na estratégia cléssica de rebalanceamento de portfélio, parte dos ganhos
obtidos sd&o consumidos no pagamento dos custos de transacéo
envolvidos. Apenas com a solucdo de modelos de otimizacao
multiestagio, as regras 6timas de rebalanceamento do portfélio podem ser

determinadas.

Esses argumentos evidenciam a superioridade da abordagem multi-estagio
em relacdo a abordagem de um Unico periodo. Embora o ambiente de
processamento torne-se inegavelmente maior e mais complexo com a abordagem
multiestagio, o gestor dos investimentos passa a ter um conhecimento a priori da
evolucdo do portfélio e, principalmente, das transacdes indicadas no processo de
otimizacdo. Esse conhecimento prévio permite ao gestor focar sua atencdo em

como fazer uma vez que o que fazer ja foi indicado pelo modelo de otimizagéo.

3. Restrigdes probabilisticas

Nessa classe de problemas séo introduzidas, como restri¢des, relacées que
envolvam a probabilidade de ocorréncia de alguma funcdo de uma variavel de
decisdo. Essas restri¢ces sdo, principalmente, de dois tipos:

e Chance Constrains — CC: Nesse tipo de restricdo, a variavel de deciséo
aparece no problema introduzida por alguma declaracdo que avalia
probabilidades de eventos da seguinte forma: — P¢[T(§)x — h(§) = 0] = a.
Essa declaracdo implica a determinacdo da variavel de decisdo x de tal forma

que o evento [T (é)x — h(¢é) = 0] tenha probabilidade limitada inferiormente
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por a. Em geral, problemas com restri¢cbes desse tipo ndo pertencem a classe
dos problemas de otimizag&o convexa.

e Integrated Chance Constrains — ICC: Nesse tipo de restricdo, a variavel de
decisdo aparece no problema introduzida por alguma declaracdo que

caracteriza o valor esperado de uma variavel aleatoria — Ez[{(x, &)].

Outras restrigdes semelhantes podem ser obtidas, contudo elas ndo serdo
utilizadas neste trabalho. Uma discussédo pormenorizada dos modelos baseados em
valores esperados, quantis, valor em risco e valor em risco condicional que
envolvem funcBes de probabilidade € encontrada em Kall e Mayer [12]. Nesse
livro, além da apresentacdo dos modelos, suas propriedades basicas também sdo
discutidas. Nele, ainda figuram diversos algoritmos para a solugéo de problemas
de programacao estocastica.

Em sua tese para obtencdo do grau de PhD, Dert [13] utiliza as restricdes
probabilisticas do tipo Chance Constrains (CC) para descrever variaveis
estocésticas a cuja ocorréncia se quer atribuir uma baixa probabilidade. Embora
de utilidade inquestionavel, seu tratamento matematico no ambiente de otimizacédo
deixa a desejar. As condi¢cbes adequadas de convexidade e continuidade nem
sempre sdo satisfeitas. Birge e Louveaux, em um livro seminal sobre Programacao
Estocéstica [14], abordam detalhadamente as varidveis probabilisticas.

Haneveld e Maarten van der Vlerk; e Haneveld, Streutker e Maarten van
der Vlerk voltam a abordar o tema das restricdes probabilisticas em [15] e [16],
respectivamente. Esses trabalhos introduzem o conceito de Integrated Chance
Constrains (ICC). Nesse tipo de restricdo, em vez de exigir probabilidade baixa
dos eventos indesejaveis, as restricdes sdo estabelecidas impondo-se que o valor
esperado daqueles eventos seja pequeno. Os autores desenvolvem também um
algoritmo eficiente para a solucdo da classe de problemas em que estdo presentes
as condicdes ICC.

Drijver, Haneveld e Maarten van der Vlerk [17] também abordam o
problema de ALM com a utilizacdo de modelos com restri¢cGes probabilisticas. Os
autores fazem uma detalhada descri¢do das varidveis do modelo de otimizag&o.
Nessa descricao, eles consideram que: (i) os ajustamentos sao feitos pela taxa de

contribuicdo a ser paga ao fundo de penséo e (ii) as realocacfes dos investimentos
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sdo feitas em varios pontos do horizonte de analise. Nesse artigo, sdo utilizadas
restricdes do tipo Chance Constrains. Contudo, os autores discutem ainda outro
tipo de restricdo, as denominadas Conditional Constrains. A introducdo dessa
restricdo permite que, em casos extremos, decida-se pela utilizacdo de
instrumentos de derivativos financeiros®. O risco de tal decisdo deve, no entanto,
ser bem avaliado, consideradas as implicacdes da utilizagcdo de tais instrumentos.
A introducdo de restricBes probabilisticas nos modelos de programacéao
estocastica representa um grande avango nessa importante classe de problemas de
otimizagdo. Por meio dessa abordagem, riscos podem ser adequadamente
avaliados através de declaragdes probabilisticas envolvendo os quantis da
distribuicdo, valor em risco e valor em risco condicional. No entanto, trés dificul-
dades impedem a utilizacdo plena desses modelos: (i) nem sempre as condi¢des de
convexidade sdo atendidas; (ii) em alguns casos, algoritmos eficientes ainda néo
foram construidos; e (iii) a dimensdo do problema pode implicar um impedimento

para a solucdo desse tipo de problema.

4. Programacdo dindmica a tempo continuo

Até aqui, foram apresentados modelos matematicos nos quais as decisdes
sdo tomadas em pontos discretos no tempo. Diferentemente desses modelos, na
abordagem a tempo continuo, as decisdes sdo tomadas em qualquer ponto do
conjunto [0, T], onde T representa o horizonte de planejamento. Nos problemas de
programacado dindmica a tempo continuo, as varidveis relevantes sao apresentadas
por meio de equagOes diferenciais estocasticas. Infelizmente, nem sempre tais
equacdes podem ser resolvidas analiticamente. Nesses casos, hd que se
desenvolver procedimentos de simulacdo que permitam ao usudrio dessa me-
todologia conhecer caracteristicas da solugédo do problema. Glasserman aborda em
[19] algumas dessas técnicas de simulacdo estocastica. J& Siegmann e Lucas [20]
resolvem o problema de gerenciamento 6timo ativo-passivo usando programacao
dindmica continua. Nesse trabalho, seu objetivo é a minimizacdo da contribuicdo
dos participantes. Os autores explicitam as equacgdes diferenciais que descrevem

as dindmicas do ativo e do processo de riqueza associado. Estabelecidas as

> O leitor interessado pode encontrar em Jonh Hull [18] informacdes basicas sobre derivativos
financeiros.
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dindmicas de evolucdo do valor dos ativos, € possivel caracterizar 0 processo
continuo de contribuicdo. As equagdes de Hamilton-Jacobi-Belmman (HJB)
associadas a esse processo podem entdo ser obtidas. As equacbes HIB estdo bem
descritas em @ksendal [21]. Korn e Korn [22] é outra referéncia obrigatoria sobre
calculo estocastico. Nesse livro, de carater introdutdrio, diversas aplicacdes em
financas sdo indicadas, inclusive a versdo dindmica do problema de portfélio de
Harry Markowitz. Embora de extrema elegéncia, a abordagem a tempo continuo
nem sempre permite a obtencdo de solugdes fechadas. No entanto, pela precisdo
que pode resultar desta abordagem, é recomendavel que os interessados no
problema de ALM se dediquem ao desenvolvimento de tais modelos.

Em sintese, o problema de alocacdo Otima de ativos considerando os
passivos existentes no ambiente de otimizacdo estocastica multiestagio vem
evoluindo com a introdugéo de recursos computacionais tanto de software quanto
de hardware. As restrigdes Uteis de natureza estocasticas também foram objeto de
pesquisas, tendo evoluido para o estabelecimento de condi¢bes que rednem 0s
atributos desejaveis que possibilitam a solucdo no ambiente de otimizacdo. Ainda
ha, porém, muito o que desenvolver na constituicdo de algoritmos eficientes para
a solugdo de problemas reais de ALM. Conforme veremos neste trabalho, os
problemas de verdadeiro interesse conduzirdo a um numero significativo de
restricdes e variaveis que exigirdo software e hardware suficientemente robustos,
capazes de suportar as elevadas dimensdes que tais problemas podem assumir.

Do anteriormente exposto, apenas os modelos de programacao estocastica
com restricbes probabilisticas atendem integralmente a todas as condigdes
indicadas na definicdo de ALM. No entanto, é necessario introduzir variaveis
inteiras a fim de determinar a contribuicdo extraordinéria para cobrir os déficits ou
devolver a contribuicdo em caso de sucessivos e elevados superavits. As
dificuldades computacionais advindas dessa escolha séo plenamente compensadas
pela possibilidade dada ao gestor de tomar decisGes tempestivas baseadas em um
modelo matematico muito proximo aquele indicado para a gestdo de um fundo de

pensao permitido a operar no Brasil.
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A descricéo do problema

3.1

Alguns conceitos importantes

O problema a ser resolvido, orientado para um plano de beneficio de
carater previdenciario na modalidade de beneficio definido (plano de beneficio
definido), tem dois objetivos: (i) determinar a menor contribui¢do a ser paga por
participantes e patrocinadores e (ii) aplicar os recursos garantidores considerando
0 Seu passivo atuarial e um conjunto de restricGes impostas.

Conforme vimos, esse € um problema de ALM ao qual serdo introduzidos
critérios de otimalidade a fim de inclui-lo na classe dos problemas de
programacao linear estocastica multiestagio mista inteira. Ao longo deste
capitulo, vamos indicar como surgem tais problemas e como sua solu¢do pode ser
construida.

O modelo matemaético para a solu¢do do problema indicaré as decisfes que
serdo tomadas sequencialmente durante o horizonte de planejamento aqui
representado por T.

As indicacBes de natureza estocastica serdo introduzidas no modelo por
meio de cenarios probabilisticos e representadas por uma estrutura denominada
arvore de cenarios. Uma arvore de cenarios € uma estrutura constituida por nos
ligados por um arco orientado, indicando assim o sentido da transicdo entre dois
nos. O no inicial, denominado no raiz, representa a condicao inicial conhecida. J&
os nos folhas correspondem a etapa final. Uma sequéncia de noés partindo do no
inicial e terminando em uma folha é denominada cenario. Portanto, o numero de
cenarios € igual ao numero de folhas da arvore. Aos arcos que saem do mesmo né
sdo atribuidas probabilidades, e a soma dessas probabilidades € igual a unidade.
As probabilidades de transicdo podem ser atribuidas, por exemplo, pela utilizacdo
de um modelo multinomial ou por qualquer outro modelo discreto. Outra forma
de atribuir probabilidades a esses eventos € pela utilizacdo de informacdes for-

necidas por especialistas. Nesse caso, 0s diversos especialistas se reinem e
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decidem, para cada né da estrutura, qual o valor da probabilidade de transicéo.
Esse dltimo método tem aplicacdo limitada, principalmente se a arvore de
cenarios apresenta uma grande quantidade de nos. Por exemplo, para uma arvore

bindria com T periodos enumerados por {0,...,T}, deverdo ser atribuidas

2T+ — 1 probabilidades. Se T for feito igual a 14, representando um horizonte
de planejamento de 15 anos, sera necessério atribuir um total de 32.767
probabilidades. Considerada a magnitude desse valor, € recomendavel atribuir
probabilidades de transi¢cdo por meio de uma distribuicdo de probabilidade com
descricdo analitica conhecida. E importante assinalar que cada n6 da estrutura é
caracterizado por um vetor de variaveis aleatorias cujo nimero de componentes é
dado pelo ndmero de variaveis aleatérias definidas no modelo. Desse modo, a
transicdo entre dois nos representa a transicao de um vetor aleatorio multivariado.

A figura a seguir retrata uma visdo esquematica do problema apresentado
neste trabalho.

8 o
.
s

Figura 1: Dindmica do processo de deciséo

Nessa figura, {x,,...,xy} representam as decisdes tomada nos instantes
{1,...,T}. No problema em questdo, as variaveis de decisdo representam o total
das contribuicGes e o valor das compras e vendas de ativos.

As decisdes que correspondem ao instante 1, caracterizadas pelo vetor x,,
serdo tomadas antes que seja possivel observar a realizacdo das varidveis
aleatdrias. O vetor x, €, portanto, um vetor de variaveis deterministicas.

No instante ¢ = 2, uma nova decisdo x,(x;; &) serd tomada considerando
as decisdes x, e a realizacdo do vetor aleatorio &,. E importante perceber que a
ligagdo entre o tempo t = 1 e 0 tempo t = 2 ¢ feita pelos arcos que saem do no
inicial. Portanto, as decisfes x,(x;; &,) serdo tantas quantos forem os arcos que
partem do nd inicial. Cada um desses arcos representa uma realizagdo do vetor

aleatdrio &,. Esse € o modo pelo qual podemos formar o vetor x,(x;; &) apés a
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observagdo da realizacdo do vetor aleatério &,. Observe ainda que a deciséo
x,(xq; &) serd tomada no ambiente de incertezas caracterizadas pelos vetores
aleatorios {&;, ..., &}

O processo se estende até o instante T, quando toda informacéo aleatéria ja
tiver sido revelada. A decisdo x;(xy,...,xr; &, ...,&r) envolve, entdo, além da
revelacdo de toda a dindmica estocastica, todas as decisdes anteriormente
tomadas.

Na Figura 1, {x;j(xy,...,x}; &5, ..,¢); j=1,..,T} representa o j-ésimo
vetor de decisdo do problema de otimizacdo. Esse vetor explicita a contribuicéo
Otima a ser praticada entre 0s anos jej+1,sendo 0 < j <T —1, e 0 valor das
compras e vendas de cada ativo efetuadas no tempo ;.

O modelo de programacdo linear estocastica multiestdgio esta

representado conforme indicado a seguir:

T
minz = clx +E ch(f)], (3.1)
1% ; t Xt(St

sujeito a: A11x1 = by, (3.2)
t

Ap1(§1)x1 + zAtr(ft)xr(‘fr)] = b(§)t=2,..,T, (3.3)
T=2

x; %) = 0, (3.4)

onde ¢, x;, A;; € b; sdo matrizes deterministicas de dimensGes
adequadas; as matrizes A (&), x.(&) e b.(&) sdo matrizes aleatérias; e E
representa o operador valor esperado. O problema aqui apresentado € um
problema de otimizag&o estocéstica multiestagio.

No primeiro estagio, é atribuido um valor ao vetor deterministico x;. Nos
estagios subsequentes, os vetores x;(xy, ..., X;—1; &2, ..., &) Serdo sequencialmente
determinados a medida que as informacdes aleatorias ¢, forem sendo reveladas e
depois de consideradas as decisdes anteriores.

Neste ponto é conveniente chamar a atencdo para as variaveis aleatorias
envolvidas no problema de otimizagdo estocastica. Caso tais varidveis sejam
continuas ou discretas ndo-enumeraveis, conforme indicado em James [23] a

solugdo do problema é de grande complexidade. Contudo, se as varidveis
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aleatorias sdo do tipo discreto, o problema de otimizacdo estocastica pode, sob
certas condicBes, ser transformado em um problema equivalente, porém
deterministico.

No problema que vamos resolver, os eventos aleatorios sdo discretos
enumeraveis e serdo introduzidos pela estruturacdo de uma arvore de cenarios.
Conforme ja comentamos, as decisfes serdo tomadas sequencialmente. 1sso
significa que, em cada momento, a decisdo a ser tomada devera ser formada
considerando tudo o que aconteceu até aquele instante. Contudo, ndo nos é
possivel antecipar o futuro. Essa Gltima condi¢do é denominada condi¢do de nédo-
antecipacgéo

Considerando um espaco de probabilidade (Q,F,P), onde Q indica o
espaco amostral do experimento, F a classe de eventos a qual queremos atribuir
probabilidades e P uma medida de probabilidade sobre F, o modelo em
construcdo exigird que o espaco de probabilidade seja definido em cada instante
de tempo. A construcdo do arcabouco formal onde esse problema se desenvolve
abrange conceitos de processos estocasticos, notadamente 0s conceitos de o-
algebra de eventos, filtracdo e fungdes mensuraveis definidas em uma o-algebra
de eventos. Essas consideracOes, que fogem ao escopo deste trabalho, podem ser
encontradas em @ksendal [21] e Pliska [24]. Vamos agora considerar um exemplo

dos conceitos até aqui apresentados.

Exemplo 1: Problema de alocagéo de recursos

Considere que um investidor pode aplicar recursos financeiros em n ativos
indicados por 1,...,n. No inicio de cada periodo, representados por t = 1,
t = 2et = 3, as decisdes de investimentos sdo tomadas respeitados os limites
minimos e maximos de investimentos nos ativos considerados. Nao sao permitidas
compras a descoberto nem vendas a futuro. As decisdes devem ser tomadas de
modo a maximizar o valor presente da riqueza do investidor em t = 3. A

composicao do portfolioem t = 0 é conhecida.
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cenario 1
/

P cenario 2

cenario 3
\

cenario 4
t=1 t=2 t=3
Figura 2: Estrutura em arvore — enumeragao dos cendrios

Neste exemplo, bastante simples, cada cenario é caracterizado por uma

sequéncia de letras. Por exemplo, o cenério 4 é dado pela sequencia (b, f).

Variaveis de decisao:

cir = valor das compras do ativo j efetuadas no ano ¢ considerado o cenario
s; e
vi, = valordas vendas do ativo j efetuadas no ano ¢ considerado o cenario s.

Variaveis definidas pelo gestor:

?. = limite inferior, em forma decimal, do ativo j no ano t considerado o

jit
cenario s;

;¢ = limite superior, em forma decimal, do ativo j no ano ¢ considerado o
cenario s; e

r = taxade desconto financeiro.

Variaveis aleatorias:

rx = retorno, em forma decimal, do ativo j avaliado no ano ¢ considerado o

cenario s.
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Outras variaveis relevantes:

X7, = valorinvestido no ativo j no ano t considerado o cenario s; e
X7y = valor inicial investido no ativo j considerado o cenario s.

A equacdo que descreve a evolugdo dos ativos é indicada pela expressdo a abaixo:

X}ft = Xﬁt—l(l + Uft—l) + Cﬁt - Ujs,t- (3.5)

A equacdo (3.5) indica que o valor do j-esimo ativo no ano t é dado pelo seu valor
no ano anterior acrescido da remuneracdo devida pela sua posse e das compras

realizadas no ano t menos as vendas efetuadas naquele ano.

n
Y o< D X (1+7n), (36)
j=1 j=1
viy < Xﬁt—l(l + ijt—l)' (3.7)
n
=
n
Xﬁt < Js',t Z ﬁt' (3.9)
=
Ge = 0, (3.10)
v]ft > 0, (3.11)
J = 1,..4 (3.12)
t = 1,2,3, (3.13)
s = 1,234 (3.14)

A inequacdo (3.6) estabelece que o total das compras efetuadas em
qualquer instante t ndo pode superar o valor de mercado do conjunto dos ativos
do investidor no instante anterior acrescido do ganho de capital originado pela
posse desses ativos. Ademais, a condicdo estabelece que ndo podemos comprar
mais do que o valor de mercado do portfolio do investidor.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012103/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 1012103/CA

32

Uma condicdo semelhante, indicada pela inequagdo (3.7), estabelece que o
total das vendas do ativo j no instante t ndo pode exceder o seu valor. Essa
inequacdo representa a condigdo que impede o investidor de fazer vendas a
descoberto ou a futuro.

As inequacbes (3.8) e (3.9) caracterizam, respectivamente, os limites
inferior e superior para aplicagdo no ativo j que foram impostas pelo gestor e
devem ser respeitados pelo investidor.

Indicaremos agora um conjunto de restricbes que caracterizam um
problema de otimizacdo estocéstica multiperiodo. Vamos imaginar que serdo
tomadas as decisdes do periodo t = 2 e que 0 arco b tenha alcancado esse no
(Figura 2). Nessas circunstancias, o investidor sabe apenas que os cenarios 3 ou 4
podem ser alcancados, contudo, a ocorréncia de um ou outro é aleatoria e, sendo
assim, sé sera revelada em t = 3. Isso implica que a decisdo tomada nesse no é a
mesma para o cenario 3 ou 4. Essa circunstancia é denominada condi¢&o de néo-

antecipacao. Formalmente, ela é descrita da seguinte forma:
1 _ 2
se as trajetorias que levam as duas varidveis ao no t forem idénticas.

Devemos entdo introduzir as condicdes de ndo-antecipacdo e completar o

conjunto de restrigdes do problema de alocagao de recursos.

Gi=¢1 = 1= (3.16)
Vi =V o= v = v (3.17)
G2 = 2 (3.18)
Ciz = Gz (3.19)
V2 = V2 (3.20)
V2 = Vg (3:21)

Determinadas todas as restrices do problema, inclusive as condi¢cGes de néo-

antecipacao, estamos agora em condi¢cdes de estabelecer a funcdo objetivo do
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problema de alocagdo de recursos. Nosso objetivo & maximizar o valor esperado
do valor presente da riqueza final do investidor. Algebricamente, queremos

maximizar a seguinte funcao:

Z Ps Z X5 A+m7°, (3.22)

onde p, representa as probabilidades dos cenarios considerados e r indica a taxa
de desconto financeiro corrente em t = 3. Observe que, na expressao (3.22), a
soma do produto de ps pelo termo entre colchetes corresponde, no caso de uma
varidvel aleatoria discreta, a expectancia da variavel considerada. Como as
variaveis de decisdo sdo as compras e vendas, devemos reescrever (3.22) de modo

a inclui-las explicitamente. Esse esforgo conduz a expressao a seguir:

4

n 2 2
D ps [E(CJ% — )| [a+ )+ @ v lp a+n G2
1Llr=1 k=t

s=1 j=

A expressdo (3.23), que representa a funcdo objetivo a ser maximizada no
problema de alocagéo de recursos, € equivalente a expresséo (3.22), na qual X7’;
foi explicitado em funcdo das compras e vendas efetuadas até o ano t = 3. A
partir de (3.22), com algum esforco algébrico, € possivel determinar a expressao
(3.23).

3.2

O modelo matemético

Neste trabalho, apresentaremos ao gestor de um plano de beneficio de
carater previdenciario na modalidade de beneficio definido uma politica 6tima de
compra e venda de ativos para cada ano do horizonte de planejamento.

Nossa politica é 6tima uma vez que o modelo correspondente minimiza a
contribuicdo paga por participantes e patrocinadores. Nesse caso, a compra e
venda de ativos, assim como o total das contribuigdes, serdo incluidos como

variaveis de decisdo.
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Vamos considerar um horizonte de planejamento de T anos que especifica
0 numero de periodos em que decisdes sucessivas, que levam em conta as
despesas do fundo de pensao e seu passivo atuarial, serdo tomadas.

A cada ano, contribuicBes serdo pagas por participantes e patrocinadores,
beneficios serdo pagos aos participantes e, eventualmente, contribuicdes poderédo
ser devolvidas aos participantes ou contribuicdes extraordindrias poderdo ser
cobradas de participantes e patrocinadores. No final de cada ano, serd apurado o
valor do ativo e do passivo atuarial do fundo de pensdo. Conhecidos esses
elementos, é possivel determinar o valor da relacdo A./L; e decidir o valor da
contribuicdo a ser paga ou devolvida aos participantes. A seguir, indicamos a

sequéncia de acbes consideradas no problema:

+ A cada ano, sera indicada a composi¢do 6tima do portfolio do fundo de
pensao.

A taxa de contribuicio normal a ser paga pelos participantes e
patrocinadores serd anualmente determinada. Na modelagem, serdo
introduzidos elementos que evitem que as contribuicdes sejam alteradas
bruscamente.

+ Caso seja verificado que a razdo A;/L; se manteve abaixo de certo valor
indicado pelo gestor durante a periodos consecutivos, serd cobrada uma
contribuicdo extraordinaria dos participantes e patrocinadores com vistas a
cobrir a insuficiéncia observada.

+ Caso seja verificado que a razdo A;/L; se manteve acima de certo valor
indicado pelo gestor durante b periodos consecutivos, parte desse excesso

sera devolvido aos participantes e patrocinadores.

O modelo serd desenvolvido considerando cenarios com consisténcia
macroecondmica que reflitam o ambiente futuro em que as decisdes serdo
tomadas. Por hipdtese, existe um total de S cenérios, N ativos financeiros, e as
decisbes deverdo ser tomadas anualmente durante T anos consecutivos. Desse
modo, os indices t € {1,2,..,T}; s € {1,2,..,5}; e j € {1,2,..,N}
representam, respectivamente, o tempo, 0 cenario considerado e o ativo

financeiro.
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Antes de avancar na apresentacdo do problema, é necessario que sejam

feitas algumas consideracGes sobre o ano t, o instante t e 0 que ocorre de

relevante nessas duas referéncias de tempo.

. Ano t é o intervalo de tempo compreendido entre o instante t e o instante

t + 1. Matematicamente, ele serd representado pelo intervalo semiaberto:
[t,t + 1).

. No instante t, para cada cenario considerado, sdo avaliados o ativo A; € 0

passivo L;.

. Conhecidos A; e L;, € possivel determinar a contribuicdo normal c;, a

contribuirdo extraordinaria Z; e a devolugdo de contribuicéo V;.

. As variaveis de decisao c;, Z; e V, serdo pagas no ano t.

. No ano ¢, sdo decididos os valores das compras XC;, e das vendas XV,

do ativo j.

. Os ativos sdo avaliados no instante t, ou seja, durante o ano t, toda a

remuneracdo devida em razdo da posse do ativo X;, sera adicionada ao

valor do ativo. Assim, no instante ¢ + 1, seu valor sera: (1 + 7;,)X;,

Na verdade, tanto o ativo A, como o passivo L;, ambos referentes ao ano

t, sdo determinados apenas nos meses iniciais do ano t+ 1. Esse é 0 prazo

necessario para que atudrios, contadores, auditores e demais profissionais

envolvidos ultimem suas avaliagbes e as disponibilizem para os colegiados

competentes, participantes e patrocinadores.

Feitas essas consideragdes, vamos indicar as varidveis que serdo utilizadas

no problema.

Variaveis Aleatorias:

S
Tt

By

S
t

= retorno, em forma decimal, do ativo j avaliado no ano t considerado o
cenario s;

= valor dos beneficios pagos no ano t considerado o cenario s;

= valor do passivo dos participantes no ano t considerado o cenério s; e

= total da folha de salario dos participantes avaliada no ano t

considerado o cendrio s.
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Variaveis de decisao:

XC5;
XV§;
ct

A

zi,ui, 01, v

valor comprado do ativo j no ano t considerado o cenario s;
= valor vendido do ativo j no ano t considerado o cenario s;

= taxa de contribuicdo para 0 ano t considerado o cenario s;

= valor da contribuicdo extraordinaria a ser paga no ano t
considerado o cenario s;

= valor da contribuicdo extraordinaria a ser devolvida no ano t
considerado o cenério s; e

= varidveis inteiras que assumem valores 0 ou 1.

Outras variaveis relevantes:

total do ativo do fundo de penséo avaliado no ano t considerado
0 cenario s;

indice de solvéncia do fundo de pensdo avaliado no ano t
considerado o cenario s; e

valor investido pelo fundo de penséo no ativo j no ano t

considerado o cenério s.

Constantes definidas pelo gestor:

IT,- = limite superior permitido para o ativo j, expresso como percentual do
ativo total;
fj = limite inferior permitido para o ativo j, expresso como percentual do
N ativo total,
k; = custo de transacdo, isto €, percentual incidente sobre o valor negociado
do ativo j;
j = taxade juros considerada nos empréstimos a participantes;
¢ = fator de desconto financeiro no ano t considerado o cenario s; e,
M = valor muito grande.

Uma vez que a variavel de decisdo correspondente a taxa de contribuicéo

desempenha um papel fundamental nos planos de beneficio de caréater
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previdenciario na modalidade de beneficio definido, vamos fazer alguns
comentarios adicionais a seu respeito.

A taxa de contribuicdo normal paga pelos participantes corresponde a um
percentual ¢/ que incide sobre o total W da folha de salério dos participantes
ativos avaliada no ano t. Assim sendo, a receita de contribuicdo recebida pelo
fundo de pensdo é entdo c;/W;?. A determinacdo de c¢i exige a apuracdo da
situacdo patrimonial do fundo, mais precisamente, da relacdo A,/L;. Uma vez
apurada essa relacdo, o gestor pode determinar a taxa de contribuicdo a ser
praticada no ano t. Além da contribuicdo paga pelos participantes, € comum que
os assistidos e os patrocinadores também facam contribuicdes para o fundo de
pensdo. Neste trabalho, as contribuicfes dos participantes, patrocinadores e
assistidos serdo consideradas como um Unico objeto denominado contribuicdo. A
forma de ratear essa contribuicdo entre as partes envolvidas ndo sera considerada
neste trabalho, visto que a matéria estd descrita no plano de custeio do fundo de
pensao.

No regulamento do fundo de penséo, esta descrito o valor da contribuicdo
dos participantes, geralmente indicado como um percentual da sua folha de
salario, além de outros elementos que definem a contribuicdo dos patrocinadores e
dos assistidos. Também é comum a indicacdo dos limites inferior e superior entre
0S quais a taxa de contribuicdo pode oscilar livremente. A seguinte desigualdade

deve ser introduzida no modelo de otimizagdo:

1o
IA
a

0
IA
al

(3.24)

onde ¢ representa o limite inferior e ¢, o limite superior da contribuicao
normal.

A contribuicgéo resultante, desde que restrita aos limites estabelecidos em
(3.24), sera denominada contribuigdo normal. Caso o limite superior estabelecido
na relacédo (3.24) seja violado, ha que se exigir tanto dos participantes quanto dos
patrocinadores um esfor¢co contributivo, conforme serd explicitado mais adiante.
De modo semelhante, caso o patrimdnio dos participantes do fundo revele-se
muito superior ao necessario, parte desse excesso sera devolvido aos participantes.

Essa hipotese também serd tratada oportunamente.
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3.2.1

Contribuicdo normal

Participantes e patrocinadores pagam regularmente ao fundo de pensdo um
percentual incidente sobre a massa salarial total a titulo de contribui¢cdo normal.
Essa taxa de contribuicdo é atuarialmente determinada e corresponde, coeteris
paribus, & taxa justa para a manutengdo do equilibrio atuarial e da solvéncia do
fundo de penséo.

Na determinacdo da taxa de contribuicdo c¢; para os exercicios seguintes,
os dirigentes do fundo de pensédo consideram ndo apenas a situacdo patrimonial do
fundo naquele instante como também outras condicbes relevantes (taxa de
desconto atuarial, politica salarial da patrocinadora, politica de recursos humanos
da patrocinadora etc.), que exercem grande influéncia na liquidez, equilibrio e
solvéncia do fundo de pensao.

Uma vez determinada a taxa de contribuicdo a ser paga, € preciso evitar
que ela sofra variaces ao longo do tempo. Infelizmente, isso nem sempre pode
ser garantido. Tendo em vista esses casos, introduziremos elementos no modelo
que penalizem variagdes excessivas na taxa de contribuicéo.

Embora a taxa de contribuicdo possa ser fixada livremente pelos gestores
do fundo de pensdo, ela deve ser limitada inferior e superiormente. O limite
inferior ¢, adotado em nosso modelo, independe do tempo e do cenario e
representa o valor minimo que ainda permita ao fundo de pensdo continuar suas
operacdes. Esse limite inferior pode representar, por exemplo, o total do custo
fixo do fundo de pensdo. O limite superior ¢ representa a maior contribuicdo que
pode ser suportada pelos participantes e patrocinadores. O limite superior também
é independente do cenario e do tempo. Esses dois limites sdo fixados
atuarialmente, devem constar do plano de custeio do fundo de pensdo e devem,
ainda, ser de conhecimento dos participantes e patrocinadores.

Além de se preocupar em manter as contribuicbes entre os limites
estabelecidos em (3.24), o gestor deve também tratar de manté-las estaveis ao
longo do tempo. Essa estabilidade serd descrita pela diferenga entre as taxas de
contribuicdo pagas em dois anos consecutivos. A condic¢do de estabilidade, que

deve respeitar a desigualdade (3.24), sera introduzida na funcéo objetivo na forma
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de penalizagdo. Essa condigdo serd representada pelo par de desigualdades
indicadas a sequir:

-n < ¢f—ciq <p, (3.25)

onde ¢{ — c;_, representa a variacdo na taxa de contribuicdo entre dois anos
consecutivos e n e p sdo grandezas positivas que representam os limites fixos para
variacdo da taxa de contribuicdo entre dois periodos consecutivos.

As condigdes impostas pela desigualdade (3.25) nédo substituem aquelas
descritas em (3.24). Na verdade, enquanto (3.24) impde uma obrigagdo a ser
respeitada (restricdo dura), a desigualdade (3.25) representa apenas um desejo do
gestor do fundo de pensédo (restricdo suave). Caso seja necessario violar os limites
impostos em (3.25), 0 modelo matematico ndo impede que o gestor tome tal
decisdo desde que o equilibrio do fundo de pensdo seja preservado. Vamos entado
modelar essa penalizacdo de modo que seja possivel tratd-la no contexto da
programacdo linear. Antes de descrever algoritmicamente essas condicdes

especiais, vamos introduzir a util representacdo valida para um real x qualquer:

()t = max{0,x},

(x)- = max{0,—x}.

Agora podemos voltar as condicBes (3.25). Inicialmente vamos considerar

o lado esquerdo da desigualdade. Nesse caso, queremos evitar que

-n > cf— ¢4 (3.26)

ou, equivalentemente, que

-n < Ci_1— C}. (3.27)

A desigualdade (3.27) pode ser escrita na forma (¢;_; — ¢f — n)*. Neste
momento, vamos introduzir uma variavel de decisdo, cd;, positiva ou nula e as

seguintes restri¢oes:
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n + cdi

v

Cf-1 = €t (3.28)

cdi > 0. (3.29)

A variavel cdi ou um multiplo positivo seu deverdo ser incluidos na
funcdo objetivo do problema de minimizagdo. Vamos entender a ldgica das
desigualdades (3.28) e (3.29). Suponhamos que, no caso 1, n seja igual a 0,03 e
(ci_y — ¢f), igual a 0,07. Nesse caso, a diferenca entre duas contribuicoes
consecutivas € menor do que o limite inferior —n. Assim, a desigualdade (3.28)
conduzira a determinacdo de que cd; seja maior do que 0 ou entdo, dependendo
dos custos envolvidos, o valor de c¢; deverd ser aumentado. No caso 2, vamos
supor que n seja igual a 0,03 e que (c;_; — ¢f), igual a 0,02. Nesse caso, cd; seré
feito igual a 0 uma vez que a diferenca de contribuigdes consecutivas excedeu 0
limite inferior —n. Os dois exemplos esclarecem por que uma nova variavel de
decisdo cd; foi introduzida no modelo. Vale observar que nem sempre a solucao
Otima permite aumentar ¢; conforme sugerido no caso 1. Nessas circunstancias, o
lado esquerdo de (3.25) sera violado sem contudo impedir que o problema tenha
solugdo. Isso é o que justifica denominar tais restricGes de suaves.

Vamos agora considerar a desigualdade ¢; — ¢;_; < p. Essa situacédo é
idéntica a —n < ¢ — c;_,, tratada anteriormente. No entanto, vamos trata-la
como nova e introduzir a solucdo considerando a funcdo (.)*. Essa situacdo se
caracteriza pela intencdo de evitar uma varia¢do excessiva na taxa de contribuicéo

em dois periodos consecutivos. Agora vamos considerar a seguinte desigualdade:

ci—ci,—p >0. (3.30)

Caso a desigualdade (3.30) se verifique, € porque o lado direito de
(3.25) foi desrespeitado. Nesse caso, a seguinte relagdo deverd ser penalizada:
(¢ — ¢f_; —p)*™. Como essa equacdo ndo pode ser resolvida no contexto
da programacdo linear, é preciso criar outra variavel de decisdo, cif, a ser

tomada em seu valor m&ximo, que deveré satisfazer a seguinte condi¢&o:

p+ cii = ¢i — ci_q. (3.31)
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Pelos mesmos motivos ja expostos, devemos impor adicionalmente que
cii seja maior ou igual a 0. Para isso, o par de desigualdades a seguir devera ser

introduzido no problema de otimizacéo:

ciif = ¢ —ci.i1— p, (3.32)

cis > 0. (3.33)

Por fim, é importante reafirmar que a restricdo (3.25) ndo substitui a
condicdo (3.24). A primeira € uma restricdo que deve ser satisfeita — restri¢do dura
— enquanto a segunda sera incluida onerando a funcéo objetivo — restricdo suave.
Na verdade, queremos evitar oscilacbes extremas tanto para elevar como para
reduzir a contribuicdo. O primeiro caso ocorrera quando ¢; — ¢;_; —p >0, jao

segundo, quando ¢; — ¢;_; + n < 0. Na funcéo objetivo devemos incluir:

(§cicif + Scacd?IWe. (3.34)

Os parametros ¢, e &.; serdo indicados pelo gestor, devendo ainda
respeitar a relacdo &,; > &.4, Uma vez que participantes e patrocinadores resistirdo
mais ao aumento de contribuicdo do que a sua reducao.

A introducdo da condicdo (3.34) na funcdo objetivo representa uma forma
elegante de evitar variagdes bruscas na taxa de contribuicdo devida. Além disso,
permite que o gestor, ao administrar 0s parametros n e p, pratiqgue uma politica
ativa de gestdo de contribuicBes capaz de reduzir o risco de uma possivel
necessidade de impor aos participantes e patrocinadores a realizacdo de uma

contribuicdo extraordinaria.

3.2.2

Contribuicdo extraordinéria

Agora sera modelada a situacdo em que o fundo de pensdo, como
consequéncia de variagdes de ativo e passivo desiguais, acumula um ativo total
inferior ao passivo dos participantes. Apresentaremos uma abordagem mais
abrangente do que a simples constatacdo da ocorréncia de um déficit. Em vez

disso, serd desenvolvido um modelo matematico em que apenas a repeticdo de
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valores da relacdo A, /L; abaixo de um valor previamente especificado pelo gestor
implicard uma acdo do gestor para a superacdo de tal situacdo indesejavel. Nossa
intencdo é oferecer ao gestor do fundo de pensdo a possibilidade de praticar uma
administracdo ativa dos recursos garantidores e, desse modo, evitar o surgimento
de um déficit que o obrigue a cumprir o disposto na Resolugdo CGPC n° 26, de 29
de setembro de 2008, que dispde sobre o equacionamento do déficit dos planos de
beneficio.

Uma vez verificado um déficit, os gestores do fundo de penséo deverdo
tomar atitudes imediatas com vistas ao reestabelecimento do equilibrio atuarial. A
legislacdo apresenta trés formas de equacionamento do desequilibrio: (i) aumentar
o valor das contribuigdes, (ii) instituir uma contribuigcdo adicional ou (iii) reduzir
o valor dos beneficios a conceder. A elevacdo da contribuicdo ja estd sendo
considerada pelo conjunto das restri¢ces incluidas no modelo. A reducdo do
beneficio ndo seré tratada neste trabalho e devera ser usada apenas caso as demais
alternativas sejam insuficientes. Por fim, resta a alternativa de cobranga de uma
contribuicdo adicional, questdo que sera abordada neste ponto. Queremos evitar

gue o evento

A
L_i < a. (3.35)
ocorra muitas vezes com « > 1. Tornando essa afirmacdo mais precisa, 0 que
vamos fazer é reestabelecer a igualdade A7 /L < a sempre que (3.35) ocorrer a
vezes consecutivas, onde a é um inteiro indicado pelo gestor. Essa abordagem
apresenta ao menos dois atrativos: (i) previne a ocorréncia de déficit e (ii) permite
gue as circunstancias que conduziram ao evento (3.35) possam ser revertidas. Na
hipdtese de ocorréncia de (3.35) durante a anos consecutivos, sera cobrado de
participantes e patrocinadores uma contribuicdo extraordinaria de valor pelo
menos igual a (aLi — AF). Uma vez pago esse valor, a desigualdade Af/Li > «
torna-se verdadeira.

Vamos agora descrever 0s elementos algébricos que permitem determinar
o valor Z;} a ser cobrado dos participantes e patrocinadores para a cobertura da

insuficiéncia estabelecida anteriormente. Introduziremos dois novos elementos: (i)
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uma variavel indicadora do evento desequilibrio e (ii) uma variavel que compute
os desequilibrios sucessivos.

A seguir, vamos apresentar e explicar cada trecho do cddigo necessario
para a determinagdo de Z7. Antes de tudo, é preciso ter em mente que Z; deve
satisfazer a seguinte desigualdade: (A +Z; = alL}). Em palavras, essa
desigualdade indica o menor valor de Z7 que reestabeleca a condigdo
A/Li = a.

Considere o seguinte conjunto de desigualdades:

Aj — ali = —Muj, (3.36)
AS S S 1
ui € {01} (3.38)

Como u; pode apenas assumir valores 0 ou 1, vamos verificar o que ocorre

com as desigualdades (3.36) e (3.37) para cada uma das possibilidades a seguir.

e Seu, =0, entdo, considerada a desigualdade (3.36), tem-se que (A7 —
ali) = 0 e, considerada a desigualdade (3.37), (A7 —aL{) <M — 1/M.

e Se u; =1, entdo, considerada a desigualdade (3.36), tem-se que (A7 —
ali) = —M e, considerada a desigualdade (3.37), (A7 — aL}) < — 1/M.

Considerando o que acabamos de expor, podemos criar um quadro resumo
indicando os intervalos a que pertencem (A7 — aL3) para cada valor de u;
considerado. Observe que, até este momento, conseguimos estabelecer um fato
dado um valor de u;. No entanto, a condicdo que precisamos estabelecer é: dado o
fato, que valor u, deverd assumir. Em linguagem matemaética, estamos buscando a
forma contrapositiva da sentenca obtida. Antes de chegar a isso, vamos resumir

nossas conclusodes:

[0,M —1/M], seu; =0,
A} — ali €
[-M,—1/M], seu; = 1.
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A forma contrapositiva da sentenca “se P, entdo Q” € dada por “se nio
Q, entdo ndo P”. Agora estamos em condi¢Oes de estabelecer a sentenca
desejada, forma contrapositiva da sentenca anterior, para a indicacdo do valor de
ui. Como M é um numero muito grande (big M), podemos descrever o valor de

ui conforme indicado a seguir:

0, se Ai — alLi =0,
u; =
1, se A — aLi < 0.

Com isso, mostramos que podemos usar u; como variavel indicadora do
evento A7 — aLj < 0. Sempre que isso ocorrer, ou, equivalentemente, sempre
que Af/L; < a, o valor de uj serd igual a 1. Essa é a primeira variavel binéria
necessaria para a contagem de eventos. Agora vamos estruturar uma segunda
variavel binéria — z7 — cuja fung8o serd indicar quando u; assumir o valor 1 a
vezes consecutivas. A contagem do numero de desequilibrios sera efetuada pelo

seguinte conjunto de desigualdades:

> Z W —a+1, (3.39)
i=t—a+1

z < u (3.40)

u;,zi € {01} (3.41)

Vamos agora entender o conjunto de desigualdades (3.39), (3.40) e (3.41).

1. Caso 1: Até o ano t foram observados exatamente a desequilibrios. Nesse
caso, ui =1 (lembre-se de que, se A7 — alLi <0, entdo ui = 1). Com
isso, considerando tanto (3.39) quanto (3.40), z; assumira o valor 1.

2. Caso 2: Ate o ano t foram observados menos do que a desequilibrios. Nesse
caso, considerada a desigualdade (3.73), z{ tanto pode assumir o valor O
como o valor 1. Contudo, considerada a desigualdade (3.40), duas hipoteses
devem ser levadas em conta:

e seu; =0, entdo z; também sera O;
e se u; =1, entdo z; tanto pode assumir o valor 0 como o valor 1,

permanecendo, portanto, indeterminado.
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Em resumo, temos que, se Y, _,.,ui —a+ 1 for igual a 1, entdo z$
também serd igual a 1; se ¥f_,_,.,uf —a + 1 for menor do que 1, z§ sera nulo
apenas se u; também o for, caso contrario, podera assumir o valor 0 ou 1.

Uma vez que (i) identificamos o sinal de Af — aLi e (ii) contamos o
numero de ocorréncias de desequilibrios até o ano t, podemos agora determinar o
menor valor a ser cobrado de participantes e patrocinadores para o0
reestabelecimento do equilibrio atuarial. Esse valor sera representado por Z;. Para

tal, consideraremos as desigualdades:

Z; < Mz, (3.42)
Z; = (ali— A — M(1— z), (3.43)
Zi = 0, (3.44)
z € {01} (3.45)

VVamos recordar que, caso tenham ocorrido exatamente a desequilibrios,
z{ assumird o valor 1. Nesse caso, considerando as desigualdades (3.42) e (3.43),
(ali — AF) < Z7 < M e, por se tratar de um problema de minimizagdo, Z; sera
feito igual a (aLi — A$). Por outro lado, caso até o ano t tenham sido observados
menos do que a desequilibrios, Z7 assumira o valor correto, isto €, igual a 0
apenas se u; também for nulo. Caso contrério, Z; assumird o valor incorreto
(aLi — A7), mesmo com a ocorréncia de menos do que a desequilibrios
consecutivos. Esse inconveniente pode ser contornado fazendo com que figure na
funcdo objetivo do problema de minimizacdo um mdultiplo positivo de Z{ que
torne “mais barato” onerar a contribuicio normal do que a contribuicao
extraordinéria.

Antes de iniciar a descricdo do tema Devolugéo de Contribuicdo, vamos
recapitular como modelamos a situacdo em que uma Contribuicdo Extraordinaria

é devida por participantes e patrocinadores.

1. Passo 1: criar uma varidvel binaria indicadora para determinar a
ocorréncia de desequilibrios.
2. Passo 2: criar uma outra variavel binaria indicadora para contar o

numero de desequilibrios consecutivos.
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3. Passo 3: determinar o valor a ser cobrado de participantes e
patrocinadores para devolver ao fundo de pensdo sua condigdo de

equilibrio.

Esses trés passos sdo gerais e podem ser utilizados em situagdes
semelhantes. Em nosso caso, eles serdo usados para modelar o desequilibrio

provocado quando é verificada a ocorréncia de um superavit elevado e persistente.

3.2.3
Devolugéo de contribuicao

Agora serd modelada a situacdo em que o fundo de pensdo, como
consequéncia de variagdes de ativo e passivo desiguais, apresente um ativo total
superior ao passivo dos participantes. Nossa abordagem sera mais abrangente do
que a simples constatacdo da ocorréncia de um superdvit. Estudaremos a
possibilidade de que a repeticdo de valores da relacdo A7/L3 acima de um valor
previamente especificado pelo gestor possa conduzir a uma condigdo de superavit.
Nosso interesse recai sobre a seguinte desigualdade:

5/L; > B. (3.46)

A relacdo (3.46) corresponde a condicdo na qual se verifica que A7 —
BLi > 0, 0 que, em palavras, significa que o ativo do fundo de pensdo é S vezes
superior ao seu passivo, onde £ é um numero real maior do que a unidade.
Quando essa situacdo de desequilibrio ocorre repetidas vezes, significa que 0s
ativos investidos experimentaram uma valorizagao excepcional; o passivo foi mal
dimensionado, levando a cobranga de uma contribuicdo excessiva; ou ambos 0s
fatos ocorreram simultaneamente. Qualquer que seja a origem do desequilibrio, a
legislacdo brasileira® exige que, caso o ativo do fundo de pensio seja 1,25 vezes
superior ao seu passivo por trés anos consecutivos, parte desse excesso deve ser
devolvido aos participantes e assistidos ou os beneficios do plano deverdo ser
ampliados. A legislacdo é, no entanto, bastante prudente ao exigir que, antes de

devolver contribuicdes, seja verificado se o passivo do fundo de penséo foi

! Esse tema estéa disposto no Titulo 111 da Resolugdo CGPC n® 26, de 29 de setembro de 2008.
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dimensionado considerando bases demograficas adequadas e taxas de desconto
atuarial compativeis com a realidade macroeconémica vigente. Enquanto essas
duas condicGes ndo forem atendidas ndo é permitido ao gestor devolver excessos
contributivos aos participantes. Feitas essas consideracfes, podemos agora
avancar na formulacdo matematica do problema.

E importante notar que o problema de Devolugdo de Contribuicdo é
essencialmente idéntico ao (ja estruturado) problema da necessidade de realizacéo
de Contribuicdo Extraordinaria. Existe apenas uma diferenca entre eles: enquanto
0 primeiro implica uma reducdo das contribui¢Ges, o0 segundo corresponde a um
aumento de seu valor. No entanto, sob a perspectiva da modelagem matematica,
esses dois problemas sédo semelhantes.

O caminho a ser trilhado para a solugdo desse “novo” problema sera o
mesmo. Para tal, vamos seguir os passos 1, 2 e 3, indicados no final da secdo
anterior.

Primeiro devemos criar uma variavel indicadora do evento Af — BL; > 0.
Isso vai exigir a criagdo de uma variavel o7 que pode assumir apenas valor igual a
0 ou 1. Conforme indicado anteriormente, devemos estabelecer as seguintes
relagdes: se A7 — BL; > 0, entdo of =1 e, se A — BL] < 0, entdo of = 0.
Vimos também que essa forma final é obtida pela forma contrapositiva da
sentenga original. As desigualdades indicadas a seguir explicitam essa afirmagé&o.

A — BLS < Mo§, (3.47)
1

At — BLy = y—MA - op) (3.48)

o € {01} (3.49)

Vamos analisar as inequagdes (3.47) e (3.48). Se of =0, entdo A7 —
BL; €[-M +1/M,0]. Se of =1, entdo A} — BL; € [1/M,M]. A forma

contrapositiva dessas inequacdes conduz ao resultado desejado:

A — BL;
A — BL;

Il
=N

, (3.50)

0=>o0
0=>o0 (3.51)

NV
S oy

Devemos agora, a semelhanca do problema anterior, contar o0 nimero de

ocorréncias da desigualdade A7 — BLi > 0. Esse problema ¢ idéntico ao descrito
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pelas inequacdes (3.39), (3.40) e (3.41), com uma Unica alteracdo: a devolucao de
contribuicdo deve ser realizada caso o excesso patrimonial tenha sido observado

ao longo de b anos consecutivos. As inequacdes necessarias sao:
t

vi = Z oj —b+1, (3.52)
i=t—b+1

v < of, (353)

vi,0f € {0,1}. (3.54)

Por fim, devemos explicitar as desigualdades que determinardo o valor V?

a ser devolvido aos participantes e patrocinadores.

VS < My, (3.55)
Ve = (Af— PLD — M(1 - vf), (3.56)
Ve = 0, (3.57)
vi € {01}. (3.58)

3.2.4

A funcéo objetivo do problema de minimizacao

Agora ja reunimos as condicdes necessarias para explicitar a funcao
objetivo do problema a ser resolvido. Nosso interesse é determinar, no inicio de
cada ano, a menor contribui¢do a ser paga por participantes e patrocinadores que
mantenha o fundo de pensdo em equilibrio. Além da contribui¢cdo normal, também
serdo incluidos, na funcdo objetivo, a devolucdo da contribuicdo e o pagamento de
contribuicdo extraordinéria, eventos que apenas ocorrerdo em condi¢des extremas,
conforme indicado. Caso tais condicGes se verifiquem, as contribuicOes referidas
deverdo ser consideradas em seus valores minimos para a restitui¢cdo do equilibrio
do fundo de pensao.

O horizonte de planejamento se estende desde o0 ano t = 0, que concentra
todas as decisGes anteriores a0 momento em que o modelo de otimizagdo €

avaliado, até o ano t = T. No instante final do horizonte de planejamento, séo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012103/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 1012103/CA

49

determinados os valores presentes dos ativos e dos beneficios, considerando um
horizonte de tempo ilimitado. A diferenca entre ativo e passivo em t = T €
denominada solvéncia de longo prazo. O modelo se estende para um total de S
cenarios macroeconometricamente consistentes. A seguir, descrevemos a fungéo

objetivo do problema de minimizagédo que se deseja resolver.

S
s=1

PENALIZACOES

T
ZP?)&(C?W? + Zf — 64%) funding/riqueza
t=0

variacao da taxa

T
) PVl F = cia = P+ Cealety — cf = mIWE o
P de contribuicédo

CONTRIBUICAO EXTRAORDINARIA E DEVOLUCAO DE CONTRIBUICAO

contribuicéo

extraordinaria

T
+ z pive({z — 1)Z;
t=0

devolucéo de

T
+ Z pive Ve
t=0

contribuicéo

CONDICAO DE SOLVENCIA DE LONGO PRAZO

_ solvéncia
+p%VT[CA(A% - AL%) + ZAi(Ag" - AL;")+] de |ongo prazo

A condigdo de solvéncia de longo prazo vai exigir duas condicdes
adicionais: a soma de {4 € {y; deve ser positiva (essa condi¢do é necessaria para
garantir convexidade) e {,; < 0 (essa imposicao garante que (A3 — AL%) assuma
0 maior valor possivel).

As condigdes que caracterizam a variagdo na taxa de contribuicdo e a
solvéncia de longo prazo dificultam o tratamento do problema como um problema
de otimizacdo linear. Essa dificuldade sera contornada conforme indicado a

sequir.
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Vamos considerar que condigdes do tipo q;(f(x) — g())" +

q2(f(x) — g(x)) sejam introduzidas na funcdo objetivo. Em uma andlise
superficial, parece que devemos utilizar uma variavel indicadora para avaliar o
sinal de f(x) — g(x). Para evitar esse dnus computacional, é necessario criar duas
variaveis de decisdo, 1,(x) e A,(x), ambas maiores ou iguais a 0, e introduzir na
funcdo objetivo a seguinte parcela: q;4;(x) + g.1,(x). Além disso, duas novas

restricdes devem ser adicionadas: 4;(x) = f(x) — g(x) e, 1,(x) = g(x) — f(x).

1. Caso ql(f(x)—g(x))+: Essa forma funcional apenas assumira valor
diferente de 0 quando f(x) > g(x). Nesse caso, 1, (x) representa a folga na
funcdo g(x) até que ela atinja o valor f(x). Consequentemente, segue a
desigualdade A,(x) + g(x) = f(x). Essa condicdo, juntamente com a
condicdo de ndo-negatividade imposta a 1, (x), conduzem ao valor minimo
buscado na fungéo objetivo.

2. Caso q,(f(x) —g(x)) : Essa forma funcional apenas assumird valor
diferente de 0 quando f(x) < g(x). Nesse caso, 1,(x) representa a folga na
funcdo f(x) até ela atinja o valor g(x). Consequentemente, segue a
desigualdade A,(x) + f(x) = g(x). Essa condicdo, juntamente com a
condicdo de ndo-negatividade imposta a A, (x), conduzem ao valor minimo

buscado na funcéo objetivo.

Vamos impor uma Ultima condicdo para evitar que o problema de
minimizagdo seja ilimitado. Suponhamos que (f (x) — g(x))+ e (f(x) —g(x))

sejam limitadas superiormente por H(x). Desse modo, a soma ql(f(x)—

g(x))+ + q2(f(x) —g(x)) € limitada superiormente por (q; + q;)H(x).
Sendo H(x) positivo, a condicdo q; +q, >0 evita que o problema de
minimizacdo apresente solugéo ilimitada.

Antes de apresentar as restricGes do problema, é importante ressaltar que
as constantes {;;, {car (2, Cvy P, 1, A, {na, {a; devem ser indicadas pelo gestor do
fundo de pensdo. Ao fazé-lo, ele deve ter em mente as condigdes que devem ser
respeitadas para que o problema formulado faga sentido.
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{,; — custo associado ao aumento da taxa de contribuicdo em dois anos
consecutivos por valor maior do que p.

{.q — custo associado a reducdo da taxa de contribuicdo em dois anos
consecutivos por valor maior do que 7.

{, — custo associado a necessidade de cobrar uma contribuicdo extraordinaria
em caso de deficit extremo e persistente.

{y — custo associado a necessidade de restituir contribuicdo aos participantes
em caso de superavit extremo e persistente.

p — aumento maximo permitido para a taxa de contribuicdo em dois anos
consecutivos sem que nenhuma penalizagédo seja introduzida.

n — decréscimo maximo permitido para a taxa de contribuicdo em dois anos
consecutivos sem que nenhuma penalizagéo seja introduzida.

A —menor valor para o indice de solvéncia desejado para o fundo no ano limite
do estudo.

{xa — Custo associado a verificacdo de um indice de solvéncia menor do que A
no ano limite do estudo.

{x; — custo associado a verificacdo de um indice de solvéncia maior do que A

no ano limite do estudo.

Além de indicar o valor desses parametros, as seguintes relacfes devem ser
atendidas:

Cei 2 Ceas
Ceit Cca > 0,
{z > 1,
v =0,

A =1,
{ai =0,
Cai + Cpa > 0.

Por fim, devemos comentar que a fungcdo objetivo apresentada

anteriormente encontra-se ainda em sua versdo original. Quando o problema for

efetivamente resolvido, as relagdes do tipo ql(f(x)—g(x))++ q2(f(x) —
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g(x)) deverdo ser substituidas na fungéo objetivo e as restricdes correspondentes,

introduzidas no problema a ser resolvido.

3.2.5

O conjunto de restri¢coes

Nesta secdo, explicitaremos o conjunto de restricdes que deverdo ser
consideradas na determinacdo da contribuicdo a ser paga por participantes e
patrocinadores. Além das receitas previdenciarias, as receitas de investimento
também devem encontrar seus valores maximos, uma vez que é da natureza
intrinseca dos fundos de beneficios definidos que, a partir de algum momento, as
receitas de contribuicdo sejam insuficientes para o pagamento dos beneficios.
Como nossa abordagem é orientada para problemas de ALM, ativos e passivos
serdo considerados conjuntamente.

Os ativos considerados neste trabalho sdo aqueles indicados na Resolugéo
CMN n° 3.792, de 24 de setembro de 2009, que, conforme a legislacdo, sdo
classificados nos seguintes segmentos: renda fixa, renda varidvel, imdveis e
operagbes com participantes (empréstimos e financiamentos concedidos aos
participantes do fundo de pensdo). Cada ativo integrante dos segmentos apresenta
sua propria dindmica, que sera explicitada a seguir. O problema aqui posto pode
ser classificado como um problema de ALM estratégico, em contraposi¢do ao
problema de ALM tatico. No ALM estratégico, 0 gestor se preocupa com a
alocacdo de recursos nos segmentos de investimentos permitidos por lei. Nesse
tipo de problema, ndo ha a preocupacdo com o ativo especifico dentro de cada
segmento. Dito de outra forma, no problema de ALM estratégico, a preocupacao
do gestor é determinar quanto deve ser investido ou desinvestido no segmento de
acOes, sendo imaterial a determinacdo da acdo especifica a ser transacionada.
Parece Obvio que a saida de um problema de ALM estratégico deva servir de
insumo para estabelecer cada carteira dentro de cada segmento. Isso, no entanto,
ndo é objeto deste trabalho.

Serdo considerados cinco tipos diferentes de ativos de renda fixa: caixa,
titulos prefixados, titulos pos-fixados, além de dois outros ativos de renda fixa
com padrdo de volatilidade mais elevada. Adicionalmente, serdo introduzidos

ativos de renda variavel, ativos representativos de operagdes imobiliarias e ativos
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representativos de operacGes com participantes. Cada um deles serd& modelado
considerando sua dindmica especifica e introduzido no modelo de otimizagéo
como uma arvore de cenarios. Os elementos técnicos dessa abordagem serdo
considerados nas proximas secdes deste trabalho.

Por hipdtese, o gestor dos investimentos pode comprar ou vender
livremente seus ativos, incorrendo, nesse caso, em despesas com pagamento de
taxas e corretagens. A ele ndo sdo permitidas vendas a descoberto, e a quantidade
permitida para cada ativo é restrita aos seus limites inferiores e superiores. Na
sequéncia, serdo apresentadas algumas identidades e restricbes do problema de

minimizacao.
* O total do ativo dos participantes e assistidos:

N

A5 = 2(1 + XS, + cEWE — B (3.59)
=

A identidade (3.59) define o total do ativo dos participantes. Esse total é
formado pelos ativos financeiros de propriedade do fundo de penséo acrescidos
de suas devidas remuneracdes. A essa parcela, acrescente-se ainda o resultado
previdencial constituido pela diferenca entre as contribuicBes recebidas e 0s
beneficios pagos aos assistidos.

* DinaAmica dos ativos financeiros:

Xitr1 = (1+ rj?t)Xth +XCe — XV, (3.60)
XC}, > 0, (3.61)
XV, > 0. (3.62)

O total do ativo j no ano t + 1 é constituido pelo valor do referido ativo no
ano t, acrescido da remuneracao devida pela sua posse e das compras menos as

vendas, ambas efetuadas no ano t.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012103/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 1012103/CA

54

* Realocacao dos ativos:

N N
Z Xjerr +VE+ ) ki(XC + XV = Al + Z7, (3.63)
j=1 j=1
Vts 2 O’ (364)
Zi = 0. (3.69)

A equacdo (3.63) representa a relacdo de equilibrio entre fontes e destino de
recursos. Por hipotese, ao final de cada exercicio, os ativos financeiros podem
ser livremente transacionados desde que respeitados os limites de aplicacdo. O
lado direito da equacdo (3.63) representa as fontes de financiamento — total do
ativo dos participantes e as contribuigdes extraordinarias —, enquanto o lado
esquerdo representa o destino desses recursos — realocacdo dos ativos,
devolucdo de contribuicdo e pagamento das despesas com comissdes e
corretagens devidas pelas compras e vendas de ativos financeiros. As variaveis
de decisdo Z; e V;? representam, respectivamente, a contribuicdo extraordinaria
cobrada dos participantes e patrocinadores e a contribuicdo devolvida aos
participantes.

* Limites de aloca¢ao nos ativos financeiros:

N

N
[ Xe<Xe <) X (3.66)
i=1

i=1
onde f; e /7] representam o menor e o0 maior percentual que pode ser alocado
em cada ativo financeiro. Esses limites sdo estabelecidos pelos gestores do
fundo de penséo, que devem, no entanto, respeitar as determinagdes impostas
na Resolucdo CMN n° 3.792, de 24 de setembro de 2009. Indiretamente, o
limite superior permitido para alocacdo em cada ativo representa uma medida

de aversao ao risco.
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* Contribuicio normal:

IA

4

v

cii

cd;

v

cii,cdi =

¢ < ¢,
S
€t — Ct—1 — P,
S
Ct—1 — Ct — 1,

55

(3.67)
(3.68)
(3.69)

(3.70)

A desigualdade (3.67) indica os limites inferior e superior da taxa de

contribuicdo. As duas desigualdades seguintes indicam as variacdes permitidas

para a taxa de contribuicdo em dois periodos consecutivos. De fato, elas

representam a versdo algoritmica das fungdes (¢f — ¢;_; — p)*e (¢;_, —

c¢i — n)*.Otermo {cii + {.4cd; devera ser incluido na funcdo objetivo.

« Contribuicao extraordinaria:

A} — al3

A} — al3

s S
U, Z¢

v

IA

v

IA

IA

\%

\%

—Mu;,
M(1 ) 1
ui 7
t
Z ui —a+1,

i=t—a+1
uz,
Mz,

(aLi — A7) — M1 - zp),
0,

{0,1}.

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)
(3.75)
(3.76)

(3.77)

(3.78)

Esse conjunto de desigualdades determina o valor Z; da contribuicédo

extraordinaria a ser paga por participantes e patrocinadores caso seja verificada

a ocorréncia do evento (A7 — aL} < 0) durante a anos consecutivos.
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* Devolugéo de contribuicéo:

BLL — A¢

BLL — A¢

N N
V¢, Ot

Esse conjunto de desigualdades determina o valor V;?

v

IA

v

IA

IA

v

v

—Mo;,
1
M(1-o0f) — 7
t
z o; —b+1,
i=t—b+1
of,
Mv;,

(A — BLD —M(1 — v7),
0,

{0,1}.
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(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)
(3.83)
(3.84)
(3.85)

(3.86)

da contribuicdo

extraordinaria a ser paga por participantes e patrocinadores caso seja verificada a

ocorréncia do evento

(A — BLi > 0) durante

consecutivos.
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Geracao dos cenarios

Neste capitulo, descreveremos como devem ser gerados 0s cenarios para o
problema de otimizagao estocastica multiperiodo. E natural exigir que os cenarios
apresentem consisténcia com os dados historicos e com a teoria econdmica. Além
dessas duas condicBes pétrias, sera ainda introduzida outra condicdo de ordem
técnica que deve ser verificada: a condi¢do de ndo-antecipacidade. Essa condicéo
determina que, estando em um determinado nd na arvore de cenarios, o valor da
varidvel analisada devera ser 0 mesmo para todos 0s cenarios que puderem ser
alcancados a partir daquele n6. Antes de avancarmos na descri¢do da técnica de
geracgdo dos cenarios, vamos introduzir a notacéo [b4, b,, ..., by] para representar a
arvore de cenarios. Nessa representacdo, o problema de otimizacdo se desenvolve
em T periodos, e existe um total de []'_, b; cenarios possiveis. A transicdo de
t = 0 parat = 1 é feita por b, diferentes trajetorias e, para cada uma dessas
trajetdrias, existem b, maneiras distintas de fazer a transicdo da épocat = 1 para
aépocat = 2.Porfim, estandoemt = T — 1, para cada um dos nos existentes
nessa época, poderao ser trilhadas by trajetorias distintas com o intuito de alcancar
as folhas da &rvore. Computacionalmente, a estrutura [bq,b,,...,by]  Sera
transformada em uma matriz de cenarios com T linhas e []_, b; colunas cuja
estrutura satisfaz a condicdo de ndo-antecipacdo. Por exemplo, uma arvore de
cenarios [1, 3, 2] seré representada por uma matriz (TxS) contendo 3 linhas e 6

colunas com a seguinte forma:

a a a a a a
A=1I|b b ¢ ¢ d dJ.
e f g h i j

Em t = 1, representado pela primeira linha da matriz de cenéarios, é
possivel atingir todas as folhas da arvore. Isso € indicado pela composi¢do da
primeira linha da matriz A, cujos 6 elementos sdo idénticos. A transi¢do para

t = 2, representado pela segunda linha da matriz A, se d& por trés trajetorias
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distintas. De cada uma delas é possivel atingir dois cenarios distintos. Sendo
assim, devemos preencher essa linha com 3 pares de elementos, sendo o0s
elementos de cada par idénticos. Por fim, as folhas da arvore serdo atingidas a
partir do tempo t = 2, o que leva a representacdo indicada na terceira linha da
matriz A de cenarios.

A anatomia da matriz A estard presente nos cenarios que servirdo de
entrada de dados, a saber, os salarios dos participantes, os beneficios a serem
pagos aos assistidos, o passivo atuarial e as rentabilidades dos ativos financeiros®.
Neste trabalho, as trés primeiras variaveis evoluiram ritmadas pelas variacGes da
inflacdo estimada. Em um trabalho futuro, recomenda-se que essa evolucgdo seja
estimada levando em conta, além dos aspectos econdmicos, também o0s
demograficos. Apos resolvido o problema de otimizacdo objeto deste trabalho, as
seguintes variaveis de decisdo serdo indicadas na mesma forma da matriz A: taxa
de contribuicédo de participantes e patrocinadores, contribuicdo a ser devolvida aos
participantes, contribuicdo extraordindria a ser cobrada dos participantes e
patrocinadores, valor da compra de ativos e valor da venda dos ativos®. 1sso
garante que as condicbes de ndo-antecipacidade, imposicdo do modelo

multiestagio, estejam presentes no modelo de otimizacao.

4.1

Os ativos financeiros

Ao gestor dos investimentos sera permitido alocar recursos em um total de
oito ativos: cinco variagdes de renda fixa, renda variavel, imoveis e empréstimos
aos participantes®. Como um desses ativos sdo titulos pos-fixados, sera necessaria
a inclusdo de cenarios que descrevam a dinamica de algum indice de precos.

Parece natural tentar gerar 0s cenarios estocasticos utilizando estimativas a
partir de um modelo Vector AutoRegressive — VAR. Infelizmente, com os dados
disponiveis, essa utilizacdo pode conduzir a cenarios inadequados. Qualquer

estimativa econométrica séria deve considerar a ruptura estrutural introduzida

! Na verdade, a rentabilidade dos ativos sera introduzida por uma matriz tridimensional (TxSxN),
onde N representa 0 nimero de ativos permitidos.

? Essas variaveis também seréo apresentadas na forma de uma matriz (TxSxN).

® Em uma visdo mais estratégica, podemos considerar apenas quatro ativos: renda fixa, renda
variavel, iméveis e empréstimos aos participantes


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012103/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 1012103/CA

59

com o advento do Plano Real (1994). Os processos caracteristicos das séries
econdmicas antes desse periodo apresentam dindmicas distintas e, portanto, ndo
podem ser utilizados para estimacdo dos parametros do modelo VAR. Isso nos
conduz a um total de menos de 20 anos de observacbes, 0 que torna nao
recomendavel sugerir a utilizagdo de modelos VAR caso se deseje trabalhar com
cenarios de periodicidade anual.

Feitas essas observacdes, passamos a descrever como 0S cenarios Serdo
gerados: algumas variaveis primarias serdo fixadas e as variaveis de interesse
serdo obtidas a partir das relages econdmicas existentes entre elas.

Na estruturacdo dos cenarios, sera utilizado um importante processo

estocastico denominado Movimento Browniano, definido a seguir.

Definicdo 4.1.1 (Movimento Browniano unidimensional) Um Movimento
Browniano unidimensional em [0, T] é um processo estocastico {W(t),0 <t <

T} com as seguintes propriedades:

1. W(0) = 0;

2. O mapeamento t — W (t) €, com probabilidade 1, uma funcéo continua no
intervalo [0, T'];

3. Os incrementos {W(t;) — W(ty), W(ty) — W(ty),..., W(ty) — W(tx_1)}
sao independentes de k e;

4. W(t)— W(s)~N(0,s—t)paratodo0 < s <t < T.

O processo estocastico Movimento Browniano vai desempenhar um
importante papel na simulagdo dos cenarios estocasticos conforme veremos a
seguir. Mais importante do que isso, ele pode ser gerado a partir de simulagdes de
varidveis aleatorias normais com média zero e variancia unitaria, o que torna o
processo de simulacdo mais simples. Isso pode ser feito conforme indicado a
sequir.

Se {t, =0,ty, ..., t;, tiz1, .., ty = T} representa uma parti¢cdo do intervalo

[0, T], temos a seguinte aproximacao:

dW(t;)) = W(tip1) —W(t) =N, t;p1 — t;) = Jtiz1 — tiZ;, (4.1)
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onde Z; é um numero aleatoriamente escolhido de uma distribuicdo normal com
média O e variancia 1. Essa discretizacdo, devida a Euler, foi obtida considerando
0 item 4 na definicho de Movimento Browniano. Nesse caso, a simulagdo de
dW (t;) se reduz a capacidade de gerar variaveis aleatorias normais com média 0
e variancia 1. A equacéo (4.1) vai desempenhar um papel destacado na simulagio
dos processos definidores das varidveis utilizadas no problema de otimizacéo.

Vamos agora descrever a dindmica dos processos de interesse.

» Caixa:

dr(t) = a(b —r(t))dt + oy/T(&)dW (t). (4.2)

Se r(0) >0 e 2ab > o2, entdo r(t), conforme definido em (4.2), nunca
assumird valor igual a 0. Esse processo tem a propriedade de reversdo a média.
O paré@metro « representa a velocidade de reversdo a média e ¢ é a volatilidade
do processo. Em [19], Paul Glasserman apresenta uma boa descricdo da

dindmica de ativos de renda fixa.
« Titulos prefixados:

T(t _ 1)20-(1?-1)

r()@-n L (43)

Tpre ) =

onde r(t) é um processo gerado conforme definido em (4.2). A dinamica
definida em (4.3) indica que os titulos prefixados considerados nesta
modelagem tém maturidade de 20 anos. Titulos com tal maturidade sdo

comuns nos portfélios dos fundos de penséo.
« Titulos pés-fixados:

Tos(®) = (1+ TI()) * (1 + 9) — 1, (4.4)
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onde TI(t) representa a inflagdo corrente — que, neste trabalho, serd gerada pelo
processo cuja dindmica é definido por (4.2) — e 9 indica 0 ganho acima da

inflacdo observada.

» Renda variavel:

ds(e) _ (

1Zd dw 4.5
m u——a)t+a . (4.5)

2

Nesse processo, também conhecido como Movimento Geométrico Browniano,
0 parametro u é denominado drift do processo, o representa sua volatilidade e
dS(t)/S(t) corresponde & variagdo no preco do ativo. O drift e a volatilidade

do processo deverdo ser estimados.
» Imoveis

Em agosto de 2011, a Fundacdo Getulio Vargas passou a apurar e divulgar o
indice IGV-M, que mede a rentabilidade auferida pelos proprietarios de
imoveis. Os imdveis de interesse dos fundos de pensdo apresentam as
caracteristicas dos imdveis incluidos na afericdo do IGV-M. Nesse caso, a
dinamica definida em (4.2) representa um modelo adequado para o indice em
apreco. Os parametros que identificam a reversdo a média e a volatilidade

deverdo ser estimados.
* Empréstimos a participantes:

op(t) = (1 + Asalario(t))*(1+ Y) —1, (4.6)
onde Asalario(t) representa a variacdo da massa salarial recebida pelos
participantes e Y representa 0 ganho real indicado nos contratos de

empréstimos com os participantes.

Antes de expor os demais processos que vdo compor o modelo de

otimizacdo, descreveremos em detalhes como gerar realizaces de um Movimento
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Browniano. Como exemplo, vamos considerar o0 processo descrito pela equagao
(4.5). Neste ponto, é necessaria uma explicacdo adicional: como S(t) representa o
preco do ativo de renda variavel, o processo dS(t)/S(t), indicado em (4.5) ja
representa o retorno do ativo entre os instantes t;,, e t;. Portanto, a rentabilidade

em t;, que corresponde a variavel de interesse no modelo apresentado, € dada por:

r(t) = (M - %0'2> (tivr — t) + 0ytier — GZ(L)). 4.7

A equacio (4.7) foi obtida a partir de (4.5) utilizando a equacio (4.1). Os
detalhes sobre a solucdo de equacgdes diferenciais estocasticas podem ser obtidos
em @ksendal [21] ou Korn e Korn [22]. Alguns dos processos anteriormente
descritos devem ter 0s parametros que oS descrevem previamente estimados.
Aqui, mais uma vez, a dificuldade de estimacdo de pardmetros se manifesta. E
importante lembrar que, caso se opte por trabalhar com dados anuais, a escassez
de informacGes consistentes disponiveis dificulta consideravelmente alcancar esse
objetivo. Sendo assim, além da estimacdo econométrica, recomenda-se também
que especialistas avaliem as séries de interesse. Feitos 0s ajustamentos
necessarios, o modelo de otimizacdo pode ser rodado para determinar as
indicacdes Otimas sobre a macroalocacao dos ativos no fundo de pensao.

Embora 0 movimento Browniano seja bastante utilizado para modelar
ativos econdmicos, € importante salientar que existem outras alternativas que
poderiam ser utilizadas. Para saber mais, o leitor interessado pode consultar
James, Jessica e Webber [4], por exemplo. Nessa obra, os autores discorrem sobre
diversos modelos matematicos utilizados para descrever a dindmica da evolugéo
temporal da taxa de juros. No entanto, tdo importante quanto a determinagédo do
modelo matemaético para a descri¢cdo dos ativos relevantes para o problema é a
geracdo de cendrios em que a estrutura de correlacdo entre os ativos seja
considerada. Esse, de fato, € um grande desafio: gerar cenarios em arvore

macroeconomicamente validos que satisfacam as condi¢6es de ndo-antecipacao.
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4.2

Os beneficios, a massa salarial e o passivo atuarial

Vamos agora estabelecer os modelos estocasticos para o valor dos
beneficios a serem pagos aos assistidos, o total da folha de salario dos
participantes e o passivo atuarial dos beneficiarios do plano. Neste trabalho,
utilizaremos uma modelagem quase que ingénua sobre a dindmica desses
processos: por ora, vamos admitir que eles evoluam ritmados pela evolugdo da
massa salarial praticada pelo patrocinador. Em uma evolugdo natural e mais
sofisticada, deve-se avancar para a avaliacao estocastica de cada um dos processos
anteriormente descritos. Esse olhar mais sofisticado sobre o problema coloca-0 no
nivel dos modelos de ALM estocastico. Na abordagem estocéastica, 0 passivo dos
participantes serd explicitado em cada cenario como uma realizagdo do processo
estocastico que o define. No processo de avaliacdo atuarial estocastica — insumo
para alimentar o modelo de ALM estocastico — ha que se determinar a dindmica
da evolucdo da massa salarial dos participantes e a dindmica dos beneficios a
serem pagos aos assistidos. Se, por um lado, estocastizar o0 modelo de ALM pode
trazer melhoras significativas na abordagem do problema; por outro, o esforco
computacional aumenta consideravelmente. Ndo é claro, neste momento, que tal
esforco justifique o 6nus de envidar esforgos na estruturacdo do processo de
avaliacdo atuarial estocastica. O que podemos afirmar € que, independentemente
de o fundo de pensdo optar pela implementacdo de um modelo de ALM
estocastico ou deterministico, deve-se investir no processo de avaliacdo atuarial
estocastica. Esse € 0 mecanismo que permitira ao gestor fazer afirmacfes de
natureza probabilistica sobre a verdadeira realidade atuarial que envolve o fundo
de pensdo. Também é importante frisar que, por mais rica e esclarecedora que seja
uma avaliacao atuarial estocastica, o plano de contas ao qual estdo submetidos os
fundos de pensdo ndo admitem essa metodologia de avaliacdo atuarial. Neste
trabalho, em vez de avaliar estocasticamente os beneficios prometidos, a evolugéo
salarial dos participantes e o passivo atuarial — elementos fundamentais para
proceder um modelo de ALM estocastico —, vamos apenas descrever dinamicas
estocasticas para cada um desses processos. Tais dindmicas estdo indicadas a

sequir:
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» Os beneficios:

Bi,1 = B{(1 + Asalario?). (4.8)

» A massa salarial:

WE, = WZ(1 + Asalariof). 4.9

* O passivo atuarial:

t+1 = Li(1 + Asalariof). (4.10)

Antes de encerrarmos esta se¢do, devemos tecer alguns comentarios sobre
a variacdo da massa salarial. Por hipdtese, os salarios dos participantes séo
corrigidos anualmente. Vamos admitir que a variacdo salarial anual contemple,
além da variacdo de algum indice de precos, um aumento real. A variacdo do
indice de precos tem o efeito de reposicdo do poder de compra dos salarios; ja o
aumento real deve refletir toda uma politica salarial nele contemplado; inclusive
ganhos individuais oriundos de promocdes e gratificacbes recebidas pelos
trabalhadores. Vale lembrar que o indice de precos e o aumento real devem ser
estatisticamente estimados.
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Estudo de casos

Neste capitulo, vamos elaborar dois exemplos nos quais sera indicado
como os gestores do fundo de penséo podem orientar a macroalocacdo dos ativos.
E preciso lembrar que o modelo abordado nesta dissertacio aplica-se a um fundo
de pensdo do tipo beneficio definido, o que equivale dizer que os ajustes
necessarios serdo efetuados na contribuicdo paga por participantes, assistidos e
patrocinadores. Também é importante lembrar que estamos tratando do ALM
estratégico, em que ndo distinguimos o ativo a ser transacionado. Dito de outra
forma, quando o modelo de otimizag&o indica, por exemplo, a compra de ativos
de renda variavel, ndo é possivel identificar exatamente que ativo deve ser
adquirido. Essa funcdo sera desempenhada em um segundo momento. Dividindo a

gestdo dos investimentos nos niveis estratégico, tatico e operacional temos:

» Nivel Estratégico: Atribuicdo exercida pelo Conselho Deliberativo do
fundo de pensdo. Cabe a ele, a partir dos cenarios para as variaveis
relevantes e para o horizonte de planejamento indicado, contratar um
modelo de ALM estratégico. Como produto gerado por esse modelo, serdo
indicados, para cada um dos cenarios considerados, a politica étima de
contribuicdo e de macroalocacdo dos ativos. A politica de contribuicdo
envolve tanto a contribuicdo normal como as contribuicdes extraordinarias e
eventuais devolugdes de contribuicéo.

» Nivel Tatico: Atribuicdo exercida pelo Diretor de Investimentos do fundo
de pensdo. Neste nivel, a politica 6tima de macroalocagéo para cada cenario
ja é conhecida. O Diretor de Investimentos devera eleger o cenario que julga
ter a maior probabilidade de ocorréncia e, com as ferramentas a sua
disposigéo, determinar os ativos a serem transacionados conforme indicado
pelo modelo de ALM. Deve-se ter em mente que o modelo desenvolvido
neste trabalho é um modelo multiperiodo. Isso significa que o cenario eleito

se desdobra durante todos os anos do horizonte de planejamento. Assim, ha
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que se produzir hoje decisdes de investimento que serdo implementadas nos
proximos anos do periodo considerado.

» Nivel Operacional: Atribuicdo exercida pelo Responsavel pela Mesa de
Operacoes do fundo de pensdo. Neste nivel, ja foram definidas a macro e a
microalocacdo dos ativos. Cabe agora determinar 0 momento ideal de
implementar tais decises de investimentos. Os cenérios usados no modelo
indicam rentabilidades esperadas para cada um dos ativos considerados.
Como resposta, 0 modelo determina o percentual a ser alocado em cada seg-
mento permitido. Compete ao operador alocar os valores indicados tentando
obter rentabilidades superiores aquelas indicadas no cenério considerado.
Caso seja bem-sucedido, aquele segmento de aplicacdo contribuird, coeteris
paribus, para uma geracdo de resultados superior a previamente indicada
pelo modelo de ALM.

Ao final de cada ano, os parametros e cenarios serdo reavaliados, o0 modelo
de ALM devera ser rodado novamente e 0s ajustes impostos pelos desvios entre o
cenario fixado e o cenério observado deverdo ser realizados. Nesse momento,
cada desvio deve ser cuidadosamente analisado e as causas de sua ocorréncia
devem ser determinadas. Essa é uma disciplina necessaria, uma vez que estamos
lidando com um modelo multiperiodo e os desvios observados podem se
propagar, potencializando resultados bons ou ruins. E possivel também que,
apesar dos melhores esforcos na fixacdo dos cenérios, alguma descontinuidade se
configure. Em 1994, por exemplo, a promulgacdo do Plano Real obrigou que
todos os cenarios fossem refeitos e, naquela ocasido, todo o esforco de
precificacdo de ativos exigiu novos conhecimentos e produziu outros valores.
Recentemente, a crise mundial de 2008 também exigiu dos analistas a redefinicao

de seus cenarios de longo prazo.

5.1

Primeiro exemplo: Necessidade de contribui¢cdo extraordinéria

Vamos avaliar algumas possibilidades para o caso de haver a necessidade
de recursos que ndo possa ser suprida apenas com a contribuicdo normal. Este

exemplo foi especialmente preparado para evidenciar tal necessidade. Em outras
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palavras, os cendrios elaborados podem ndo representar exatamente a realidade
atual, todavia permitem aclarar a situacdo que desejamos enfatizar. No exemplo, a
contribuicdo normal paga por participantes e patrocinadores, que permitimos
variar entre 10% e 20% do total da folha de salario dos participantes ativos, foi
estabelecida como parametro. Além disso, os parametros a e 8 foram fixados em
1,10 e 1,20, ja a e b foram ambos fixados em 3 anos. Isto é, sempre que a relacao
Ai/L; for menor do que 1,10 por trés anos consecutivos, participantes e
patrocinadores deverdo um valor Z; como contribui¢do extraordindria; caso Az /L3
seja maior do que 1,20 por mais de 3 anos consecutivos, um valor V# tera que ser
devolvido aos participantes. Neste primeiro exemplo, foi considerada a arvore
bindria com a seguinte forma: [1,2,2,2,2,2]. Essa arvore se desenvolve em 6
periodos e tem um total de 32 cenédrios possiveis. Na tabela a seguir, estdo
sumarizados os valores 6timos de algumas variaveis ou funcdes destas,

determinados no problema de otimizacao.

Tabela 5.1: Valores 6timos obtidos considerando o cenario 29

CONTRIBUICAO - CONTRIBUICAO -
aatANos | NORVALINCIDENTE | i 7, | EXTRAORDINARIA. | i g

1 10,00 % 0,9470 1.265,8 1,1000
2 11,50 % 1,1195 - 1,1195
3 11,14 % 0,5734 4.595,7 1,1000
4 12,64 % 1,2363 - 1,2363
5 12,04 % 1,1063 - 1,1063
6 10,00 % 1,0115 - 1.0115

A Tabela 5.1 evidencia alguns fatos importantes, que vamos relatar na
sequéncia. Apenas nos anos 1 e 3 houve a necessidade de cobrar de participantes e
patrocinadores uma contribuicdo extraordinaria. Nesses anos, caso se optasse por
suportar a demanda por recursos recorrendo apenas a contribuicdo normal, esta
teria sido, respectivamente, de 87,18% e 213,52% do total da folha de salério.
Considerada a magnitude desses valores, dificilmente as partes envolvidas
suportariam tais encargos. Outra alternativa para retornar o fundo de pensdo a
situacdo de equilibrio consiste em buscar os recursos necessarios Z; pela via dos

investimentos. Essa alternativa exigiria que o gestor obtivesse uma rentabilidade
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de 16,15% e 69,95% no primeiro e no terceiro ano de administragdo. Essas
rentabilidades também sdo excessivas, principalmente se considerarmos que,
admitidas as restricdes de alocacdo impostas, a maior rentabilidade possivel para o
cenario em estudo sdo de 16,57% e 17,86% nos anos 1 e 3 respectivamente. Fica
claro, entdo, que reconduzir a relacdo A3 /L3 para niveis superiores a 1,10 apenas
com recursos de investimentos pode levar o gestor do fundo de pensdo a assumir
um risco excessivo, incompativel com o perfil conservador dessa classe de
investidores. Nesse caso, recomendamos que o gestor do fundo reexamine 0s
parametros que dificultam a obtencdo do valor desejado para a razdo entre ativo e
passivo. Por oportuno, ele deve ainda avaliar se 1,10 para essa razdo é exequivel
ou se esse indicador pode ser reduzido.

Vamos agora mostrar a proposta de macroalocacdo recomendada pelo
modelo de otimizacdo. Antes, porém, vale lembrar que 0s recursos serao
distribuidos respeitando os limites de alocacdo impostos, as rentabilidades
esperadas dos ativos e a necessidade de gerar recursos suficientes para o
pagamento dos beneficios contratados e custear as demais despesas operacionais.
No exemplo em estudo, foram admitidos os seguintes limites superiores para a
alocacdo de recursos: renda fixa, 100%; renda varidvel, 50%; imoveis, 11%; e
operacdes com participantes, 8%. Os limites inferiores para a aplicacdo de
recursos foram fixados em 0, exceto o limite do ativo renda variavel, para o qual
foi estabelecido um limite de 3%. A tabela a seguir mostra as rentabilidades

esperadas, indicadas na arvore de cenarios, considerando o cenério 29.

Tabela 5.2: Retorno dos ativos — cenario 29 expresso em % ao ano

ATIVOS ANO1 | ANO2 | ANO3 | ANO4 | ANO5 | ANOG6
Renda Fixa 9,00 6,77 5,96 6,90 6,51 7,91
Renda Variavel 2,19 11,60 5,38 4,71 6,81 1,22
Iméveis 11,83 11,45 13,19 10,98 10,61 8,50
Operagdes com Participantes 17,15 16,76 18,58 16,27 15,87 13,67

Na Tabela 5.2, os valores grafados em vermelho representam
rentabilidades esperadas menores do que 0.

O fundo de pensdo caracterizado neste modelo, no periodo considerado,
apresenta despesa previdenciaria superior a sua receita, também previdenciaria.

Em nameros, a diferenca negativa entre as contribuigdes recebidas e os beneficios
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pagos sdo: 343,2; 372,1; 449,4; 483,0; 577,8; e 727,8 milhares de reais entre 0s
anos 1 e 6. Nesse caso, cabe ao gestor dos investimentos do fundo de penséo
formular estratégias capazes de garantir a liquidez necessaria para 0 provimento
das despesas com o pagamento dos beneficios. Além da despesa previdenciaria, as
despesas com investimentos, materializada na cobranga de taxas de comissdes e
corretagens incidentes sobre a movimentagdo dos ativos financeiros (compras e
vendas), também deverdo ser cobertas pela receita gerada pelos investimentos. A
tabela a seguir apresenta as compras e vendas efetuadas, base para incidéncia do

pagamento de comissGes e corretagens.

Tabela 5.3: Compras e vendas de ativos — cenario 29 expresso em milhdes de Reais

ATIVOS ANO 1 ANO 2 ANO 3 ANO 4 ANO 5

Renda Fixa 1.429,7 274,6 3.194,9 0,0 5111
Renda Variavel 612,6 22,0 527,5 379,8 51,8
Imoveis 84,1 79,1 382,9 108,0 125,4
Operacgdes com Participantes 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
Saldo das Operagoes 901,2 375,8 4.105,3 487,8 584,7

Na Tabela 5.3, os valores grafados em preto se referem a compras de
ativos, enguanto os grafados em vermelho indicam os valores das vendas de
ativos. A linha Saldo das Operacdes, que € numericamente igual a soma algébrica
do valor das compras subtraido o valor das vendas, também equivale ao total das
contribuicdes recebidas menos as contribuicbes devolvidas aos participantes e
assistidos, as despesas com o pagamento dos beneficios e as despesas com o
pagamento de comissdes e corretagens. Tomando como exemplo os anos 1 e 2,
temos: (i) no ano 1, a receita de contribuicdo normal e extraordinaria totalizou
922,5 milhdes de Reais, que subtraidos os 21,3 milhdes de reais gastos com o
pagamento de despesas, comissdes e corretagens totalizam 901,2 milhGes de
Reais, conforme indicado na primeira coluna da Tabela 5.3; (ii) ja no ano 2, foram
consumidos 372,0 milhdes de Reais que, adicionados as contribuicdes normais,
foram necessarios para 0 pagamento dos beneficios devidos aos assistidos. Nesse
mesmo ano, foram consumidos ainda 3,8 milhdes de Reais com o pagamento de
comissOes e corretagens, totalizando 375,8 milhdes de Reais, conforme disposto

na segunda coluna da Tabela 5.3.
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Uma vez conhecidas as rentabilidades esperadas dos ativos, indicadas na
Tabela 5.2, e a politica de compras e vendas de ativos, descrita na Tabela 5.3,
podemos indicar a distribuicdo dos ativos ao longo dos anos que compdem o

horizonte de planejamento. Essa distribuicdo pode ser vista na Tabela 5.4.

Tabela 5.4: Total investido — cenario 29 expresso em milhfes de Reais

ATIVOS ANO 1 ANO 2 ANO 3 ANO 4 ANO 5 ANO 6
Renda Fixa 6.181,0 8.167,0 8.445,0 | 12.143,0 | 12.981,0 | 13.315,0
Renda Variavel 943,7 310,4 324,4 834,5 493,90 512,2
Imoveis 942,6 1.138,2 1.189,5 1.729,2 1.811,1 1.877,8
Operacdes com

625,0 732,1 854,9 1.013,7 1.178,6 1.365,7
Participantes
Total Investido 8.692,3 | 10.347,8 | 10.813,8 | 15.720,4 | 16.464,6 | 17.070,7

Os elementos da Tabela 5.3 representam a base para a alocacgdo téatica dos
recursos garantidores das provisdes matematicas. E importante lembrar que nosso
propésito € solucionar um problema de ALM estratégico. Nesse caso, a
estruturacdo das carteiras a partir dos quatro segmentos considerados é feita
posteriormente levando em conta as recomendacfes contidas na Tabela 5.3. A
esse processo atribuimos o nome de alocacéo tatica dos recursos garantidores. E
nesse momento que o gestor deve decidir quais ativos dentro de cada segmento
interessa aos objetivos do fundo de pensao. Podemos afirmar que a alocacao tatica
complementa o processo de ALM estratégico.

Vamos agora estimar a rentabilidade do fundo de pensdo considerando o
cenario 29. No problema em tela, o total investido na época 0 é igual a R$ 7.812,0
milhdes. Com isso, podemos calcular a taxa interna de retorno considerando como
fluxos a despesa previdenciaria, a despesa com pagamento de comissdes e
corretagens e os valores recebidos como contribuicdo extraordinaria subtraidas as
devolucbes de contribuicdo feitas aos participantes. O diagrama a seguir

representa a situagéo descrita.
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901,2 4.105,3 17.070,7
0 1 2 3 4 5 6
7.812,0 375,8 487.8 584, 7 727.8

Figura 3: Representacéo dos fluxos de caixa levando em conta o cenario 29

Feito esse célculo, obtemos uma taxa interna de retorno igual a 20,18% ao
ano. Se, no mesmo fluxo, forem expurgados os valores das contribuicdes
extraordindrias, a taxa interna de retorno diminui para 9,48% ao ano. Nesse caso,
as entradas de recursos de R$ 901,2 e R$ 4.105,3 milhdes, correspondentes a
contribuicbes extraordinérias cobradas de participantes e patrocinadores, deverdo
ser substituidas por pagamentos de R$ 343,20 e R$ 449,4 milhGes,
respectivamente.

A Tabela 5.5 exibe o perfil dos investimentos nos seis anos que integram o
periodo de analise. Essa tabela foi obtida dividindo os elementos de cada coluna
da Tabela 5.4 pelo total investido no ano considerado. A partir da observacédo
dessa tabela, é possivel notar que, no ano 1, o limite maximo de 30% para
aplicacdo em renda varidvel foi excedido. Isso se explica uma vez que essa

alocacdo corresponde a alocacéo inicial, ndo estando, portanto, sujeita aos limites

indicados.
Tabela 5.5: Perfil dos investimentos — cendrio 29 expresso em %

ATIVOS ANO1 | ANO2 | ANO3 | ANO4 | ANO5 | ANO®6
Renda Fixa 71,11 78,92 78,09 77,24 78,84 | 78,00
Renda Variavel 10,86 3,00 3,00 5,31 3,00 3,00
Iméveis 10,84 11,00 11,00 11,00 11,00 11,00
Operacgdes com Participantes 7,19 7,08 7,91 6,45 7,16 8,00
Rentabilidade Estimada 8,68 8,14 741 7 84 723 8,24
(% ao ano)

A Ultima linha da Tabela 5.5 indica as rentabilidades estimadas ao ano
levando em conta o perfil dos investimentos e as rentabilidades esperadas,
conforme Tabela 5.2. Por fim, mais uma vez, devemos pontuar que o exemplo

apresentado foi especialmente preparado para evidenciar uma situagdo particular
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em que se torna necessario cobrar de participantes e patrocinadores uma
contribuicio extraordinaria Z;. E importante ainda frisar que esse procedimento so
deve ser utilizado como recurso extremo, dada a dificuldade que a cobranca de
uma contribuicdo extraordinaria representa. No exemplo, procuramos mostrar que
outras agdes devem ser tentadas antes de decidir pela cobranga dessa contribuicéo.
No proximo exemplo, vamos explorar a situagdo oposta na qual os participantes

terdo direito a restituicdo de contribuicao.

5.2

Segundo exemplo: Devolucao de contribuicéo

Nesta secdo, analisaremos uma situacdo em que ocorre um superavit
persistente e excessivo. Essa circunstancia especial se d& quando a contribuicéo
paga por participantes e patrocinadores € superior aquela necessaria para a
cobertura dos beneficios prometidos no contrato previdenciario, o retorno real dos
investimentos superou a taxa de desconto usada na avaliacdo atuarial ou ambas as
circunstancias ocorreram simultaneamente. Qualquer que seja a causa desse
desequilibrio, cabe ao gestor do fundo de pensdo tomar as decisdes para o retorno
do equilibrio atuarial. Dada a relevancia do tema, o Conselho de Gestdo da
Previdéncia Complementar — CGPC, na resolucdo 26/08, de 29 de setembro de
2008, disp0s sobre os procedimentos a serem observados pelas entidades fechadas
de previdéncia complementar na destinacdo e utilizacdo de superavit do plano de

beneficio.

Art. 8° Apds a constituicdo da reserva de contingéncia, no montante integral de 25%
(vinte e cinco por cento) do valor das reservas matematicas, 0s recursos excedentes
serdo empregados na constituicdo da reserva especial para a revisdo do plano de
beneficios.

Art. 12° A revisao do plano de beneficios podera se dar de forma voluntéria, a partir
da constituicdo da reserva especial, e sera obrigatéria apdés o decurso de trés
exercicios.

A resolucdo CGPC 26 determina, ainda, que superavits superiores a 25%
do valor das reservas matematicas deverdo ser revertidos para a constituicdo de

reserva especial para a revisdo do plano de beneficios. Determina também que,
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caso esse superdvit seja verificado por prazo superior a trés exercicios, o plano de

beneficios devera ser revisto. O Art. 9° da mesma resolugéo da outras indicagGes:

Art. 9° A EFPC, previamente a revisdo do plano de beneficios a que se refere o art. 8°,
tendo como base parecer atuarial e estudo econdmico-financeiro, devera identificar,
mensurar e avaliar a perenidade das causas que deram origem ao superavit.

Paragrafo Unico. Observado o disposto no caput, a EFPC devera adotar, além de outras
hip6teses consideradas necessarias na avaliacdo da propria EFPC e do atuério
responsavel pelo plano:

1. tAbua biométrica que gere expectativas de vida completa iguais ou superiores as
resultantes da aplicacdo da tdbua AT-2000, observados os itens 2.1 e 2.4 do
Regulamento anexo a Resolucdo no 18, de 28 de marcgo de 2006; e

2. taxa maxima real de juros de 5% (cinco por cento) ao ano para as projecoes
atuariais do plano de beneficios.

O procedimento que sera abordado neste exemplo diz respeito a utilizacdo
de excedentes patrimoniais que serdo direcionados para a reducdo da taxa de
desconto atuarial. Vamos considerar que, caso a relacdo As /L3 seja superior a 1,11
por mais de dois periodos consecutivos, 0 que exceder este valor serd utilizado
para a reducdo da taxa de desconto atuarial. Mais uma vez, devemos chamar a
atencdo para o fato de que o exercicio a seguir foi preparado especialmente para
evidenciar a contingéncia anteriormente descrita e ndo tem o intuito de
corresponder a uma situacdo real.

No exemplo, a contribuicdo normal paga por participantes e
patrocinadores pode variar entre 40% e 50% do total da folha de salario dos
participantes ativos. Os parametros a e g foram fixados em 0,95 e 1,11; jaa e b,
em 3 e 2. Isto é, sempre que a relagdo A3 /L; for menor do que 0,95 por mais de
trés anos consecutivos, participantes e patrocinadores deverdo um valor Z§ como
contribuicdo extraordinaria. Caso A§/Li seja maior do que 1,11 por mais de 2 anos
consecutivos, os participantes receberdo um valor V5. Neste exemplo, foi
considerada a arvore binaria com a seguinte forma: [1,2,2,2,2,2]. Essa arvore se
desenvolve em 6 periodos e tem um total de 32 cenarios possiveis. Na tabela a
seguir, estdo sumarizados os valores 6timos de algumas variaveis ou fungoes

destas, determinados no problema de otimizagao.
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Tabela 5.6: Valores 6timos obtidos considerando o cenario 3

CONTRIBUICAO < s CONTRIBUICAO < s
aatANos. | NORMALINCIDENTE | s 7 | ASERDEVOLVIDA | iy 7

1 40,00 % 1,1100 - 1,1000
2 40,00 % 1,1072 - 1,1072
3 40,00 % 1,1408 - 1,1408
4 40,00 % 1,1179 77,6 1,1000
5 40,00 % 1,1581 507,9 1,1000
6 40,00 % 1,2052 1.078,1 1,1000

Na Tabela 5.6, é possivel observar que, nos anos 3, 4, 5 e 6, o total do
ativo dos participantes excedeu em mais de 11% as provisbes matematicas por
mais de dois anos consecutivos. Nesse caso, 0 valor VS do excesso devera ser
devolvido aos participantes. Vamos, no entanto, constituir um fundo financeiro
que permita reduzir a taxa de desconto atuarial. Dada a relacdo funcional entre
taxa de desconto atuarial e provisdes matematicas, quando essa taxa € reduzida
ocorre um aumento nas provisdes matematicas. Vamos supor que a reducao de
1% na taxa de desconto atuarial implique uma elevacdo de 16% no passivo
atuarial do fundo. Nesse caso, ao final do sexto ano, considerando o cenario de
namero 3, o fundo de pensdo tera acumulado recursos suficientes para suportar
uma reducdo na taxa de desconto atuarial de, aproximadamente 0,9% do passivo
atuarial. Desse modo, o fundo de pensdo objeto deste exemplo podera reduzir sua
taxa de desconto atuarial para valores préximos a 5% ao ano. Independentemente
dos valores numéricos envolvidos neste exemplo, o fato mais importante a ser
destacado € a regra implicita que consiste em permitir que seu COmpromisso passe
a ser reduzi-la sempre que o desempenho financeiro-atuarial do fundo permitir.
Essa estratégia privilegia a geracdo frequente de resultados e ndo a geracdo de um
resultado significativo. Entéo, a regra a ser estabelecida deve indicar que, sempre
que a relagcdo A3 /L3 for superior a um valor previamente indicado por mais de b
anos consecutivos (no caso em apreco, esses parametros foram fixados em 1,11 e
2), 0 gestor deve constituir um fundo financeiro para recolher esse excesso. Os
recursos coletados nesse fundo serdo utilizados para a reducédo da taxa de desconto

atuarial. Essa regra permite que os recursos excedentes gerados pelo fundo de
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pensdo sejam utilizados para adequar as hipéteses atuariais, reduzindo assim o
risco de desequilibrio ou de insolvéncia do fundo de penséo.

Na tabela a seguir, vamos mostrar as rentabilidades dos ativos que
compdem o0s segmentos usados neste segundo exemplo. Correndo o risco da
repeticdo, € importante ressaltar que os valores considerados neste exercicio
podem ndo corresponder a um cendrio com grande probabilidade de ocorréncia.
Este é apenas um exercicio numérico cujo principal objetivo é apresentar as

possibilidades de gestdo de um fundo de penséao ante questdes relevantes.

Tabela 5.7: Retorno dos ativos — cendrio 3 expresso em % ao ano

ATIVOS ANO1 | ANO2 | ANO3 | ANO4 | ANOS5 | ANOG6
Renda Fixa 12,00 11,76 11,33 11,40 11,62 | 12,48
Renda Variavel 8,56 3,41 1,45 17,74 8,66 48,85
Imoéveis 11,83 12,34 9,67 9,66 8,83 9,38
Operagdes com Participantes 9,70 10,20 7,58 7,56 6,76 7,30

Os recursos financeiros serdo alocados em funcdo das rentabilidades
esperadas em cada segmento permitido (conforme explicitado na Tabela 5.7), das
restricbes impostas no problema e da necessidade de pagar os beneficios
indicados no contrato previdencidrio. Compras e vendas de ativos estdo ainda
restritas aos seus limites inferiores e superiores. No exemplo em estudo, foram
admitidos os seguintes limites superiores para a alocacdo de recursos: renda fixa,
100%; renda variavel, 50%; imdveis, 11%; e operacbes com participantes, 8%. Os
limites inferiores para aplicacdo de recursos foram todos fixados em 0, exceto o
limite do ativo renda variavel, para o qual foi estabelecido um limite de 3%.

A tabela a seguir mostra o total das compras e das vendas efetuadas,
considerado o cenario 3. Na tabela, os valores grafados em vermelho indicam

vendas efetuadas.
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Tabela 5.8: Compras e vendas de ativos — cenario 3 expresso em milhfes de Reais

ATIVOS ANO 1 ANO 2 ANO 3 ANO 4 ANO 5

Renda Fixa 217,0 0,0 293,9 1.978,5 | 1.987,5
Renda Variavel 174,8 497,3 1819 2.061,4 | 2.349,5
Iméveis 283,8 639,3 43,0 22,9 0,0
Operacgdes com Participantes 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
Saldo das Operagoes 108,0 142,0 155,0 60,0 362,0

Uma caracteristica do modelo utilizado neste trabalho é que os recursos
gerados pela atividade de investimento sdo necessarios para alguma finalidade
especifica. Em especial, os recursos coletados (fontes) serdo utilizados (usos) para
0 pagamento dos beneficios devidos aos assistidos, para a cobertura de todas as
despesas com a operacdo do fundo de pensdo, para a compra de ativos e para a
eventual devolucdo de contribuicdo aos participantes e assistidos. Além das
receitas e despesas que figuram nas diversas tabelas apresentadas ao longo do
texto, serdo incluidas as despesas com 0 pagamento de corretagens nas operagdes
de compra e venda de ativos. Neste trabalho, compras e vendas sdo oneradas pelo
pagamento de 1% do valor da operacdo a titulo de corretagem. Representamos as

fontes e usos dos recursos gerados na tabela a seguir.

Tabela 5.9: Fontes e usos de recursos — cenario 3 expressos em milhdes de Reais

ANO1 | ANO2 ANO 3 ANO 4 ANO 5
Recursos Coletados 2.153,0 | 1.174,0 16.819,0 | 2.785,0 3.185,0
Contribuigdo Normal 614,0 677,0 728,0 783,0 836,0
Contribui¢do Extraordinaria - Z; 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
Venda de Ativos 1.539,0 497,0 16.091,0 | 2.001,0 2.349,0
Uso dos Recursos 2.153,0 | 1.174,0 16.819,0 | 2.785,0 3.185,0
Devolugdo de Contribuigio - V¢ 0,0 0,0 0,0 77,6 507,9
Pagamento de Beneficios 475,0 523,0 563,0 606,0 647,1
Compra de Ativos 1.647,0 639,0 15.936,0 | 2.061,0 1.987,0
Pagamento de Corretagens 32,0 11,0 320,0 41,0 43,0

O fundo de pensdo caracterizado nesse exemplo apresenta despesa
previdenciaria inferior a receita previdenciaria. Nesse caso, diz-se que o fundo de
pensdo ainda ndo atingiu a maturidade. Essa diferenca positiva sera usada para a

aquisicdo de ativos financeiros.
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A Tabela 5.9 exibe 0 Demonstrativo de Fluxo de Caixa. Esse & um valioso
demonstrativo que permite a identificacdo dos recursos livres, que constituem a
base para a determinacdo da taxa interna de retorno — importante medida para

avaliar o desempenho financeiro do fundo de penséo.

Tabela 5.10; Demonstrativo de fluxo de caixa — cenario 3 expressos em
milhdes de Reais

FLUXOS ANO1 | ANO2 | ANO3 [ ANO4 | ANO5 | ANOG6

(+) Contribui¢cdao Normal 614,01 677,01 728,0f 783,0f 8360 897,3
(+) Contribuicdo Extraordinaria - Z§ 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
(—) Devolugdo de Contribui¢io - V$ 0,0 0,0 0,0 77,6 507,9| 1.078,1
(—) Beneficios Pagos 475,0 523,0 563,0 606,0 647,1 693,8
(=) Corretagens Pagas 32,0 11,0 320,0 41,0 43,0 0,0
(+/-)Ajuste 1,0 1,0 0,0 1,6 0,0 0,0
Fluxo de Caixa Livre 108,0| 142,0| 155,0 60,0 362,0/ 874,6

Até o momento ja foram exibidas as rentabilidades dos ativos, as compras
e as vendas realizadas. Adicionalmente, foram apresentados o demonstrativo de
usos e fontes e o demonstrativo de fluxo de caixa. Uma vez conhecidas as
rentabilidades esperadas dos ativos, indicadas na Tabela 5.2, e a politica de
compras e vendas de ativos, descritas na Tabela 5.3, podemos indicar a
distribuicdo dos ativos ao longo dos anos que compBem o horizonte de
planejamento. O total desses investimentos, que é funcdo das rentabilidades dos
ativos (conforme indicado na Tabela 5.7) e das restricbes impostas ao modelo, é
apresentado na tabela a seguir. Os elementos da Tabela 5.8 e da Tabela 5.9
representam a base para a alocagéo tética dos recursos garantidores das provisées

matematicas.

Tabela 5.11: Total investido — cendrio 3 expresso em milhdes de Reais

ATIVOS ANO 1 ANO 2 ANO 3 ANO 4 ANO 5 ANO 6

Renda Fixa 4.955,0 5.766,6 6.444,7 6.881,1 5.687,1 8.335,5
Renda Variavel 1.735,5 1.761,8 1.204,5 1.369,0 3.186,9 1.113,8
Imoveis 572,1 355,4 1.038,8 1.096,2 1.179,1 1.283,2

Operagdes com

o 625,0 685,5 755,5 812,7 874,2 933,3
Participantes

Total Investido 7.888,6 8.569,3 9.443,5 | 10.159,3 | 10.927,0 11.665,8
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A Tabela 5.11 representa o ideal a ser buscado pelo gestor dos
investimentos no fundo de penséo. E importante frisar que o modelo matematico
que permite construir essa tabela ndo é (ao menos nao diretamente) um modelo de
maximizacdo do retorno do fundo de pensdo. Na verdade, a Tabela 5.11 serve
apenas como um guia para a alocacdo dos recursos garantidores nos segmentos
permitidos pela legislagéo.

Neste trabalho, abordamos o que se convencionou chamar de ALM
estratégico. Nessa abordagem néo existe preocupagdo com a alocagdo de recursos
nas carteiras que compdem os diversos segmentos. Este justo interesse fica sob a
responsabilidade do profissional encarregado da microalocagdo dos ativos. Esse
profissional, a partir da determinacdo das compras e vendas efetuadas em cada
segmento, devera tomar as decisdes sobre os ativos a serem transacionados e as
condicBes que essas transacdes devem obedecer. No ALM tatico, o modelo de
otimizac&o ja inclui, além dos segmentos permitidos, os diversos ativos de cada
segmento. Neste trabalho, fizemos uma opc¢do conceitual pela utilizacdo da
estrutura do modelo ALM estratégico. Em nosso julgamento, a determinacdo da
microalocacdo de recursos pode ser implementada por meio de ferramentas
especificas.

Neste ponto, ja reunimos as condicGes necessarias para determinar a
rentabilidade da estratégia indicada, medida pela taxa interna de retorno. Para tal,
vamos fazer uso das informacgdes contidas na Tabela 5.10 e na Tabela 5.11. No
problema considerado, o total investido na época 0 é igual a R$ 7.812,0 milhdes,
devendo ser este o valor inicial do total do ativo dos participantes. Os demais

elementos estdo indicados no diagrama a seguir.

108.0 142,0 60,0 11.666, 0
0 1 2 3 4 5 6
7.812,0 155,0 362,0 374,6

Figura 4: Representacéo dos fluxos de caixa levando em conta o cenério 3

A taxa interna de retorno do fluxo de caixa é igual a 5,2% ao ano. Essa
rentabilidade mede o desempenho dos investimentos levando em conta a

devolucdo de contribuicdo efetuada nos anos 4, 5 e 6. Caso esses valores nao
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houvessem sido devolvidos aos participantes, a rentabilidade, medida pela taxa
interna de retorno, teria sido de 7,9% ao ano.

A Tabela 5.12, a seguir, exibe o perfil dos investimentos nos seis anos que
integram o periodo de analise. Essa representacdo é bastante Gtil uma vez que
permite ao gestor verificar um possivel desenquadramento em limites
preestabelecidos. Ainda sobre a Tabela 5.12, é possivel observar que incluimos
um item denominado Rentabilidade Estimada na ultima linha. Essa é uma
estimativa da rentabilidade das aplicac@es de recursos em cada ano. Tal estimativa

foi obtida considerando os valores contidos na Tabela 5.7 e na Tabela 5.12.

Tabela 5.12; Perfil dos investimentos — cenario 3 expresso em %

ATIVOS ANO1 | ANO2 | ANO3 | ANO4 | ANOS5 | ANOG6
Renda Fixa 62,83 67,29 68,25 67,73 52,05 71,45
Renda Variavel 22,00 20,56 12,75 13,48 29,16 9,55
Imoveis 7,25 4,15 11,00 10,79 10,79 11,00
Operacdes com Participantes 7,92 8,00 8,00 8,00 8,00 8,00
Rentabilidade Estimada
(% ao ano) 7,28 8,54 9,22 6,98 10,07 15,19

Essa tabela encerra o segundo exemplo que desejavamos explorar. Cada
um deles exibiu uma caracteristica relevante na modelagem abordada nesta
dissertacdo. Em comum, os dois apresentam situacbes limites da taxa de
contribuicdo. No primeiro, focamos a necessidade de cobrar uma contribuicéo
extraordindria de participantes e patrocinadores; ja no segundo, forcamos a
situagdo em que parte da contribuicho excessiva deveria ser devolvida aos
participantes. Nas duas circunstancias, o0 modelo matematico sugere um
comportamento que deve ser discutido entre as partes envolvidas para que os
gestores do fundo de pensdo determinem uma decisdo tatica de investimentos
plurianuais. Em ambos os exemplos, consideramos um horizonte de planejamento
de seis anos. E valido supor que, neste periodo, os cenarios considerados podem
sofrer profundas modificagOes. Nesse caso, 0 gestor deve ser suficientemente
habil para, tempestivamente, alterar as determinacGes de investimentos a fim de
acompanhar, 0 mais préximo possivel, o cenario que se configura. Como a base

de deciséo € anual, a cada ano devemos processar 0 modelo em questéo para obter
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novas indicagfes de investimentos a partir da realidade observada naquele
momento. Esse exercicio de reprocessamentos sucessivos deverd, por fim, criar
uma disciplina na qual os gestores e modelo serdo aliados, cada um deles

respeitando os claros limites de alcance do outro.
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Conclusoes

Neste trabalho, abordamos a gestdo de um fundo de pensdo do tipo
beneficio definido a partir de uma estratégia concebida por iniciativa de um
colegiado superior. Procuramos deixar claro, durante todo o desenvolvimento, a
relacdo de causa e efeito entre ativo e passivo. Essa relacdo é levada ao extremo
seguindo o conceito de que as acdes sobre os investimentos sdo ultimadas nédo
apenas levando em conta a necessidade de pagar os beneficios garantidos no
contrato previdenciario, mas também, e principalmente, pela necessidade de
preservar a liquidez e equilibrio atuarial em todos os anos do horizonte de
planejamento. O problema de ALM considerado neste trabalho é de classe
estratégica, no qual ndo importa o tipo especifico do ativo, apenas a classe a que
pertence. Nesse sentido, para complementar os resultados indicados pela
metodologia desenvolvida, sdo necessarias ferramentas analiticas que permitam
transformar indicaces genéricas de como transacionar ativos de um segmento em
decisdes especificas de como transacionar ativos do segmento recomendado.

O problema resolvido faz uso de programacdo inteira com o objetivo de
contar o numero de ocorréncias de um determinado evento. Essa escolha, apesar
dos problemas computacionais que suscita, torna o problema mais realista e
totalmente aderente a legislagcdo aplicavel ao abordar como déficits e superavits
devem ser tratados pelos fundos de pensdo. Todo o problema é desenvolvido
considerada a capacidade do usuario de elaborar cenarios que, além de
satisfazerem um arranjo numeérico especifico, devem também obedecer a relagdes
econometricas conhecidas. Nesse ponto, encontramos uma grande dificuldade
pela inexisténcia de informacfes de abrangéncia adequada, que permitam uma
estimacdo estatisticamente consistente. Essa vulnerabilidade implica um esforgo
adicional fora do escopo deste trabalho.

Outra questdo cuja abordagem utilizada pode e deve ser melhorada é a
geracdo dos fluxos do passivo atuarial e, consequentemente, dos fluxos de
beneficios pagos aos assistidos. Nesta dissertacdo, esses fluxos foram estimados
considerando que o passivo dos participantes evolui ritmado pela evolucao geral
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dos salérios praticados pelo patrocinador. Como extensdo deste trabalho, temos

algumas proposicoes, descritas a seguir.

1. Cenérios: Usar metodologia estatistica que permita fazer previsdes
conjuntas das variaveis relevantes para 0 modelo que, mesmo levando em
conta a escassez de informacdes disponiveis, permita estimar
consistentemente as variaveis necessarias para o horizonte de planejamento
considerado.

2. Passivo Atuarial: O préximo objetivo € transformar o modelo de ALM
deterministico em estocéstico. Para isso, € necessario desenvolver um
modelo de avaliacdo atuarial estocastica. Esse procedimento, além de
fornecer ao atuario e demais gestores do fundo de pensdo toda a riqueza
ensejada pelos métodos estocasticos, permitird igualmente robustecer o
problema de ALM pela natural possibilidade de gerar medidas estatisticas
sobre as diversas varidveis de deciséo.

3. Risco: A concepcdo atual de gestdo de negdcios exige cada vez mais dos
gestores a estimacdo dos riscos ao qual estd submetido e, principalmente,
como decorréncia dessa capacidade de avaliacdo, a elaboracdo de acOes
mitigadoras dos riscos identificados. No futuro, nosso objetivo é introduzir
um conjunto de medidas de risco que permitam ao gestor um conhecimento

melhor dos riscos a que o negdcio fundo de pensdo esta exposto.
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