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3
Método convencional consistente dos elementos de con-
torno

O método convencional consistente dos elementos de contorno
(MCCEC) [10] baseia-se na adequada consideracao das constantes de corpo
rigido da solucao fundamental no método convencional dos elementos de
contorno (MCEC) [1}, 3], de modo que o equilibrio das forgas de superficie

seja satisfeito.

3.1
Identidade de Somigliana

O método convencional consistente dos elementos de contorno
(MCCEC) [1, 8] aproxima deslocamentos u; e forgas de superficie ¢; no

contorno I', como esquematizado na Figura 3.1.

Figura 3.1: Aproximacoes do método convencional consistente dos elementos

de contorno

Suas equagoes matriciais podem ser deduzidas a partir de uma for-
mulacao em residuos ponderados, através da qual se deseja obter os campos
de deslocamentos u; e de forcas de superficie t; que satisfazem a equagao
diferencial que governa o problema no dominio e a condi¢ao de equilibrio de

forgas no contorno, dadas pelas Equagoes (2-6) e (2-10), respectivamente,
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tendo como previamente satisfeita a condicao de compatibilidade no con-
torno, dada pela Equagao (2-9). Assim, utilizando du; como funcao de peso,

chega-se a

Q -
em que, como a porcao do contorno I', serd identificada apenas apds a
formulacao matricial do problema, I'y =T e ¢; = ¢;.
Realizando integracoes por partes, aplicando o teorema da divergéncia

e considerando as Equacoes (2-7) e (2-8), chega-se a forma inversa

/(Uk Dz’jkp (5U;jp + bl 5’&:) dQ) — /(uk Dijkp (5u;j T]p - tzéu:) dl’ = 0 (3—2)
Q r
Substituindo duf pela variagdo da Equagao (2-19) e considerando as

Equacoes (2-20) e (2-21), para qualquer dp* , tem-se que

/ a;imj w; d€) + /ti (up, +ul. Cpp)dl — /t;‘m u; dI’ +
Q ’ r r

/ b; (uf,, +up. Crp) d2 =10 (3-3)
0

b

Supondo que o campo de deslocamentos u; e o campo de forcas

de superficie 2 constituem uma solugao particular qualquer da equagio

diferencial
tem-se que
/ biug, dQ = — / s dl + / tr uldl — / O im; Uy A2 (3-5)
Q r r Q
/ bi . Crp ) = — / Pl Chp dl (3-6)
Q r

Substituindo as expressoes acima na Equagao (3-3)), chega-se a

/ Oim.j (u; — uf) dQ + /(t, - tf) (up, +ul, Cpp)dl —
Q r

/ £ (s — ub)dl = 0 (3-7)
T

Assim,  considerando a  Equagao (2-27) e a relacdo

(U — uP)) = i (u; — u?), chega-se & expressao da identidade de So-
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migliana

um—uf’n = /(tz—tf)ufm dF—/tfm (ul—uf) dF—l—/(ti—t?) up, Cr dT' (3-8)
r r

r

através da qual pode-se avaliar deslocamentos no dominio desde que os
campos u; e t; sejam conhecidos no contorno.
Como as forgas de superficie nao realizam trabalho sobre quaisquer

deslocamentos de corpo rigido ¢;, tem-se que

Jt—taar= [ - t)u, o G =0 (3-9)
I

r

sendo 5m constantes quaisquer. Assim, tem-se que a parcela integral
/ Ul Cho (t; — ) dl’ = 0 (3-10)
r
e entao a identidade de Somigliana pode ser reescrita como

Uy, — uﬁ’n = /(tl — ti’) ul o dl — /t;‘m (u; — uf) dl’ (3-11)
r r

3.2
Equacoes matriciais que governam o problema

No método convencional consistente dos elementos de contorno
(MCCEC), os campos de deslocamentos u; e de forgas de superficie ¢; sdo
representados exatamente no dominio e aproximados pelas Equagoes (2-17)
e (2-18) no contorno. Supondo que os deslocamentos e as forgas de superficie
referentes a solugao particular da Equagao (3-4) também podem ser apro-
ximados pelas mesmas fungoes de interpolacao a partir de valores nodais,

tem-se que

Wi = Uiy, Ay € uf = Ujm dfn em I (3-12)

ti = tat e th=tytl em T (3-13)

sendo d,, e d°, valores nodais de deslocamentos e #; e ¥ valores nodais de
forcas de superficie.
A partir da Equacao (3-7), discretizando os campos (u; —ub) e (t;—1?),

considerando as Equagoes (2-27) e (3-10) e a relagao ty, = dim Win, chega-se
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a expressao do MCEC

{ / 5 Ui dT + umn] (d, —db) = [ / taul, dr} (tr—t2)  (3-14)
r r

que pode ser expressa na forma matricial como

H(d-d") =G (t -t (3-15)

em que
H=H,, = /Ft;km Uin, AL + Uy, (3-16)
G=Gn= /F taus, dl (3-17)

No entanto, como as forcas de superficie ¢; e t? sao aproximadas no
contorno pela Equagao (3-13), existem forgas de superficie desequilibradas
que realizam trabalho sobre deslocamentos de corpo rigido, ou seja, o termo
integral da Equagao (3-9) nao é nulo. Portanto, apesar de tender a zero com

o aumento da discretizagao, o termo integral
[ Con =t ar 20 (3-18)
r

nao pode ser desprezado na Equacao (3-7) e na identidade de Somigliana
expressa na Equacgao (3-8)).

Assim, a partir da Equacao (3-7), discretizando os campos (u; — u?) e
(t; —t?), considerando as Equacoes (2-27) e (3-10) e a relagao U = Gim Win,
chega-se a expressao do método convencional consistente dos elementos de

contorno (MCCEC)

{/ tim Uin AU + umn} (dn — dZ) = [/ tir (U, + g Crp) dU| (8 — t?)
r r

(3-19)
que pode ser expressa na forma matricial como
H(d-d") = (G+C"R")(t - t") (3-20)
em que
R=R, - /F tyu! dT (3-21)

e as matrizes H e G sao dadas pelas Equagoes (3-16) e (3-17), respectiva-
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mente.

Considere, entdo, que se a matriz CT R” transforma apenas forcas de
superficie desequilibradas, uma base ortonormal Z = 7, desse espago pode
ser obtida de modo que suas colunas sejam bases ortonormais das linhas de
R”, tal que

Z'7 =1 (3-22)

sendo I a matriz identidade. Pode-se, portanto, definir um projetor ortogo-

nal idempotente 1inico para o espaco das forcas de superficie desequilibradas

P, =77" (3-23)

de propriedades conhecidas
Pz Pz =Py (3-24)
P72 =7 (3-25)

Supondo o espago das forgas de superficies equilibradas ortogonal e comple-

mentar ao espaco das forcas de superficie desequilibradas, tem-se que
P, =1-Py;=1-7Z7Z" (3-26)

sendo Pz o projetor ortogonal do espago das forgas de superficie equilibra-

das, de propriedades conhecidas

PLPL =PL (3-27)
P,Z =0 (3-28)

Assim, considerando o modo de obtencao de Z, tem-se que
R=7ZM\ (3-29)

sendo A uma matriz quadrada nao singular dada por, multiplicando a

equacgao acima por Z* e considerando a Equacio (3-22),
A=Z"R (3-30)

Como forgas de superficie desequilibradas nao devem ser transforma-

das na Equacao (3-20), tem-se que

(G+C'R"Z=0 (3-31)
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da qual pode-se obter uma expressao para as constantes C,,, da solucao

fundamental

Ce,,, =Cc=—(Z"R)'Z" G* (3-32)

sendo C¢, =~ constantes obtidas a partir do critério expresso pela Equacao
(3-31)). Substituindo a Equacao (3-29) na Equacao (3-31) e considerando a

Equagao (3-22), pode-se expressar essas mesmas constantes como
Cc=-A1Z"G" (3-33)

Entao, substituindo as Equagdes (3-29) e (3-33) na Equagao (3-20) e

considerando a Equacao (3-20), chega-se a
H(d - d") = GPg (t — tP) (3-34)

Comparando as Equagoes (3-20) e (3-34), pode-se concluir que, desde
que os parametros de forcas de superficie sejam projetados para o espaco

das forgas de superficie equilibradas, ou seja,
ti =t = tig Py, (b — 1)) (3-35)

o trabalho das forcas de superficie sobre deslocamentos quaisquer de corpo

rigido ¢é nulo, ou seja,
/ uf Cro (t; —12)dl' =0 ou CTRT(t—-t°)=0 (3-36)
r

Para a obtencao de uma matriz de rigidez, é necessaria uma relagao de
transformagao de forgas de superficie (t; — t?) = (t — tP) em carregamento
nodal equivalente (p,, —p’,) = (p—p®). Assim, para que o trabalhos realiza-
dos por p,, e pb, sejam equivalentes ao realizados por t; e t?, respectivamente,

tem-se que
P oy = /ul t;dl' e (3-37)
r
Y. / Wb 1 dr (3-38)
r

Aproximando os campos de deslocamentos e de forcas de superficie pelas
Equacoes (3-12) e (3-13), chega-se a

p=L"t e (3-39)
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sendo

r

No entanto, como na Equagao (3-34)) apenas forgas de superficie equilibradas
sao transformadas, pode-se também projetd-las nas Equagoes (3-39) e
(3-40)), chegando a

p=L"Pzt e (3-42)
p? =LT P, tP (3-43)

Assim, tem-se que
p—p’=L"Py(t—t°) (3-44)

sendo que somente forcas de superficie equilibradas sao transformadas em
carregamento nodal equivalente.

As Equagoes (3-34) e (3-44) sao as expressoes matriciais que governam
o problema no MCCEC, a partir das quais se deriva uma matriz de rigidez.

Nos métodos de elementos de contorno, pode-se identificar trés sis-
temas de referéncia: externo, interno e auxiliar. O sistema externo ¢é cons-
tituido pelos deslocamentos d e pelas forcas nodais equivalentes p, para os
quais se procura uma relacao de rigidez. O sistema interno é constituido
pelos deslocamentos d* e pelas forcas p* e o sistema auxiliar pelos deslo-
camentos d e pelas forcas de superficie t. Os parametros d* e d nio apa-
recem explicitamente nas equacoes matriciais mas podem ser identificados
pela decomposicao das transformacoes matriciais em alguns métodos. Os
parametros p* e d sdo introduzidos no préximo capitulo, para os métodos
hibridos de elementos de contorno.

Na Figura 3.2, estao esquematizadas as relagoes de transformacoes
presentes no MCCEC entre os parametros (d—dP), d*, Pz (t—tP) e (p—pP).
Também encontram-se representadas as bases ortonormais dos espacos
ortogonais complementares de tais parametros, que estao apresentadas na

Secao 3.5l
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Figura 3.2: Transformacoes entre os parametros presentes no MCCEC

Nota-se que a Equacao (3-34) expressa uma relacao de compatibilidade
de deslocamentos, em que as matrizes H e G P transformam valores em
deslocamentos equivalentes d* de um sistema interno isentos de parcelas de
corpo rigido, ou seja, admissiveis. A matriz H realiza uma transformacao
cinemdtica sobre deslocamentos admissiveis de (d — dP). A matriz G Py
realiza uma transformacao de flexibilidade sobre forcas de superficie equili-
bradas (t — tP).

3.3
Matriz de rigidez

Substituindo a expressao de Pz (t—tP) da Equacio (3-34) na Equacao
(3-44)), chega-se a
Koc(d—d®) =p—p° (3-45)

sendo
Kce = LTP (GPL)CYVH (3-46)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210660-CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0210660-CA

Método convencional consistente dos elementos de contorno 34

a matriz de rigidez do MCCEC.

Quando o numero de parametros d,, é menor que o numero de
parametros #;, o produto G Pz ¢ uma matriz retangular. Assim, seja G Py
uma matriz quadrada ou retangular, sua inversa deve ser interpretada como
uma inversa generalizada, identificada pelo sobrescrito (—1), que realiza a

transformacao

(GPz)Vd* =Pg(t —tP) (3-47)

ou seja, que transforma deslocamentos equivalentes do sistema interno em
forcas de superficie equilibradas do sistema auxiliar. Entao, considerando
a Equacdo (3-27), a matriz (G Pz)™Y pode ser obtida pela resolucdo do

sistema restrito

{ (G P3) Py (t —t) = GP§ (t — t*) = d* (3-48)

Pz (t—t°) =0

para Py (t — tP).

3.3.1
Inversa generalizada da matriz G P quadrada

Caso G Py seja uma matriz quadrada, chega-se A inversa generalizada

restrita ao seu proprio espago
(GP3)"V =P (GP5 +Py)! (3-49)

isto é, uma inversa de Bott-Duffin [2], considerando (G Pz + Pz) nao-
singular. Nesse caso, considerando também a Equacao (3-27), pode-se

reescrever a Equagao (3-46) como

Kce = LTPZ (GPy +Pz) 'H (3-50)

3.3.2
Inversa generalizada da matriz G Py, retangular

A seguir, uma expressao para a inversa generalizada da matriz retan-
gular G Pz ¢ apresentada.
Inicialmente, considere que W = W,,, é uma base ortonormal do

espago dos deslocamentos de corpo rigido, tal que

WI'w =1 (3-51)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210660-CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0210660-CA

Método convencional consistente dos elementos de contorno 35

Pode-se, portanto, definir um projetor ortogonal idempotente tinico para o

espago das dos deslocamentos de corpo rigido

Pw =WW7T (3-52)

de propriedades conhecidas
PwPw =Pw (3-53)
PwW=W (3-54)

Assim, supondo que o espaco dos deslocamentos admissiveis é orto-
gonal e complementar ao espaco dos deslocamentos de corpo rigido, tem-se
que

Py =I-Pw=1-WW7 (3-55)

sendo Py, 0 projetor ortogonal do espago dos deslocamentos de corpo rigido,

de propriedades conhecidas

P Py = Pw (3-56)
PL W =0 (3-57)

Partindo da suposi¢ao de que a propriedade para inversao
TSGR NG IING))
(GPzL) " =(PzL) " (GPgz) (3-58)
¢é valida, pode-se escrever que
(GPz) Y =Pz L(GPzL)Y (3-59)

em que (GPZL)™Y também é uma inversa generalizada. Como serd
apresentado na Secdo 3.5.3, sabe-se que a matriz Py L é ortogonal & base
W a direita. Assim, pode-se escrever uma inversa generalizada restrita ao

seu préprio espago, isto é, uma inversa de Bott-Duffin [2],
(GPLL)"Y = P (GPZ L+ Pyw)™! (3-60)

considerando (G Pz L + Pw)~! nao-singular.
Pode-se, finalmente, reescrever a Equagao (3-59) como a inversa

generalizada 1,2,3 [2]

(GPZ) Y =PZL(GPLL+Pw)! (3-61)
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e a Equagao (3-46) como
Kce =LTP;L(GP;L+Pw) 'H (3-62)

De modo andlogo ao apresentado para (G Pz)(™Y, chega-se & ex-

pressao
(PzL)Y = (GPZ L) YV GP; =Pw (GPZ L +Pw) 'GP (3-63)

que, juntamente com a Equagao (3-61), confirma a validade da Equagao
(3-58).

A escolha da matriz Py L para o produto da Equagao (3-58) atende
as transformagoes esperadas entre os espacos cobertos pelos projetores Py
e P3y nas Equacoes (3-47) e (3-44).

3.4
Obtencao da base das forcas de superficie desequilibradas Z

Como ja apresentada na Secao 3.2, a base das forcas de superficie de-
sequilibradas Z ¢ obtida de modo que suas colunas sejam bases ortonormais
das linhas de RT. Um modo de obtencdo é apresentado a seguir.

Considere que as fungoes de deslocamento de corpo rigido u}. podem

ser obtidas pela interpolagao da base W = W,,,,. pelas fungoes u;,,, ou seja,
u;'nr = Uim Wnr (3—64)

Pré-multiplicando ambos os lados por t; e integrando no contorno, consi-

derando as Equagoes (3-21)) e (3-41), chega-se a
R=LW (3-65)

Assim, a base Z também pode ser obtida de modo que suas colunas sejam
bases ortonormais das colunas do produto L W, dispensando a obtencao de
R [12].

3.5
Propriedades de ortogonalidade e consisténcia das equacoes matriciais
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3.5.1
Propriedades de ortogonalidade de H

Sendo W = W,,,. a base ortonormal de deslocamentos de corpo rigido

do sistema externo, tem-se que
HW =0 (3-66)

ja que H nao realiza transformagao cinematica sobre deslocamentos de corpo

rigido. Pode-se definir também que
H'V =0 (3-67)

sendo que V = V,,,. pode ser interpretada como uma base ortonormal de
forgas desequilibradas do sistema interno. A obtencao de V ¢ discutida na
Secao 4.2.4.

3.5.2
Propriedades de ortogonalidade de G P

Por construcio, sabe-se que a matriz G P nio realiza transformacao
de flexibilidade sobre forcas de superficie desequilibradas, ou seja, reescre-
vendo a Equacao (3-31),

GP;Z=0 (3-68)

Pode-se definir que
P,G'Y =0 (3-69)

em que Y = Y, pode ser interpretada como uma outra base ortonormal
referente a forcas desequilibradas do sistema interno, cuja obtencao é

discutida na Segao 4.3.4.

3.5.3
Propriedades de ortogonalidade de L” Py

Por construgao, sabe-se que a matriz LT P nao realiza transformacao

sobre forcas de superficie desequilibradas, ou seja,
L"P;Z=0 (3-70)
Considerando as Equagoes (3-65), (3-29) e (3-28), tem-se que

P,LW =PzZ\=0 (3-71)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210660-CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0210660-CA

Método convencional consistente dos elementos de contorno 38

3.54
Propriedades de ortogonalidade de Kcc e (p — pP)

Considerando as Equagoes (3-66) e (3-71) na Equacao (3-46), tem-se

que

KCC W=0 ¢ (3—72)
KLcW =0 (3-73)

ou seja, a matriz Kgc nao realiza transformagoes sobre deslocamentos de
corpo rigido.

Considerando a Equagao (3-71) na Equagao (3-44), tem-se também
que

(p—p")"W=0 (3-74)

ou seja, o carregamento nodal equivalente nao realiza trabalho sobre os

deslocamentos de corpo rigido.

3.5.5
Consisténcia de H(d — d®) = G Pz (t — t?)

Considerando as Equagoes (3-67) e (3-69), tem-se que

V Hd-d’) =0 e (3-75)
Y GPL(t—t°) =0 (3-76)

sendo que
VVi£YYT (3-77)

Como essas duas parcelas da Equagao (3-34) sdao ortogonais a duas bases
distintas a esquerda, essa equacao é considerada inconsistente. Isso também
ocorre no MCEC e estd relacionado com a origem nao-variacional do
método. Apesar disso, & medida que a discretizacao aumenta, VV7? e Y Y7
convergem para uma mesmo projetor ortonormal de forcas desequilibradas

do sistema interno.

3.5.6
Consisténcia de K¢ (d —dP) = (p — pP)

Considerando as Equagoes (3-73) e (3-74) na Equacao (3-46), tem-se
que ambas as parcelas da Equacao (3-45) sao ortogonais a W7 & esquerda.

Essa consisténcia é devida a adequada consideragao das constantes de corpo
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rigido na solucao fundamental e nao é verificada no MCEC, justificando,

pois, a denominagao de “consistente” ao método apresentado nesse capitulo.

3.6
Avaliacao dos campos de deslocamentos e de forcas de superficie no
dominio

Considerando que as forcas de superficie no contorno obtidas pela
resolugao do problema satisfazem a Equacao (3-35), tem-se que a Equagao
(3-36) é valida e portanto, pode-se considerar a Equacao (3-11) como a
expressao da identidade de Somigliana. Através dessa equagao, valores de
deslocamentos podem ser obtidos no dominio €2 desde que sejam conhecidos
os campos de deslocamentos u; e de forcas de superficie t; no contorno I,
aproximados pelas Equagoes (3-12) e (3-13)) a partir de d e t.

Considerando que os parametros d e p sao conhecidos pela resolugao
do problema através da Equagao (3-45), deseja-se obter entao os parametros
t que satisfacam as Equagoes (3-34) e (3-39), ou seja,

GP; |, < H(d—dP) + G P} t* >

3-78
. (3-78)

p

Resolvendo esse sistema de equagoes por minimos quadrados, chega-se a

(P GTGPL, +P,LLTP,)t=P; G [H(d—-d”) + GP4t°] + P Lp
(3-79)
Entao, supondo que apenas forcas equilibradas sao transformadas,

pode-se constituir o sistema restrito

{ (P GTGPE + PALLTPL)t = P GT[H(d — d°) + GP4:t°] + PLLp
PztIO
(3-80)

para o qual se obtém

t=(PzG'GP;+PZzLL P, +Py) ' [H(d—-d") +GP5;t’|+P;Lp
(3-81)

sendo (Pz G' G Pz + Pz LL” Py + Py) uma matriz nao-singular.
As tensoes podem ser obtidas através da aplicagdo da Equacao (2-7)

na Equagcao (3-11).
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3.7
Método convencional dos elementos de contorno

No método convencional dos elementos de contorno (MCEC) [1} 3],
como ja apresentado, a constante ¢ da solugao fundamental expressa pela
Equacao (2-19) é considerada nula. Conseqiientemente, a Equagao (3-8) é
previamente considerada como satisfeita e portanto, o trabalho realizado
pelas forcas de superficie desequilibradas sobre os deslocamentos de corpo
rigido, gerado pelo erro de aproximacao, estd sendo desprezado. Tem-se,

entdo, em substituicdo das Equagoes (3-34), (3-44) e (3-40), respectiva-

mente,
H(d-d) =G (t—td) (3-82)
p—p’=L"(t—t") (3-83)
Kc=L"G'H (3-84)

Observa-se que a matriz de rigidez é inconsistente com relagao aos

deslocamentos de corpo rigido, ja que
W7 K¢ #0 (3-85)

Apesar disso, verifica-se que as matrizes K¢ e Ko tendem a se igualar com
o aumento da discretizacao, ja que as forgas de superficie desequilibradas

tendem a zero.
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