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Capitulo 6

Loégica de Keisler

6.1 Introducao

A légica da quantificacao nao-enumeravel, que chamaremos aqui de légica de
Keisler, foi apresentada pela primeira vez em 1970 [Keisler1970], num artigo
contendo um sistema dedutivo axiomdatico. Em [Ebbinghaus1994] foi apresen-
tada uma versao em calculo de seqiientes. Porém, nenhuma discussao do ponto
de vista da teoria da prova foi feita até hoje.

A logica de Keisler consiste em uma extensao da légica cldssica na qual
acrescentou-se um quantificador, que notaremos Q, cuja intencao é expres-
sar que uma quantidade nao enumeravel de valores satisfaz uma certa pro-
priedade. Mais precisamente, usa-se Qxp(x) para expressar que o conjunto
{ala € || e p(a)} tem cardinalidade Y, pelo menos.

Associada a essa logica tem-se a seguinte axiomatizacao correta e com-
pleta [Keisler1970] (que deve ser acrescentada a uma axiomatizacdo para a
légica classica de la ordem):

“Qr(r=yVzr=2)

V(e — ) = (Quy — Qi)
Que(z,...) « Que(y, --.)
QyIrp — IxQue V QrIyp

6.2 O sistema NDg

Apresentamos a seguir o sistema N D¢ (Dedugao Natural para légica de Keisler).
Por simplicidade os termos da linguagem serao variaveis ou constantes. Quanto

aos simbolos légicos, serao usados 1, —, V, 9 e ). O simbolo V podera ser
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usado também como abreviagao: Va abrevia —3dz—, onde —¢ abrevia ¢ — L.

Rotulos

Nesse sistema teremos um rétulo associado as férmulas, sendo que as
variaveis desse rétulo podem ser nao marcadas, como z, y,..., ou marcadas,
como ™, y*,...

Varidveis ndo marcadas terao uma extensao ao menos unitdria (existen-
cial) enquanto que as marcadas terdo uma extensao nao enumeravel.

O rétulo deve ser visto como uma lista ordenada, ou seja, a ordem na
qual as variaveis ocorrem é relevante.

Formalmente, tem-se a seguinte definicao para rétulo:

Definicao
A lista vazia, notada <>, é um rétulo.
Se L é um roétulo e r é uma varidvel, que pode ser marcada ou nao, entao
L,r é um rétulo, que consiste na lista cujo tultimo elemento é r e os elementos

anteriores sao os elementos de L, na mesma ordem em que aparecem em L.

O sistema desenvolvido manipula entao férmulas rotuladas.

Obtém-se entao o seguinte conjunto de regras:
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Azioma(1)
“Qr(r=yVzr=2)
SOL,J: E|.CEQ0L
T ar (2) oI JE (3)
L,x Q L
o QW QB )
L
i %
ot =y
(p — ¥)*
QDL w.L
L o %
eV - Z Y E @®)
p— L7
wL .
Vo VI (9)
4 — RAA (10)
¥
[QzTye] (]
L SpL,y T gOL
s N (11) — « (12)

Com as seguintes restri¢oes:

(6) as varidveis livres de L nao ocorrem livres nas hip6teses de II.

(7) L nao contém variavel marcada.

(10) L nao contém variavel marcada e K C L

(12) as varidveis de L nao ocorrem livre em nenhuma hipé6tese da qual v

dependa, com excecao de ¢
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6.2.1 Exemplo

Damos a seguir um exemplo de prova realizada em N Dy.

r=wVzr=k

Qr(zr=wVa=k)

“Qr(z=wVaz=k)
1,2

=yVz=2)
3

Qx(z

“Qr((r=yVr=2)Va=

—“Qr(r=yVa=2)

(r=yVr=2z)Vz=uw)?

=
S

6.3 Correcao

Semantica

A nocao de satisfacao para formulas rotuladas pode ser definida em
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relacao a nocao usual de satisfacao para a logica de Keisler, bastando para
isso associar a cada férmula rotulada, uma férmula nao rotulada equivalente.
A associagao é bem simples: basta considerar o rétulo como uma lista de quan-
tificadores, existenciais ou nao enumeraveis, que deve ser colocada na frente da
férmula. Ou seja, por exemplo, a férmula ¥ % é equivalente & férmula QyIxe.

Formalmente, p&*

esta relacionada com Jzpl, e @™ estd relacionada com
Qup". Logo, considerando o fecho transitivo dessa relacao, para toda férmula
rotulada ¥ existe uma tnica férmula nao rotulada 1 tal que % e 9 sdo
relacionadas. Definimos entao que ¢ e 1) sdo equivalentes.

Podemos entao enunciar as seguintes propriedades:
O sistema ND é correto.

Ou seja, se I' Fyp, ¢ entao I' = .
Prova: a prova é feita mostrando que as regras, uma a uma, e o axioma

sao corretos.

e Axioma: o axioma é obviamente correto uma vez que é o mesmo do

sistema original.

Lz L L

ert drer Que” ' o ,

ool obw b sao obviamente corretas pois a férmula de cima
s e e

e a de baixo representam a mesma férmula nao rotulada.

sOL,:(:* ) . T L
e —— ¢ equivalente a
Qye(y) Que(y)

tamente do axioma original Qzy(z, ...) < Qyp(y, ...).

-, que é correta (pois decorre dire-

IT

et p—

wL

Como as variaveis de L nao ocorrem livres nas hipéteses de II, podemos
obter o fecho universal de ¢ — 1 para as variaveis de L. Dessa forma, se ¢ é

verdadeira no dominio definido por L, entao 1 também é.
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(,O‘L
w'L
e —Pr

L tem um valor puramente existencial. Se 2l = H (onde H representa
as outras hipdteses) mas A = ¢ — %, entdo A E (¢ — ¥)ay,...an)
para todo aq, ..., a,, onde os ai, ..., a, estao atribuidos as variaveis de L. Logo
A E olar,...,a,) e A ¥ Yay,...,a,] para todo ay,...,a,. Logo A E oF e
2 £ L, o que contradiz a hipétese de indugao.

ot Pr
. : : . vr
pVph ot v PV h
v

Decorrem diretamente da légica cléssica e dos fatos que a uniao de dois
conjuntos enumeraveis ¢ enumeravel, e qualquer superconjunto de um conjunto

nao enumersvel também é nao enumeravel.

o — L7]

1

SDK

Como L tem uma valor existencial, a férmula superior esta associada a

Jz4...3x,—¢. Como L foi obtida, por hipétese de indugao tem-se H = —3x;...3z, -,

onde H representa as outras hipéteses da prova. Logo H = ¢X.

(@3]

L gOL,y ,T
L,z,y*
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Observando as formulas nao rotuladas representadas pelas férmulas dessa

regra, vemos que a regra decorre diretamente do axioma Qy3dry — JFxQyp V
QzIyp.

Como as variaveis de L nao ocorrem livre em nenhuma hipdtese fora o,

a corregao dessa regra decorre diretamente da correcao da regra — FE.

6.4 Completude

O sistema NDg é completo em relagao a légica de Keisler.

Ou seja, para férmulas nao rotuladas, se I' = ¢ entao I' Fyp, ©.

Prova: podemos reproduzir os axiomas da légica de Keisler (incluindo os
da ldgica classica) como mostrado a seguir para os axiomas nao classicos.

e Qr(r=yVaz=2)

O axioma é o mesmo nos dois sistemas.

o Vr(p — ) — (Quyp — Q1)

[—(e — )7
Jr-(p =) —Fr(p — )

Qx

x*

@ =Y
e
Quyp
Qry — Quyp

RAA
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e Qrp(z,...) «— Qup(y,...)

Qw(fi) 0F
SO(Qj)<:z: >

Qyp(y)

e Quiry — JxQye V QrIyp

Qy3rp

3x<p<y*>
Ik
[~Qz3Iyp(z,y)]" oz, y)<"Y =~ .

<y*,z>

__________Q]
Que(z,y)<*>
31

2 Quep(z,y) [QzIye(x,y))?

QxIyp(x,y) V ~QzIye(z,y) J2xQyp(x,y) V QxIyp(x,y) 32 Qyp(z,y) V QrIyp(z,y)

o(x,y)

1,2
3xQyp(z,y) V QrIyp(r,y)

6.5 Normalizacao

nalisa-se aqui a questao da normalizacao das provas obtidas nesse sistema.
Anal tao d lizacao d btid t

Para isso, procura-se eliminar férmulas méximas de uma prova (tradicional-
mente uma férmula é considerada méxima quando ela é conclusao de uma
regra de introdugao e premissa maior de uma regra de eliminagao). Isso é feito
através de “reducoes’na prova, ou seja, transformacgoes aplicaveis a prova que
permitem eliminar uma férmula méxima. Idealmente tem-se uma reducao para

cada tipo de férmula méaxima:

IT
L,x* Tz —
ﬂL QI sereduz a [:C—Ly?f]
i?(;;(Lyz - e(y)

A prova de que a reducao indicada gera realmente uma prova requer al-

guns cuidados como aqueles usados em logica classica para separar varidaveis
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livres de variaveis ligadas (ver [Prawitz1965] e [VanDalen1994]).

L,x

¥
Ik se reduz a ph*

L,x
¥

7 ]

(0 se reduz a

-1 Vv

— —_
- o — v

K

Essa reducao é correta porque as condicoes sobre a aplicacao de — [ na
derivagao da esquerda leva as condigoes exigidas para uma aplicagao correta

da regra * na derivagao da direita.

("] "] ;
gDL . . 90
- VI 'K “ se reduz a
pVY v %

O exemplo a seguir tenta ilustrar um possivel caso de formula méaxima

que nao pode ser eliminada com uma reducao:

(QzIyA(x,y)] QyizA(z,y)
JrA(x,y)<Y>
! A, y)"
Az, y)™
QyA(z,y)="
JrQyA(z,y)

A possivel férmula maxima é a hipétese QrIyA(x,y) que foi eliminada
e que talvez nao seja subférmula de nenhuma das hipdteses restantes.
O que se deseja entao é uma propriedade que permita evitar essa situacgao.

Considere entao a seguinte propriedade, relativa as provas de NDg:
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se H,QrIyA(x,y) - L entao QrIyA(x,y) é subformula de H, ou, A(x,y)F L
e chame essa propriedade de P.

Teorema:

Se P for verdadeira entao o sistema NDg é normalizavel.

Prova:

Considere a seguinte aplicagao da regra N:

[Qu3yAlz, y)]

L Ay

- N
A, )

Seja H o conjunto das hipdteses que, com Qz3yA(x,y), levam a L.
Logo, por P, temos dois casos:
(1) QzIyA(z,y) é subférmula de alguma férmula de H:
entao a eliminacao de Qx3yA(x, y) nao interfere com a propriedade da subférmula.
(2) A(z,y) - L:

nesse caso a derivacao acima pode se reduzir a

Az, y)™Y"

1
Az, y)"*

Uma vez que temos reducoes para todos os possiveis casos de formula

maxima, as provas sao normalizaveis.

Deve se observar porém, que a propriedade P nao foi provada.

Ainda assim, mesmo que P nao seja verdadeira, tem-se um certo “bom
comportamento”do sistema, do ponto de vista da teoria da prova: ao realizar
uma prova [' = ¢, se nao for possivel respeitar a propriedade da subférmula
(pelo motivo citado acima), observa-se porém que as unicas férmulas envolvidas
na prova serao subférmulas de I' U {¢}, ou subférmulas nas quais permutou-se

a ordem de dois quantificadores.
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