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4
A evolucao temporal da funcao distribuicao no Gas
Granular

4.1 A hierarquia BBGKY

A partir da fungao distribuicao das varidveis externas no sistema,
WX+, 1), podemos obter uma func¢ao distribuicao para n particulas, chamada
distribuicao reduzida. Esta distribuicao reduzida para n particulas é definida

assim:
(n) _ N! d dx~ W 4.1
f ) S P Xz, 1) (4.1)

onde f™=f(x,,...,x,). Calculamos a funcao distribuicao reduzida para uma
particula, @ integrando ambos membros da equacao (3.30) e considerando

que nao ha forgas externas. De acordo com a definicao acima temos:

1
%Jm) TP 'Vrlfm:/dxz [lezU(TIQ) + Vrmw(ru)] ~Vp1f(2)

o2 B
+/dx2 712r12r12[vpl + %vpl (P —p)1f?
82
M 7]"(1), (42)
(8p2
1
similarmente calculamos uma equagao para f2:

2

Di
Dy S Ly (09, Ulry)+V, @) Y, -V, 11

i=1
+712f12f12(vpl - Vp2)(vp1 - VPQ + %(pl — ) f?
- Z /dX3 [V, Ulr)+V, wlrg)] - Vp_f(3>
i=1,2 “ B :
L - p
* 121:,2 /dx3 7i3ri3ri3[vpi -Vt (=P )P
il il
+ M 72f(2)+72f(2) ) (43)
AF et

A equagao de Boltzmann é obtida a partir das equagoes (4.2) e (4.3) via o

método das multiplas escalas de tempo.
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4.2 Ordens de grandeza das equacgoes

Vamos agora assinalar ordens de grandeza aos termos das equagoes
(4.2) e (4.3), para isso usaremos os parametros 6 e n*, definidos na

referencia??.

# — dissipacao relativa durante uma colisao

n*=no® — fracao de volume ocupado (4.4)

Onde o fator 6 associado com a dissipacao vem na frente dos operadores
L' e L? que contém os termos dissipativos. O fator n* aparece devido &
relacdo em ordens de grandeza entre hierarquias de ordens consecutivas,
|fEFD] ~ n|f@)]. Isto se faz de maneira que § > n* > n*0. Assim a
primeira equagao obtida acima se escreve (considerando o caso de distribuigao

uniforme, ou seja, a ndo dependéncia da varidvel r),

%f(l) _ n*Llf(2) +n*9N1f(2) _ Klf(l) +n*0 g 8 - f(l) (4.5)

onde os seguintes operadores foram definidos:
Kl = Py 0
m or,’

:/dXZFHai’ onde F12=V [U(T ) +w(ryy)]
1

Vi [0 080 B .
/dx2712r12r12 ap, 3p2H<9p1 8p2+m(p1 pg)}

Notemos que se impos que as ordens de grandeza do termo de alimentagao
de energia e o termo de dissipagao sejam iguais, de acordo com a observagao

feita no final do capitulo 3. Para a segunda equacao obtemos:

Qf@) — _K2f<2) _ I2f(2) + 0M2f(2> _ n*L2f(3) + n*9N2f(3)
ot

. o
+0"0 M, [apj F@+ o0 f<2>} (4.6)

onde escrevemos os operadores

K2p18 Py 0

m 87“1 m 87“2

Pop 9 p 0

12 ap 21 ap2
2_~ & .[0 o) 0 B
M —712r12r12 . [8]?1 - apj {% - 87]32 m(pl - pg)} )

/dx P, /dx F, i

2

A e,
N2:/dx3713 1PN S am[a% + %(pl —p3)}

c . . 010 . B
+ /dX3 7231'231'23 : 871)2 {8]92 + m<p2 — p3):| .
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4.3 Separacao em escalas de tempo

Tipicamente consideraremos sistemas com baixa dissipa¢ao (como o

aco por exemplo) com 6 = 0,1—0,01'" e n*=no3 = 0,001 —0,01. A relacao

com o livre caminho médio . é dada por®” I, ~ (no?)~%:

o
n*=no?~ - < 1.

Le
Vamos estender a func¢ao f(s) como uma funcao das variaveis 7, ..., 7,,
onde 7,=3s, T, =0s, T,=n"s, T, = 0%s, 7,=n*0s. A derivada em relagdo a s se
escreve entao como

0 0 0 « 0 2 0 xng O
== +6 0 n*o 4.
ds 0T, 87’1+n 87’2+ 87'3 87'4+ (4.7)

A funcao de distribuicao serd expandida, para valores pequenos de 6 e n*,

assim
n) _ £n n * rn 2 rn * n
fO=fy+0f +n f O O (4.8)
Das equagoes (4.7) e (4.8) obtemos:

Oy O g1 g 0 g1, O g1y, s 0 g1, O g1
&sf 8Tof0+9(87'1f0+67' f1>+n <87'2f0+870f2)

0

+92<if3+@f11+@f§)
To

+n*9(a7_ f1+—f1+—f1+—f )+

Substituindo (4.8) no lado direito da equacao (4.5) obtemos

%f”E [~ K o[- L)

O~ L2+ N M 5 f]+

8 2

Entao igualando as duas ultimas equagoes acima,nas ordens corretas dos

parametros pequenos, obtemos as seguintes relagoes

0

87’0 - - K! f (4.9)
1, 1

aTlf arof (4.10)

872fg+870f21: -L'f2, (4.11)

@f1+if1+if1:07 (4.12)

oty 0 8711 oty 3

f1 e R R AR A R R (4.13)
0 1

or,"1
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Novamente a partir das equagoes (4.7) e (4.8) em (4.6) obtemos:
0 _ 0 0 2, 0 2
%fm—af%fo ( f + f)+n <7f0+7f2)

or, or,
i 92( f2 f2 f )
or,"0  or !

+n*9(%f§+%ff+870fj+a‘zlf§)+
Substituindo (4.8) no lado direito da equacao (4.6) obtemos
L0 (K2 4 ) f3)+ 0] - (K + 1) f 4 M2
[ (K2 + 1) 3]+ 07 (K2 + ) f5 + M 7]
82
op; 8 2

0= (K24 1) f2+ M f3+ N> f2 + M ( >fo]

Assim igualando as duas tultimas equacoes acima, termos comuns geram as

relagoes

@fé — (K> + ) f = —Hf? (4.14)

S IR gl = K= A MR (415)
1

Em 7, = 0 impomos a condi¢ao inicial

s>1

oy (Pr-05p,) =0 (4.16)
e
5> N
£y ) = Wﬁ(pl) i)
NS I_If1 (4.17)

As condigoes (4.16) e (4.17) nos permitirdo obter as condigoes de

consisténcia que gerarao a equagao de Boltzmann.

4.4 Cancelamento de termos seculares

As relagoes achadas acima, equagoes [(4.9). .. (4.15)], quando integradas
podem gerar divergéncias (termos seculares) para 79 — o. Ao canceld-las

obtemos as seguintes relagoes:
e Da equacao (4.9) temos que

0 _
ai%f()l:():f[)l :fg(Tl,TQ,Tg,T4,...). (418)
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e Como fol nao depende de 7, ao integrar a equagao (4.10) em 7y temos

que

1 1 0 r1
filro, ) = [1(1o=0,71,72,...) = —Toaifm
71
0
entdo, para que lim, .. f{ # 0o, impomos (eliminagao do termo

secular) que

0 p1_
51 =0 (4.19)

desta maneira f{ (79, 7,...) = 0.

A partir da equagio (4.12), como f{ =0, temos que d_ f5 +0, f3 =0,

entao, integrando em 7, temos que

f31(7—077-17 .. ) - f31<7-02077—1a7—27 .. ) :Toaif()l7
T3
0
entdao, para que lim,, ., f1 # 0o impomos que

@?3 fi=0 (4.20)

desta maneira f; (1o, 71,...) =0e fo = f) (12, 74,...).

De (4.14) obtemos

2
2~ ToH o)
—1oH?
=e 7 fomo=0,pf3m0=0,py), (4.21)

como 9, fl =0 temos que

0 ¢2
0 r2_
or, fo
Assim, ao integrar (4.15), obtemos
—H2 [0 2 72
Fa(ro,pa ) = [N TN Y ) ). (422)
Da equagao (4.21) podemos deduzir que

. —ToH?
fimmo=lim e 7 flp)) flpy)

To—00
:exp{Tgfl[pi/m +p§/m—U(r12)—w(r12)}}. (4.23)
onde .
T - 2

¢ a temperatura granular.
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e De (4.11), integrando em 7y, obtemos
1 g 70_@1_[/1 Tod/Q/
f2(10) = f2(70=0) =10 fy Tof0<7'
N 0Ty 0

_ 1 I —H27) £1 £1
- aTZ-fO L / dT fOf

60

(4.24)

Como vimos no item anterior f2(ry ~ o) é constante, por isso a

equacao acima diverge quando t — oo. Para remover esta secularidade

observemos que para 7y muito grande

70
2.1 2.1
dr' e o fl fl v 7y lim e H70 fd f1.
/0 0 fo fo 0 fo fo

Entao a equagao acima fica como
1 ( O ¢l 71 1 —H?m9 £1 1)
To)=-Tol=—fyg+L" lim e .
P =~ (G g3 2! Jim e g
Assim impomos a condicao de consisténcia:

DLy P
Ty To—00

e Da tultima relacao achada acima se pode mostrar que para 7y

temos que

(4.25)

(4.26)

~ OO

~ (.
o2 i ~ o)
e Com as condigoes achadas f{ =0 e f3 (79 &~ 00) =0 temos, da equacao
(4.13), que
8T4f0+7f4 -L f1+N1f0 g62fo

integrando esta equagao em 7y temos para 7y ~ o0

fi = =ro(Z f+ L fi(ro m 00) - N'f3 - M e
4

Entao de maneira que lim,, .., # oo impomos a condi¢ao

2

0
< Op?

1

O fl L 2 (rg 2 00) - N2 - fi=o.

or,

fo)-

(4.27)

(4.28)

(4.29)
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Em resumo, para encontrar a equagao da evolucio temporal de fj as

seguintes equagoes de consisténcia devem ser satisfeitas:

o fo= L m e g g, (4:30)
To
G fi = - LR~ o) < N <82fo- (431)

Estas equagoes vao gerar a equagao de Boltzmann apds fazermos a

transformacao (1o=t, 7 =n"t,...) — t.

4.5 O termo de colisao de Boltzmann

Definindo S, = lim,, .., e #°® podemos escrever a equagio (4.30)

assim

sl [ dradpaFi gl Sy, (4.32)

2
Podemos transformar a integral acima em (dado que T(‘?Fgl =0)
P2
8 0 0
(97_ /dTde2 F128 +F2la } Siafy fl
2

2g 1
— [ drydp, S, fL 1.
Dado que a distribuicao de equilibrio, para t — oo, nao evolui mais, ¢é facil
ver que
2 1rl 2 71; —H?79 r1 1
H 512f0f0 =H T%gnme TofofO =0

Como H?=1?+ K?, temos que

12512f(}f(} = - KQSIQfOlfO1 para Ty — 0.

Desta maneira
O pi= [arydp, K25, 0012
or, 0 2UPy 129

p
- farydp, | E8@+J@}512 1,

m O,

Lembrando que 9, =0, e 0 = -0, obtemos

12

p p
orfo = Jomna [P 5

Sufl S (4.33)

Usando o esquema de integracao de Bogoliubov?®
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f1 /d p2‘/bdbde/dr2a S fl L
Finalmente obtemos

D g fapael P lo) (R0 - )R (130

onde () = bdbde*™ e p'

e p’2 sao os momentos dos graos antes da colisao
que gera p, € p,.

4.6 A contribuicao dissipativa e o termo de alimentacao de
energia

Obtemos, entao, da condi¢ao de consisténcia (4.31), usando a equacao

(4.22) para 7y &~ oo e a defini¢do do operador Sz, que

f1 (4.35)

LSy, [CaN MR L NS [ M

67'4 §a2

O primeiro termo do lado direito da equacao acima ¢é desprezivelmente
pequeno para 7g — oo, devido a acdo do operador L'S); na integral® |

a equagao acima se torna entao (usando explicitamente o operador N'),

0 N N
5o di - [y dpy Vigiistiy - (G2 + B l2) S 1 fO+M (4.36)

i3 0291 mk,T

Lembrando a defini¢ao de (:), acima, podemos escrever a equagao acima como

8 (P, - P,)
(37‘4f0 = /dXdez Vol 12%512%(]91)(}%(]92)
8 82
apl apl /ddePQ ’7121"12r125'12f(} (pl)fol (pQ) ga 5 fo (pl)

(4.37)

Usando a aproximagao (4.23)

_ _¢12
S12f&(p1)fol(p2):f(}(pl)fol(pz)e Ty(ra)

onde ¢, = - {U(r,,) +w(r,,)} é a energia de potencial eldstico entre os graos

€ Se usou

2

fl( ) %TL< 1 )3/2€2m’1119(7'4) (4 38)
0P 27'('ng(7'4) ’ ’

Entao substituindo a expressio dada para S,,fq(p,)fo(p,) e agrupando

termos temos que
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_ _ %12
87_4f0— 1T 831 . /dx2712f12f12e 7y | | /dp2 1 (0] P S (py)
1
P12
mli: T@p1 /dx2 Viaf1af1€ 4)} : [/dpgpgf(}(pg)} fo(p))

0

912
0] [ [, fi )] o ti)

1

0 / oA
+ = | [dXo YV, T, T,0€
op, [ 12h12%12

+Ma

ga 2f0 (p1>

Assim, podemos escrever

2

0 1 0 0
- A 0 A._ O
87_4f0 mk rap, A Pifo (py) + op. A ap o (py) + M, o’ o).
onde
_ _ %12
A= /dx2 Violiafpe 790w
Trabalhando este termo??:
_ P12 grg? _P12
Azaz/df/dr”ﬂr)ff e Tolm) = 7;“ T Tylm) = AL
Temos entao
0 1 o 0 1 ! il
_O 1 _ ) 4.39
37'4f0 Aapl [apl +kaTp1]f0(p1) ga Qfo(p1> ( )

: ~ 1 1 1
Finalmente com as expressoes achadas para J f; e para (‘970 s +0:, fo
formamos a expressao requerida para O0;f. Assim obtemos uma equacao
equivalente a de Boltzmann para o caso de um sistema granular com

alimentacao de energia externa:

PP o) (400 £(0) - F()) £ ()

ML (). (1.40
v,

%f(pl) :/dPQ ds

9 .0 1
+A8p1 [8p1+kaTp1]+

Esta equacao ¢ similar & achada na referéncia?® para o caso de um sistema
granular com resfriamento. No caso que tratamos, aparece na equagao de
Boltzmann o termo de alimentacao incorporado ao sistema. Fica mostrada
entdo a coeréncia do uso dos resultados da referencia! para o estudo do gés

granular?®29.
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Usando como modelo uma interagao hertziana entre as particulas

b2 = 5k

onde k é uma constante elastica efetiva e h=2ry - r1 foi calculado o valor de

.A29,
A=CT3P", (4.41)

onde C é uma constante * dada por

C ~ (2B )p/or(3/5)

“na referéncia [12] se usa v em lugar de C
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