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Resumo

Nina, Julio César Coaquira; Gongalves, Paulo Batista; Cardoso, Daniel
Carlos Taissum, Analise Nao Linear da Instabilidade e Vibraciao de uma
Coluna Pultrudada Refor¢ada com Fibras. Rio de Janeiro, 2020. 253p.
Tese de Doutorado — Departamento de Engenharia Civil e Ambiental,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Ha um interesse crescente na aplicacdo de vigas e colunas de paredes finas
de materiais compostos em varios campos da engenharia. No entanto, pouco se
sabe sobre seu comportamento ndo linear local e global sob cargas estaticas e
dindmicas. Aqui se apresenta a analise local e global de um perfil com secao canal
de polimero refor¢ado com fibras. Na analise global, as equacdes ndo lineares de
movimento da coluna de parede fina sdo derivadas em termos dos dois
deslocamentos de flexao e do angulo de tor¢ao, levando em consideragdo grandes
deslocamentos, efeitos de empenamento e encurtamento. As equagdes de
movimento nao lineares governantes sdo discretizadas no espaco usando o método
de Galerkin. Para a analise local, a se¢do do canal ¢ discretizada em trés placas,
que sdo modeladas usando duas teorias ndo lineares de placas: a teoria classica e a
teoria de deformagdo por cisalhamento de primeira ordem. O sistema continuo ¢
discretizado usando o método de Ritz. Inicialmente sdo determinados
analiticamente, através da resolucao dos respectivos problemas de autovalor, a
carga e modo critico, as frequéncias naturais de vibragdo, bem como a relacao
carga-frequéncia do perfil em fungdo da sua geometria e das propriedades do
material. A seguir sdo obtidos, usando o método de Newton-Raphson e técnicas de
continuagdo, os caminhos pos-criticos da estrutura perfeita e os caminhos nao
lineares de equilibrio da estrutura imperfeita e investiga-se a sensibilidade a
imperfei¢des, considerando diversos tipos de imperfeicdes geométricas.
Finalmente, investigam-se as oscilagdes ndo lineares e a instabilidade paramétrica
da coluna sob cargas axiais harmdnicas. As equagdes de movimento nao lineares
sdo resolvidas numericamente pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem. As
regides de instabilidade paramétrica sdo determinadas como uma funcdo dos
pardmetros do material ortotropico, amortecimento e geometria da segdo
transversal. Os diagramas de bifurcacdo s3o obtidos empregando técnicas de
continuacdo ¢ o método da forca bruta, e a estabilidade das solugdes ¢
posteriormente investigada usando a teoria de Floquet. A analise de bifurcagdo
permite a identificacdo das bifurcacdes associadas as fronteiras de instabilidade
paramétrica, bem como a existéncia de solucdes coexistentes. Em seguida, a
evolucdo das bacias de atracdo das solugdes coexistentes em funcdo da magnitude
da excitagdo ¢ investigada, a fim de avaliar a integridade dindmica das solugdes.
Os resultados demonstram que a coluna pode perder estabilidade em niveis de
carga bem abaixo da carga de flambagem estatica e, portanto, o projetista deve ter
cuidado ao lidar com essas estruturas sujeitas a cargas axiais variaveis no tempo.

Palavras-chave

Vigas de paredes delgadas; Instabilidade dindmica; oscilagdes nao lineares;
vigas de secdo aberta.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613092/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1613092/CA

Abstract

Nina, Julio César Coaquira; Gongalves, Paulo Batista (Advisor); Cardoso,
Daniel Carlos Taissum, Nonlinear Instability and Vibration Analysis of
an Pultruded Fiber Reinforced Column under Axial Load. Rio de
Janeiro, 2020. 253p. PhD. Thesis — Departamento de Engenharia Civil,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

There is growing interest in the application of thin-walled beams and
columns of composite materials in various engineering fields. However, little is
known about its local and global nonlinear behavior under static and dynamic
loads. Here the local and global analysis of a profile with fiber reinforced polymer
channel section is conducted. In the global analysis, the nonlinear equations of
motion of the thin-walled column are derived in terms of the two flexural
displacements and the torsion angle, taking into account large displacements,
warping and shortening effects. The governing nonlinear equations of motion are
discretized in space using the Galerkin method. For local analysis, the channel
section is discretized into three plates, which are modeled using two non-linear
plate theories: the classical theory and the first order shear deformation theory. The
continuous system is discretized using the Ritz method. Initially, the load and
critical mode of the profile, its natural frequencies, as well as the load-frequency
relation are determined analytically as a function of the column geometry and
material properties by solving the respective eigenvalue problems. Next, using the
Newton-Raphson method and continuation techniques, the post-critical paths of
the perfect structure and the non-linear equilibrium paths of the imperfect structure
are obtained and the imperfection sensitivity is investigated, considering several
types of geometric imperfections. Finally, the nonlinear oscillations and parametric
instability of the column under harmonic axial loads are investigated. Non-linear
equations of motion are solved numerically by the fourth-order Runge-Kutta
method. The regions of parametric instability are determined as a function of the
parameters of the orthotropic material, damping ratio and cross-sectional
geometry. The bifurcation diagrams are obtained using continuation techniques
and the brute force method, and the stability of the solutions is further investigated
using Floquet's theory. The bifurcation analysis allows the identification of the
bifurcations associated with the boundaries of parametric instability, as well as the
existence of coexisting solutions. Then, the evolution of the basins of attraction of
the coexisting solutions as a function of the forcing magnitude is investigated, in
order to evaluate the dynamic integrity of the solutions. The results demonstrate
that the column can lose stability at load levels well below the static buckling load
and, therefore, the designer must be careful when dealing with these structures
subject to time-varying axial loads.

Keywords

Thin-walled beams; dynamics instability; nonlinear oscillations; beams with
open cross-section.
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Material M1, Perfil C 200x100x5, L = L.

Figura 7.24: Caminho de equilibrio imperfeito do perfil C
200x100x5. Material M1, imperfeicédo w, = 0.0050Lg.¢, L = Lgy.

Figura 7.25: Deslocamento da segéo transversal ao longo do caminho

de equilibrio imperfeito, material M1, imperfeicdo w, = 0.0050L,
L = Lsr.
ftf

Figura 7.26: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicéo 6,
sob carga axial, Material M1, Perfil C 200x100x5, L = L.

Figura 7.27: Caminho de equilibrio imperfeito do perfil C
200x100x5, material M1, imperfeigéo 6,, = 0.08°, L = L.

Figura 7.28: Deslocamento da seg&o transversal ao longo do caminho

de equilibrio imperfeito, material M1, imperfei¢ao 6,,, = 0.08¢,
L = Ler.
ftf

Figura 7.29: Sensibilidade dos resultados obtidos para os seis
materiais usados na analise, Perfil C 200x100x5, L = Lg,.
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Figura 7.30: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeigdo no
modo critico sob carga axial, (d) Curva de sensibilidade a
imperfeicbes, Material M1, Perfil C 200x100x5, L = Lg. 159

Figura 7.31: Caminho de equilibrio imperfeito do perfil C
200x100x5, Material M1, imperfei¢cao k(0,—0.987,—0.160),

Figura 7.32: Deslocamento da segdo transversal ao longo do caminho
de equilibrio imperfeito, Material M1, imperfeicao
k(0,—0.987,-0.160), k = 0.005, L = L. 161

Figura 7.33: Sensibilidade dos resultados obtidos para os seis
materiais usados na analise, no modo e comprimento critico,
Perfil C 200x100x5. L = Lgy. 161

Figura 7.34: Variagdo da carga critica com a largura da mesa, modos
de flambagem, Material M1, Perfil C 200xbsx5, L=3m. 162

Figura 7.35: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo em v,
sob carga axial, material M1, Perfil C 200xb;x5, L=3m. 163

Figura 7.36: Deslocamento da segao transversal ao longo do caminho
de equilibrio imperfeito, perfil C 200x80x5, Material M1, imperfeicdo

Figura 7.37: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicéo 6,,
sob carga axial, (d) Curva de sensibilidade a imperfeigdes,

Material M1, Perfil C 200x80x5, L=3m, by = 8cm 165
Figura 7.38: Caminho de equilibrio imperfeito do perfil C
200x80x5. material M1, imperfei¢ao 6,, = 0.08°, L = 3m 166

Figura 7.39: Deslocamento da segao transversal ao longo do caminho
de equilibrio imperfeito, perfil C 200x80x5, Material M1, imperfeicdo
0, = 0.08°, L = 3m. 167

Figura 7.40: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicao w,
sob carga axial, (d) Curva de sensibilidade a imperfeigdes, Material
M1, Perfil C 200x10b;x5, L=3m, by = 8cm. 168

Figura 7.41: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicédo w,
sob carga axial, (d) Curva de sensibilidade a imperfeigdes,
Material M1, Perfil C 200x10bsx5, L=3m, b; = 9cm. 169

Figura 7.42: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeigcéo 6,,
sob carga axial, (d) Curva de sensibilidade a imperfeigdes,
Material M1, Perfil C 200x10bsx5, L=3m, bs = 9cm. 170

Figura 7.43: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicao w,
sob carga axial, (d) Curva de sensibilidade a imperfeigdes,
Material M1, Perfil C 200x10b#x5, L=3m, by = 10cm. 171

Figura 7.44: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicéo 6,,
sob carga axial, (d) Curva de sensibilidade a imperfeigdes,
Material M1, Perfil C 200x10b#x5, L=3m, by = 10cm. 172
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Figura 7.45: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeigdo no

modo critico, (v,, Wy, 0ox) = @(0,—0.986,—0.164),

a = 0.001,0.005,0.01, 0.05, sob carga axial, (d) Curva de sensibilidade

a imperfeicdes, Material M5, Perfil C 200x100x5, L=3.5m. 173

Figura 7.46: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo nas

trés diregdes, (v,, w,, 8,,) = a(0.1,—0.986,—0.164),

a = 0.001,0.005,0.01, 0.05, sob carga axial, (d) Curva de sensibilidade

a imperfeicdes, Material M5, Perfil C 200x100x5, L=3.5m. 174

Figura 7.47: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeigdo no

eixo de menor e de maior inercia, (v,,w,, 8,,) = (@, —0.01,0),

a = 0.001,0.005,0.01, 0.05, sob carga axial, Material M5,

Perfil C 200x100x5, L=3.5m. 174

Figura 8.1: Diagrama de bifurcagéo do mapa de Poincaré no
plano de frequéncia de excitagdo vs. magnitude de excitagao,

& = 1.45%, (consulte a Tabela 5.2). 177
Figura 8.2: Limites de estabilidade no espago de controle de

forgca normalizado, ¢ = 1.45%. 179
Figura 8.3: (a) Relagao nao-linear de frequéncia-amplitude em fungao

das propriedades do material; (b) Planos de fase para § = 7.0. 179

Figura 8.4: (a) Diagramas de bifurcacéo tendo como parédmetro

de controle o parametro de frequéncia de excitacdo § para

valores crescentes da grandeza de excitagao, Q,, Material M1;

(b) Influéncia do material no diagrama de bifurcagao para

Q. = 0.10 na principal regido de ressonancia paramétrica,

& =1.45%. 180

Figura 8.5: a) Resposta tipica na regiao de ressonancia

paramétrica principal exibindo uma resposta ressonante 2:1; b)
Respostas tipicas na regiao de ressonancia fundamental exibindo

duas respostas ressonantes coexistentes 1:1. Os pontos indicam

os pontos fixos do mapa de Poincaré. ¢ = 1.45%. 181

Figura 8.6: Diagramas de bifurcagdo do mapa estroboscépico

de Poincaré, tendo como parametro de controle o parametro

de magnitude de excitacdo Q, para trés valores selecionados da

razao de frequéncia 6 na principal regido de ressonancia paramétrica.
PSP - Pitchfork supercritico, PSB - Pitchfork subcritico, FSP —

Flip supercritico, FSB - Flip subcritico, SN - N6 de sela. ¢ = 1.45%. 182

Figura 8.7: Diagramas de bifurcagdo do mapa estroboscépico

de Poincaré, tendo como parametro de controle o parametro

de magnitude de excitacdo Q, para trés valores selecionados da

razao de frequéncia d na regido de ressonancia fundamental.

PSP - Pitchfork supercritico, PSB - Pitchfork subcritico, FSP —

Flip supercritico, FSB - Flip subcritico, SN - N6 de sela. ¢ = 1.45%. 183

Figura 8.8: Evolugao das bacias de atragao para valores selecionados
do parametro de frequéncia de forgamento, 8, Q; = 0.10,
& =1.45%. 184
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Figura 8.9: Evolugao das bacias de atragao das duas

solugdes coexistentes variando a magnitude da forga escalada Q,
como parametro de bifurcagao, § = 2.25, (principal regido de
ressonancia paramétrica), ¢ = 1.45%.

Figura 8.10: Evolugéo das bacias de atragdo das trés

solucdes coexistentes variando a amplitude de excitacdo escalada
Q, como parametro de bifurcagdo. § = 1.10 (regido de
ressonancia fundamental). ¢ = 1.45%.

Figura 8.11: Influéncia do parametro de amortecimento viscoso
linear, &, nos limites de estabilidade no espaco de controle de
forga normalizado.

Figura 8.12: Influéncia da pré-carga estatica, Q,, no limite da
instabilidade paramétrica no espaco de controle de forga
normalizado. ¢ = 1.45%.

Figura 8.13: a) Diagramas de bifurcagdo do mapa estroboscépico
de Poincaré tendo como parametro de controle o parametro de
magnitude de excitagdo Q, para aumentar a pré-carga estatica
na principal regido de ressonancia paramétrica. Material M1.

b) Influéncia do material na magnitude da vibrag&o, Q; = 0.25.

& =1.45%.

Figura 8.14: Bacias de atragao e solugdes coexistentes para a coluna

pré-carregada na principal regido de ressonancia paramétrica
para valores crescentes da magnitude de excitagdo Q4. Q,=0.75 e

8 =Qr/w, = 1.0 (Qf/w, = 2.0). Os pontos correspondem aos pontos
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fixos do mapa de Poincaré. ¢ = 1.45%. 189 - 191

Figura 8.15: Relacao frequéncia-amplitude para valores crescentes
da largura do flange bs (em mm). b,, = 200mm.

Figura 8.16: Diagrama de bifurcacdo do mapa de Poincaré no plano
de frequéncia de excitagédo vs. magnitude de excitagdo, L=4m,
& =1.45%.

Figura 8.17: Limites de estabilidade normalizado, L=4m, ¢ = 1.45%:
(a) frequéncia de excitagdo normalizada com respeito a

frequéncia fundamental; (b) frequéncia de excitagao normalizada
com respeito a menor frequéncia de flexao

Figura 8.18: Analise da influéncia do parametro b, nas fronteiras
de instabilidade, Material M4, L=4m, ¢ = 1.45%.

Figura 8.19: Analise da influéncia da relagéo bs/b,, nas fronteiras
de instabilidade, Material M4, L=4m, ¢ = 1.45%.(a) frequéncia

de excitacdo normalizada com respeito a frequéncia fundamental;
(b) frequéncia de excitagao normalizada com respeito a menor
frequéncia de flexdo

Figura 8.20: Analise da influéncia do amortecimento nas fronteiras
de instabilidade. Material M4, L=4m, & = 1.45%.

Figura 8.21: Analise da influéncia da carga estatica nas fronteiras

191

195

196

197

198

199


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613092/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1613092/CA

de instabilidade, Material M4, L=4m, { = 1.45%.

Figura 8.22: Analise da influéncia do comprimento da coluna
nas fronteiras de estabilidade, Material M5, & = 1.45%.

Figura 8.23: Analise da influéncia do comprimento da coluna
nas fronteiras de estabilidade, Material M5, & = 1.45%.
Forca normalizada.

Figura 8.24: Fronteiras de estabilidade normalizado para
diferentes comprimentos. Material M5, ¢ = 1.45%.
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Figura 8.25: Curva de ressonéncia, Material M5, L=5.38m, Q; = 0.75. 205

Figura 8.26: Diagramas de bifurcacao, Material M5, L=5.38m, Regiao
de ressonancia fundamental, § = 1.00.

Figura 8.27: Diagramas de bifurcagao, Material M5, L=5.38m,
6 = 1.00.

Figura 8.28: Resposta no tempo dos trés graus de liberdade antes
e na bifurcacao referente ao escape, Material M5, L=5.38m, § = 1.00.

Figura 8.29: Bacias de atracéo, Material M5, L=5.38m, § = 1.00.

Figura 8.30: Bacias de atragao, Material M5, L=5.38m, § = 1.00
(n&o considerando perturbagdes nos graus de liberdade w e 6,.).

Figura 8.31: Diagramas de bifurcagdo, Material M5, L=5.38m,
(Regiao principal de ressonancia paramétrica em torno de § = 2.00).

Figura 8.32: Diagramas de bifurcagao, Material M5, L=5.38m, § = 2.

Figura 8.33: Diagramas de bifurcagao, Material M5, L=2.5m,
(Regiao de ressonancia fundamental, § = 1.00).

Figura 8.34: Bacias de atragao, Material M5, L=2.5m, § = 1.30.
Figura 8.35: Diagramas de bifurcagao, Material M5, L=2.5m.

Figura 8.36: Diagramas de bifurcagdo, Material M5, L=2.5m,
6 = 2.50 (salto dinamico e escape), Método da forga bruta.

Figura 8.37: Evolugéo das bacias de atracdo, material M5, L=2.5m,
6 =2.50
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Lista de simbolos

Bo

by, t,
by, tf
«o»

d

ds

E

ez, ey
{F}

F, Fy

%), g(x)
CG

Gij

3GDL

h(x)

h(s)

1
Lo

Ir

I

I

Ve

Lo, Cw
Imax, I2
Lmin, 11
Iy:

J

Area da secao transversal.
Bi momento.
Dimensoes da alma.

Dimensodes da mesa.

Se¢odes do perfil tipo canal (channel section).

Distancia de C ao ponto o.
Diferencial de comprimento.

Modulo de Young.

Excentricidade do carregamento lateral Q..

Vetor de forgas externas.

Resultante da forca externa.

Modos de vibragao a flexdo da viga.
Centro de gravidade.

Modulo de cisalhamento.

Trés graus de liberdade: u, ve w
primeiro modo de torgao.

Distancia  perpendicular  desde

cisalhamento até o contorno da segao.

Momento de inércia.

centro

de

Momento polar de inércia com relagdo ao centro de

cisalhamento.

Quarto momento de inércia com relacdo ao centro de

cisalhamento.

Constante de torsdo de maior ordem.

Momento principal de inércia com relagdo ao eixo Y.

Momento principal de inércia com relagdo ao eixo Z.

Constantes de empenamento.
Momento de inércia maximo.
Momento de inércia minimo.
Produto de inércia.

Constante de torsdao de St. Venant.
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[M]
Moy, Mo:
Mocr

Mo

M

MSV
Mmax
Mcr

PN

Py, P:, Py

Per

Pe

qx 4y, 4z

qcr

gymax, q-max
Q- Oy

Qzer

r

r(s)

R

S

Matriz de rigidez eléstica.

Matriz de rigidez geométrica.

Curvatura com relagdo ao eixo Y.

Curvatura com relacdo ao eixo Z.

Comprimento do elemento.

Func¢do de Lagrange.

Matriz de massa.

Maximos momentos de flexao.

Momento critico estatico.

Momento com respeito ao ponto o.

Momento estatico.

Momento no centro de cisalhamento.

Massa do elemento por unidade de comprimento.
Momento de torsdo distribuido.

Momento de tor¢ao com relagao ao eixo Y.
Momento de tor¢ao com relacao ao eixo Z.
Tensdo resultante de ordem superior.

Momento de tor¢ao de St. Venant.

Momento maximo de flexao.

Momento critico de flambagem.

Ponto acima da linha média da secao.

Carga axial compressiva.

Cargas de flambagem em flexao e torgao.

Carga critica de flambagem.

Carga critica de Euler.

Componentes da carga distribuida nos eixos X, Ye Z.
Carga critica de flambagem.

Cargas maximas de plastificagdo nas diregdes v e w.
Forgas laterais de excitagao.

Carregamento lateral critico estatico.

Vetor radial.

Componente curvilineo do centro de cisalhamento

nas coordenadas de referéncia.
Distancia de um ponto M ao centro de cisalhamento.

Coordenada curvilinea.
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SC
St
sl, s2

T, K

T =2n/w,
1 tw

Tt

Te

u,v,w
Uy Vi, Wiy

Vi

Winax
XYZ
X, ) Z

yC 'ZC

YcG 1 Zce
Yo, ¥2, y4
Yy, y3 s

a

ﬁ}’: ﬂz
B

Centro de cisalhamento.
Perimetro da secao.

Pontos da coordenada curvilinea.
Espessura da secao.

Momento de tor¢ao

Energia cinética.

Periodo

Espessuras da secdo transversal.
Momento torsor.

Momento torsor devido ao empenamento.
Energia interna de deformacao.

Componentes de deslocamento do centro de cisalhamento
nos eixos X, Ye Z.

Componentes de deslocamento do ponto M nos
eixos X, Ye Z.

Componente de deslocamento do ponto M na
coordenada curvilinea no eixo Y.

Esfor¢os cortantes.
Coeficiente de Poisson.
Deslocamentos dependentes do tempo.

Deslocamentos maximos na dire¢ao Y.

Amplitudes modais.

Componente do deslocamento do ponto M na
coordenada curvilinea no eixo Z.

Trabalho das cargas externas.

Deslocamentos maximos na direcao Z.

Eixos principais

Coordenadas principais do ponto M nos eixos X, Ye Z.

Coordenadas principais do centro de cisalhamento SC nos
eixos Ye Z.

Coordenadas do centro de gravidade.
Amplitudes dos deslocamentos v, w, 0,
Velocidades.

\

Angulo entre o eixo Y e a tangente a coordenada
curvilinea.

Coeficientes de Wagner nos eixos Y e Z.

Coeficiente de Wagner.
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Wy
Wp1 , Woz », Wo3

Ws

Ox

Vx> Wy

Ny Ny Ny,

Ny,

Fatores de amplificacdo dindmica nas diregdes v e w.
Taxa da frequéncia

Taxa da frequéncia associada ao modo de flexao.
Coeficiente de amortecimento viscoso.
Deformacgao axial.

Componentes da deformagao axial.
Deformagao de cisalhamento no plano XY.
Deformacao de cisalhamento no plano XZ.
Autovalores.

Frequéncias das forgas de excitagdo.
Densidade do material.

Masa por unidade de comprimento do perfil.
Menor frequéncia natural.

Frequéncia associada ao modo de flexao.
Primeira, segunda e terca frequéncia natural.
Coordenada setorial ou area setorial principal.
Angulo de rotagdo em torno do eixo x.
Deformagdes normais na dire¢ao i

Curvaturas

Deformacgdes angulares no plano ij

Tensdes normais na dire¢ao i

Tensodes de cisalhamento no plano ij

Coeficiente de Poisson (deformagado causada na dire¢ao j
devida a uma solicitagdo na direcdo 1).

Modulo de elasticidade na dire¢do i
Modulo de cisalhamento no plano ij

Deslocamentos nas dire¢des X, Y e Z em um ponto
qualquer dentro a espessura da placa.

Deslocamentos no plano médio da placa nas diregdes X, Y,
e Z, respectivamente.

Rotagdes da se¢do transversal em torno dos eixos y € x,
respectivamente.

Componente do tensor de deformagdes de Green

Intensidades de forcas normais e cortantes transversais na
placa. kN /m.
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PCT

NJD Nya ny

m,n

Intesidades de forgas transversais cortantes, kN /m.
Intensidades de momento flector, kN — m/m
Intensidades de momento torsor, kN — m/m

rotacoes relativas ao eixos y € x, respectivamente.
Componentes da matriz de rigidez do material ortotrdpico

Parametros de rigidez extensional da matriz constitutiva da
placa.

Parametros de rigidez por flexdo da matriz constitutiva da
placa.

Parametros de rigidez associados aos esfor¢os de
cisalhamento transversal.

Carga critica

Carga critica por unidade de comprimento.
Numero de semiondas ao longo dos eixos x e y
Energia potencial total

Energia de interna deformagao para uma placa.
Energia de interna deforma¢do da membrana.
Energia de interna deformagao por flexao da placa.

Potencial gravitacional das cargas aplicadas para o sistema
conservativo.

Integrando da energia potencial estacionaria.

Fungdes que devem respeitar as condi¢gdes de contorno na
teoria classica de placas.

Frequéncia natural pela teoria cléssica de placas.
Largura das mesas de uma se¢ao aberta.

Comprimento indicando a mudang¢a do modo local para
global.

Comprimento indicando a mudang¢a do modo de flexo-tor¢ao
para flexao.

Comprimento critico para uma semionda pela teoria local
Comprimento critico para m semiondas pela teoria local
Carga maxima ou carga limite.

Carga critica

Carga critica associada ao modo m

Carga axial estatica resultante.

Magnitude da excitagdo harmonica axial.
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Fator da carga de instabilidade paramétrica.

Fator da carga de colapso, carga limite ou carga maxima.
Tempo ndo-dimensional.

Fator da carga estatica.

Fator da carga dinamica.

Fator da carga critica dindmica (menor valor).

Carga axial estatica por unidade de comprimento.

Magnitude da excitacdo harmoénica por unidade de
comprimento.

Fator de proporcionalidade da imperfeicao.
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“There are no constraints on the
human mind, no walls around the human
spirit, no barriers to our progress except
those we ourselves erect”

"There are no great limits to growth
because there are no limits of human
intelligence, imagination, and wonder"

Ronald Reagan
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1
Introducgao

1.1
Definicoes e Breve Revisao Bibliografica

O uso de materiais compostos (também denominados compositos) reforgcados com
fibras no campo da engenharia estrutural tem crescido nas ultimas décadas, sendo
seu uso validado por inimeras pesquisas € por aplicagdes em estruturas reais.
Dentre estes, o uso de perfis de paredes finas feitos de Polimeros Refor¢ados com
Fibras (PRF, FRP em inglés) tem aumentado, especialmente onde as
caracteristicas de leveza e durabilidade sdao de primordial importancia. Os
materiais compostos consistem em dois ou mais materiais que retém suas
respectivas caracteristicas quimicas e fisicas quando combinados, resultando em
um material com propriedades unicas com relagdo aquelas dos constituintes
tomados separadamente. Ele ¢ composto de um material mais rigido e resistente,
denominado refor¢o, imerso em uma matriz com propriedades mecanicas
inferiores as do reforco. Enquanto o reforco confere rigidez e resisténcia ao
composto, a matriz ¢ responsavel pela protecdo do reforco e redistribui¢do de
forcas.

Dentre os materiais compostos usados em engenharia, observa-se um crescente
interesse naqueles obtidos pela combinag¢do de fibras imersas em uma matriz
polimérica, sobretudo os produzidos pelo processo de pultrusdo (Zaman et al.,
2013; Cardoso et al., 2014a,b; Vedernikov et al., 2020). A pultrusdo ¢ um dentre
os diversos processos de fabricacdo possiveis. Estd dentre os mais prevalentes
devido a sua automacao e alta capacidade de producdo. O processo consiste em
puxar camadas de material fibroso impregnado por uma resina, através de um
molde aquecido e, assim, formar o membro estrutural retilineo e de segdo
transversal constante (Clarke, 2003; Qiao e Shan, 2005). A maioria dos elementos
de polimero refor¢ado com fibra (PRF) para aplicagcdes em engenharia civil sdo
compostas por matriz polimérica, como poliéster, vinil-éster e epoxi, e reforco
normalmente de fibra de vidro, carbono ou aramida. Mantas ou tecidos também
sao usados para fornecer propriedades mecanicas minimas na diregdo transversal.
Os elementos de paredes finas de polimero reforcado com fibra sdo elementos
estruturais importantes. Polimeros refor¢ados com fibras de carbono e de vidro
(CFRP e GFRP em inglés) sdo os mais comuns.

Inicialmente, as aplicagdes mais comuns dos PRFs foram nas industrias
aeroespacial, automotiva e maritima, como materiais de baixo peso e alta
resisténcia. A aplicacdo de compositos em aeronaves civis ou militares seguiu os
estagios tipicos pelos quais toda nova tecnologia passa durante sua
implementagdo. No inicio, as aplicagdes eram limitadas a estruturas secundarias.
Esse uso limitado foi seguido por aplicacdes mais amplas, primeiro em aeronaves
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menores, aproveitando a experiéncia adquirida anteriormente. Mais recentemente,
com o aumento da demanda por eficiéncia e baixos custos de operagdo, os
compositos tém sido amplamente aplicados em aeronaves maiores (Kassapoglou,
2010).

Na engenharia civil, os compo6sitos de matriz polimérica teve seu uso na industria
da construgao relegado por muitos anos a aplicagdes ndo estruturais como
guarnigdes, revestimento e acabamento. Apesar disso, o setor de construgao ¢ um
dos maiores mercados de polimeros refor¢ados com fibra. Em 1999, este setor era
o segundo maior consumidor mundial de compositos poliméricos, representando
35% do mercado global (Zaman et al., 2013; Weaver, 1999). Nas ultimas décadas,
tem havido um esforco para migrar os perfis refor¢cados por fibras para aplicagdes
como elementos estruturais como vigas e colunas. Exemplos sdo encontrados em
todo o mundo de componentes em edificios, passarelas de pedestres ou pontes
para veiculos com vaos limitados, ferrovias e outras obras de infraestrutura de
engenharia civil, além de aplica¢des geotécnicas (Moy, 2013; Bank, 2006).

Com respeito aos materiais tradicionais, os componentes de PRF podem oferecer
vantagens significativas na montagem, transporte e langamento de partes da
estrutura. Suas vantagens nao se limitam a leveza, mas incluem alto desempenho
mecanico, anisotropia controlada, altas resisténcia e rigidez especifica, excelente
resisténcia a corrosdo eletroquimica e convenientes propriedades elétricas,
magnéticas e térmicas. Adicionalmente, os PRFs podem ser fabricados com
diferentes formatos de secdes e apresentam facilidade de instalagdo. A grande
resisténcia a ataques quimicos os torna particularmente adequados para uso em
ambientes agressivos. Essas vantagens podem as vezes resultar em redugdes de
custo significativas em comparagdo com outros materiais de constru¢ao e tornar
as estruturas de PRF mais sustentaveis. Adicionalmente, perfis compostos de
paredes finas tém sido usados em conjunto com outros materiais estruturais como
concreto, aco ¢ madeira bem como reforco em obras de reparo/reabilitacdo de
estruturas (Benmokrane et al., 2002; Schober et al., 2015).

Por outro lado, os PRFs apresentam problemas de fratura e delaminacao,
comportamento anisotropico e suas propriedades mecanicas podem ser afetadas
pela taxa de carregamento, temperatura e condi¢cdes ambientais. Com o aumento
de durabilidade, os PRFs podem, em um futuro préximo, competir com os
materiais de construgdo tradicionais. Os perfis com fibras na dire¢do longitudinal
(refor¢ados unidirecionalmente), como os estudados nesta tese, pertencem a classe
dos materiais ortotrdpicos cujas propriedades dependem do tipo, volume e
alinhamento das fibras, tipo de matriz, forma e qualidade da construcdo. Portanto,
as propriedades dos PRFs sdo direcionais, o que significa que as melhores
propriedades mecanicas estdo na direcao paralela as das fibras (Vedernikov et al.,
2020).

Diversas estruturas usando perfis pultrudados reforcados por fibras sdo descritas
na literatura técnica, enfatizando o seu uso em engenharia civil. A Figura 1.1
mostra uma passarela de pedestre em Lleida, Espanha, construida com perfis
pultrudados. A estrutura é um arco atirantado com 38 m de comprimento, 6,2 m
de altura e um deck tem 3 m de largura (Fibre-reinforced polymer composite
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bridges in Europe, s.d.). A ponte ¢ inteiramente feita de perfis pultrudados de
GPREF. A configuragdo do arco foi escolhida de forma a minimizar os problemas
de manutencdo devido ao baixo mddulo de elasticidade dos perfis de GPRF. A
escolha do GPRF foi influenciada pelo fato do material ser um isolante elétrico e
eliminar a interferéncia magnética com a ferrovia eletrificada. As vigas e painéis
de plastico reforcado com fibra de vidro utilizados na passarela foram fabricados
na Dinamarca e montados na Espanha (Fibre-reinforced polymer composite
bridges in Europe, s.d.; Caron et al., 2009). Recentemente, Wei et al. (2019)
estudaram o comportamento dindmico de oito passarelas compostas de PRF na
Europa, incluindo a passarela de Prato, Italia, (Figura 1.2). Esta passarela ¢ uma
estrutura simplesmente apoiada de 25 m de vao para pedestres e ciclistas,
inaugurada em 2008. As treligas foram construidas com PRFs em C (canais),
(Adilardi e Frasconi, 2008). A Figura 1.3 mostra uma estrutura reticulada espacial
totalmente em PRFs em forma de C (canais). A montagem desta estrutura foi
realizada para prote¢dao das ruinas da igreja historica de S. Maria Paganica, que
desabou parcialmente apds o terremoto de L'Aquila (Itdlia) em 4 de abril de 2009
(Feroldi e Russo, 2016).

Recentemente Vedernikov et al. (2020) apresentaram uma revisdo detalhada do
emprego de materiais pultrudados em estruturas contendo 523 referéncias. Esta
revisdo analisa os principais campos de aplicagdo dos elementos produzidos pelo
processo de pultrusdo em pontes e decks de pontes, torres de resfriamento,
elementos de construcdo e sistemas de construgdo completos, constru¢do naval,
transporte e sistemas de energia. Andlises da literatura cientifica em relagdo ao
comportamento mecanico de elementos pultrudados também s3o apresentadas.
Por fim, esta revisdo delineia as possibilidades de estudos futuros nesta area.

Figura 1.1: Passarela de pedestre em Lleida, Espanha, construida com
perfis pultrudados de GPRF
(https://en.wikipedia.org/wiki/GPRF_Lleida_Pedestrian_Bridge)
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(@) TS
Figura 1.2: Passarela de Prato, Italia: (a) vista lateral; (b) vista do deck
mostrando as trelicas construidas com PRFs em C (Wei et al., 2019).

Figura 1.3: Detalhe da estrutura em PRF para prote¢ao das ruinas da igreja
histérica de S. Maria Paganica, que desabou parcialmente apés o terremoto
de L'Aquila (Itadlia) em 4 de abril de 2009 (Boscato et al., 2012; Russo, 2013).

Como mostram estes exemplos, a maioria dos elementos de PRF sao estruturas de
paredes finas. Assim, as estruturas com elementos estruturais pultrudados,
geralmente sdo leves e esbeltas e tém baixo coeficiente de amortecimento
(Boscato e Russo, 2009; Song et al., 2004; Ahmadi et al., 2018, Wei et al., 2019).
Portanto, podem sofrer instabilidade sob cargas estaticas e dindmicas, além de
vibragdes excessivas. Apesar das inumeras pesquisas em perfis pultrudados,
muitos aspectos do comportamento pos-critico, sensibilidade a imperfeicdes,
caracteristicas dinamicas, instabilidade dinamica e vibragdes nao lineares ainda
sao pouco conhecidos, justificando o tema desta tese.

O comportamento estrutural dos perfis pultrudados de PRF difere
significativamente do obtido para materiais tradicionais. Ao contrario dos
elementos de ago ou de concreto armado, que escoam ou fissuram, os perfis
pultrudados de PRF exibem um comportamento eldstico linear até a falha, o que
geralmente ocorre para deformagdes bastante grandes. Apesar de sua relagao
constitutiva ortotropica e sua constituicdo laminada em camada, os perfis
pultrudados de PRF tém sido muita vezes projetados com base na teoria de vigas-
coluna assumindo um comportamento isotropico equivalente (Zureick, 1995;
Davalos et al., 1996).
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Devido ao baixo mddulo de Young e ao papel significativo desempenhado pela
deformacao de cisalhamento, o projeto de perfis pultrudados de PRF ¢é geralmente
governado por restricdes de deformagdo em servigo (Correia, 2004; Neto e La
Rovere, 2007). Além disso, o baixo moédulo de Young geralmente leva a falhas
desencadeadas geralmente por fendomenos de flambagem, e ndo por limitacdes de
resisténcia do material. De fato, o colapso de membros delgados ¢ geralmente
associado a mecanismos de flambagem global (flexdo ou flexo-tor¢ao), enquanto
a falha de membros menos esbeltos (ou lateralmente reforcados) geralmente
decorre da flambagem local.

Quanto a flambagem local nos membros do PRF, varios pesquisadores realizaram
investigagdes tanto numéricas quanto experimentais (Tomblin e Barbero, 1994;
Qiao et al., 2001; Pecce e Cosenza, 2000;. Cardoso e Vieira, 2017). Diferentes
formulagdes analiticas e numéricas foram propostas para estimar a carga critica da
flambagem local. No entanto, como discutido por Mottram (2002), existem
diferengas significativas entre os resultados experimentais disponiveis e as
previsdes produzidas por equagdes relatadas na literatura ou incluidas nos
manuais dos fabricantes.

As dificuldades na obten¢do de estimativas analiticas precisas das cargas criticas
de flambagem local, obtidas experimentalmente, provavelmente resultam de
incertezas quanto a (i) modelagem das restrigdes entre as diferentes placas da
secdo transversal (nas juncdes da flange e da alma), (ii) ndo-homogeneidade do
material e sua anisotropia e (iii) presenga inevitavel de imperfeigdes iniciais.

Kollar (2003) desenvolveu expressdes analiticas simples para estimar as cargas
criticas de flambagem local de vigas e colunas ortotropicas com secdes
transversais em | e vigas caixdo, que sdo baseadas em solucdes de placas e levam
em conta as restricdes rotacionais devido as paredes adjacentes a "placa critica",
ou seja, que desencadeia a flambagem local. Essas formulas fornecem estimativas
bastante precisas de carga critica de flambagem local quando comparadas com
valores produzidos por simulagdes de elementos finitos e testes experimentais
referentes a membros pultrudados de PRF (Bank et al., 1995).

Virias pesquisas dedicaram-se ao desenvolvimento de métodos analiticos em
forma fechada para andlise e dimensionamento de vigas compostas sujeitas a
flambagem local de mesas e almas (Kuehn et al., 2014; Cardoso e Vieira, 2017).

Um modelo analitico aproximado, que leva a uma solu¢do analitica de forma
fechada, é apresentado para explicar a interagdo de modos de flambagem nas
colunas compostas de secdo I por Barbero e Raftoyiannis (1994). O acoplamento
da flambagem lateral e distorcional em perfis de paredes finas ¢ investigado bem
como a flambagem das vigas I pultrudadas sujeitas a varias condigdes de carga. A
teoria da placa é usada para estudar as deflexdes locais das paredes da segdo
transversal. Os efeitos de cisalhamento e o acoplamento flexdo-tor¢do sdo
considerados na andlise, devido ao seu papel significativo (Barbero e Tomblin,
1994).
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No estudo da flambagem local, tanto a alma como as mesas sdo tratadas como
placas separadas da secdo transversal da viga, onde nas juncdes entre alma e
mesas sao consideradas restrigdes elasticas que representam a geometria €
propriedades do material dos elementos de viga adjacentes. No entanto, em muitas
situagdes, a flambagem local e global podem ocorrer simultaneamente, o que
geralmente ¢ referido como interacdo modal.

A formulacdo GBT (Generalized Beam Theory) desenvolvida por Silvestre e
Camotim (2002, 2003) e implementada numericamente no programa GBTUL
(Bebiano et al., 2008; 2018) permite analisar a flambagem local e global dos
membros de paredes finas de secdo aberta e material ortotropico. Além disso, o
software permite a identificacdo dos modos significativos de deformacdo da secao
transversal. Silva et al. (2010) estendeu esta formulagdo para membros de paredes
finas de PRF com sec¢des abertas arbitrarias e mostrou que fornece resultados de
flambagem que se comparam bastante bem com os valores numéricos e
experimentais relatados na literatura para colunas de se¢ao .

Na andlise da flambagem e vibragdes locais, discretiza-se cada elemento do perfil
como uma placa. Para o estudo do comportamento pos-critico e sensibilidade a
imperfei¢des € necessario o uso de teorias ndo lineares de placas. A resposta nao
linear de placas finas tem sido objeto de estudos extensivos e existem muitas
publicacdes sobre o assunto. Brush et al. (1975), Fares (1999) e Kim e Reddy
(2010) e Shen (2017) usaram a teoria nao linear de placas de von Karman para
estudar a estabilidade e vibragdes ndo lineares de placas. Para placas espessas usa-
se com frequéncia a teoria por deformacdo de cisalhamento de primeira ordem
(first-order shear deformation theory, FSDT). A FSDT leva em conta os efeitos de
deformagdo de cisalhamento através de uma variagao linear para deslocamentos e
requer um fator de correcdo de cisalhamento. Por outro lado, as teorias de mais
alta ordem (HSDT) ndo exigem fator de corre¢do de cisalhamento, mas suas
equagdes de movimento sao mais complicadas do que as da FSDT (Reddy, 1984;
Thai et al., 2014).

Uma vez que a rigidez do composito ¢ relativamente baixa, a flambagem ¢ uma
consideracdo importante no projeto estrutural (Qiao et al., 1999, 2001; Barbero,
2000). Enquanto os elementos curtos sofrem flambagem local, os elementos
longos geralmente sofrem flambagem em um modo global de flexdo ou flexo-
tor¢ao (Togashi, 2017). Para comprimentos intermediarios, a interagdo entre os
modos de flambagem local e global pode ser um fendémeno importante (Barbero,
2000).

Para estudar o comportamento pés-flambagem de uma viga-coluna longa de se¢ao
aberta, precisa-se considerar a ndo linearidade geométrica que depende da relacao
deformagdo-deslocamento adotada. A andlise de perfis de se¢do aberta foi
tradicionalmente desenvolvida usando-se a teoria proposta por Vlasov (1961).
Implementagdes numéricas e teorias desenvolvidas com base nas hipdteses de
Vlasov sdo encontradas com frequéncia na literatura (Bauld, 1984; Ambrosini et
al., 2000; Mohri et al., 2001, Yu et al., 2005 ; Pezeshky et al, 2020). Mohri et al.
(2001) apresentam uma formula¢do ndo linear para a analise do comportamento
global de perfis de se¢do aberta e paredes finas considerando os efeitos de
empenamento e encurtamento nas equacdes ndo lineares de equilibrio que serve
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de base para os estudos desenvolvidos neste tese. Mancilla et al. (2014) e
Coaquira et al. (2016) usaram esta formulagdo para estudar a estabilidade estatica
e frequéncias naturais de perfis de aco com diferentes geometrias de secao
transversal e condigdes de contorno.

Como os perfis de PRF geralmente tém uma alta relagdo resisténcia/rigidez, ¢
mais provavel que a capacidade da secao seja governada pela flambagem. Quando
carregadas em compressdo ou flexdo, os perfis estruturais de PRF geralmente
flambam em niveis de carga muito abaixo da resisténcia do material. Em uma viga
ou coluna, as tensdOes axiais na dire¢do do comprimento sdo as mais altas e,
portanto, as fibras sdo predominantemente orientadas nessa direcdo. Isso faz com
que as propriedades eldsticas nas diregdes transversais ao comprimento € ao
cisalhamento, sejam significativamente menores do que na dire¢do longitudinal.
Isso tem duas consequéncias principais: a flambagem local dos segmentos ocorre
para valores bem menores que em um material isotropico e a deformacdo por
cisalhamento afeta de maneira importante a andlise da flambagem global
(Barbero; 1993 e 2000). Quando a flambagem se desenvolve, a falha prematura
geralmente ocorre na jun¢do flange-alma devido a resisténcia limitada dessa zona
rica em resina € com poucas fibras (Cintra et al., 2019).

Devido a presenga de fibras alinhadas essencialmente unidirecionais, o PRF
pultrudado possui uma ortotropia distinta na qual as propriedades do material na
dire¢do das fibras sdo significativamente mais altas do que aquelas na diregdo
transversal. Seu comportamento mecanico depende das propriedades do
constituinte ¢ da fracdo volumétrica e é caracterizado por uma relagdo tensdo-
deformacao eléstica linear até o colapso, ndo exibindo ductilidade (Silvestre et al.,
2001). A natureza ortotrdpica do material, a heterogeneidade da distribui¢do das
fibras através da secdo transversal e as deformacdes por cisalhamento dentro e
fora do plano devido a baixa resisténcia ao cisalhamento podem influenciar seu
comportamento estrutural.

As colunas com perfil C em chapa dobrada sdo bem conhecidas por serem
altamente suscetiveis a fendmenos de instabilidade, conhecidas como flambagem
local (L), distorcional (D) e global (G - flexdo ou flexdo-tor¢do). Os modos L e D
podem ser importantes quando os perfis sdo formados pela associagdo de placas
esbeltas. Dependendo da geometria da coluna (dimensdes da secdo transversal e
comprimento) e condigdes de suporte, seu comportamento pds-flambagem e
resisténcia podem ser significativamente afetados por interagdes envolvendo os
trés modos de flambagem (locais, distorcionais e globais). Os modos podem
ocorrer de forma isolada ou conjunta, o que ¢ chamado acoplamento (Schafer,
2002; Dinis et al., 2012). A interagdo local-global (LG) é o fendmeno de interacao
mais investigado e, as disposi¢des de projeto atuais contém diretrizes baseadas no
método tradicional de largura efetiva ou no método mais recente de resisténcia
direta (DSM) (Batista, 2009; Schafer, 2008).

Enquanto muitos estudos numéricos (Dinis et al., 2007) e experimentais (Kwon et
al., 2009) se dedicam a investigar diversos aspectos da instabilidade colunas de
aco de secdo aberta formadas a frio, um nimero relativamente menor de pesquisas
foi dedicado a colunas de PRF. Dependendo de suas propriedades materiais e
geométricas, a flambagem local, distorcional e global de flexdo ou flexo-tor¢ao
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pode ocorrer em colunas com secao transversal aberta e também interacao entre os
diferentes modos de flambagem. Com base nesses estudos, algumas prescrigdes e
codigos de projeto sao encontrados para elementos PRF sob cargas estaticas
(ASCE, 2010; CNR, 2008; Ascione et al., 2016). No entanto, varios problemas
relacionados ao seu comportamento estdtico e flambagem continuam exigindo
analises mais aprofundadas. Na literatura e nos codigos de projeto, as abordagens
mais adotadas para prever a carga critica geralmente consideram cada parede da
secdo isolada, conectada as paredes adjacentes por molas rotacionais, apesar de
que formulagdes levando em consideracdo a secdo completa sejam encontradas na
literatura (Kuehn, 2014). No entanto, poucos projetos de pesquisa experimental e
analitica foram dedicados ao caso de resposta dindmica de vigas e colunas
compostas. Dentre as poucas pesquisas nesta area, Zhang e Taheri (2002) estudam
a flambagem dinamica de perfis pultrudados sob cargas axiais de impacto.

A carga maxima ou critica que leva a falha em estruturas de paredes delgadas ¢é
geralmente determinada pela sua estabilidade, ndo por sua resisténcia. A perda de
estabilidade de estruturas de paredes delgadas sujeitas a carga estdtica ¢ um
fenomeno conhecido e foi amplamente investigado na literatura mundial. No
entanto, a perda de estabilidade tem um carater dindmico. Esta ¢ uma razao por
que alguns pesquisadores utilizam a formulacdo dindmica para o estudo do
processo de perda de estabilidade. Outra, ¢ o relativo desconhecimento da perda
de estabilidade sob cargas dinamicas.

A configuracdo reta de uma coluna pode se tornar instavel sob uma carga axial
dindmica de magnitude significativamente menor que a carga de flambagem
estatica, se existirem certas relacdes entre a frequéncia da carga aplicada e as
frequéncias naturais da coluna na direcdo transversal. Nesse caso, a chamada
ressonancia paramétrica pode ocorrer e até distirbios laterais infinitesimais podem
levar a vibragdes laterais de grande amplitude. A ressonancia devido a excitagdo
paramétrica leva a um sistema de equagdes diferenciais homogéneas com
coeficiente de variacdo periddica. As equagdes linearizadas resultam em um
sistema de equag¢des de Mathieu-Hill, onde as solugdes instaveis crescem
exponencialmente (Bolotin, 1964; Nayfeh ¢ Mook, 1979; Xie, 2006; Fosse ¢
Nijmeijer, 2011; Richards, 2012).

A instabilidade dinamica de colunas de paredes finas de metal, carregadas
axialmente, sob cargas harmonicas e de pulso, foi objeto de uma série de trabalhos
no passado (Iwatsubo et al., 1973; Yabuki et al., 2005). Contudo, a maioria das
contribuicdes, mesmo nos ultimos anos, se restringe a determinacdo de
frequéncias/cargas criticas de excitacao pelo método de Bolotin (Bolotin, 1964)
que permite a obten¢do das fronteiras de instabilidade paramétrica de forma
aproximada a partir de uma formulacao linear. Apenas algumas contribui¢des sao
encontradas em relagdo ao comportamento ndo linear dessas estruturas e estas
consideram apenas o comportamento global. As vibracdes e bifurcagdes nao
lineares das colunas de PRF, curtas ou longas, foram raramente investigadas e,
segundo o conhecimento do autor, nenhum estudo anterior foi realizado sobre a
instabilidade paramétrica de colunas de PRF sujeitas a excitacdo axial, exceto o
trabalho de Coaquira et al. ( 2020); parte do presente trabalho.

Adicionalmente a maioria dos trabalhos ¢ dedicada a flambagem dinamica de
barras, placas finas e estruturas de cascas (Bolotin, 1964; Nayfeh e Mook, 1979;
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Xie, 2006; Del Prado et al., 2010), enquanto a analise da flambagem dinamica de
estruturas de paredes delgadas ndo tem sido suficientemente explorada, em
particular de colunas com sec¢des transversais complexas. Cabe destacar que, sdao
raras as publicagdes sobre perfis de PRF na area de dindmica de estruturas.

Kubiak (2011) analisou as respostas dinadmicas locais e globais de colunas de
paredes finas com secgdes transversais abertas sujeitas a carga de compressao
impulsiva, usado diferentes formas de pulsos. O estudo ¢ baseado na teoria
assintotica de Koiter para sistemas conservativos. Cortinez et al. (2002)
desenvolveram um modelo teorico para a analise dindmica de vigas compostas
por segdes transversais abertas ou fechadas. O modelo incorpora, de forma
completa, a flexibilidade devido ao cisalhamento, bem como um estado de tensoes
iniciais. Isso permite estudar as vibragdes livres e os problemas de flambagem de
forma unificada. Uma solucdo analitica das equacdes desenvolvidas ¢ obtida para
o caso de vigas de paredes finas simplesmente apoiadas.

Gunda et al. (2011) analisaram as vibragdes de grande amplitude de vigas
compostas laminadas com extremidades axialmente restringidas, com orientagdes
de camadas simétricas ¢ assimétricas usando o método Rayleigh-Ritz (R-R). Os
campos de deslocamento utilizados na formulagao analitica sdo acoplados usando
a equacdo de equilibrio axial estatica. A ndo linearidade geométrica é considerada
através do uso da teoria de placas de von Karman, permitindo a interagdo entre
esforcos de membrana e flexdo. Calim (2009) analisou as vibragdes livres e
forcadas de vigas compostas ndo uniformes usando o método de Laplace.
Banerjee (2003) analisou a vibragdo livre de vigas sanduiche de trés camadas pelo
método de rigidez dindmica.

Boscato e Russo (2009) estudam as vibragdes livres de perfis pultrudados usando
os modos globais e uma lei constitutiva isotropica. Wei et al. (2019) relatam
novos dados experimentais para propriedades dindmicas (ou seja, massa modal,
frequéncia natural e razdo de amortecimento) de oito passarclas compostas de
PRF na Europa, o que ajuda na compreensdo das propriedades dindmicas das
passarelas de PRF. Além disso, as propriedades dinamicas de seis outras
passarelas de PRF sdo apresentadas e comparadas com as propriedades de 124
passarelas construidas com outros materiais ap6s 1991. Uma comparagao
abrangente desses 138 conjuntos de propriedades dindmicas mostra que as
passarelas de PRF possuem frequéncias fundamentais semelhantes a outras
estruturas com o mesmo vao, mas geralmente taxas de amortecimento mais
elevadas (média de 2,5%, média de <1,0% para ago, concreto € compdsito ago-
concreto). Além disso, as frequéncias naturais e as taxas de amortecimento
identificadas de decaimentos livres medidos em passarelas de PRF sdo
dependentes da amplitude de resposta. A comparagdo dos picos de aceleracao de
PRF e passarelas convencionais revelou que as passarelas de PRF s3o, em média,
cerca de 3,5 vezes mais responsivas a excitagdo ressonante do que as pontes
convencionais com o mesmo comprimento de ponte, largura de convés e formato
modal devido a sua massa modal significativamente menor.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613092/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1613092/CA

37

1.2
Objetivo

O objetivo da presente tese ¢ estudar, através de formulacdes ndo lineares, a
estabilidade estatica e dinamica de colunas de material pultrudado com secao
transversal em C. Usa-se uma formulagdo nao linear para andlise do
comportamento global e duas formulagdes ndo lineares para analise do
comportamento local. Vérios aspectos importantes para o entendimento do
comportamento nao linear e seguranca destas estruturas sao analisados. No que se
refere a estabilidade estatica, sdo deduzidas expressdes analiticas para a carga
critica e estudam-se em detalhe os caminhos poés-criticos ¢ a sensibilidade a
imperfei¢cdes. Quanto ao comportamento dinamico, sdo deduzidas expressdes
analiticas para as frequéncias naturais e para a relacdo entre carga e frequéncia.
Por fim a resposta dindmica ndo linear e a instabilidade paramétrica sob um
carregamento axial harmonico ¢ estudada, destacando-se a determinagdo das
fronteiras de estabilidade paramétrica e escape, os diagramas de bifurcacdo e
bacias de atragdo. A andlise paramétrica mostra a influéncia do material
pultrudado e da geometria da coluna (comprimento e secdo transversal) nestes
resultados. Em todos os itens resultados inéditos sdo apresentados, contribuindo
para o projeto destas estruturas.

1.3
Descricao da Tese

Esta tese esta dividida em nove capitulos, sendo o primeiro a introducdo, onde se
apresenta uma pequena revisao bibliografica, justificativa do tema e descricdo da
tese. No Capitulo 2, apresenta se os aspectos gerais dos materiais compostos
pultrudados.

No Capitulo 3, apresenta-se a formulacdo matematica para descrever o
comportamento dindmico nao linear de vigas e colunas de se¢do transversal aberta
de paredes delgadas com base no trabalho de Mohri et al. (2001), que descreve de
forma precisa a flambagem global.

No Capitulo 4 se apresenta a formulacdo ndo linear para analise da flambagem e
vibragdes locais do perfil, considerando-o como formado por trés placas esbeltas e
levando em consideracdo as condi¢des de compatibilidade dos deslocamentos nas
conexdes das placas. Consideram-se duas teorias de placas: a teoria classica de
placas esbeltas e a teoria por deformacdo de cisalhamento de primeira ordem.

No Capitulo 5 s3o obtidas analiticamente as cargas e modos criticos do perfil,
considerando as formulagdes global e local descritas nos Capitulos 3 e 4 e
investiga-se a influéncia das caracteristicas fisicas e geométricas do perfil
pultrudado na carga e modos criticos. Os resultados da andlise sdo comparados
com aqueles obtidos através do programa GBTUL (Bebiano et al., 2008). Estes
resultados servirdo de base para analise do comportamento pods-critico e
sensibilidade a imperfei¢cdes estudados no Capitulo 7.

No Capitulo 6 sdo obtidas analiticamente as frequéncias naturais ¢ modos de
vibragdo do perfil pultrudado considerando as formulagdes global e local, e
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investiga-se a influéncia das caracteristicas fisicas e geométricas do perfil
pultrudado nas suas propriedades dinamicas. Os resultados relativos as
frequéncias naturais sdo comparados com aqueles obtidos através do programa
GBTUL (Bebiano et al., 2008). Estuda-se por fim a relagdo ndo linear entre o
carregamento estatico axial e as frequéncias de vibragao.

No Capitulo 7 sao deduzidas as equagdes ndo lineares de equilibrio que
descrevem o caminho pos-critico da estrutura perfeita e os caminhos nao lineares
de equilibrio da estrutura imperfeita, usando as formulag¢des global e local. A
seguir, apresentam-se os resultados da analise paramétrica, destacando-se os trés
tipos de comportamento do perfil em fun¢do do seu comprimento, a saber,
instabilidade no modo local, instabilidade no modo global de flexo-tor¢do e
instabilidade no modo global de flexdo em torno do eixo de menor inércia.

No Capitulo 8 sdo as equagdes ndo lineares de movimento da estrutura sob uma
carga axial harmonica, usando as formulagdes global e local e, a seguir, sdo
obtidas as regides de instabilidade paramétrica em fungdo da frequéncia e
magnitude da forca de excitagdo harmodnica. Estuda-se a influéncia do material,
amortecimento e geometria da se¢do transversal e comprimento do perfil nas
fronteiras de instabilidade paramétrica e diagramas de bifurcagdo.

No Capitulo 9, apresentam-se as conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros.
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2
Elementos Estruturais Pultrudados

Neste capitulo apresentam-se de forma concisa as principais caracteristicas dos
materiais pultrudados. Para uma descricdo mais detalhada consultar os trabalhos
de Cardoso (2014); Togashi (2017); Cintra (2017); Vieira (2019), desenvolvidos
na PUC-Rio, e os trabalhos de Arshad (2015); Vedernikov et al. (2020).

21
Aspectos gerais dos materiais compostos

O interesse dos materiais compostos estd ligado a dois fatores: econdmico e
desempenho. O fator econdmico vem do fato do material composto ser muito
mais leve que os materiais metalicos, o que implica em uma economia com
transporte € montagem e, nas industrias aeronautica e aeroespacial, em um
aumento de carga util. A redug@o na massa total da estrutura pode chegar a 30%
ou mais, em funcdo da aplicagdo dada ao material composto. O custo de
fabricacio de algumas pecas em material composto pode ser também
sensivelmente menor se comparado com os materiais metalicos (Zaman et al.,
2013; Vedernikov et al., 2020).

O fator desempenho estd ligado a procura por um melhor desempenho de
componentes estruturais, sobretudo no que diz respeito as caracteristicas
mecanicas (resisténcia a ruptura, resisténcia a ambientes agressivos, etc.). O
carater anisotropico dos materiais compostos ¢ o fator primordial para a obtencao
das propriedades mecanicas requeridas pelo componente. A leveza, juntamente
com as excelentes caracteristicas mecanicas, faz com que os materiais compostos
sejam cada vez mais utilizados em engenharia.

2.2
Componentes constituintes de um material composto

Um material composto (também chamado de material composito) ¢ um material
feito de dois ou mais materiais constituintes com propriedades fisicas ou quimicas
significativamente diferentes que, quando combinados, produzem um material
com caracteristicas diferentes dos componentes individuais. Os componentes
individuais permanecem separados e distintos dentro da estrutura acabada,
diferenciando um material composto de misturas e solucdes solidas. O novo
material pode ser preferido por varios motivos. Exemplos comuns incluem
materiais que sdo mais fortes, mais leves ou menos caros quando comparados aos
materiais tradicionais.
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Os materiais compostos conhecidos como compostos de polimero reforcado com
fibra (PRF) sdo feitos de uma matriz de polimero que ¢ refor¢ada com uma fibra
artificial ou natural (como vidro, carbono ou aramida) ou outro material de
reforco. A matriz protege as fibras de danos ambientais (ou seja, a resisténcia a
corrosdo, a resisténcia aos raios ultravioleta, a resisténcia ao impacto, etc.) e
transfere a carga entre as fibras. As fibras, por sua vez, fornecem resisténcia e
rigidez.

O processo de pultrusao ¢ um dos métodos mais econdmicos para a producao de
materiais compostos. E um processo continuo que produz poucos residuos. No
processo de pultrusdo para resinas termofixas, os materiais de refor¢go como fibras
ou fios tecidos ou trancados sdo impregnados com resina, possivelmente seguido
por um sistema de pré-formacdo separado, ¢ puxados através de uma matriz
estacionaria aquecida onde a resina sofre polimerizacdo. A impregnacdo ¢ feita
puxando o reforco através de um banho ou injetando a resina em uma camara de
inje¢do que normalmente ¢ conectada a matriz. Uma peca curada na forma
desejada ndo requer processamento adicional quando sai da matriz. Embora o
processo pareca simples, varias variaveis de processo, como velocidade de
extragdo, temperatura da matriz, umidade da fibra/resina e volume da fibra podem
afetar a qualidade dos compdsitos pultrudados. As etapas tipicas do processo siao
ilustradas na Figura 2.1. Para tirar o0 maximo proveito do processo de pultrusao, o
efeito que cada varidvel do processo tem nas propriedades mecénicas deve ser
completamente compreendido (The Composite Materials Research Group
(CMRG), s.d. at the University of Mississippi).

O processo de pultrusdo também oferece uma combinagdo Unica de
caracteristicas. Devido a natureza continua do processo de pultrusdo, compostos
de qualquer comprimento desejado podem ser produzidos. O processo de
pultrusdo pode ser usado para fabricar perfis com geometria simples ou complexa;
no entanto, a peca deve ter uma se¢do transversal constante ao longo do seu
comprimento. O deslocamento através da matriz resulta em todas as superficies de
um composito pultrudado sendo superficies lisas e acabadas. As velocidades do
processo variam dependendo do tipo de resina e da geometria do perfil, mas
velocidades de linha mais rdpidas sdo desejaveis para aumentar a eficiéncia e
economia do processo. A pultrusdo pode produzir compoésitos com maior volume
de fibra e, portanto, melhores propriedades mecanicas do que muitos processos
podem alcangar. A natureza automatizada do processo produz compostos com
propriedades mais uniformes que ndo sdo dependentes da habilidade do operador
(The Composite Materials Research Group (CMRG), s.d. at the University of
Mississippi ).
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Figura 2.1: O processo de pultrusdo (https://bedfordreinforced.com/the-
pultrusion-process/).

Fibras

A fibra ¢ o elemento constituinte que confere ao material composto suas
caracteristicas mecanicas: rigidez, resisténcia a ruptura, etc. As fibras podem ser
curtas, de alguns centimetros, que sdo injetadas no momento da moldagem da
peca, ou longas e que sdo cortadas apds a fabricacdo da peca. Os tipos mais
comuns de fibras sdo: de vidro, de aramida (kevlar), carbono e boro. As fibras
podem ser definidas como sendo unidirecionais, quando orientadas seguindo uma
mesma direcdo; bidimensionais, com as fibras orientadas segundo duas direcdes
ortogonais (tecidos), ou com as fibras orientadas aleatoriamente (esteiras), e
tridimensionais, quando as fibras sdo orientadas no espacgo tridimensional (tecidos
multidimensionais).

Matrizes

As matrizes tém como fun¢do principal, transferir as solicitagdes mecanicas as
fibras e protegé-las do ambiente externo. As matrizes podem ser resinosas
(poliéster, epoxi, etc), minerais (carbono) e metalicas (ligas de aluminio).

A escolha entre um tipo de fibra e uma matriz depende fundamentalmente da
aplicacdo ao qual serd dado o material composto como, por exemplo,
caracteristicas mecanicas elevadas, resisténcia a altas temperaturas, resisténcia a
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corrosao, etc. O custo em muitos casos pode também ser um fator de escolha entre
um ou outro componente. Deve ser observada também a compatibilidade entre as
fibras e as matrizes.

23
Constantes Elasticas dos Materiais Compostos

A anisotropia dos materiais compostos ¢ mais facilmente trabalhada do que nos
casos mais gerais de materiais anisotropicos, como, por exemplo, a madeira. Para
os materiais compostos pultrudados, pode-se definir um sistema de eixos
ortogonais compativel com a direcdo das fibras, em fun¢do do qual as
propriedades mecanicas sdo facilmente identificadas. Pode-se considerar, pois, um
eixo designado 1 (longitudinal) na direcdo das fibras, um outro designado 2
(transversal) colocado transversalmente as fibras e um terceiro designado 3
(normal) colocado ortogonalmente aos dois anteriores, como ilustra a Figura 2.2.
Os materiais pultrudados com refor¢o unidirecional sdo normalmente designados
como com ortotropia especial ou ortotropicos com isotropia transversal.

1

Figura 2.2: Sistema de eixos do perfil pultrudado

A lei constitutiva do material composto que relaciona deformagao e tensdo através
da matriz de flexibilidade, com respeito ao sistema de eixos considerados (1, 2, 3),
contém nove constantes eldsticas independentes, a saber:
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onde:

&;; = deformacdes normais na direcdo i

Yij = deformagdes angulares no plano ij

0;; = tensdes normais na direcao i

7;; = tensdes de cisalhamento no plano ij

v;j = coeficiente de Poisson (deformagdo causada na direg¢do j devida a uma
solicita¢dao na diregao 1).

E; = modulo de elasticidade na direcao 1

Gi; = modulo de cisalhamento no plano ij
Como a matriz ¢ simétrica, tem-se que:

Va1 _ V12 V31 _ Vi3 U3z _ Vg3

E, B’ Es E E; B, 2.2)

Em muitos casos, ¢ possivel considerar que as propriedades mecanicas nas
dire¢des 2 e 3 como idénticas, ja que, como mostrado na Figura 2.2, estas diregdes
sdao dire¢des perpendiculares a direcdo das fibras, direcdo 1. Para este tipo de
material, dito isotrdpico transverso, a matriz constitutiva necessita somente de
cinco constantes elasticas independentes:

(1 v va '
E; E, E,
e 1 va 0
€11 Ey Ez 1EZ 011
B o]
€3 | _ 1 2 2 033
Yas [ 2(1 4+ v,) 0 i T23 f (2.3)
—_— T
Y13} E, 13)
Y12 1 T12
0 0 — 0
G1z
0 0 1
| G132

onde:
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v, = Coeficiente de Poisson no plano de isotropia transversa

: . : 1 2(14vy)
Nota-se que, devido a isotropia transversa, — = E—Z
23 2

Considerado somente o estado plano de tensdo (placas laminadas com 6,; = 0, 1,,
=0 e 1,;,=0), a matriz de rigidez do material composto ¢ frequentemente expressa

da seguinte forma:

011 Qi1 Q12 0 (11
Oz = Q12 sz 0 €22 (2.4)
T12 0 0 Qgel V12
onde:
p—
H (1 = vy2v,1)
Qs = —22
227 (1= vipvy) (2:3)
vy1Ey
Q="
(1 —vy,vy)
Q6 = G12

Tabela 2.1: Coeficientes tipicos de rigidez e de contragao transversal
(condigao seca).

[MPa] [..]
Modulo de Elasticidade E; 20000 - 28000
Modulo de Elasticidade E, 5000 - 15000
Modulo de cisalhamento Gy 2200 - 6000
Coeficiente de Poisson Vi 0.23-0.32
Coeficiente de Poisson Va1 0.09-0.16

Como estudos recentes sobre as propriedades e analise experimental de perfis
pultrudados podem ser citados os trabalhos de Cardoso (2014); Arshad, (2015);
Togashi, (2017); Cintra, (2017) e Vieira, (2019), dentre outros. Vedernikov et al.
(2020) apresentaram uma revisdo bibliografica detalhada do emprego de materiais
pultrudados em estruturas contendo 523 referéncias. As Tabelas 2.2 ¢ 2.3 mostram
a faixa de variacdo das propriedades mecanicas observadas nesta revisdo
bibliografica para os componentes ¢ os perfis de material pultrudado.
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Tensile Tensile Flexural Flexural Shear Shear Poisson’s
strength modulus strength modulus strength modulus -
Material (MPa)  (GPa) (MPa)  (GPa) (MPa)  (GPa) Density (kg/m?)  atio ()
Epoxi 55-130 2.5-4.1 70-140 3.0 46-70 0.98-1.24 1100-1300 0.20-0.37
Poliéster 20-100 1.8-4.1 70-132 3.9-4.0 56-70 1.38-1.6 1000-1450 0.1-0.38
Ester vinilico 70-87 3.0-5.1 149-156 3.2-3.5 - 1.43-1.6 1100-1300 0.3-0.4
Acrilico 56-88 2.2-3.1 117-215 2.9-3.7 - - - -
Fenol 35-60 1.2-4.1 48 - 43 - 1200-1400 -
Polipropileno 34-37.2 0.7 34 1.2-1.5 - - 900 -
ABS 28-45 1.5-2.4 63-76 2.1-2.2 62.1 1.06 1020-1050 -
Nylon 55-90 1.3-3.5 108-117 2.8 - - 1100-1160 -
Propriedades tipicas das fibras de reforg¢o (Vedernikov et al., 2020)
Basalto 2500-4800  85-110 - 21.7 7-17 2600-2800  0.2-0.26
Carbono 3650-7000  207-600 1400 90 3-7 1700-1800  0.25-0.3
Fibra de vidro tipo E  2500-4800  70-81.2 830 26-28.8 7-20 2540-2570  0.2-0.3
Fibra de vidro tipo S 4200-4800  83-93 - 35-39 - 2485-2540  0.21-0.23
Kenaf - 4.5 - - - 1400 0.15
Kevlar (Aramida\) 2900-3400  70-152 280 2.9 12 1390-1467  0.35
Linho 500-900 50 - - - 1400-1500 -
Boro 4137 400 - 167 140 2630 0.2



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613092/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1613092/CA

Tabela 2.3: Propriedades mecanicas tipicas de elementos pultrudados (Vedernikov et al., 2020)

vz:g?'r:e Tensile Tensile Compressive Shear Shear
fraction Density strength modulus strength strength  modulus
Material (%) (kg/m?) (MPa) (GPa) (MPa) (MPa) (GPa)
E-glass roving/polyester 46-80% 1600-2000 307-1320  21-59 290-1240 27 3.5
E-glass mat+roving/polyester 48-61% 1750-1900 235-400 18-36 220-485 25-52 2.6-5.0
E-glass roving/vinylester 62% 1770 240 18-42 240 22 4.0
E-glass mat+roving/vinylester 24 3.7
E-glass roving/epoxy 52-53% 414-790 32-40 3.0-4.5
E-glass mat+roving/epoxy 56% 2000 42 7
E-glass roving/polyurethane 58% 310-850 37-47
Carbon roving/epoxy 65% 1500-1600 1430-2200 130-180 985-1450 72 3.6-4.2
Carbon roving/vinylester 1600 2000 140-145 1400
Kevlar roving/styrene acrylonitrile 61% 1180 170 9.4 120
Kevlar roving/styrene acrylonitrile 61% 1130 170 9.3 90
Kevlar roving/polyethylene 61% 1235 165 9.2 40

* Roving: fios alinhados, Mat: manta de fios orientados aleatoriamente
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3
Formulagao para Analise do Comportamento Global

Neste capitulo ¢ apresentada a formulacao utilizada para a obtengao do funcional
de energia e das equagdes de equilibrio ndo lineares para vigas-coluna de secio
transversal aberta de paredes delgadas com imperfeigdes, com base no trabalho de
Mohri et al. (2003) e nos estudos desenvolvidos por Mancilla et al. (2014) e
Coaquira et al. (2016).

3.1
Formulagao Matematica do Perfil com Imperfeigao

Um elemento de barra reta de se¢do transversal aberta ¢ mostrada na Figura 3.1.
Para a formulagdo do problema se adota um sistema cartesiano de coordenadas
globais (X,Y,Z), como mostra a Figura 3.1, onde X representa o eixo da barra na
configuracdo inicial indeformada e Y e Z definem os eixos da secdo transversal,
coincidindo com os eixos principais de inércia.

3141

Cinematica

Adota-se como origem do sistema de eixos o centro de gravidade da secdo,
denotado por CG. Em se¢des com um unico eixo de simetria (monosimétricas) ou
assimétricas, o centro de cisalhamento, SC, ndo coincide com o centro de
gravidade, sendo suas coordenadas no sistema de referéncias aqui adotado dadas
por (¥, z;). Considere-se M, um ponto ao longo do contorno da secdo com
coordenadas (y, z, w,), onde ws, ¢é a area setorial de um ponto usado no modelo de
Vlasov para tor¢do ndo uniforme (Vlasov, 1961), como ilustra a area em azul na
Figura 3.1.

As hipéteses fundamentais da teoria de Vlasov para elementos de secdo
transversal aberta e paredes delgadas (Vlasov, 1961) sdo:

e A forma da se¢do transversal ndo se altera, ou seja, nao sdao consideradas
distor¢des de se¢do em seu proprio plano (yxy= 0);

e As deformagdes por cisalhamento na superficie média da barra podem ser
desprezadas (e,,= 0). Esta hipotese corresponde a de Euler-Bernoulli na
teoria classica de vigas; e

e O empenamento da se¢do transversal ¢ constante ao longo da espessura ¢
pode ser representado pelo seu valor ao longo da superficie média.

A partir da primeira hipdtese, como ilustra a Figura 3.2, a posicdo do ponto M
com relagdo ao centro de cisalhamento pode ser derivada. A primeira hipdtese
significa que a secdo transversal sofre deslocamentos no seu proprio plano, que
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correspondem a um movimento de corpo rigido. Assim os deslocamentos
transversais do ponto M, v, e wy, podem ser assim descritos respectivamente por:

vy =v—(z—z.)senb, — (y — y.)cosb, (3.1)
wy =w+ (y —y.)senb, — (z — z.)(1 — cos0,) (3.2)

onde, v e w sdo as componentes de deslocamento do centro de cisalhamento e 6,
¢ o angulo de tor¢do, com respeito ao centro de gravidade da secdo transversal.

Z w
A
Vv
0,
u
SC G -

(=

X

Figura 3.1: Elementos de uma secao transversal aberta, Sistema de
referéncia e Notagao.

> N

\ g

sco /., > Y

X

Figura 3.2: Componentes do deslocamento do centro de cisalhamento

O deslocamento axial u,, ¢ derivado a partir da segunda hipétese. Introduzindo no
ponto M da secdo um sistema de coordenadas curvilineo S (Figura 3.3), t€ém-se as
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componentes de deslocamento v, € w, do ponto M na dire¢do tangencial e
transversal a parede do elemento, respectivamente. Assim a componente &,; do
tensor de deformacdes de Green, devido ao cisalhamento ao longo do contorno,
tem que ser nulo, ou seja:

duy 0vy 0ve0v, Jw;ow,
=Yyttt Tt 3.3
s =55 T ox | 9x ds | ox 0s 0 (3-3)

Os deslocamentos v; € w; sdo deduzidos a partir do campo de deslocamentos vy, €
Wy, sendo dados por:

Vi =vcosa+wsena+ hsenf, +r(cosf, — 1) (3.4)
w, = —vsena+wcosa+rsenb, —h(cosb, — 1) (3.5)

Nestas relagdes, a é o dngulo entre o eixo Y e a tangente no ponto M, h(s) e r(s)
sdo as coordenadas do centro de cisalhamento no sistema de coordenadas t-n,
como ilustra a Figura 3.3. Substituindo as expressoes (3.4) e (3,5) na expressao
(3.3) e integrando a expressdo resultante em termos da coordenada local S ao
longo da se¢do transversal, e considerando que

oh _ (3.6a)
ds
or _ (3.6b)
ds
dy =dscosa (3.6¢)
dz =dssena (3.6d)
w = f hds
. (3.6¢)
obtém-se para o deslocamento axial uy,:
uy =u—yW'cosb, +w'senb,) — z(w'cos8, — v'senb,) — wb, (3.7)

Nesta formulagdo, o simbolo (.)" denota a derivada com respeito a variavel x.
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Figura 3.3: Eixos normal e tangencial ao contorno da sec¢ao transversal.

O tensor de Green ¢ dado por:

duy  1[0uy\> [0V \2 0w\’
— - 3.8
Exx 6x+2[(0x)+<6x> +<0x> 38

1/0u av 1 [0uy du dvy dv 0wy 0
exy:—<—M+—M) e U A e Rl WM] (3.9)
2\ dy 0x 21 0x Ody dx 0dy dx 0y
1 /0uy OJwy 110uy duy 0Ovy dvy Odwy awM]
— (=M MY L 2 3.10
Exz 2(62+6x)+2 x 0z @« ox 0z | ox oz ©.10)

Introduzindo o campo de deslocamentos para v, w e 6, no tensor de Green,
obtém-se:

Exx =& 1t & (3.11a)
1 Jw ,
exy=—§<z—zc+@)9x (3.11b)
1 dw
Exz =§(3’—YC+£)9;¢ (3.11c¢)
onde:

&g =u"—yW"cosl, +w'sen,) —z(w'"cos, —v'"senb,) — wb;, (3.12)

1
g2 = 5 (V2 + W + R20.%) — 3.0, (w'cos, — v'senby) (3.13)

+ z.60,(v'cosO, + w'senb,)

R = (y - yc)z + (z - Zc)z (3.14)
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Destas expressdes observa-se que as duas parcelas da deformacdo axial, &; e &,
dependem nao linearmente das variaveis desconhecidas u, v, w e 6,..

3.2

Formulagao Variacional

As equagdes ndo lineares de movimento podem ser obtidas a partir do principio
variacional de Hamilton, considerando a funcdo de Lagrange L =T —U + W,
onde U ¢ a energia interna de deformacao, T ¢ a energia cinética e W ¢ o trabalho
das cargas externas.

3.21
Variacado da Energia de Interna Deformacgao
A energia interna de deformacao U de um corpo elastico pode ser escrito como:

U= j j(oxxexx + 20y Exy + 205,85, )dA dx (3.15)
L2

As equagdes de equilibrio sdo obtidas da condicdo de estacionaridade da energia
potencial total, Il = U — W, e as equagdes de movimento a partir da condigdo de
estacionaridade da funcao de Lagrange, sendo dadas respectivamente por:

S =8 —W) =0 (3.16)
SL)=8T-M=8T-U+W)=0 (3.17)

A variagdo da energia interna de deformacao ¢ dada por:
SU = [, [, (0ux8xx + 20,08,y + 20,,8¢,,)dA dx (3.18)

onde a;; € o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff.
Usando as Equagdes (3.11) a (3.13), obtém-se a variagdo das componentes do
tensor de deformacdes, a saber:

&xy = 0u' —y(6v''cosO, + Sw' senb,.)
—y(w''cosb, —v''senb, )50,
—z(6w" cosO, — 8v''senb,.)
+ z(w'"senb, + v cosb,)56, — wdb,
+6v'(v' +y.0ysenf, + z.0,cos0,)
+ éw'(W' —y.0,cos6, + z.0,senb,) (3.19)
+ 805(R?6; + y.(v'senb, — w'cos6,)
+z.(v'cosb, + W’seon))
+ +86,(y.(w'6;senb, +v'8;cos6,)
+ z.(W'0cos8, — v'0;senb,))
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1 Jw ,
5€xy = —E (Z — Z; + E) 59x (320)
1 Jw
Se,y = E(y—yc +E) 56. (3.21)

A variacdo da energia interna de deformagdo pode ser expressa como uma fung¢ao
dos esforgos resultantes atuando na segdo transversal do elemento de parede
delgada no estado deformado. Os esforgos internos sdo dados pelas seguintes
integrais ao longo da area da secdo transversal:

= (3.22)
A
M, = f OxxZdA (3.23)
A
M, = —f Oy VAA (3.24)
A
B, = —f OxyWdA (3.25)
A
Jw Jw
My, = f (ze (y —Yc— E) — Oxy <Z —Zc— E)) dA (3.26)
A
My = j o R2dA (3.27)
A

onde N ¢ o esfor¢o normal, M, e M, sio os momentos fletores, B, ¢ o bi

momento, M, ¢ 0 momento de tor¢do de Saint Venant e My ¢ uma resultante de
ordem superior, como ilustrado na Figura 3.4.
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Figura 3.4: Forgas resultantes da se¢ao.

Introduzindo as expressdes (3.19) a (3.27) na Eq. (3.18), obtém-se:

8U = [, N(6u' +6v'(v' + y.Oysenby + z.0ycos6,) +

Sw'(W' =y 0ycos6, + z.0ysenb,))dx + [, NEO,(y.(w'Oysenb, +
v'0;c050,) + z.(W'0cos8, — v'0;senb,)) dx +

J, N66,(y:(v'send, —w'cosb,) + z.(v'cosb, + w'senb,))dx +
i (M,(8v"cos, + 5w senb,)) dx + J, (M;(w" cosb, —

v''senb, )60, )dx — fL (My(SW”cosex — 5v”sen0x)) dx +
J, (My(w"senb, + v cos6,)66, )dx + [, B,56) dx +

J, Mg0y665dx + [ Ms,66, dx

(3.28)

O potencial de energia ¢ entdo definido como uma fungdo dos deslocamentos
virtuais e suas derivadas. Fazendo a integra¢do por partes da Equacdo (3.28) e
coletando os termos relacionados aos deslocamentos virtuais du, 6v, dw e §6,,
obtém-se:

6U = [, {(—N)5u + [(Mzcosex)” + (M,seng,) -

N(v' + (ycsenex + zccosex)e;) ] ov + [—(Mycosex) +
(Msen8,)" = N(w = (y,c0s0, — 75en6,)6.) | ow +

[Bl) — (M) — (MR63)' + M, (w" senb, + v" cosb,) +
M,(w" cos0, —v"senf,) + N(y.05(w'senb, +v'cosb,) +
2.0;(w'cos6, —v'sen,)) — Ny.(—w'cos0, + v'senb,)’ —
Nz (w'senb, + v’cos@x)’]SGx} dx

(3.29)
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3.2.2
Variagao do Trabalho das Cargas Externas
Consideram-se cargas distribuidas transversais ao eixo da barra, q, € q,, bem

como carga distribuida na dire¢do axial, q,, além de um momento torsor axial,
m,. Assim, tem-se:

W= f (qu +qyv + qw +m,6,) dx (3.30)
A variagdo do trabalho das cargas externas ¢ dada por:

SW = f (qx6u + q,6v + q,6w + m,56,) dx (3.31)

O momento torsor, m,, pode ter componentes geradas pelas cargas q, € g, em
fungéo das suas excentricidades e, ¢ e, com relagdo ao centro de cisalhamento.

3.23
Variagao da Energia Cinética

A energia cinética de um elemento de paredes delgadas, com massa por unidade
de volume p, ¢ dada por:

f f [ auM 6VM) N (6;21\4) ldAdx (3:32)

Integrando na area da secdo transversal e desprezando os termos de inércia a
rotagdo, obtém-se:

T 1[ [(611)2 N (61/)2 N (6w> ‘L (69 ) N v 06,
= — m —_— _— —_— ZC _—
2 / Jt ot ot ot Jot ot (3.33)
ow 00,
Yoot ae |
com m = pA a massa do elemento por unidade de comprimento e /, 0 momento
polar de inércia.
A variagdo da energia cinética ¢ dada por:

1 Ju d av a0, 0
5T=—f U su+ ( +Z—)a5v

2 Jt ot at ¢ ot
L
(aw 90, ) 0 (3.34)
ot Y< ot )oY

+(1 0, , W aW) 59]d
ot " “car Y or) ot x
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Integrando por partes a Equacdo (3.34) e coletando os termos em funcao dos
deslocamentos virtuais du, 6v, Sw e §6,, obtém-se:

d?u d?v d?e,
6T=f—m F ou + F-FZCF ov
L

N (dzw d29x> S (3.35)

dtz Ve qez
d?o, d?v d?w
+ Io_dtz +Zcﬁ—yc—dt2 69x dx

3.3
Equacoes de Movimento

ApoOs determinar a variagdo das parcelas da fungcdo de Lagrange, tém-se, a partir
do principio de Hamilton, as seguintes equacdes de movimento:

d*u
1. mﬁ(_N,) — qx (3-36)
dZV dzex " "
0. M g@ i g |+ (Macos6)” + (Myseno,) (3.37)
—NQ@' + (y.senby + z.c056,)0,) = q,
dZW dze ) "
3. ™ ( az Ve dtz") ~ (Mycos6,) -+ (Mysens) (338)
- N(W, - (yccosﬂx - chengx)gié), =4
d2e d?v d*w ., , N
(Io dtzx + 2z, dt? — Ve dt2> + Bw - (Msv) - (MRHX)
+ M,(w"senb, +v"cosb,)
+ M,(w" cosf, — v''senb,) (3.39)

4. + N(y:0;(w'send, + v'cosb,)
+ 2.0;(w'cosf, — v'senb,))
— Ny.(—w'cos8, + v'senb,)’
— Nz .(w'senb, +v'cos0,) = m,

Estas sdo as equagdes nao lineares de movimento considerando grandes
deslocamentos e rotagdes, considerando as expressdes exatas das relagdes
cinemadticas. Estas equagdes sdo ndo lineares e fortemente acopladas. O
acoplamento resulta do angulo de tor¢do 6, (acoplamento cinematico) e das
coordenadas do centro de cisalhamento, y. e z, que tém influéncia marcante no
comportamento estatico e dindmico de segdes assimétricas e monosimétricas.
Eliminando os termos de inércia, obtém-se as equagdes nao lineares de equilibrio
estatico.
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3.31
Equagoes Constitutivas

As equagdes de equilibrio foram estabelecidas sem nenhuma referéncia ao
comportamento do material e as relagdes tensdo-deformagdao. Adotando-se um
comportamento elastico e linear, tem-se que as forcas internas sao dadas por:

N =EA (u’ + % V2 +w?+1,02) +2z.v'0; — yCW’H,’C> (3.40)
My, = —EI,(k,cos8, — k,send, — §,04%) (3.41)
M, = EI,(k,cos0, + k,senf, — B,6,) (3.42)
B, = EI,(8) — B,6:*) (3.43)
M, = GJO, (3.44)

Mg = NI, — 2E1,B,(v'cos, + w"senb,)

— 2EL,B,(W" cos6, —v"send,) — 2E1,p, 05 (3.45)

1
+ 5 E(Ig — AI)6}?

onde k,, € k, sdo as mudangas de curvatura, A € a drea da se¢do transversal, [, e [,
sdo respectivamente os momentos de inércia com relagdo aos eixos Z e Y, J ¢ a
constante de tor¢do de Saint Venant, /,, € a constante de empenamento € By, f, €
B, sdo os coeficientes de Wagner (Mohri et al., 2003) e E = E; ¢ G = G, sdo
respectivamente o modulo de Young longitudinal (na direcdo das fibras do
material pultrudado que coincide com o eixo do perfil) e o moddulo de
cisalhamento do material no plano das chapas do perfil.

Estes parametros geométricos sdo obtidos através das seguintes integrais:

I, = f 22dA (3.46)

I, = f y2dA (3.47)

I, = f w?dA (3.48)

By = F y(yz + Zz)dA — Y (3.49)
ZA

ﬁzzy Z(y2+22)dA_Zc (3.50)
y

A
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Bo w(y? + z%)dA (3.51)

=m
A

Adicionalmente, tem-se que |, ¢ o momento polar de inércia em torno do centro

de cisalhamento e Iy é o quarto momento de inércia em torno do centro de
cisalhamento. Suas expressoes sdo:

L +1
I, = % +y2 + 22 (3.52)
Ig= [, [ —y)* + (z — 2.)*]*dA (3.53)

Partindo da teoria classica de flexdo, as expressdes exatas para as mudangas de
curvatura sdo dadas por:

k, = —2 (3.54)
Y 1—w'? .

=" (3.55)
LT = '

As equagdes de movimento aqui deduzidas sdo de dificil resolucdo em fun¢do da
presenca das fungdes trigonométricas e das expressdes nao lineares das
curvaturas.

3.3.2
Analise de Flambagem de uma Viga-Coluna com Imperfeigao Inicial.

Para obter uma formula¢do ndo linear com ndo linearidade polinomial e que
permita a introdu¢do do efeito de imperfeicdes geométricas de uma forma
simples, adotam-se as seguintes aproximagdes para as mudangas de curvatura:

k W m (1 + WIZ) (3.56)
= W _— .

Y 1w 2

k B V" . 1 ,VIZ
v A RS (3.57)

Para pequenos deslocamentos, estas relagdes sdo reduzidas as bem conhecidas
relagdes lineares k, = w" ek, = v".

Nas aproximacdes para cosf, ¢ senf, sao considerados os dois primeiros termos
de suas expansdes em séries de Taylor, ou seja:

2
X
COSHx =1- 7 (358)
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05
senf, =0, — 3 (3.59)

Para incluir o efeito das imperfei¢des geométricas iniciais, considera-se que a
mudan¢a de curvatura ¢ dada pela diferenca de curvatura da viga-coluna sem
imperfei¢do e a curvatura inicial, ou seja:

M, = EL,AK = EL,[K(u,v,w, 0,) — K (s, Vo, Wp, By )] (3.60)

onde u, ¢ a imperfeicdo no eixo axial, geralmente desconsiderada, v, ¢ a
imperfei¢do no eixo menor de inércia, w, ¢ a imperfeicdo no eixo maior de
inércia, e 6,, ¢ a imperfei¢do inicial de rotacdo. A Figura 3.5 ilustra uma coluna
com uma imperfeicao inicial w,, e a coluna deformada. Os deslocamentos w, e w
sao medidos em relagdo a configuragdo inicial indeformada.

Figura 3.5: Deflexao da coluna imperfeita, w = w — w,,.

Introduzindo as aproximagdes para as mudancas de curvaturas k,, k, € para
cosf, e senf,, nas equagdes constitutivas de momento, obtém-se:

. w'? 02 ., v'2 03
My=—EIyW 1+T 1—7 -V 1+7 Qx—?

- ﬁz 99,62]

12 2
" Wo eox
+ EIy [WO <1 +T> <1 —T>
V/Z 93
- (1+2) (00 - 2 - 03

(3.61)
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M, =EL|v" 1+V’2 1 0 +w" 1+W’2 0 G:
z = Blz |V 2 2 ]V 2 J\"* "6
_ﬁyealcz]
.VIZ 92
—Elz[vg’<1+%><1—%>

WIZ 93
+w <1 + 7") <90x - %) - ﬁyegi]

Introduzindo as expressdes de momento nas equagdes de movimento Equagdes
(3.36 — 3.39), e considerando os termos nao lineares até a terceira ordem, chegam-
se as seguintes equacdes de equilibrio.

(3.62)

dzv + dzex +EI (4) +3 [N + 13 + 17(4)17’2
ml|\—=—-+tzZ.—— 14 vvov v
dtz = ¢ dt? z 2

— N(v" + 2,07 + v.(0,0¢ + 6,2))
+ (El, —EL)(w™0, + 2w""0; + w6y
—v®Wo2 — 4v'"0,0, — 2v"0,6) —2v"6}?)

—El, <w§‘” 0, + 2w, 0., + w6l

0%, 062
—u@(§f+§)—mﬁxaw4+@%a (.63)

— 05 (Boxbox + 0x0%) — v, (Bo% + 9!3))

+ EL, (w6, + 2w, 0} + g6 = 15 (6,,6,)
- Zvé,’(gxecl)x + eoxealc) - Ué'(@oxe;cl + exg(’),x)
— 20}/ (056%)) = 0
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d*w
m dt?

(i

X
o gz TZgr T Ye gz

d?0,
dt?

w®y'2
+EL (w® +3w'w"'w” +w'"3 + >
—N(w" = y.0¢ + z.(6,6; + 6,2))
+ (EL, — EL)(v™W0, + 2v"'0; + v"'0; + wp2

—4w'"0,6; + 2w 6,0, + 2w"6}?)

— EI, <v§4) 0, + 200, + v 0L,
(3.64)

@ (Yo, 0%
- <T + 7) — 2w (80205 + 065)

- Wc;’(eoxec’),x + gxeylc’) - Wc;’(ecl)gc + 99,52)

+EI, (vg‘” 0, + 20,0, + 1.0 — w P (6,,6,)
- ZWé”(exec;x + Hoxe;c) - W(;’(eoxe;c, + erc’)’x)
— 2w} (85x6})) = 0

dZV d2W 4) . 3 12 A0

> +El,0;" — GJ0y — 5 E1,6,20,

— N(1,6} — y.(wW" +v"0,) + z.(v" +w"6,))

+ (El, — EL)("w" —v"20, + w"26,) (3.65)
— EL(wy'w" Oy + w0} — 150" 0,)

+ EL (Wy'w" 0y + v"'wg' = 0)/1"0p,) = 0

As Equagdes (3.63 — 3.65) sdo as equagdes diferenciais parciais de movimento de
um elemento de viga de paredes delgadas com imperfeicdo, submetido a uma
carga axial de compressao, N.
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4
Formulagao para Analise do Comportamento Local

Neste capitulo se apresenta a formulagdo ndo linear para analise da flambagem e
vibragdes locais do perfil, considerando-o como formado por trés placas e levando
em consideragdo as condigdes de compatibilidade dos deslocamentos nas
conexdes das placas. Consideram-se duas teorias de placas: a teoria cldssica de
placas esbeltas (classical plate theory, CPT) e a teoria por deformacdo de
cisalhamento de primeira ordem (first-order shear deformation theory, FSDT). Em
ambas considera-se a ortotropia do material pultrudado. A FSDT leva em conta os
efeitos de deformacdo de cisalhamento através de uma variacdo linear para
deslocamentos no plano e requer um fator de correcdo de cisalhamento. Por outro
lado, as teorias de mais alta ordem (HSDT) ndo exigem fator de corre¢do de
cisalhamento, mas suas equacdes de movimento sao mais complicadas do que as
do FSDT (Reddy, 1984; Thai et al., 2014).

4.1
Teoria Nao Linear de Flexao de Placas

Considere a placa delgada de espessura uniforme h, mostrada na Figura 4.1. Os
eixos de coordenadas X e Y, ao longo das bordas da placa, a meia altura entre as
duas superficies da placa, definem a superficie média da placa e o eixo z,
direcionado verticalmente para abaixo, a sua normal. A Figura 4.1 ilustra um
elemento diferencial da placa. Em cada lado do elemento pode existir uma tensao
normal e duas componentes de tensdo de cisalhamento.

y

Figura 4.1: Sistema de Referéncia da Placa e Tensoées

Placas podem ser classificadas em trés categorias: placas espessas, placas finas e
membranas. Se a espessura da placa ¢ considerdvel, se comparada as outras
dimensdes, deformagdes de cisalhamento tendem a ter ordem de grandeza
semelhante as de flexdo e, portanto, devem ser consideradas na andlise. Tais
placas sdo denominadas de placas espessas. Por outro lado, placas finas sao
aquelas em que a espessura ¢ pequena comparada as outras dimensdes e
deformagdes de cisalhamento sdo despreziveis comparadas as de flexdo. Um
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terceiro grupo conhecido por membranas ¢é constituido por elementos estruturais
cuja espessura ¢ tdo fina que a rigidez a flexdo tende a zero, e cargas transversais
devem ser resistidas quase que exclusivamente pela acdo de membrana. Neste
capitulo somente placas finas a moderadamente espessas sdo consideradas.

Inicialmente, considera-se uma placa retangular de comprimento L, largura b e
espessura h, carregada nos bordos e com uma carga distribuida transversal a
superficie, p.

v

N

yX

X N

X
Figura 4.2: Elemento de uma placa, dx dy , na configuragao indeformada.

O objetivo da teoria de placas ¢ reduzir o problema tridimensional a uma
aproximacao bidimensional do mesmo problema. As forcas internas € momentos
por unidade de comprimento, obtidos a partir da integracdo das tensdes ao longo
da espessura da placa, que atuam nos bordos de um elemento infinitesimal de
placa sdo mostrados na Figura 4.2. As intensidades de forgas e momentos sdo
dadas por:

h/2 h/2
Nx=f 0, dz Ny=f gy dz
—h/2 -h/2
h/2 h/2
Ny, = f Tyy dZ Ny, = f Tyx dz
~h/2 ~h/2 Al
h/2 h/2 4.1
Q, = j T,y AZ Qy = f Ty, dz
—h/2 -h/2
h/2 h/2
szf Oy, zdz Myzf 0y zdz
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h/2 h/2
My, = j Tyy 2 dz M,, = j Tyx 2 dz

onde:

Ny, N,,, = Intensidades das forgas normais, em kN /m.
Ny, , Ny, = Intensidades das forgas cisalhantes no plano da placa, em kN /m.
Qx, @y = Intesidades de forgas cortantes transversais, em kN /m.

M,, M,, = Intensidades de momento fletor, em kN.m/m

M, M,,, = Intensidades de momento torsor, em kN.m/m

Para descrever os deslocamentos em um ponto qualquer da placa, a uma distancia
z da superficie neutra, considera-se uma fibra inicialmente reta e perpendicular ao
plano médio da placa, como mostra a Figura 4.3.

Figura 4.3: Configuragao inicial indeformada

A teoria classica de placas assume que as fibras perpendiculares ao plano médio
da placa permanecem retas e perpendiculares ao plano apds a deformacdo. Na
teoria de deformacdo por cisalhamento de primeira ordem, as fibras
perpendiculares ao plano médio da placa permanecem retas, mas ndo
necessariamente perpendiculares ao plano ap6s a deformacgdo. A Figura 4.4 ilustra
estas duas hipodteses.
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a. CPT: Teoria Classica de Placas

b. FSDT: Teoria de Deformacao por
Cisalhamento de Primeira Ordem

l z

Figura 4.4: Hipo6teses das teorias (a) CPT e (b) FSDT.

4.2

Teoria Nao Linear de Placas de Von Karman

A teoria classica de placas ¢ baseada nas seguintes hipoteses as hipoOteses de
Kirchhoff:

1.

As deformagdes de cisalhamento y,, € y,, sdo despreziveis, as linhas

normais a superficie média antes da deformacdo permanecem retas e
normais a superficie média apos a deformagao.

. A tensdo normal g, e a deformagdo correspondente sdo despreziveis e,

portanto, a deflexdo transversal de qualquer ponto (X, Yy, z) ¢ igual a
deflexdo transversal do ponto correspondente, (X, Yy, 0), na superficie
média.

h/2

h/2

)

a)

b) Movimento da fibra apos

Configuracao inicial deformacao

Figura 4.5: Normal ao plano médio antes e depois da deformacao. (Brush et
al., 1975)
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Consequentemente, o campo de deslocamentos em um ponto qualquer da placa,
u,v,w pode ser expresso em termos das correspondentes quantidades no plano
médio, u, v, w pelas relagdes (Figura 4.5):

u=u+zf,

V=v+2zp, (4.2)
w=w

onde B, e B, sdo rotagdes relativas aos eixos y € x, respectivamente.

Estas expressdes mostram que os deslocamentos verticais ndo dependem de z,
enquanto os deslocamentos no plano da placa, & e v, sdo fungdes lineares em z.

As deformagdes de classe intermedidrias sdo definidas assumindo que as
deformagdes sdo pequenas comparadas com a unidade, as rotagdes relativas aos
eixos x e y sdao moderadamente pequenas e rotagdes relativas ao eixo z
despreziveis.

As relagdes deformagdo-deslocamento para um ponto qualquer sdo dadas por:

1,
Ex = U, + EW,x

1
& =TytoW) (4.3)

Vay = (Uy+ Vox ) + W,x Wy,

onde, os subscritos x e y apos a virgula denotam diferenciagdo com respeito a x e
y, respectivamente. Além disso, para rotagdes moderadamente pequenas,
considera-se que:

By =—W,y € ﬂy =W,y

Substituindo (4.2) em (4.3), obtém-se:
Ex = & T ZKy

&y = &y t zK, (4.4)
ny = VYxy T ZZny
onde & , €, € Yy, S0 as correspondentes quantidades no plano médio da placa, e

ky ., ky, e kyy sdo as mudangas de curvatura, dadas em termos dos deslocamentos
da superficie média por:
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£x = Ut 5 B

gy = V,y+ %ﬁﬁ

Yoy = Uyt Vit BBy @.5)
Ky = Brx

Ky =Byy

Kxy = i(ﬁx.y + By,x)

Estas equagdes sdo as relagdes cinematicas para a placa. Todas as variaveis nestas
equagdes sao quantidades referentes ao plano médio da placa e sdao fungdes de
xey.

A relagdo constitutiva para um elemento de placa com material ortotrépico (com
refor¢o unidirecional) ¢ dada por:

(Nx ) A A O 0 0 O (Sx \
| Ny [Alz Ay 0 0 0 O ] &y
ny>_| 0 0 A 0 0 0 |)Vay
M, l 0 0 0 D1 D O } Kx (4.6)
My 0 0 0 Di; Dy, 0 Ky
WM,) Lo 0o o 0 0 D Uiy )

onde as propriedades de rigidez Ay, , Dop , (0,p = 1,2,6) sdo determinadas a
partir das integrais:

h h
Aij = f_zﬁ Ql] dz , Dl] = f_zﬁ Ql] Z2 dz (47)
2 2

Os termos @;; sdo escritos em fun¢do das constantes elasticas do material. Para o
material ortotropico sdo apresentados no Capitulo 2, Eq. 2.5.

As deformagdes da superficie média incorporando o efeito de imperfeicdes
geométricas iniciais descritas por uma fungdo w, (x, y), sdo dadas por:

_ 1.2
E = Uy t+ wa T W W x
_ 1.2
€y =Vy T Wy TWyWoy
Yxy = (u,y TV T WeWoy +WyWyy + W,xW,y)
(4.8)

Ky = —Wxx
Ky = =W,y

Kxy = %(_W'xy_ Wiy )
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Introduzindo estas deformacdes na matriz constitutiva do material ortotropico,
obtém-se:

1
( Ny ] Air Az 0 0 0 O Uy + EWZX W Wox

Ny A, Ay O 0 0 0 1 )

Neyl |0 0 46 0 0 0 Vy oWyt wywe, 49
\M, ("10o 0 0 Di D O] Uy + Vot WeWoy +WoyWoy +W,W,, (4.9)
|m,| ]o o o Dy Dy 0] e,

W,) Lo o o 0 0 Dl K,

Kxy
421
Formulagao de Energia pela Teoria Classica de Placas
A energia de deformacao interna, U, ¢ dada por:
1 —_ = P _ —_
=3 (Gx&x + Gy&y + Ty Ty )AV (4.10)
14

Integrando as tensdes ao longo da espessura da placa e substituindo as
deformagées pelas deformacdes no plano médio da placa, obtém-se:

1
ff Uy += Wx+WxWox)+N (v‘y+5w§ +W_ywo_y)

(4.11)
+ ny(u,y +v,+ WiWoy + WyWox + W’xW'y)

+ Myky + Myky + Mxykxy] dx dy

As intensidades de for¢as e momentos sdo obtidas da matriz constitutiva Eq. (4.9),
introduzindo estas expressoes, obtém-se:

b L 2
1 1,
= Ef f A11 (u’x + EW’x + W,xWo’x>
00

1 1
+ 244, (u,x + wac + W'xWo'x) (v,y + §W§ + W,yWo,y>
1 2 (4.12)
+4 ( +o
22\ Vy 2 i
+ Ags(wy + vy +WoWoy +Wow,, +wawy)

2
w3 + W,ywo,y>

+ Dy1k3 + 2D1zKy Ky + Dogicy + 4D66K§y] dx dy

O potencial das cargas aplicadas, (), para uma placa com imperfei¢ao inicial sob
compressao axial na dire¢do X pode ser escrito como:

1
Q=-N, f f <ux + EW’Zx + W,xWo'x> dxdy (4.13)
00
onde N, ¢ a carga aplicada por unidade de comprimento ao longo dos bordos.

A energia cinética, considerando o campo de deslocamentos (4.2) ¢ dada por:

-2 j f f ()2 + ()2 + (#)?] dxdydz (4.142)
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Desprezando-se a inércia a rotacdo, hipotese usual em placas delgadas, tem-se:
. . , h . . .
T = gf [ [[u? +v? + w?] dxdydz = p?f [lu? +v2 + w?] dxdy (4.14b)

onde ( . ) denota a derivada com respeito ao tempo e p ¢ a massa por unidade de
volume.

Considerando a fung¢do de Lagrange, L=T -1 =T -U - Q, aplicando o principio

de Hamilton e desprezando-se os termos de inércia a rotagdo, obtém-se as
seguintes equagdes de movimento:

ov 0xdv,, dJydv,, 0Jtdv,

ol o9 all 4a o o0 om 9% ol 92 om  (4.15)

xy
N 0% oI
dy? ow

Yy

4.2.2

Equacgoes Nao Lineares de Equilibrio

Considerando o funcional II = U + Q, e substituindo nas equacdes de Euler-
Lagrange as relagdes constitutivas, obtém-se as seguintes equagdes nao lineares de
equilibrio, em termos dos deslocamentos da superficie média, u, v e w e suas
derivadas:

1 1
[A11 (u,x+ —W,,2C+ W'xWO,x) + A4, (v,y+ —W,32,+ W,yWO,y)]
!

2 2 x (4.16a)
+ [Ags (wy+ vixt WiWoy + Woyw, o
+ W, W,y )]Iy =0
[Aée(u,y+ VixtWaWoy T WoyWoy + W, W,y )],x
1
+ [Alz (u'x+ EW'JZC-l_ W,xWo,x) (4.16b)

1
+ Ay, (v,y+ Ew,§,+ W’yWO’y>] , =0

’
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DiiW,xxxxt 2D1ow + Dyow + 4Dgew

XXYY

1
- ([An (u,x+ Eszc'*‘ W,xwo,x)

1
2
+ A12 (V,y-l_ Ew,y-}_ W'yWO’y>:| W,xx
+ 2[Ase(Uy+ Vet W Wiy + W oyWo o
T W W,y )]W,xy

1
+ [A12 (u'x+ EWUZC-}_ W,xWO,x)

1
+ Ay, (V'y+ §W021+ W,YWOJI)] W'yy> =0

yyyy xXxXyy

que podem ser reescritas na forma concisa:
[(Allgx + A125y),x + (A66]/xy),y] =0

[(A66ny),x + (Aec + Azzey)'y] =0

Dy1Woxxxxt 2D12W,xxyy
— (NyWex+ 2Nyyw

+ DyaW,yyyy+ 4DgeW
+Nyw,y, ) =0

XXYY
xy

423
Equacgoes de Movimento

As equagoes de movimento em termos dos deslocamentos sdo dadas por:

1 1
[A11 (u,x+ EW,,ZC-F W'xWo'x) + Ay, (v,y+ EW,JZ,+ W,yWo,y>]’

P

+ [Ags (wy+ vix T WaWoy + WyWw, o

+w,w,, )],y = phu

[A66 (u,y+ Vet W Wo,y + WyWox + W W,y )]

x

1
+ [Alz <u,x+ EW,,ZC-I- W,xWO,x>

1
Yy

’

69

(4.16¢)

(4.17a)

(4.17b)

(4.17¢)

(4.18a)

(4.18b)
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D11W’xxxx+ 2D12W'xxyy+ D22W:yyyy+ 4“D66W'xxyy

1
- ([An (u,x+ Eszc'*‘ W,xwo,x)

1
+ A12 (V,y-l_ EW,§;+ W'yWO’y>:| W,xx
+ 2[Age(wy+ v,r+ WWoy + WyWe x

T W W,y )]W,xy ( :
) 4.18¢c

1
+ [A12 (u'x+ EWUZC-}_ WaxWo x

1

4.3
Equagoes de Movimento pela Teoria de Primeira Ordem

Neste item apresenta-se a formulacdo ndo linear da teoria de placas de primeira
ordem, incluindo o efeito da nao linearidade geométrica e imperfeicao.

431
Formulagao

A teoria de primeira ordem, Figura 4.4, segue as hipoteses de Kirchhoff com a
exce¢do de que a normal ao plano médio ndo permanece perpendicular ao dito
plano apo6s a deformacdo. Consequentemente, deformagdes por cisalhamento
transversal sdo levadas em consideragdo. O campo de deslocamentos para um
ponto qualquer na teoria de deformacdo por cisalhamento de primeira ordem ¢
dado por:

U=u-+zy,
v=v+2zy, (4.19)
w=w

onde u,V ew sdo os deslocamentos em um ponto arbitrario (x,y,z) da placa,
u,vew sio os deslocamentos em um ponto (x,y,z = 0) situado no plano médio
da placa e P, € 1, sdo as rotagdes da segdo transversal em torno dos eixos X €' Y,
respectivamente.

As deformagdes normais e de cisalhamento em um ponto qualquer ao longo da
espessura da placa sdao dadas por:

Ex =&+ 2y

& =¢&, +2,,

?xy = VYxy T Z(lpx,y + l;by,x) (4.20)
Yaz = Wx + W x
Vyz =¥y +w,

onde:

£ = Uy +5 W2 4.21)
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— 1.2
€y =Vy +owW

Yoy = (u,y +Vyt+ w,xw,y)
onde &y, €, sdo as deformagdes normais € Yy, a deformagédo por cisalhamento no
plano médio na teoria de placas de von Kadrméan.

Os esfor¢os em um elemento de placa podem ser calculados a partir da integracao
das tensdes ao longo da espessura da placa a saber:

Ny ho(ox

2 —
Ny = Oy dz

h| -
ny 2\ Txy
M, 2 Ox
M, | = f 116, 2z (4.22)
Mxy 2 fxy

h

Q 2 (Ty,
{QZ} B f_ﬁ {fiz} dz
onde Ny, N, , Ny, sdo intensidades, por unidade de comprimento no plano médio
da placa, das forgas normais e de cisalhamento, M,, M,,, My, s3o as intensidades
dos momentos fletores e torsor € @, ¢ Q. sdo as intensidades das forgas de
cisalhamento transversais, Figura 4.2. Os simbolos 0y, 0y, Tyy, Ty, € Ty, denotam

as componentes de tensdo em um ponto qualquer da placa.

A matriz constitutiva para um material composto ¢ dada por:

1 2
U x + §W’x
11\\;" [A11 A1z A Bin Bz Bis 0 0 7 1,
Ny A1z Az Aze Biz By By 0 0 vyt EW’
xy A1s Azs Ass Bis Bas Bes 0 0
Uy +Vy+WyW
M, _|Bu1 Biz Big Din D1z Dig 0 0 v 17) > (4.23)
M, Biz Bya By Diz Dyp Dae 0 0 %X )
My, Bis Bzs Bes Dis Dz Des 0 0 v,
Qy 0 0 0 0 0 0 KAy KA v+
0 Lo 0 o0 0 0 0 KAy KAgsl xy T Tyx
x Wy + 1y,
W,x + ¢X

De acordo com a teoria de placas, os coeficientes Ajj , Bij , Dyj (i,j =1,2,6) na
Eq. 5.5 podem ser determinadas a partir das integrais:
h

Ajj = [%Qdz
h

Bij = [*Qij z dz (4.24)
2

h

2 2
DijzthijZ dz

2

As componentes de rigidez associadas as forgas de cisalhamento transversais A,p
(a, B = 4,5) na Eq. 4.23 sdo dadas por:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613092/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1613092/CA

72

h

Aij = [%Cop dz (4.25)
2

O coeficiente K na Eq. 4.23 ¢ o fator de corre¢ao por cisalhamento tomado como
K = 5/6, neste trabalho (Wang, 2000; Vrabie, 2017).

Para o tipo de material ortotropico considerado neste trabalho, contendo fibras
apenas na direcdo axial do perfil, os efeitos de acoplamento com a terceira dire¢ao
desaparecem e a Eq. 4.23 simplifica significativamente tendo em vista que:

A16 = A26 = BOP == D16 = D26 = A4_5 - O (O,p == 1,2,6) (426)
c.
Q16 = Q26 = (45 =0 (4.27)

Além disso, as quantidades Q,, e Cqp podem ser escritas em termos das
constantes eldsticas do material E; 4, E55, V12, V21, G132, G13, Go3 como:

Q4 = E1q Q,, = Ez2 0y, = v12E32
1 1-vypvp1 22 1-v120p1 12 1-v120p1

(4.28)
Qs6 = G12, C4q = G23 , Cs5 = G13

Incorporando imperfei¢des, obtém-se:
1.2
E = Uy t+ SWx T W W x

1
g =V, + EW§, +wyW, (4.29)

Yxy = (u,y +v,+ WxWoy + Wy Wo x + W,xW,y)

Introduzindo estas deformagdes na matriz constitutiva do material ortotropico,
obtém-se:

1
Uy + W2+ Wow,
xx] [An A, 0 0 0 0 0 0 .
y Ay, A, O 0 0 0 0 0 ] +-—w2 +
Ney|] J]O 0 4 0O 0 0 0 0 Yy Tty T Wy toy
Mx 1o 0 0 D11 D12 0 0 0 Uy + Vx + WxWo,y + WyWox + WxWy 4 30
My 1o 0 0 Dy, Dy 0 0 0 Ipx,x ( . )
My, 0 0 0 0 0 D 0 0 Yy
Q, 0 0 0 0 0 0 KAy O Yy + Py
o.) Lo o 0o 0o 0 0 0 Kisy wy, + P,
W,X + wl
4.3.2
Energia Potencial Estacionaria
A energia de deformacao interna, U, ¢ dada por:
1 oo e oo
U= 5 (stx + 0y &) + Oy Vuy + TazVaz + ryzyyz)dV (4.31)
4

Substituindo as expressoes de tensdo e deformacdo previamente definidas e
integrando ao longo da espessura da placa, tem-se:
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b L
1 1
=g | [ e (et +wawas) 0 (v 4305 4 w0
00
+ Nyy(uy + v, + WWoy + WyW,, + Wew,,) (4.32)
+ Mythyx + Myl,by,y + Mxy('ubx,y + ll]y,x)
+ QJ/(W’J/ + l/)y) + Qx(Wrx + l/)x)] dx dy

Introduzindo a matriz constitutiva Eq. (4.30), tem-se:

b L 2
1 1,
= Ef f A11 (u’x + EW’x + W,xWo’x>
00

1 2 1 2
+ 2A12 (u,x + EVV’x + W,xWO,x) (V'y + EW'y

1
+ W’yWo’y> + A, (v,y + >
2
+ Agg (u,y TV T WWoy T WyWe, + w‘xw,y)
2 2
+ Dll(wx,x) + 2D12¢x,x¢y,y + Dzz('l’y,y)

+ D66(¢x,y + l»by,x)z + KA44(WVY + wy)z

+ KA55(w,x + l/)x)z] dx dy

2
W+ Wy ) (4.33)

O potencial das cargas aplicadas, (2, para uma placa sob compressao axial pode
ser escrita como:

1
Q =—N, f f (u_x + EW"ZC + W,xWO,x> dxdy (4.35)
onde N, ¢ a carga aplicada por unidade de comprimento.

A energia cinética T da placa ¢ dada em termos do campo de deslocamentos por:

T = %f f ]p[(ﬁ)z + ()2 + )?] dxdydz

ou seja:

T = g j f f |2 = z4,)" + (v = z9p,)" + (W)?| dxdydz (4.36)
o que leva a:

T=%jf u? + v+ w? +—(1/)x +l,by )ldxdy

onde o ponto ( ' ) denota a derivada com respeito ao tempo e p ¢ a densidade do
material.

O Lagrangiano ¢ dado por:
L=T-11=T-U-Q (4.37)

As equagdes de movimento podem ser derivadas a partir do principio de
Hamilton, o que requer que:

ty
5 f Ldt=0 (4.38)
t

i
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Extremando o funcional, obtém-se as equacdes de FEuler-Lagrange
correspondentes a teoria de primeira ordem, a saber:

Ju 0xadu, ayau,y dt ou,;
0F ad OF 0 OF 0 oF

OF 0 OF d oF 0 OF 0% OF 0% OF

dw  dxdw, Oydw, 0tdw, ' 0xZdw, | Oxdyaw,.,
92 oF 9% OF

T3y ow,,, T aw,,

OF @ OF 9 OF 9 OF

Oy Ox e, 0y Oy 0,
JoF d OF d OF d OF

—_—— - — ———=0
0y, 0x0yY,, 0dyody,, OJtoy,
que, em termos das trés componentes de deslocamentos e das duas rotagdes, sdo
dadas por

(4.39)

2 2

+ [A66(u,y TV WW,y + WyW, e + Wny)],y = phii

1 1
[A11 (u,x +-wi + w,xwo‘x) + A4, (v‘y +-ws + w,ywo‘y>]
X

»

[A66(u_y TVt wew,, +wyw,, + w_xw_y)]‘x

1 1
+ [Alz <u_x + Ew,zc + W,xWo,x> + Ay, <v,y + EWJZ, + W,ywory)] , = phi

1 1
[A11 (u,x +owi+ W,xWOIx) (Wy +Wox) + Ara(Wy + W x) (v,y +owj +
W'yWo'y) + Ags(Uy + v F W Wy + Wow,, +wewy ) (W, +wy) +

1 1
KAss(wy + 1,bx)] t [A12 (u,x +owi+ W,xWo,x) (Wy +Woy) + Az (v’y +owl +
W_ywo_y) (Wy +Woy) + Ags(wy + vy + Wowyy, + Woyw,, +woew,y, ) (W +

VV,x) + KA44_(W'y + l/)y)] y = phf/l'/

(4.40)
ph® ..
Dlllpx,xx + Dlzlpy,xy + D66(1/)x,yy + lpy,xy) - KASS(lpx + W,x) = Hlpx

ph® ..
DaaWyyy + D1a¥rny + Dos(Wyax + Way) = KAaa(thy +wy) = Ed’y
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5
Andlise da Estabilidade: Cargas e Modos Criticos

Neste capitulo sdo obtidas analiticamente as cargas e modos criticos do perfil,
considerando as formulacgdes global e local descritas nos Capitulos 3 e 4 e investiga-
se a influéncia das caracteristicas fisicas e geométricas do perfil pultrudado na carga
e modo critico. Os resultados da andlise sdo comparados com aqueles obtidos
através do programa GBTUL (Bebiano et al., 2008; 2018). Estes resultados serviréo
de base para analise do comportamento pos-critico e sensibilidade a imperfeicdes
estudados no Capitulo 7. As variaveis apresentadas a seguir foram definidas nos
Capitulos 3 e 4.

5.1
Andlise da Flambagem Global — Discretizacdo das Equacdes de
Movimento

Neste trabalho considera-se, sem perda de generalidade, o caso de uma viga-coluna
simplesmente apoiada. Considerando os modos de flambagem a flexdo nas duas
direcOes ortogonais (diregdes principais) e os modos de flambagem de torcéo
(assumindo que a rotagdo 6, € nula nas duas extremidades), tem-se (Blevins e
Plunkett, 1980):

v(x,t) =v(t)sen (mrr %) (5.1)
w(x, t) = w(t)sen (mrr %) (5.2)
0, (x,t) = 0,(t)sen (mrt %) (5.3)

onde v(t), w(t), e 6,(t) sdo as amplitudes modais dependentes do tempo
associadas aos trés graus de liberdade e m o nimero de semiondas axiais. Para a
estrutura simplesmente apoiada sem restricbes laterais tem-se que o menor
autovalor na anélise global corresponde a m=1. Assim, sem perda de generalidade,
restringe-se a seguir a analise aos menores autovalores, considerando m=1. Cabe
ressaltar que as fungdes (5.1) a (5.3) sdo a solucdo analitica das equacOes
linearizadas de equilibrio critico.

Considerando que a forma da imperfeicdo com maior influéncia no comportamento

ndo linear de equilibrio € aguela que tem a mesma forma do modo critico, tem-se
que as imperfeicdes geometricas iniciais sdo descritas pelas seguintes fungdes:

v, (x) = v, sen (7T %) (5.4)
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w,(x) = w, sen (n %) (5.5)

X
0,(x) = 6,, sen (n Z) (5.6)
onde v,, w,, 8,, sao as amplitudes das imperfeigdes.

Introduzindo as fungdes de interpolacédo (5.1)-(5.6) nas Equacdes (3.63) a (3.65) e
aplicando o método de Galerkin, obtém-se o seguinte sistema de equagdes nao
lineares de equilibrio que descrevem o caminho n&o linear de equilibrio da estrutura
imperfeita:

d? d? *
> <dt2v+ZCd 29>+E122L3[ 8L2(V —vo)]

s
_PZ[E(V'i'Zc x)+_YC9 ]

3 L
+(El, - EIy)L3< WOy — gmvo; )—Zqu
3 (4 173
+ ELy 75 3Wobx — 577 Voboxta

3 (4 3 5
—ElL,—=wy0,x — —1v, (02, + 62)

(5.7)
13\3 16

d? d? mt
7<WW_3’CW9’C>+E5E[W_WO sz ‘Wo)]

T 2
- PZ [E W —y:6,) + §chx]

3 /4 3 L
+ (EI, - EIy)L—3<§v9x + gnweg) —2-q,
w3 4 3
+EI, 273 (3 Vo, + gﬂWogoxHx)
3 (4 3
+ EIyL—3<§V090x + 1—67TW0(93x + 9;%)) =

(5.8)
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mL d? d? d? w*
2 dtze +cht2 _YCPW +EL_3EIW(9x_90x)
172 3 n* s a3
+ET G](gx ox) +— 16 13 Elt(g Qox
-
+Elzﬁ[v 8L2(V —vo)]
Pn[nle (n 4¢9)+ ( L2 9)]
L |20 33’6 PR IC) AV M (5.9)
> 4 3
+ (El, — EL)) = [ng - §7T(v26x - W29x)]
1L
=+ > qz(nezex — 4ey)
n3 /3 4 3
—EI, 23 (8 Two,wl,, + 3wvo - gnvov9x>
3.3 4 3
+ EIyL—3<§T[WOW9x + §WOV - §m/090xv) =0

5.1.1
Linearizacao das Equacdes de Equilibrio

As cargas e modos de bifurcacdo séo obtidos a partir da linearizacdo das equagdes
discretizadas. Linearizando as equacdes (5-7) a (5.9) e desprezando os termos
relativos as imperfeicdes, obtém-se as seguintes equacdes lineares de equilibrio
critico:

n?El
B Zy—PWv+26,)=0 (5.10)
n?EL,
W Pw—-y.6,) =0 (5.11)
w?El,
2 +GJ |6, —P[1,0,—yw+2z.v]=0 (5.12)

gue podem ser expressas matricialmente como:
{[Ke] = P[KcIHU}Y =0 (5.13)

onde {U} é o vetor de deslocamentos,

m2El T
L? 0
n’El,
K,]=| o = 0 (5.14)
m2El,
0 0 7t

é a matriz de rigidez elastica e
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1 0 Z.
(K] = [0 1 -y (5.15)
Ze —Ye Io

é a matriz de rigidez geométrica.

Para um perfil C monosimétrico, onde as duas mesas tém as mesmas dimensdes,
tem-se que a ordenada do centro de cisalhamento z, = 0 em (5.15).

Para que o sistema homogéneo admita solu¢bes ndo triviais, o determinante da
matriz dos coeficientes deve ser igual a zero, ou seja:

m2El T
=~ P 0 0
m2El
B Y_p y,P =0 (5.16)
m?El,
0 y, P 5+ GJ | = Pl

Observa-se que, para z. = 0.a primeira equacao se torna desacoplada e o autovalor
associado corresponde a um modo de flambagem de flex&o em torno do eixo z, que,
para a maioria das se¢cdes em C, corresponde ao eixo de menor inércia (largura da
alma maior ou igual a largura da mesa), sendo dado por:

m2El,
Py = L—2

(5.17)

Os outros dois modos estdo associados a dois modos de flexo-torcdo. Os dois
autovalores sdo determinados a partir do determinante da submatriz 2x2. que resulta
em uma equacdo caracteristica quadratica. A solucdo da equacdo caracteristica é
descrita em termos dos seguintes parametros:

A = GJI?* + m?EL I, + n?El, (5.18)

B = G*J?L* — 2m*E?1, 1,1, — 2n*E1L,1,GJ1* + n*E?I2I2
+ 2m2ElL,GJL* + m*E*1§, + 4yZn*EL,GJL? (5.19)
+ 4yt E%L I,
sendo dadas por:

A-+B
Pery = 20, =y (5.20)
A+VB (5.21)

P e ——
T3T2(, — y2)I2

Como se pode observar, a carga critica de flambagem depende das caracteristicas
fisicas e geométricas do perfil, podendo estar associada a um modo de flexdo em
torno do eixo de menor inércia ou a um modo acoplado de flexo-tor¢éo. O terceiro
autovalor corresponde a uma carga bem superior as outras duas.
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Portanto a carga critica é dada por:
P = min(Perq, Perz) (5.22)

Considerando as cargas criticas de flambagem a flexéo, P, e P,, e a carga critica de
torcdo, Py, para uma coluna simplesmente apoiada:

n*El, _ m’El, _ 1 (m%El,
2=z 0 YT Tz 0=\ T2
pode-se escrever a carga critica de flexo-tor¢do como (Mohri et al., 2001; Allen e
Bulson, 1980):

+ G]), (5.23)

2
(P, + Py) — J(Py +Py)" — 4a,P,Py o y2 (5.24)
2a, ’ t I

de onde se pode observar o efeito de flexao e tor¢do no modo acoplado.

cr2 =

5.1.2
Analise Paramétrica

Figura 5.1: Sistema de referéncia, deslocamentos e dimensdes da sec¢ao
transversal (ver Tabela 5.1).

As dimensdes do perfil C usado na seguinte analise paramétrica e suas propriedades
geométricas sdo apresentadas na Tabela 5.1 (ver Figura 5.1), com base em
dimens@es usuais de perfis pultrudados oferecidos pela industria. Ao longo desta
tese adotou-se 0 ponto em vez da virgula para indicar as casas decimais.

Tabela 5.1: Dimensdes e propriedades geométricas da se¢cdo C 200x100X5.

by 100mm A 19.5 cm?
b,, 200mm Ji 1.692 cm*
te 5mm L, 1.289E04 cm®
t 5mm L, 1236.60cm*
Ve -60.8mm 1, 193.450cm*
Z. 0 I 351000cm®
1, 110.302cm?
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Cinco materiais ortotropicos (denotados como M1 a M5) e um material isotropico
(denotado como ISO), usado como referéncia, sdo adotados na analise paramétrica.
As constantes relevantes do material, com base em valores obtidos em catalogos e
em valores experimentais, sdo apresentadas na Tabela 5.2 (Cardoso e Togashi,
2018; Cintra et al., 2019).

Tabela 5.2: Propriedades dos cinco materiais ortotropicos (M1 a M5) e do
material isotropico de referéncia (ISO)

Propriedade | Unidade M1 M2 M3 M4 M5 ISO

E, KN/ 2| 20.00 | 2000 | 28.00 | 2010 | 15.89 | 28.00
E, N/ 5| 1000 | 500 | 1930 | 862 | 7.75 | 28.00
G1s kNj 2| 500 | 220 | 260 | 247 | 313 | 1138
1z - 023 | 023 | 023 | 023 | 032 | 023
Vo - 0.115 | 0.0575 | 0.1585 | 0.098 | 0.0735 | 0.23

E; = Moddulo de Elasticidade longitudinal

E, = Moddulo de Elasticidade transversal

G, = Modulo de Elasticidade por cisalhamento
v;; = Coeficiente de Poisson

As Tabelas 5-3 a 5-8 mostram os trés autovalores obtidos das equagdes (5.17),
(5.20) e (5.21) e os respectivos autovetores normalizados (magnitude unitaria) para
os seis diferentes materiais, analisados, considerando uma coluna com 3.5m de
comprimento, onde F designa a carga de bifurcacdo de flexdo e FT, as duas cargas
de flexo-torcdo. Para este comprimento, tem-se que a carga critica (menor
autovalor) é associada a um modo de flexo-torcdo para todos os materiais
analisados (Equacdo (5.20)). Observa-se também que o terceiro autovalor é bem
superior aos dois primeiros e ndo serd considerado na analise paramétrica
subsequente. Verifica-se que o autovetor associado a carga de flexo-tor¢éo P, tem
sua componente de rotacédo, 6,, bem superior a aquela associada a P.,3, sendo
aproximadamente igual a 0.164rad no vetor normalizado, indicando a forte
interacdo entre flexdo e tor¢do do segundo modo. Ja para o terceiro modo este valor
ficaem torno de 0.008rad, demonstrando que o terceiro modo é predominantemente
um modo de flexdo em torno do eixo de maior inércia. A Figura 5.2 ilustra os modos
de flex@o e flexo-torcdo associados aos dois menores autovalores obtidos pelo
programa GBTUL (Bebiano et al., 2008).
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Modo F: Flexdo em torno do eixo de Modo FT: flexo-torcdo (GBTUL)
menor inércia (GBTUL)
Figura 5.2: Modos globais de flambagem.

Tabela 5.3: Cargas e modos de bifurcagdo para a viga-coluna simplesmente
apoiada, L=3.5 m, Material M1.

Modo ( kFI)V) Direcéo v Direcédo w Direcao 6y
F 31.17 1.000 0.000 0.000
FT 25.27 0.000 -0.986 -0.164
FT 314.29 0.000 -0.999 0.008

Tabela 5.4: Cargas e modos de bifurcagdo para a viga-coluna simplesmente
apoiada, L=3.5 m, Material M2.

Modo ( kFI)V) Direcédo v Direcao w Direcao 6y
F 31.17 1.000 0.000 0.000
FT 21.34 0.000 -0.986 -0.164
FT 311.75 0.000 -0.999 0.007

Tabela 5.5: Cargas e modos de bifurcagdo para a viga-coluna simplesmente
apoiada, L=3.5 m, Material M3.

P

Modo (kN) Direcédo v Direco w Direcao 6y
F 43.64 1.000 0.000 0.000
FT 29.20 0.000 -0.986 -0.166
FT 436.02 0.000 -0.999 0.007

Tabela 5.6: Cargas e modos de bifurcacdo para a viga-coluna simplesmente
apoiada, L=3.5 m, Material M4.

Modo ( ljv) Direcdo v Direcao w Direcéo 6x
F 31.32 1.000 0.000 0.000
FT 21.81 0.000 -0.986 -0.165
FT 313.54 0.000 -0.999 0.007
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Tabela 5.7: Cargas e modos de bifurcacdo para a viga-coluna simplesmente
apoiada, L=3.5 m, Material M5.

Modo ( kljv) Direcéo v Direcéo w Diregéo 6x
F 24.76 1.000 0.000 0.000
FT 18.90 0.000 -0.986 -0.164
FT 248.93 0.000 -0.999 0.008

Tabela 5.8: Cargas e modos de bifurcacado para a viga-coluna simplesmente
apoiada, L=3.5 m, Material 1SO

Modo ( kljv) Direcéo v Direcdo w Direcao 6y
F 43.64 1.000 0.000 0.000
FT 41.40 0.000 -0.986 -0.161
FT 444.09 0.000 -0.999 0.010

Para melhor entender a influéncia do material na carga critica, apresentam-se na
Tabela 5.9 as cargas criticas dos seis materiais analisados juntamente com o médulo
de Young do material na direcédo axial do perfil (direcdo das fibras), E;, € 0 modulo
de cisalhamento, G,,. Para efeito de comparacdo, apresenta-se também a carga
critica obtida pelo GBTUL e a carga de flexdo associada ao segundo modo.
Enquanto a carga de flexdo € diretamente proporcional a E; (equacdo 5.17), a carga
de flexo-torgdo depende do modulo de Young na direcéo axial, E;, e do mddulo de
cisalhamento, G,, (equacdo 5.20). Comparando-se a carga critica de M1 com a
carga critica M2 (mesmo E;), observa-se que a carga critica de M2 é 15.5% menor
que a de M1. Isto se deve ao menor valor de G, (decréscimo de 56%). Ja 0 material
M4, que tem propriedades proximas a de M2, possui aproximadamente a mesma
carga critica. O material M5, que tem o menor valor de E;, apresenta a menor carga
critica, apesar do valor de G, ser superior aos de M2 a M4. O material isotropico,
que tem maédulo de elasticidade igual ao de M3 e um valor bem maior do médulo
de cisalhamento (3.37 vezes maior), apresenta a maior carga critica (43% maior que
a de M3). Observa-se a partir destes dados a grande influéncia do material na
capacidade de carga da estrutura.

Tabela 5.9: Resumo da carga e modo critico para os seis materiais, L=3.5m

Material | Modo Pcr2 Per E: G2 Per1
Critico | (kN) | GBTUL (kKN) | (kN/mm?) | (kN/mm?) (kN)
M1 FT 25.27 24.94 20.00 5.00 31.17
M2 FT 21.35 21.14 20.00 2.20 31.17
M3 FT 29.21 28.97 28.00 2.60 43.64
M4 FT 21.81 21.61 20.10 2.47 31.32
M5 FT 18.90 18.68 15.89 3.13 24.76
ISO FT 41.40 40.72 28.00 11.38 43.64

A variacgdo dos dois menores autovalores com o comprimento do perfil, L, para a
secdo C 200x100x5 (Tabela 5.1), é apresentada na Figura 5.4 para os seis materiais
considerados na analise paramétrica. Observa-se que 0s dois autovalores dados
pelas equacdes (5.17) e (5.20) decrescem, como esperado, & medida que L cresce.
Inicialmente a carga critica estd associada a um modo de flexo-tor¢do (curva
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vermelha). A medida que L cresce, a carga associada ao modo de flex&o se aproxima
desta carga de flexo-torcdo e, para um comprimento critico determinado, estas duas
cargas coincidem, levando a uma possivel acoplamento natural que sera investigada
durante a anélise do comportamento pds-critico. Para valores maiores de L, a carga
critica esta associada ao modo de flexdo em torno do eixo de menor inércia. A
Tabela 5-10 mostra o valor do comprimento critico, Lg.f, onde ha mudanca do
modo critico para cada material e a respectiva carga critica. Observa-se na Figura
5.3 que o comprimento critico decresce & medida que a raz&o entre as constantes
elasticas, (E1/Gi2), decresce. Para o material isotropico com Ei/ G12=2.5. L¢ =
3.75m, ja para o material M3 com E1/G12=10.8. Lgs = 7.84m. Como em geral 0s
materiais pultrudados apresentam Ei;>>Gio. espera-se que na maioria das
aplicacOes praticas a carga critica esteja associada ao modo de flexo-torcdo em
secBes monosimeétricas.

Tabela 5.10: Comprimento critico para um perfil C 200x100x5 e diferentes
materiais.

. L Per (KN) E: G
fif cr
Material (m) (FT:F) (kN/mm?) (kN/mm?) Ei/ G
M1 478 16.74 20.00 5.00 4.0
M2 7.20 7.36 20.00 2.20 91
M3 7.84 8.70 28.00 2.60 10.8
M4 6.81 8.27 20.10 2.47 81
M5 5.38 10.48 15.89 313 51
ISO 3.75 38.11 28.00 11.38 25
10
M3
8 —
M2
| M4 <
&
g
= °7 M5
] M1
©
4-]I1SO
@
2 T | T | T | T | T
2 4 6 8 10 12
E/G;,

Figura 5.3: Variagdao do comprimento critico Ly com a razao entre as
constantes elasticas, (Ei/G12), perfil C 200x100x5. e diferentes materiais.
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Figura 5.4: Variacdo da carga axial com o comprimento para os dois
primeiros modos de flambagem, perfil C 200x100x5. e diferentes materiais.
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5.1.3
Influéncia da Largura das Mesas

Um parédmetro geomeétrico importante na analise do perfil C é a relacdo entre a
largura da alma, b,,, € a largura da mesa, by. Neste item investiga-se a influéncia da
relagdo b,, /by na carga e modo critico, mantendo-se a largura da alma constante

(b, = 20cm) e variando-se a largura da mesa dentro de limites esperados nas
aplicagdes préticas.

As Tabelas 5.11 a 5.18 mostram os dois menores autovalores e autovetores para
valores crescentes da largura da mesa, by, para um perfil C com L=3m e material
M1. Observa-se que ambos os autovalores crescem, como esperado, com by.
Inicialmente, para pequenos valores de by a carga critica esta associada ao modo de
flexdo em torno do eixo de menor inércia, ja que o momento de inércia I, € muito
pequeno. Para larguras de mesa entre 9cm e 10cm, a menor carga critica passa a ser
associada com o modo de flexo-torcdo. A Figura 5.5 mostra a variacdo da carga
critica com a largura das mesas para o perfil C 200xb;x5. Os resultados mostram
que para by = 8.5cm as cargas de flexdo e flexo-torgdo coincidem. Quanto ao
autovetor normalizado associado ao modo de flexo-torcdo, observa-se que a
participacao relativa da componente 6, decresce com by, sendo o valor normalizado
de -0.413rad para by = 3cm e de -0.165rad para by = 10cm.

Tabela 5.11: Cargas criticas e modos de bifurcacdo para a viga-coluna
simplesmente apoiada, L=3m, Material M1. by = 3 cm.

P N o N
Modo (kN) Direcéao v Direcao w Direcao 6«
F 1.31 1.000 0.000 0.000
FT 13.06 0.000 -0.911 -0.413

Tabela 5.12: Cargas e modos de bifurcacdo para a viga-coluna
simplesmente apoiada, L=3m, Material M1. by =4cm.

P - L L
Modo (kN) Direcéao v Direcdo w Direcao 6x
F 3.103 1.000 0.000 0.000
FT 14.75 0.000 -0.954 -0.298

Tabela 5.13: Cargas e modos de bifurcacdo para a viga-coluna
simplesmente apoiada, L=3m, Material M1. bf =5cm.

Modo Direcéo v Direcdow Direcéo 6y

P
(kN)
F 5.96 1.000 0.000 0.000
FT 17.04 0.000 -0.971 -0.238



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613092/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1613092/CA

Tabela 5.14: Cargas e modos de bifurcacéo

simplesmente apoiada, L=3m, Material M1. by = 6 cm.

86

para a viga-coluna

P N o o
Modo (kN) Direcao v Direcao w Direcao 6x
F 10.09 1.000 0.000 0.000
FT 19.72 0.000 -0.978 -0.204

Tabela 5.15: Cargas e modos de bifurcacéo

simplesmente apoiada, L=3m, Material M1. by = 7 cm.

para a viga-coluna

P

Modo (kN) Direcédo v Direcao w Direcao 6y
F 15.64 1.000 0.000 0.000
FT 22.63 0.000 -0.982 -0.184

Tabela 5.16: Cargas e modos de bifurcacéo

simplesmente apoiada, L=3m, Material M1. by = 8 cm.

para a viga-coluna

P N o N
Modo (kN) Direcéao v Direcado w Direcao 6x
F 22.79 1.000 0.000 0.000
FT 25.63 0.000 -0.982 -0.173

Tabela 5.17: Cargas e modos de bifurcacéo

simplesmente apoiada, L=3m, Material M1. b =9cm.

para a viga-coluna

P e . N
Modo (kN) Direcdo v Direcdo w Diregao 6x
F 31.67 1.000 0.000 0.000
FT 28.59 0.000 -0.985 -0.167

Tabela 5.18: Cargas e modos de bifurcacéo

simplesmente apoiada, L=3m, Material M1. by =10 cm.

para a viga-coluna

P

Modo (kN) Direcéo v Direcédo w Direcéo 6y
F 42.42 1.000 0.000 0.000
FT 31.48 0.000 -0.986 -0.165
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40

br=8.5 cm, Pe, =27.0104 kN

2 4 6 8 10
br(cm)

Figura 5.5: Variagdo da carga critica e modo critico com a largura da mesa.

Material M1. Perfil C 200xbx5. L=3m.

Sabe-se que, para uma dada secdo transversal, & medida que o comprimento do
perfil C decresce, 0 modo de flambagem muda de um modo global (flexao ou flexo-
torcdo) para um modo local de placa. O proximo item apresenta a analise local.

5.2

Andlise da Flambagem Local

Para a analise da estabilidade local sob carregamento axial, N,, o perfil C é
considerado como constituido por trés placas retangulares, conforme ilustrado nas
Figuras 5.6 e 5.7.

Placa 1 (mesa)

WTZ
| %

laca 2 (Alma)

Placa 3 (mesa)
Superficie
média

(@) (b)

Figura 5.6: (a) geometria do perfil C. sistema de coordenadas global e
discretizacdo em trés placas. (b) Elemento da placa (alma e mesa), sistema
de coordenadas local e campo de deslocamento (os eixos x global e local
tém a mesma diregao).
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Figura 5.7: Modo de flambagem do perfil C e compatibilidade das rotagdes
nas juncdes alma-mesa.

Assume-se que as paredes do perfil sejam simplesmente apoiadas (SA) nos bordos
carregados, assim como na analise global. Na juncgéo entre placas adjacentes (alma-
mesa), a compatibilidade de rotacbes é imposta, enquanto as outras bordas das
mesas sdo consideradas livres. A energia potencial total das trés placas do perfil C
é dada por (ver Capitulo 4):

3
2

Para validar a escolha das fungdes de forma para discretizagdo do perfil e como
referéncia na analise de estabilidade paramétrica, primeiro os modos de flambagem
da estrutura sdo obtidos em funcdo dos parametros geométricos e do material com
o software GBTUL (Bebiano et al., 2008; GBTUL software, disponivel em:
http://www.civil.ist.utl.pt/gbt/, acesso em 01/2020), que realiza andlises elasticas de
flambagem e vibracdo de membros de paredes finas, com base na chamada
“generalized beam theory” (GBT). O GBTUL considera como funcdes de
interpolacdo uma combinacdo de modos de deformacéao de secao transversal locais
e modos globais estruturalmente significativos e calcula a participacdo de cada
modo nos modos de flambagem ou vibracdo. Os resultados mostram que, para
perfis C de comprimento curto a médio, 0 modo dominante tem a forma ilustrada
na Figura 5.7. Semelhante a uma placa simplesmente apoiada, a alma flamba com
m semiondas axiais e uma meia onda na dire¢do transversal (n = 1) (Brush et al.,
1975).

Para usar 0 método Ritz, € necessario prescrever funcbes de forma apropriadas,
levando em consideragdo as condi¢cbes de contorno e continuidade dos
deslocamentos. As seguintes expressdes sdo adotadas para a alma:
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mmx s
u(x,y) = Usen (2 —) cos (2 b_y>
w

L
v(x,y) = Veos (2 ?) sen (2 %>

i) = Ween (") sen (1) o
o (6,y) = Xcos (=) sen (%)

¥y (x,y) = Ysen () cos (%

onde U, V, W, X e Y sdo as amplitudes modais. Aqui 0<x<L e 0<y<bw S80 as
coordenadas locais da superficie média da placa (veja a Figura 5.6).

Ao impor as condicdes de compatibilidade ao longo da conexao da mesa-alma, o
campo de deslocamentos da mesa € descrito por:

mmx 2
u(x,y,t) = Usen (ZTH 1-— (bl) ]
w
mmx
v(x,y,t) =Vcos (2 Tn) bl +y3
w
w(x,y,t) = Wsen (?)Q 527
w
mmxy Ty
(x,y,t) = Xcos —
lpx y ( I ) -
1 mmx
Yy (x,y,6) = 5Ysen (T)

onde 0<x<L e 0<y<bs s&o as coordenadas locais da superficie média da mesa.

As funcdes (5.26) e (5.27) satisfazem as condicBes de contorno da estrutura
simplesmente apoiada em x = 0 e x = L e as condi¢des de continuidade ao longo da
interface alma-mesa. Introduzindo as funcdes (5.26) e (5.27) na Eq. (5.25) e usando
0 método de Ritz, é obtido um sistema de cinco equac@es ordinarias ndo lineares de
movimento acopladas.

Ao linearizar as equagbes de equilibrio resultantes, as equacdes relativas aos
deslocamentos no plano medio da placa, u e v, ficam desacopladas das equagdes
relativas aos deslocamentos transversais (Brush e Aimroth, 1975).
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521
Carga Critica para um Perfil C pela Teoria Classica de Placas

No caso da teoria classica de placas a equagéo de equilibrio critico do perfil é funcéo
apenas da variavel, W, que expressa a amplitude modal (Brush e Almroth, 1975),
como na analise de uma placa isolada sendo dada por:

{[Ke] — Nx[KcI3W =0

onde N, é o esforco normal por unidade de comprimento ao longo dos dois bordos
carregados (variéveis definidas no Capitulo 4),

m* 1 m? 1L

K, = m*|—————(3b3 + 4n?b})Dy; + — —Dy, + ——=-D
e =T 12bV2VL§r( w + 4mh7) utop 1 P12t g3 Ve

2 (5.28)

I (bw + 4by) D33
é arigidez elastica e
m2m?

K; = ———(3b3 + 4n?b} 5.29
G 12Lcrbvzv( o+ Ambf) (529)

é a rigidez geométrica para o perfil C.

A carga critica para um perfil C, é obtida resolvendo o problema de autovalor
|[K.] — N,[K;]| = 0, levando a seguinte expressdo para a carga critica (resultante
do carregamento (P, = N, (by, + 2bf)):

n?(by, + 2bg) [m?

b
(3b3 + 4m?b?)Dy1 + 6— Dy,

T (3b} +4n2b}) [LE, Ler (5.30)
L 3ler 12(b,, + 4by) 5
bwmz 22 Lcr 33

5.2.2
Carga Critica para um Perfil C pela Teoria de Primeira Ordem

Neste caso as equacdes linearizadas de equilibrio critico depende das funcGes de
forma para w , 1, , 1, sendo desacopladas com relagdo as duas equacGes relativas
aos deslocamentos u e v.

Tem-se assim o0 seguinte problema de autovalor:
/111 - lell /112 /113 w 0
/113 3'23 3-33 Y 0

em que os valores 4;; , i,j = 1.2.3 sao obtidos das integrais, e sdo funcdes das
constantes elasticas do material e das caracteristicas geométricas do perfil C.
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Observa-se que se pode expressar X e Y em funcdo do deslocamento transversal I/,
a partir das duas ultimas equacdes, ou seja:

X
Az Ags 112] 0
Yi= 5.32
R | T R 1) (532

Introduzindo X e Y na primeira equacéo, obtém-se uma equacdo em funcéo de N,
e W, na forma:

onde:
K. = K2 L¢rAgq + bym?®Ass _ (L¢rAsaTy + biym? AgsTs)
’ 4by Ly 4b,, LT,
2,23 2 (5.34)
3bgLer T, bZ T,
é o coeficiente de rigidez elastica e
m2n2
Ko = o pz (3bw + 4Dy 5.35
6 12LcrbV2V( W+ 4m°b7) (5.35)

é o coeficiente de rigidez geomeétrica.

A matriz de rigidez el&stica resulta em uma expressdo muito longa, sendo expresso
em funcéo de seguintes coeficientes T;:

T, = —Kn*b, m? [(bw + 4by)(3b3 + 4123 (12K Asadss
+ m2m?(A44Dyq — A55D33))
— (3b3, + 4m*b} )b, m*m? Ass Dy,
+ 31212, (b, + 4by) A4sDss

(5.36)

T, = —m*m? |(b,, + 4by)(3b5, + 4m2b) (Lt by, K AssAss
+ Kn?L.byym?(A44D11 + AssD33)
+ n*b,,m*D;1D33)
+ 3K L4,.b,, (by, + 4b;)* A44Dss
+ (by + 4b;)(3*L%,D33D;,
— 6m*L%.bim? Dy, Ds3)
+ (3b3 + 4m?b} )n*m?L2, D11 Dy,

- 3n4m2b§VL%erz]

(5.37)
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Ty = —Km*m?LZ, [(by, + 4b;) (353, + 4m?b}) (L3by K AssAss
+ n2b,m?AssD33) — 3m2L2, by, (b, + 4bf)2A44D33
—3m2L2,b% (by, + 4b;)D12A44
+ 1213, (3b3, + 4m%b})|

(5.38)

A carga critica para um perfil C, como no caso anterior, pode ser obtida resolvendo-
se 0 problema de autovalor |[K,.] — N,[K;]| = 0. Levando a seguinte expressao
para a carga critica (resultante do carregamento (P, = N,,-(b,, + 2by)):

_ K(by +2bp) [3b,,
T 3b3 + 4m2b} | m?
3by, (Lt AusTy + b2m?AssT,
- < T )
Ty—Ts\ 12b;1% Ay (13T, — T,
T, ) - m? < T, >l

(L2, A4y + bim?*Ass)

(5.39)

m2

+ 47T2bf3A55 (

A Figura 5.8 mostra as cargas locais de flambagem obtidas pelo uso da teoria
classica de placa (CPT) para os seis materiais usados na analise paramétrica e para
a secdo de referéncia dada na Tabela 5.1. Nesse caso, as cargas obtidas pela teoria
de primeira ordem (FSDT) sdo praticamente coincidentes devido a esbeltez da alma
e das mesas (bw?w = 40. byt = 20). A placa da alma flamba em um modo com uma
meia onda na direcdo transversal (n = 1), similar a uma placa axialmente
comprimida em uma direcdo (Brush et al., 1975), enquanto 0 nimero de meias
ondas axiais, m, depende do comprimento do perfil, L. Para cada valor de m, a carga
de flambagem atinge um valor minimo para uma determinada relacdo geométrica,
L/bw, sendo este minimo o mesmo para todos os valores de m, como ocorre em
placas esbeltas (Brush et al., 1975). Quando m — oo, P tende assintoticamente a
esse limite inferior, que é uma fungdo dos parametros do material e da geometria
da secdo transversal. Na Figura 5.9 estdo apresentados os valores correspondentes
ao limite inferior de cada material. Como se pode observar, ndo sé o limite inferior
varia de forma significativa com as caracteristicas do material, como também os
valores da relacéo L/bw relativos aos pontos de minimo associados a cada valor de
m. Esse limite inferior é geralmente usado como referéncia nos cédigos de projeto:
“Guide for the design and construction of structures made of thin FRP pultruded
elements” (CNR, National Research Council of Italy, 2008) ¢ “Prospect for new
guidance in the design of FRP” (Ascione et al., 2016). No entanto, a medida que o
comprimento da coluna aumenta, atinge-se uma relagdo L/bw limite, Liim, onde o
modo de flambagem muda do modo local de placa para um modo de flambagem
global de flexo-torgéo ou flex&o (Mancilla et al., 2015 e Coaquira et al., 2016). Na
flambagem local desse tipo de perfil, o valor do mddulo de cisalhamento G,, tem
uma influéncia grande. Veja que o perfil com menor carga critica foi o com menor
valor de G,.
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P (kN)

120

80 —

—_— MI, P,

M3, P,
M4, P,
M5, P,

M2, P,

.=43.52 kN
23.976 kN
- =46.2 kN
-=30.128 kN
.=31.396 kN

ISO, P.. =95.72 kN

L/b,,
Figura 5.8: Relagdo Carga axial vs razdo de comprimento e alma do perfil C
200x100x5. Teoria classica de placas (CPT).

Na secdo seguinte investigam-se os valores de Lig em fungdo das propriedades
geométricas e fisicas dos perfis e comparam-se, para validar os resultados e como
referéncia na analise de estabilidade paramétrica, os resultados aqui obtidos na
andlise global e local para cargas e modos criticos com aqueles obtidos com o
software GBTUL.

5.3
Resultados e Compara¢gdes com o GBTUL

A Figura 5.9 compara a carga critica obtida pela analise global e a carga critica
obtida pela analise local usando as duas teorias de placa (CPT e FSDT) para 0s seis
materiais considerados na analise paramétrica com os resultados obtidos pelo
GBTUL. Em cada figura apresenta-se também o valor com comprimento limite, Lig,
onde o0 modo critico muda de local para global, bem como a carga associada a este
ponto. Estes valores sdo obtidos igualando-se as cargas criticas local e global.
Verifica-se uma boa concordéncia entre os resultados aqui obtidos e os fornecidos
pelo GBTUL.
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Figura 5.9: Variacdo da carga critica com o comprimento da Viga-coluna ,
calculados com diferentes teorias e comparadas com resultados do GBTUL,
e diferentes materiais, Perfil C 200x100x5.

Cabe ressaltar que o GBTUL considera em sua formulagdo para o campo de
deslocamentos uma combinacéo linear de modos locais e globais. A Figura 5.10
ilustra os nove primeiros modos de deformacdo da secdo transversal. Os trés
primeiros modos correspondem aos modos globais de flex&o e tor¢do. Estes modos
sdo similares a aqueles descritos pelas equacdes (5.1) a (5.3) para o perfil
simplesmente apoiado. Os modos seguintes correspondem a modos de deformacéo
de placa. O GBTUL também fornece a participacdo de cada um desses modos de
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deformacéo para cada valor de L. A Figura 5.11 mostra a participagdo modal em
funcéo de L para os seis materiais. Para avaliar as contribuigdes de um determinado
modo de deformacéo para um modo de flambagem ou vibracdo de um membro, o
programa fornece o valor de seu fator de participacdo. Verifica-se que inicialmente
para perfis curtos a flambagem é dominada pelo modo 5 que € similar ao modo
adotado na analise local deste capitulo (ver equagdes 5.30 e 5.39). Quando o modo
de flambagem muda de local para global, os modos dominantes passam a ser 0s
modos dois e quatro, relativos ao modo de flambagem de flexdo em torno do eixo
de maior inércia e 0 modo de tor¢do, com predominancia do modo de tor¢do, em
concordancia com os resultados aqui obtidos para os autovetores. Verifica-se uma
mudanca abrupta da composi¢cdo modal no comprimento limite, Lig, similar ao
obtido no presente estudo quando se iguala a carga critica local e global.

L

Modo 2: Modo 3: Modo 4:

Flexdo em torno do eixo  Flexdo em torno do eixo  Torcédo
de maior inércia de menor inércia

[ | <:
Modo 5: Modo 6: Modo 7:
Local da placa Local da placa Local da placa
Modo 8: Modo 9: Modo 10:
Local da placa Local da placa Local da placa

Figura 5.10: Modos de deformacédo da secéo transversal do Perfil C do
codigo GBTUL.
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Figura 5.11: Participagdo modal no modo de flambagem do modelo GBTUL,
para uma viga-coluna simplesmente apoiada de secdo C 200x100x5.

A Figura 5.12 mostra a variacdo da carga critica local do perfil C em funcdo do
parametro geométrico by /b,, para os diferentes materiais. Os resultados analiticos
usando as duas teorias de placa sdo comparados com os obtidos pelo GBTUL (em
vermelho). Observa-se boa concordancia entre os resultados obtidos com as teorias
CPT e FSDT. Na faixa tipica de perfis comerciais com secdo C de material
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composto obtido por pultrusdo, 0.15 < bs/b,, < 0.53. as cargas criticas obtidas
sdo muito proximas as calculadas com o programa GBTUL.

Observa-se também que, a medida que a carga critica do perfil C aumenta com a
largura das mesas, by, até atingir um certo valor maximo que pode ser considerado
como o valor 6timo do perfil. Este valor encontra-se na faixa de geometrias usadas
comercialmente.

60 . : 30 w |
! i CPT L | ® e ®GBIUL
i ! . ® ® ®GBIUL i i CPT
! | FSDT ‘ FSDT
40 — \ ' 20 — 3
s |/ | g [ L
8 y >l P .
Segoes C tipicas ., & Segoes C tipicas * .
20 - ¢ 10 -
FSDT: Pe=27.58 kN | FVSD I: Por=16.11 kN
CPT: 1)0_727. 64 kN (PT P(,771615 kN
0 L 0 N e R
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 02 04 0.6 0.8 1
br/ by br/ by
a) M1 b) M2
60 ‘ : 40 ;
. CPT ) CPT
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Figura 5.12: Variagdo da carga critica do perfil C em fungdo do parametro
geomeétrico bs/b,, para diferentes materiais.
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6
Frequéncias Naturais e Modos de Vibracao

Neste capitulo sdao obtidas analiticamente as frequéncias naturais ¢ modos de
vibragdo do perfil pultrudado considerando as formulagdes global e local,
investigando-se a influéncia das caracteristicas fisicas e geométricas do perfil
pultrudado nas suas propriedades dinamicas. Os resultados das andlises local e
global relativos as frequéncias naturais sao comparados com aqueles obtidos
através do programa GBTUL (Bebiano et al., 2008; 2018). As varidveis
apresentadas a seguir foram definidas nos Capitulos 3 ¢ 4.

6.1
Analise Global

Neste trabalho considera-se, sem perda de generalidade, o caso de uma viga-
coluna simplesmente apoiada. Considerando os modos de vibragdo de flexdo nas
duas dire¢des ortogonais (diregdes principais) e os modos de tor¢ao (assumindo
que a rotacdo 6, ¢ nula nas duas extremidades), tem-se:

v(x,t) = v(t)sen (mrr %) (6.1)
w(x, t) = w(t)sen (mrr %) (6.2)
0,(x,t) = 0,(t)sen (mn %) (6.3)

onde v(t), w(t), e 0,(t) sdo as amplitudes modais dependentes do tempo
associadas aos trés graus de liberdade e m é o nimero de semiondas senoidais na
direcao axial.

Como nos capitulos anteriores, na formulagdo global, tem-se que E = E; ¢ G =
G, sdo respectivamente o moédulo de Young longitudinal (na dire¢do das fibras
do material pultrudado que coincide com o eixo do perfil) e o mddulo de
cisalhamento do material no plano das chapas do perfil. Linearizando as Equagdes
(3.63) a (3.65) e introduzindo as fung¢des de (5.1)-(5.6) nas equagdes resultantes,
obtém-se o seguinte sistema de equacgdes diferenciais ordinarias de movimento da
estrutura perfeita e carregada axialmente:

pALZ? [ d? d? m2El,m* 5
2 FV-FZCWHX L—zv—Pm (1/+269x) =0 (64)
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pAL? [ d? d? n?El,m* "
2 Ew—ycﬁex +L—2W—Pm (W—yCGx)=O (65)
pAL? I d? Ly d? d? m2El,m* c
w7 \log Ot 2e gz ~Yegpw )T\ —p —+am’ (6.6)

— Pm2[1,0, —y.w+2z,v] =0

O sistema de equacdes diferenciais lineares com coeficientes constantes, pode ser
expresso matricialmente como:

MI{U} + {[K.] - P[Kc]}{U} = 0 (6.7)

onde {U} é o vetor de deslocamentos, {U } ¢ o vetor de aceleragdes, [M] é a matriz
de massa, [K, ] matriz de rigidez elastica ¢ [K;] é a matriz geométrica.

As matrizes de massa, de rigidez elastica sdo dadas respectivamente por:

1 0 z
pALZ [
Ze Ve Io
[2El,m*
L2 0
2EL,m
[Ke] = 0 L—Z 0 (69)
n?El, m*
0 <L—;” + G]m2>

Para o calculo das frequéncias naturais e modos de vibragdo da estrutura
descarregada, tem-se o problema de autovalor:

MU} + [K.J{U}=0 (6.10)

A solucao da Equacado (6.10) ¢ da forma

v(t) = vel@ot (6.11)
w(t) = wel@ot (6.12)
0,(t) = 0,e®ot (6.13)

onde w, ¢ a frequéncia natural, i = vV—1 e v, w e 8, sdo as amplitudes modais.

Introduzindo as Equagdes (6.11) a (6.13) na Equagdo (6.10), chega-se ao seguinte
problema de autovalor:
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[[Ke] — A[M]| =0 (6.14)
onde:
A= w? (6.15)

Neste caso, os autovalores representam o quadrado das frequéncias naturais € os
autovetores os modos de vibragao.

Para um perfil C, monosimétrico, onde a ordenada do centro de cisalhamento ¢
nula, z, = 0, a matriz resultante, toma a forma:

m?El,m* pAIL?

A 0 0
m?EL,m*  pAIL? pAL?*m?
y -
0 - Yoz =0 (6.16)
pAL*m? n?El,m* pAL*m?
0 Ye—3 p) L—;”+G]m2 —lo—3 A

Observa-se que, para z. = 0, a primeira equagdo se torna desacoplada e o
autovalor associado corresponde a um modo de vibragdo de flexdo em torno do
eixo Z, que, para a maioria das se¢des em C, corresponde ao eixo de menor inércia
(largura da alma maior ou igual a largura da mesa), sendo dado por:

m?n? |El
Wim = 77 p_/f; m=1...0 (6.17)

Os outros dois modos de vibracao estdo associados a dois modos de flexo-torgao.
Eles sdo determinados a partir do determinante da submatriz 2x2, que resulta em
uma equagao caracteristica quadratica em A. A solu¢do da equacdo caracteristica ¢
descrita em termos dos pardmetros:

A =m*n*GJL? + m*n*EL 1, + m*n*El, (6.18)
B = n*m*G?J%L* — 2n®m®GJL*EL,l, + 2n®m®GJL*El,
+ m8mBE2L15 — 2 mBE2 L, I, I, + mPnBE2L, (6.19)

+ 4yZn®mBE?L I, + 4yZn®mCEL,G] L

sendo as duas frequéncias naturais de flexo-tor¢ao associadas a cada valor de m,
Wam € W3, dadas respectivamente por:

Wy = A- ;/E . (6.20)
2(10 — Y )pAL
_|_A+VB 6.21)

©am = 2@, — yBpAL?
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onde Wy, < W3-

Como no caso da flambagem, as frequéncias sdo diretamente proporcionais a m.
Assim, as menores frequéncias estdo associadas a m=I. As duas menores
frequéncias sdo dadas por w;; € w,;. A menor frequéncia natural da estrutura
(frequéncia fundamental) depende das caracteristicas fisicas e geométricas do
perfil, podendo estar associada a um modo de flexdo em torno do eixo de menor
inércia (F) ou a um modo acoplado de flexo-tor¢ao (FT), sendo dada por:

CUO = min((l)ll, CUZl) (6.22)

A Figura 6.1 mostra a variacdo das trés menores frequéncias descritas pelas
equacgdes (6.17), (6.20) e (6.21) com o comprimento L para o perfil C 200x100x5
e os seis materiais adotados na andlise paramétrica, cujas propriedades fisicas e
geométricas foram apresentadas no Capitulo 5 (Tabelas 5.1 e 5.2). A massa por
unidade de volume varia geralmente entre 1600-2000 kg/m3. Para a massa por
unidade de volume, também com base em resultados experimentais, ¢ adotado o
valor médio p = 1850 kg/m* (Cardoso e Togashi, 2018; Cintra et al., 2019).

Verifica-se que as trés frequéncias decrescem com L, sendo w3, > w1, w,;. Para
esta geometria, a frequéncia fundamental em todos os casos corresponde ao modo
de flexo-tor¢do no intervalo de L analisado, embora a diferenca entre w;; € wyq
decresca a medida que L cresce, sendo praticamente iguais para L=4m, o que pode
levar a um fendomeno de ressonancia interna. Para cada valor do niimero de
semiondas axiais M, trés raizes sao obtidas sendo que elas crescem, como em uma
coluna simplesmente apoiada, com o valor de m (Blevins e Plunkett, 1980). A
Tabela 6.1 mostra a variagao das trés frequéncias naturais em fun¢do do nimero
de semiondas axiais m para um perfil com L=3 m e material M1.
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Figura 6.1: Variacdo da frequéncia natural com o comprimento, para
diferentes materiais.
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Tabela 6.1: Frequéncias naturais em fungcdo do numero de semiondas
axiais m para a Viga-Coluna simplesmente apoiada, L=3 m, Material M1
Frequéncias (Hz)

Modo m
1 2 3 4
FT 15.67 57.22 126.33 223.06
F 18.07 72.30 162.67 289.20
FT 57.28 228.23 513.14 912.01

Nas Tabelas 6.2 ¢ 6.3 compara-se a frequéncia fundamental obtida analiticamente
com aquela obtida pelo programa GBTUL para, respectivamente, L=2m e
L=3.5m, considerando os seis materiais usados na analise paramétrica. Verifica-se
que a diferenga entre os resultados aqui obtidos e aqueles fornecidos pelo GBTUL
sdo em todos os casos menores que 2% e que esta diferenga decresce a medida
que L aumenta, sendo para L=3.5m menor que 1%.

Tabela 6.2: Frequéncia e modo fundamental de vibragdao (modo local) para

os seis materiais, L=2.0 m.

Material | Modo @o GBTUL Es Gz Ei Grp | Diferenca

(Hz) (Hz) (kN/mm?) | (kN/mm?) (%)
M1 FT 33.02 32.70 20.00 5.00 4.0 0.95
M2 FT 31.95 31.38 20.00 2.20 9.1 1.79
M3 FT 37.65 37.33 28.00 2.60 10.8 0.85
M4 FT 32.13 31.76 20.10 2.47 8.1 1.15
M5 FT 29.07 28.78 15.89 3.13 5.1 1.00
ISO FT 40.41 40.12 28.00 11.38 2.5 0.72

Tabela 6.3: Frequéncia e modo fundamental de vibragiao (modo global) para

os seis materiais, L=3.5 m.

Material | Modo @o GBTUL Es Gz Ei Grp | Diferenca

(Hz) (Hz) (kN/mm?) | (kN/mm?) (%)
M1 FT 11.96 11.87 20.00 5.00 4.0 0.68
M2 FT 10.99 10.93 20.00 2.20 9.1 0.52
M3 FT 12.85 12.79 28.00 2.60 10.8 0.43
M4 FT 11.10 11.05 20.10 247 8.1 0.50
M5 FT 10.34 10.27 15.89 3.13 5.1 0.62
ISO FT 15.30 15.17 28.00 11.38 2.5 0.86

A Tabela 6.4 mostra a variag@o das trés menores frequéncias naturais param = 1,
com a largura da mesa by, os resultados mostram um crescimento das frequéncias

com a largura das mesas.
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Tabela 6.4: Influéncia de by na frequéncia fundamental no caso global,
material M1, L=3.5m.

bs (Hz)

(Cm) Wo1 Wo2 Wo3
6 7.26 10.99 33.82
7 8.77 11.25 35.74
8 10.27 11.49 37.78

8.5 11.03 11.60 38.85
9 11.70 11.78 39.94
10 11.96 13.28 42.17

6.2
Analise Local

6.2.1
Frequéncias Naturais pela Teoria Classica de Placas

Como no estudo da estabilidade local, considera-se que o perfil ¢ formado por trés
placas, onde as placas 1 e 3 correspondem as duas mesas ¢ a placa 2 corresponde a
alma (ver Figura 6.2). Para determinar as frequéncias naturais, utilizam-se as
seguintes fungdes de interpolacdo que atendem as condigdes de contorno nas duas
extremidades do perfil e as condi¢des de continuidade de deslocamentos nas
jungdes mesa-alma:

w;(x,y) = W(t) % sen (?) (6.23)
w,(x,y) = W(t)sen (?) sen (%) n=1 (6.24)
ws(x,y) = -W(t) %sen (?) (6.23)

onde N ¢ o nimero de semiondas na direcdo y ao longo da alma, m, o numero de
semiondas na direcdo axial do perfil e W (t) é a amplitude modal dependente do
tempo. As menores frequéncias ocorrem para n=1.
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Figura 6.2: Modo de vibragcao do perfil C e compatibilidade das rotagoes
nas juncdes alma-mesa.

Considerando que as frequéncias de vibragdes transversais sd3o bem menores que
as frequéncias no plano da placa (relativas aos deslocamentos U e V), tem-se que,
no caso da teoria classica de placas, a Equagdo (4.14b) relativa a energia cinética
de cada placa T; pode ser reescrita como:

T; = pz_hf f[v'vz] dxdy (6.26)

A energia interna de deformacdo por flexdo de cada placa U,; considerando as
parcelas lineares na Equagdo (4.12), ¢ dada por:

1 (b L
Uy = Ef j (D1 + 2D ;W Wy + Dypw ) ° + D66w_xy2)dx dy (6.27)
0 Jo

Substituindo as fung¢des de interpolagdao (6.23) a (6.25) em (6.26) e (6.27) e
considerando que W (t) = Wel®ot onde W ¢ a amplitude modal, w, ¢ a frequéncia
natural ¢ i =+/—1, obtém-se, usando o método de Ritz, o seguinte problema de
autovalor:

I[Ke] — w? [M]| =0 (6.28)

onde K, ¢ a matriz de rigidez elastica, dada por:

m* 1 m? 1L
K, = n*|—— (363 + 47?p3)D;; + ——D;, + ——=LD
e =T 12bﬁ,L§;r( vt 4m°by) N by Ly 12 T a3 %
2 (6.29)
+—L " (b,, + 4b;)Ds3

cr¥w

e M ¢é a matriz de massa, dada por:
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/ 3 213
M = 3b,, + 4n°b 6.30
12b2 ( ) ( )

Tem-se assim que as frequéncias naturais do perfil descarregado sdo dadas por

12b%m* m*
n = > 3 2,3
@m = 3b), + 4n%b?)D
" phLc (3D}, + 4n?b}) 12b§VL3;r( W #)D11
2 m2 (6.31)
b Dy + 222Dy, + L (b, + 45,)D
2by, Ly 4 bi, 22 Lcr z r)Y33

onde se observa a influéncia das caracteristicas geométricas e caracteristicas do
material pultrudado D;; nas frequéncias de vibragdo. Observa-se que a frequéncia
cresce com o numero de semiondas longitudinais m.

6.2.2
Frequéncias Naturais pela Teoria de Primeira Ordem

Novamente, considerando que as frequéncias de vibragdes transversais sdo bem
menores que as frequéncias no plano da placa (relativas aos deslocamentos U e V),
tem-se que a energia interna de deformagao pela teoria linear de primeira ordem ¢
dada, a partir da expressao (4.34), por:

b L

1
= Ej j [Dll(l)bx,x)z + 2D121,Dx,xl/)y,y + Dzz(lpy,y)z
00

, , (6.32)
+ D66(lpx,y + d’y,x) + KA4-4(W,y + l/)y)

+ KASS(WX + wx)z] dx dy

Desprezando a inércia a rotagdo, a energia cinética ¢ dada, também neste caso,
segundo a equacao (6.26). As funcdes de forma para a alma sao dadas por:

w,(x,y) = W(t)sen (mzrx) sen (%) (6.33)
Yx2(x,y) = X(t)cos (?) sen (Z—y) (6.34)
Yy2(x,¥) = Y(t)sen (mztx) cos (%) (6.35)

que atende as condi¢des de bordo simplesmente apoiado em x = 0 e x = L.

Para as fun¢des de forma para as mesas, impondo a compatibilidade de rotacdes
na jungao alma-mesa, tem -se:

w;(x) = W(t)sen( T )Zy (6.36)
Yr1(x,y) = X(t)cos (mfx) Z—y (6.37)
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Py1(x,y) = Y(t)sen (@); (6.38)

A funcdo de Lagrange do perfil ¢ assim dada por:

L= L= i(ri —Uy) (6.39)

3
i=1 =1

Considerando que W (t) = We'®ot X(t) = Xe'®ot ¢ Y(t) = Ye'®o!, ¢ aplicando
o método de Ritz, tem-se:

M= w?hyy A A|(W) (0
A1z A2z Azs X(= 0 (6.40)
A13 Azz Azz|\Y 0

onde os coeficientes Aij , i, =1,2,3 sao fungdes das constantes eldsticas do
material e das caracteristicas geométricas do perfil C.

Pode-se obter a partir das duas ultimas equagdes X e Y em funcio do
deslocamento transversal W, saber:

X
Az Ags /112] > 0
Az A3z A3 W {0} (6.41)

Introduzindo X e Y na primeira equacdo, obtém-se um problema de autovalor
reduzido em funcdo de w? e W, na forma:

[[K.] — w?[M]]W =0 (6.42)

onde K, e M sdo a matriz de rigidez elastica e de massa, respectivamente, que sao
dadas por:

M= ’; };Z‘j (363 + 4n?b3) (6.43)
K. = Kn? [L%rAM- + bim?Ass B (L& AgaTy + bm?AssTs)
¢ 4bchr 4'bchrTz (6 44)
°m?b}Ass (Ty — T3\  bfLcyAug (L%rTl - T, '
3b5/Lcr ( TZ ) bﬁ, TZ )]

onde os coeficientes Ty, T, e T5 s@o dados por:
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T, = —Km*b,m? [(bw +4b;) (303, + 4m2b3) (12K A gy Ass
+ m2m?(A44D1q1 — A55D33))
— (3b) + 4n?b}) b, m*m? AssDs
+ 37212, (b, + 4b;) AsaDss

(6.45)

T, = —m*m? |(b,, + 4b;) (365, + 47°b}) (L b, K2 AssAss
+ Km?LZb,m?(A44D11 + AssDs3)
+ b, m* Dy Ds3) + 3Km2Le,b,, (b, + 4b;) AyDss  (6.46)
+ (b, + 4b;)(3m* LY, D33Dyy — 6m*L2,b%m? Dy, Ds3)
+ (365, + 4n%b})m*m?12, D1, D, — 3m*m?b} 12, D7, |

Ty = —Km*m2L2, [(b,, + 4b;)(3b + 472b}) (L2, b,y K A4y Ass
+ 2by,m2AssDs3) — 3m2 12, by, (b, + 4b;) AgaDss
— 3212, b% (b, + 4b;)D1y A4,
+ 212, (303, + 4n?b})]

(6.47)

Assim, tem-se a seguinte expressao para o quadrado das frequéncias naturais:

12b% Km? 12, A4 + bom?Ags

2 —
pthr(3b§V + 4-7T2b]3;) l 4by Ly

Wm

_ L§TA44_T1 + bam2A55T3 n T[Zmzb?‘ASS (TZ - T3) (648)
4b,, L., T, 3b%L,, T,
_ bchrA44 L%‘rTl B TZ
bl T,

A Figura 6.3 mostra a varia¢do das frequéncias naturais do modo local descritas
pela Equagdo (6.48) com o comprimento L para valores selecionados de
semiondas axiais m, considerando o perfil C 200x100x5 e o material M1, Cujas
propriedades fisicas e geométricas foram apresentadas no Capitulo 5 (Tabelas 5.1
e 5.2). Observa-se que a frequéncia decresce, como esperado, com o comprimento
da coluna, L, e com o numero de semiondas axiais, m. Assim, a frequéncia
fundamental ¢ sempre obtida para m=1. Também se observa que a diferenga entre
as frequéncias diminui a medida que o comprimento da coluna aumenta.
Entretanto, a partir de um certo comprimento limite, o comportamento passa a ser
dominado pelo modo global de flexdo ou flexo-tor¢cdo, como sera mostrado a
seguir. A Tabela 6.5 compara os resultados aqui obtidos com aqueles fornecidos
pelo GBTUL para L=0.5m.
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Figura 6.3: Variacao da frequéncia com o comprimento para diferentes
numeros de meia ondas, m=1..5. FSDT, material M1. Perfil 200x100x5.

Tabela 6.5: Frequéncia e modo fundamental de vibragao (modo local) para
os seis materiais, L=0.5 m.

Modo W, .
Material | GBTUL Wo GBTUL D'f?;e)"?a
(Fig.5.9) | (H? (Hz) j
M1 Modo5 | 120.18 119.46 0.60
M2 Modo 5 85.07 84.44 0.74
M3 Modo 5 | 136.57 131.56 3.67
M4 Modo5 | 101.15 99.23 1.90
M5 Modo5 | 102.87 101.36 147
1SO Modo5 | 190.96 188.37 136

6.2.3
Influéncia da Geometria da Segao

A Figura 6.4 mostra a influéncia do parametro geométrico bs/b,, na frequéncia
fundamental do perfil. A frequéncia fundamental do perfil C (que corresponde a
m=1) foi calculada usando a teoria classica de placas (CPT) e a teoria de
deformagdo por cisalhamento de primeira ordem (FSDT), sendo os resultados
obtidos comparados com resultados do modelo GBTUL. Novamente verifica-se a
concordancia entre os resultados obtidos com as teorias CPT e FSDT, ¢ uma boa
comparagdo com resultados do GBTUL na faixa de valores bs/b,, correspondente
a maioria dos perfis comerciais.
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Figura 6.4: Variacao da frequéncia fundamental do perfil C em fungao do
parametro geomeétrico b;/b,, para diferentes materiais ortotrépico.
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6.3
Frequéncia Fundamental e Comparagées com o GBTUL

A Figura 6.5 compara a frequéncia fundamental obtida pela analise global e pela
analise local usando as duas teorias de placa (CPT e FSDT) para os seis materiais
considerados na analise paramétrica com os resultados obtidos pelo GBTUL. Em
cada figura apresenta-se também o valor com comprimento limite, L;;, onde o
modo de vibra¢do fundamental muda de local para global, bem como a frequéncia
associada a este ponto. Esses valores sdo obtidos igualando-se a frequéncia
fundamental local e global. Verifica-se uma boa concordancia entre os resultados
aqui obtidos e os fornecidos pelo GBTUL. Comparando-se com o comprimento
limite obtido para a carga critica (ver Figura 5.8), observa-se que no caso
dinamico o comportamento local muda para global em valores bem menores de L.
Cabe ressaltar que, no caso dindmico, coexistem modos de vibragdo locais e
globais e a sequéncia de modos depende das caracteristicas fisicas e geométricas
da se¢do. Observa-se em todos os casos pouca diferenga entre os resultados
obtidos pelas duas teorias de placas (CPT e FSDT).

Como comentado no capitulo anterior, 0 GBTUL considera em sua formulacao
para o campo de deslocamentos uma combinacao linear de modos de deformagao
locais e globais. A Figura 5.9 do capitulo anterior ilustra os nove primeiros modos
de deformacgdo da secdo transversal. Os trés primeiros modos correspondem aos
modos globais de vibragcdo de flexdo e tor¢do da secdo transversal. Estes modos
sdo similares aos descritos pelas Equacdes (6.17), (6.20) e (6.21) para o perfil
simplesmente apoiado. Os modos seguintes correspondem a modos de
deformagdo de placa. O GBTUL também fornece a participacdo de cada um
desses modos de deformagao em funcao do comprimento L. A Figura 6.6 mostra a
participagdo modal em fun¢do de L para os seis materiais. Para avaliar as
contribuicdes de um determinado modo de deformacao para um modo de
flambagem ou vibragdo de um membro, o programa fornece o valor de seu fator
de participagdo modal. Verifica-se que, para perfis curtos, a flambagem ¢
dominada pelo modo 5, que ¢ similar ao modo adotado na analise local deste
capitulo. Quando o comprimento se aproxima do valor limite, h4 um crescimento
da participagdo do modo local de flexdo em torno do eixo de menor inércia, modo
3. Quando se ultrapassa o comprimento limite L; 0bserva-se a participagdo
dominante do modo 4, que corresponde ao modo de tor¢do, € do modo 2. que
corresponde ao modo de flexdo em torno do eixo de maior inércia. Também nota-
se a participagdo do modo local 6 na proximidade do comprimento limite, que
corresponde a um modo de placa com duas semiondas na dire¢do transversal da
alma, cuja importancia decai com L. Verifica-se uma mudanca abrupta da
composi¢do modal no comprimento limite, L.
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Figura 6.5: Variagdo da frequéncia natural
Coluna, calculados com diferentes teorias de placas e comparadas com
resultados do GBTUL, e diferentes materiais, Perfil C 200x100x5.
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com o comprimento da Viga-
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Figura 6.6: Participacao modal no modo de vibragdo do modelo GBTUL,
para uma Viga-Coluna simplesmente apoiada de secdao C 200x100x5 e
diferentes materiais pultrudados.
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6.4
Relagao Carga Axial-Frequéncia

6.4.1
Analise Global

Sabe-se que em estruturas suscetiveis a flambagem ha uma grande influéncia do
pré-carregamento estdtico nas frequéncias de vibracdo. Para colunas de
comprimento médio a longas, as menores frequéncias, como observado
anteriormente, estdo associadas aos modos globais.

Para o célculo das frequéncias naturais e modos de vibracdo da estrutura
carregada, tem-se o problema de autovalor:

[MI{U} + [[K.] — P[K:1]{U} =0 (6.49)

onde a matriz de massa e rigidez elastica sdo dadas respectivamente por (6.8) e
(6.9) e a matriz de rigidez geométrica ¢ dada por:

1 0 Z.
[K,;] = m? [0 1 —yC] (6.50)
Ze —Yc Io

A Figura 6.7 mostra a variagdo das trés primeiras frequéncias naturais (m=1)
obtidas pela formulacdo global com a carga axial compressiva P, para uma barra
com L=4 m, enquanto a Figura 6.8 mostra os resultados para L=8 m. Tendo em
vista a similaridade dos resultados, sdo apresentadas somente as curvas para os
materiais M1 a M3. A medida que o valor da carga de compressio aumenta, os
valores das frequéncias diminuem até chegar a carga de bifurcacdo em cada modo.
Nota-se que ha uma grande influéncia do carregamento nas frequéncias de
vibragdo. Para efeito pratico, quando se atinge a primeira carga critica, um dos
autovalores se torna negativo e ocorre a flambagem, passando a estrutura a vibrar
em torno de uma configuracido de equilibrio pds-critica. Precisa-se, portanto, de
uma formula¢do ndo linear para a analise deste problema. Verifica-se em quase
todos os casos uma proximidade entre os resultados para o primeiro modo de
flexdo (em azul) e o primeiro modo de flexo-tor¢ao (em vermelho), indicando a
possibilidade de um acoplamento nao linear entre estes dois modos.
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Figura 6.7: Variagao das frequéncias naturais com a carga axial, L=4m.
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Figura 6.8: Variagao das frequéncias naturais com a carga axial L=8m.

6.4.2
Analise Local

Para colunas curtas, as menores frequéncias estdo associadas aos modos locais,
como observado anteriormente. Para o célculo das frequéncias naturais e modos
de vibragdo da estrutura carregada, tem-se o problema de autovalor:

[MI{U} + [[K.] — P[K;]]{U} =0 (6.51)

Os coeficientes de rigidez elastica ¢ massa para a teoria classica de placas sdo
dados respectivamente por (6.29) e (6.30), enquanto que para a teoria de
cisalhamento de primeira ordem sdo dados por (6.44) e (6.43). O coeficiente de
rigidez geométrica para a teoria cldssica ¢ dado por (5.29) e para a teoria de
primeira ordem, por (5.35).

A Figura 6.9 mostra, para o material M1, a variacdo da carga critica (em azul) e
frequéncias naturais da estrutura descarregada (em vermelho) em funcdo do
comprimento do perfil para valores crescentes do nimero de semiondas axiais m.
Como visto no capitulo anterior, o nimero de semiondas axiais associada ao
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modo critico cresce @ medida que cresce o comprimento do perfil, atingindo um
valor minimo para cada valor de m associado a um comprimento critico dado por

(6.52)

Lcrm

(363 + 4n2b})E, "
B 3E,

que ¢ fungdo das caracteristicas fisicas e geométricas do perfil. Os trés primeiros
valores estdo identificados pelas retas tracejadas na Figura 6.9. Observa-se que,
para o mesmo valor de m, a frequéncia natural correspondente a cada
comprimento critico tem o mesmo valor, no presente caso 178.8Hz. Assim espera-
se que o numero de semiondas axiais associados a frequéncia fundamental mude
com a carga axial para valores de m>1 e L > L..;. Investiga-se a seguir a
influéncia do carregamento axial nas trés primeiras frequéncias naturais da
estrutura carregada para os trés primeiros comprimentos criticos. Observa-se na
Figura 6.10 que para L = L., a frequéncia fundamental, tal como a carga critica,
ocorre sempre para m=I, decrescendo com a carga axial compressiva N, e
tornando-se nula quando a carga axial atinge o valor critico. Sendo que as
frequéncias crescem com m. Para L = L,,, como se observa na Figura 6.11, a
frequéncia fundamental estd inicialmente associada a m=I1, como na estrutura
descarregada, mas, a partir de um certo valor da carga axial compressiva N,, que
depende das caracteristicas do material pultrudado, a frequéncia fundamental
passa a ser associada a m=2. Esta ¢ a primeira frequéncia a se tornar nula para o
menor valor da carga axial N,, em concordancia com o fato de que o modo critico
para este comprimento tem duas semiondas. Finalmente, para L = L.,3, como se
observa na Figura 6.12, o numero de semiondas associado a frequéncia
fundamental cresce com a carga axial compressiva, sendo que a frequéncia
associada a m=3 ¢ a primeira a se tornar nula, concordando com o modo critico
desta geometria. Para L = L., ¢ L = L3 observam-se situacdes em que, para
N, < N, duas frequéncias se igualam levando a uma possivel ressonincia interna
1:1. As Figuras 6.13 a 6.15 mostram os resultados considerando a teoria de placas
de primeira ordem, onde se observam os mesmos fendomenos.

400 600
300 400
= i =
= ]
200 — 200
100 — T 0
0 S 2 3 4
Y L (m)

Lera
Leri

Figura 6.9: Frequéncias naturais e cargas criticas para o material M1

obtidos pela formulagao local.
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Figura 6.13: Variagao das frequéncias naturais com a carga axial para L =

Loy, m =1, FSDT.
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Figura 6.14: Variacao das frequéncias

Loy, m = 2, FSDT.
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L5, m =3, FSDT.
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7
Andlise do Comportamento Pos-Critico e Sensibilidade a
ImperfeicOes

Neste capitulo s&o inicialmente deduzidas as equagfes ndo lineares de equilibrio
gue descrevem o caminho pds-critico da estrutura perfeita e os caminhos nao
lineares de equilibrio da estrutura imperfeita. Inicialmente sdo deduzidas as
equacOes discretizadas com base nas formulagcbes global e local e, a seguir,
apresentam-se o0s resultados da analise paramétrica, destacando-se os trés tipos de
comportamento do perfil em fungdo do seu comprimento, a saber, instabilidade no
modo local, instabilidade no modo global de flexo-torcéo e instabilidade no modo
global de flexdo em torno do eixo de menor inércia. As variaveis apresentadas a
seguir foram definidas nos Capitulos 3 e 4 (ver lista de simbolos).

7.1
Equacdes Nao Lineares de Equilibrio - Analise Global

As equacles diferenciais parciais ndo lineares de movimento para a andlise do
comportamento global de uma coluna de paredes delgadas considerando
imperfeicGes e o efeito de uma carga axial de compressdo, N, foram deduzidas no
Capitulo 3, Equacbes (3.63 — 3.65). Eliminando os termos relativos a inércia,
obtém-se:

(4),,12
v v
El (v(“) + 30"V + v+ > >

—N{" +2.0, +v.(0,6; +62))
+(EL, —EL)(w®6, +2w""6, + w"6)
—v®92 — 410,06, — 2v"6,0) —2v"0,?)

—EI, <w§‘” 6, +2w!"6. +w!'e!"
(7.1)

6% 62
- V¢§4) <% + 7’“) — 20, (05 0y + 6,05, )

— ] (8,05 + 6,64 = vy (6% + eﬁ)

+EL, (Wg4> 0, +2w." 0. + w0, —v?(8,.0,)
— 20" (6,6., +0,,6.) — v (6,6 +6,6..)

ox ox~-x X7 ox

- 2v;'(egx9,;)) =0
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w® 2
Ely <W(4) +3w'ww'" + WII3 + 5 )
-~ N(w" —y,.0] +2.(6,6, +6,2))
+ (El, — EL) (v 0, + 2v""0, + v" 0}
+w®02 —4w'"6,0, +2w"6,0. + 2w" 6,?)

X

— EI, <v§4> Oor + 20,05, + 050,

02 6?2
- W(§4) <% + 796) B ZWC””(QoxB(;x + 036992) (72)

= Wy (60 Oy + 0,65) — wy' (65 + 942)>

+ EIL, (v$7 6, + 20,0, + v 0 — w " (6,,6,)
- 2W¢;”(9x9¢;x + eoxgalc) - W(;,(eoxgalc, + exeé;c)
— 2w} (8,,6.)) =0

3
EI0% —GJo! — ~E1L6,70)
- N(1,0] —y.W"'+v"0)+ z,w"+w"8,))
+ (EL,— EL)(w"w" —v"%6, + w"?6,) (7.3)
— EL,(w)w"8,, +w"v) —v)v"0,)
+ EL (W) w8, +v"' Wy — 0,0 6,,) = 0

onde E=E,, e G=G,, sdo respectivamente 0 mddulo de Young longitudinal
(na direcdo das fibras do material pultrudado que coincide com o eixo do perfil) e
0 mbdulo de cisalhamento do material no plano das chapas do perfil.

Para obtencdo dos caminhos ndo lineares de equilibrio usam-se as seguintes
funcbes de aproximacao:

v(x) = vsen (n %) (7.4)
w(x) = w sen (n%) (7.5)
0(x) = 0, sen (n %) (7.6)

onde v, w, e 6, sdo as amplitudes modais. Cabe ressaltar que as fungdes (7.4) a
(7.6) sdo a solucdo analitica das equacOes linearizadas de equilibrio critico e que,
portanto, descrevem com precisdo 0 caminho poés-critico na vizinhanga da carga
de bifurcacao.
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Considerando que a forma da imperfeicio geométrica com maior influéncia no
comportamento ndo linear de equilibrio é aquela que tem a mesma forma dos
modos criticos, tem-se que as imperfeicbes geométricas iniciais sdo descritas
pelas seguintes funcgdes:

v, (x) =v, sen (T[ %) (7.7
w,(x) = w, sen (nz_c) (7.8)
0,,(x) =0, sen (n )L—C) (7.9)

onde v,, w,, 6,, sdo as amplitudes das imperfeicoes.

Aplicando o0 método de Galerkin, obtém-se o seguinte sistema de equacdes
algébricas ndo lineares de equilibrio:

Tt 2
Elzﬁ[v—v0+8L2( —vo)] [ v +2z.0,)+ yCHZ]
4 3\ L
+(EIZ_EIy)F(§W9x —éﬂvex)—Zqu
m (4 1m? 7.10
+Ely 2 <3w09 577 VoboxOs ) (7.10)
3[4 3 5
— EL 5| 3Wolox = 7o mVo(0% +062) | = 0
4 2 2
EIyZL3 w— W0+8L2 w3 —-w3)|-P- [ w—v.0,)+= ZCQZ]
4 3 N L
+ (EIZ — EIy)F (§V9x +§T[W9x) — 2; q-
w3 (4 3 7.11
+EIZL_3<§V09x +§T[Wogox0x> ( )

3 (4 3 5 5
+EIyL_3 §v090x+Enwo(90x+9x) =

1m 172 37
L3 EIW(H ox) +ET G](Hx ox) +— Elt(93 903x)

2 ) ) 16 13
/s /s
+EIZZL3[ W(V3_Vo3)
s 4 s 4
_PZ[EIOHX -V (EW —§v9x) +z. (EV +§W9x>]
3[4 3
+ (E1, —Ely)ﬁ[ng—gn(vzex—WZHX)] (7.12)
1L

+E—qz(nez 4ey)

w3 (3 4 3
— Elzﬁ (§ Twow0,, + §wv0 —gnvov0x>
+EI i 2
3

3 3
(gnwowex +-wyv — gnvoeoxv) =0

v E
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Que sdo fungbes das amplitudes modais v, w, e 6, e da maginitude das
imperfeicdes da estruturav, ,w,,e8,, .

Tem-se assim um sistema de trés equacgdes algébricas ndo lineares que podem ser
resolvidas, por exemplo através do método de Newton-Raphson, juntamente com
técnicas de continuacdo para obtencdo dos caminhos ndo lineares de equilibrio.
Observa-se a presenca de termos ndo lineares quadraticos e cubicos.

7.2
Equacbes Nao Lineares de Equilibrio - Analise Local

721
Teoria Classica de Placas

Pela teoria classica de placas, o funcional ndo linear relativo a energia interna de
deformacdo, U, é dado por:

b L
1 1
= E Ajy (u,x + Ewazc + W,xWo,x>
00

1 1
+ 24;, (u,x +-wi+ W,xWO’x) (v,y + zwj, + W,ywo,y)

2
1 ’ (7.13)
+ Ay (v,y + Ewy + W'yWO,y)

2

2
+ A66(u_y tvu, +wuwe, +w oW, + W,xW.y)

+ Dy1k¢ + 2D1pKy Ky + Dk + 4Dk 2y | dx dy

e 0 potencial das cargas aplicadas, (2, para uma placa sob compressdo axial pode
ser escrita como:

b L
Nxff<u += w2 +w W0x>dxdy (7.14)
00
é

onde N, a carga aplicada por unidade de comprimento aplicada nas
extremldades do perfil.

7211
Funcdes de Forma

Para a deducdo de fungbes de interpolacdo consistentes, levando em conta o0s
acoplamentos modais associados a ndo linearidade geométrica, usa-se a técnica de
perturbacOes descrita por Gongalves et al. (2016) que leva a modelos reduzidos
precisos para a analise de cascas e placas (Gongalves et al., 2008).

Para usar 0 método de Ritz, funcbes de forma para u,v ew precisam ser
prescritas. Estas funcbGes tém que atender as condicGes de contorno forcadas do
problema.
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Com base no modo de flambagem local da estrutura, as fungdes de forma da alma
séo dadas por:

w(x,y) = Wsen (mzrx) sen (Z—y) (7.15)
u(x,y) = Usen (27rznx> cos <2b7ry) (7.16)
v(x,y) = Vcos (217:“) sen (Zbiy) (7.17)

w

onde se observa que os termos relativos ao deslocamento no plano da placa
u(x,y) e v(x,y) tém o dobro do ndmero de ondas do modo critico em virtude das
ndo linearidades quadraticas observadas nas Equacfes (4.18a) e (4.18b).

As fungdes de aproximacdo dos deslocamentos das mesas, levando em conta o
efeito das ndo linearidades e da compatibilidade de deslocamentos na jungéo
mesa-alma, sdo dadas por:

w(x,y) = Wsen (?)Z—y (7.18)
u(x,y) = Usen (erlllnx) (1 - (blf) (7.19)
v(x,y) = Vcos (21r2nx)bl + y3 (7.20)

Considera-se que a imperfeicdo tem a forma do modo critico da estrutura, sendo
dada para a alma e mesas, respectivamente, por:

mmx Ty

w,(x,y) = W,sen (T) sen (b_) (7.21)

MITXy Yy
w,(x,y) = W,sen (—) b
w

; (7.22)

onde W, é a magnitude da imperfeicdo geométrica inicial.

Assim, tem-se a energia potencial do perfil dada por:

M= i 1; = i(ui + Q) (7.23)
i=1 i=1
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Substituindo as fungdes (7.15) a (7.22) em (7.23) e efetuando a integral ao longo
do dominio de cada placa, obtém-se o funcional discretizado funcdo das
amplitudes modais W, U e V. Aplicando o método de Ritz, obtém-se o sistema de
equacOes ndo lineares:

oIl oIl oIl
_—= . —_—= . —_— = 7.24
au 0 av 0 ow 0 (7.24)

A primeira e segunda equacdo sdo lineares em U e V e podem ser resolvidas para
0s deslocamentos U e V em funcdo do W,

U
A’ll /112 Al3:| 0
vi= 7.25
I | 1 o) (7.25)

Introduzindo os valores de U, V na terceira equacdo, obtém se a equacdo que
descreve o caminho pos-critico.

A expressdo resultante é bastante longa, mas como exemplo ilustrativo,
introduzindo as constantes elasticas do material M1, as propriedades geométricas
do perfil C 200x100x5 e L=Lcr, a equagédo toma a forma:

_ 9.24W3 + 18.50W W + 43.52W + 27.75W2W,
B W +w,

(7.26)

Considerando a imperfeicdo nula, o caminho pos-critico assume a forma
parabdlica, tipica de placas, relativa a uma bifurcacdo simetrica estavel (Shen,
2017).

7.2.2
Teoriade Primeira Ordem

Pela teoria de primeira ordem, o funcional ndo linear relativo a energia interna de
deformacdo da estrutura imperfeita, U, é dado por:

b L
1
:Eff[Allu + = Wx+W WOX)
00

1 1
+ 244, (u,x + 2 w2 + W,xwolx) (17,3, + EWJZ,
2

2

1
+Wywoy>+A22<vy+§W§,+wywoy>
+ Age(uy +vx+w Woy + W, wox+wxwy) (7.27)

+ D11(1/Jxx) + 2D121/)xx¢yy + Dy, (ll)y )2
+ Des (lpxy + lpyx) + KA44(W,y + ¢y)

2
+ KAss(wy + 1) ]dx dy
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O potencial das cargas aplicadas, Q, para uma placa sob compressdo axial pode
ser escrita como:
b L

1
Q= —Nxf f (u,x +§w,,2€ + W,xwojx>dxdy (7.28)
00

onde N, é acarga aplicada por unidade de comprimento.

7221

Funcdes de Forma

Para usar o metodo de Ritz, fungdes de forma para u,v,w 1, ,1, precisam ser
prescritas. Estas funcbes tém que atender as condicGes de contorno forgadas do
problema.

As fungOes de forma da alma s&o dadas por:

w(x,y) = Wsen (?) sen (%) (7.29)
u(x,y) = Usen (anﬂx) cos (ZZ:y ) (7.30)
v(x,y) = Vcos (Z"Z”x) sen (ZZ;W ) (7.31)
. (x,y) = X% cos (mfx) sen ("l:v Y ) (7.32)
¥y (03) = ¥ sen () cos () (7.33)

w

As fungOes de forma das mesas tém a seguinte forma:

w(x,y) = Wsen (?)T;ﬂ (7.34)
u(x,y) = Usen (21rznx> (1 — (bl)Z) (7.35)

2mmx
v(x,y) = Vcos( T )l+ y3 (7.36)
L /b,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613092/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1613092/CA

131

Yulxy) = X% cos (mfx) sen <n:y> (7.37)
Y, (x,y) =Y Z—nsen (mfx) cos (nbny) (7.38)

Considerando novamente que a imperfeicdo tem a forma do modo critico da
estrutura, ela é descrita por (7.21) e (7.22).

7222
Caminho Pés-critico

A energia potencial total do perfil é dada pela soma da energia potencial total das
trés placas, ou seja:

M= i I, = i(ui + Q) (7.39)
i=1 i=1

onde U; e Q; sdo a energia interna de deformagdo e a energia devido a carga
externa, respectivamente.

Usando as funcGes de forma de cada placa do perfil C e para a imperfeicio
geometrica, e integrando-se o funcional no dominio, obtém-se a energia potencial
de cada placa do perfil C. Somando as trés parcelas obtém-se a energia potencial
total do perfil C, M =1(U,V,W,X,Y), funcdo das cinco amplitudes modais.
Aplicando o método de Ritz, tem-se o sistema de equacfes ndo lineares:

am
au

an _

am
v -

ow

an _

am
0, 0, 0.2=0,==0 (7.40)

Como no caso anterior, a primeira e segunda equacdo sdo lineares em U e V e
podem ser resolvidas para os deslocamentos U e V em fungdo do W:

U
N {V} -0} (7.4

De forma semelhante, a quarta e quinta equacdo sdo lineares em X e Y e podem
ser resolvidas para os deslocamentos X e Y em fungdo do W:

X
Aag Aus 143] _ {0
Ao Aee Acl)Y =10} (7.42)

Introduzindo os deslocamentos U, V, X e Y na terceira equagdo, obtém-se a
equacao ndo linear do perfil em funcdo da amplitude .
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A expressdo resultante é extremamente longa. Como exemplo ilustrativo,
introduzindo as constantes elasticas do material M1 e as propriedades geométricas
do perfil C,aequacdo toma a forma:

, 16.71WW35 +25.071W>W, + 43.4457W — 31.8057W, + 8.357W>

W (7.43)

Novamente, considerando a imperfeicio nula, o caminho pds-critico assume a
forma parabdlica tipica de placas (Shen, 2017). Assim, observa-se que pelas duas
teorias o perfil pultrudado exibe uma bifurcacdo simétrica estavel. Entretanto a
rigidez pos-critica depende das caracteristicas geométricas do perfil e das
constantes do material pultrudado, como apresentado a seguir.

7.3
Mudancas no Modo de Flambagem com o Comprimento do Perfil

Como observado no Capitulo 5, 0 modo de flambagem do perfil C muda, para
uma dada secdo e material, com o comprimento do perfil. Para a secdo de
referéncia usada na andlise paramétrica (Tabela 5.1), a Tabela 7.1 mostra, para 0s
seis materiais em estudo, o comprimento limite em que o modo de flambagem
muda de local para global de flexo-torcdo e de global de flexo-torcdo para flexao
em torno do eixo de menor inércia.

A seguir se estuda para cada um destes casos o caminho pos-critico e
sensibilidade a imperfeicdes.

Tabela7.1: Comprimento onde os modos de flambagem muda de local para
global, L;g4 , e de flexo-torcao para flexao, Lgy-

. L L E G E
Material ™ M| cummy) | Gamm?) | kvmm?)
M1 2.48 4.78 20.00 5.00 10.00
M2 3.28 7.20 20.00 220 5.00
M3 278 7.84 28.00 2.60 19.30
M4 2.93 6.81 20.10 247 862
M5 258 5.38 15.89 313 775
ES) 1.98 375 28.00 T1.38 28.00

7.4

Comportamento Pdés-critico e Sensibilidade a Imperfeicbes na
Flambagem Local

Como visto no Capitulo 5, o nimero de semiondas axiais associada ao modo

critico cresce a medida que cresce o comprimento do perfil, atingindo um valor
minimo para cada valor de m associado a um comprimento critico dado por

(7.44)

(363 + 4n2b3)E, "
Leym=m 3

E;
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Inicialmente, compara-se na Figura 7.1(a), usando-se as Equagdes (7.26) e (7.43)
0 caminho poés-critico obtido pela teoria classica de placas (azul) e teoria de
primeira ordem (vermelho) para o material M1 e L=Lcr1. O perfil apresenta uma
bifurcacdo simétrica estavel com uma leve rigidez pds-critica. Verifica-se no
zoom em torno do ponto de bifurcacdo que para valores esperados da amplitude
modal w que os resultados praticamente coincidem. A pequena diferenca entre as
duas solucBes é ilustrada no zoom da Figura 7.1(b) (diferenca de 0.20%). Para
todos os valores de Lcm O resultado € o mesmo, vide Figura 5.7. A resultante da
carga axial usada nas figuras a seguir € dada por P = N, (b,, + 2b;)).

80 : 44
60 |
43.8 —
53 40 — § 4
oy ey
| 43.6
20 — —CPT
— FSDT J
0 — . . — 434 .
2 1 0 1 2 0.4
ow (mm) o w (mm)
a) Caminho poés-critico b) Zoom

Figura 7.1: Comparacdo do caminho pos-critico de equilibrio pela teoria
classica de placas e pelateoriade primeira ordem, Material M1. L=L,.

Os resultados apresentados na Figura 7.2, sdo obtidos usando as equacdes (7.26),
e ilustra o caminho pos-critico obtido pela teoria classica de placas para o material
M1 e L=Lcr1, bem como os caminhos ndo lineares de equilibrio para valores
crescentes de imperfeicdo inicial da forma do modo critico. Os valores foram
normalizados com relagdo a espessura da alma t,,. Para cada nivel de imperfeicdo
usa-se tanto o valor positivo quanto o negativo de w,, obtendo-se os caminhos
ndo lineares caracteristicos de uma bifurcacdo simétrica estavel. Observa-se que a
imperfeicdo gera deflexdes nas chapas do perfil que crescem com o carregamento,
sendo seu efeito particularmente importante quando a carga se aproxima do valor
critico onde as deflexdes crescem de forma mais acentuada. Usando a convengdo
usual, as linhas continuas representam caminhos de equilibrio estaveis.
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60

Po=43.54 kN

40 —

W/t
— 0.000
—0.002
— 0.004
— 0.006
0.008
—0.010
0012
—0.014
—0.016
— 0018

P (kN

20 —

1

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2
Figura 7.2: Caminho pés-critico de equilibrio pela teoria classica de placas
e caminhos néo lineares de equilibrio da estrutura imperfeita. Material M1.
L=Lc.

A Figura 7.3(a) compara 0s caminhos pos-criticos dos seis materiais usando a
CPT, enquanto a Figura 7.3(b) compara os caminhos pos-criticos obtidos usando a
FSDT. Observa-se que o material tem influéncia na rigidez pos-critica do perl,
sendo maior para o material M3 e menor para o material isotropico. Cabe lembrar
que em muitas aplicacbes as normas permitem a aplicagdo de cargas superiores a
critica em estruturas formadas por placas tendo em vista sua rigidez pds-critica,
embora este ndo seja ainda o caso das normas de perfis pultrudados.

2 2
— Ml
— M2
1.8 — M3

M4
— M5
1.6 — —ISO

P/P,
P/P.,

wit, wit,
(@ CPT (b) FSDT
Figura 7.3: Comparacdo dos caminhos pdés-criticos dos seis materiais. (a)
CPT, (b) FSDT. L=Lc.

No Apéndice | encontram-se os caminhos de equilibrio da estrutura imperfeita
para 0s seis materiais estudados, onde se observa a influéncia da magnitude da
imperfeicdo na resposta ndo linear do perfil, considerando, respectivamente, a
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CPT e a FSDT. As imperfeicOes sdo as mesmas usadas na Figura 7.2. Em todos
0S €asos observa-se 0 mesmo tipo de comportamento.

7.5
Comportamento Pds-critico e Sensibilidade a Imperfeicdes na
Flambagem Global por Flexo-Torcao

A Figura 7.4 mostra trés projecBes do caminho pds-critico obtido com o controle
de deslocamento (no caso a rotagdo) para o material M1 e L=3m. Os caminhos de
equilbrio (P,0) e (P,w) sdo simétricos e (P,v) é restrito a valores positivos de
deslocamento. O perfil apresenta uma bifurcacdo estavel. A carga de compressao
axial cresce a partir da carga critica, até atingir a carga limite, a partir da qual
passa a decrescer, tornando-se a seguir o caminho pds-critico instavel.

No modelo da flambagem global, uma das hipdteses é que o contorno da secdo
transversal permanece rigido no seu préprio plano, como ilustra a Figura 7.5. A
secdo transversal no meio da viga-coluna sofre as maximas amplitudes de
translacdo e rotacdo. Os deslocamentos obtidos pelo método de Newton-Raphson
correspondem exatamente aos deslocamentos transversais do centro de gravidade
no meio do perfil, destacados na figura, e a rotacdo da secdo em torno do eixo do
perfil (amplitudes modais).

A Figura 7.6 mostra, de acordo com os pontos destacados ao longo dos caminhos
de equilibrio, a evolucdo da posicdo da secdo transversal no meio do perfil. As
secdes transversais mostram que na posicdo “@” a estrutura atingiu a carga critica
e a segdo transversal continua em sua posigdo inicial. Na posi¢do “b”, relativo a
carga limite, nota-se que o perfil é submetido a uma rotacdo e a deslocamentos
transversais nas duas direcGes. Apds o valor da carga de compressdo axial atingir
um valor limite, o valor da carga decresce abruptamente, tornando-se a estrutura
instdvel. Cabe relembrar que o modo de flexo-torcdo esta associado aos
deslocamentos w (flexdo em torno do eixo de maior inércia) e 6x. Observa-se que
apos o ponto limite hd um crescimento acentuado do deslocamento v, o que indica
um crescimento da flexdo em torno do eixo de menor inércia (posicoes c, d, €). As
posicdes de f a i ilustram a simetria do caminho pos-critico em relagcdo a w e 6x.
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Figura 7.4: Caminho pdés-critico de equilibrio do perfil C 200x100x5, Material
M1. L =3m.

o Posicéo deformada

\Posigéo com

Posico indeformada’” imperfeicdo inicial

Figura 7.5: Deslocamento da secéo transversal no modo global de flexo-
torgédo. Deslocamentos do centro de gravidade.
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lea [ \{eb 0.
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Figura 7.6: Deslocamento da secdo transversal ao longo do caminho pos-
critico de equilibrio.

A Figura 7.7 mostra o efeito de uma imperfeicdo geométrica inicial na forma do
modo de flexdo em torno do eixo maior de inércia com magnitude w, =
0.0035m. Os caminhos de equilibrio para a coluna imperfeita apresentam um
comportamento estavel até atingir a carga limite, ap6s a qual o caminho torna se
instavel. Como no caso local, considera-se tanto uma imperfeicdo inicial positiva
guanto negativa. A carga limite para a estrutura imperfeita € menor que a carga
limite da estrutura perfeita. A Figura 7.8 mostra a evolugdo da posicdo da se¢do ao
longo dos caminhos ndo lineares da estrutura imperfeita.
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Figura 7.7: Caminho de equilibrio do perfil C 200x100x5, Material M1, com
imperfeicdo w, = 0.0010L, L = 3.5m.
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Figura 7.8: Deslocamento da secdo C 200x100x5. material M1. com
imperfeicdo inicial w, = 0.0035m, L = 3.5m.
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7.6
Efeito do Comprimento do Perfil no Caminho Pdés-critico de Flexo-

Torcao

A variagdo do caminho de equilibrio p6s-critico de uma coluna sem imperfeicbes
com o comprimento do perfl C é estudada para o Material M1. Varia-se o
comprimento entre o comprimento onde a flambagem muda de local para global,
de flexo-torcéo, Lig, € 0 comprimento onde o modo de flambagem global muda de
flexo-torgdo para flexdo, Ls.r (ver Tabela 7.1).

Da analise da estabilidade linearizada, sabe-se que o valor da carga critica
decresce com o comprimento do perfil. O caminho poés-critico para sete
comprimentos selecionados sdo mostrados na Figura (7.9) onde plota-se a carga
critica em funcdo das amplitudes modais. Para efeito de comparacdo mostra-se
tanto o eixo vertical em termos da carga P(kN) e o eixo vertical com a carga
normalizada pelo valor critico (P/P_). Inicialmente, para perfis mais curtos (ver
resposta para L=2m) tem-se, como ilustrado no item 7.5. Uma bifurcacdo
simétrica estavel com o caminho pos-critico atingindo um méaximo local associado
a uma bifurcacdo por ponto limite onde se torna instavel e a carga passa a
decrescer. A medida que o comprimento do perfil cresce e a carga critica diminui,
a diferenca entre a carga critica e este ponto limite também reduz sensivelmente e
desaparece para L=4.5m. A partir deste valor, tem-se uma bifurcacdo simétrica
instavel.
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Figura 7.9: Caminho pos-critico, Material M1, Perfil C 200x100x5, Lig <L<

Efeito do Material no Caminho P4s-critico de Flexo-Torcao

As cargas de bifurcacdo variam com as caracteristicas geométricas e propriedades
elasticas do material usado na analise. Como foi analisado no Capitulo 5, existe
um comprimento critico para cada material. Na Figura (7.10) é analisada a
variagdo do comportamento do caminho poés-critico com as propriedades do
material pultrudado. O comprimento selecionado € de L=3.5m. Para este
comprimento, o0 modo de flambagem para todos os materiais é 0 de flexo-torcéo

(ver Tabela 7.1).

O modo de flexo-torcdo estd associado ao modulo de Young na direcdo
longitudinal £, e ao modulo de cisalhamento G,,. Para o material isotropico tem-

Se

uma bifurcacdo

simétrica

instavel,

enquanto  os

materiais  pultrudados

apresentam uma bifurcacdo simétrica estavel com ponto limite. O resumo das
cargas criticas € apresentado na Tabela 7.2.
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O material isotropico, que tem o maior médulo de Young longitudinal e mddulo
de cisalhamento (E; = 28.00kN/mm?, G,, = 11.38kN /mm?) apresenta a maior
carga critica. JA o material M5 (E, = 15.89 kN/mm?, G,, = 3.13kN/mm?)
apresenta a menor carga critica. Os materiais M2 e M4 apresentam caminhos pos-
criticos bastante semelhantes, com o material M4 apresentando um leve aumento
de carga critica e rigidez pos-critica. Isto se deve ao fato dos dois materiais
apresentarem médulos de Young bem préximos (E; = 20.00kN /mm? e
20.10kN /mm?, respectivamente), enquanto 0 modulo de cisalhamento de M4 é
um pouco maior que o modulo de cisalhamento de M2 (G,, = 2.20kN/mm? e
Gy, = 2.47kN/mm?, respectivamente). JA4 o material M1, que tem o mesmo
modulo de Young que o material M2, apresenta uma maior carga critica e carga
limite em virtude do aumento no médulo de cisalhamento (G,, = 5.00kN /mm?
para M1 e G, = 2.20kN/mm? para M2). Convém lembrar que o valor de G,,
esta associado a ortotropia do material pultrudado, portanto leva em consideracéo
0 modulo de Young na diregdo transversal e os dois coeficientes de Poisson.

Tabela 7.2: Cargas criticas ordenadas em ordem crescente para todos 0s
materiais usadas na analise numérica - L=3.5m

. P
Material (KN)
M5 18.90
M2 21.35
M4 21.82
M1 25.27
M3 29.21
ISO 41.40
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a) Deslocamentow b) Rotacéo 6,
Figura 7.10: Caminho pdés-critico para uma coluna de L=3.5m (L < Lftf), e

diferentes materiais.
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7.8
Caminho Pés-critico Antes e Depois do Comprimento Limite entre

Flexo-tor¢ao e Flexao, Ly

No comprimento critico ou limite entre flexo-torcdo e flexdo, o modo de
flambagem associada a menor carga critica muda de flexo-tor¢do para flexdo. Nas
Figuras (7.11) a (7.16) mostram-se dois caminhos de equilibrio; um associado ao
modo de flexo-torcdo (em vermelho) e o outro de flexdo (em azul) para os seis
materiais. Para entender o efeito do modo de flambagem no comportamento pos-
critico, mostra-se na figura (a) os caminhos de equilibrio associados aos dois
modos para um comprimento um pouco menor que valor critico e na figura (b) os
caminhos de equilibrio associados aos dois modos para um comprimento um
pouco maior que o valor critico, como especificado na legenda de cada figura.
Mostra-se também em cada grafico as cargas criticas associadas aos dois modos.
Antes do comprimento critico, 0 modo de flexo-tor¢do corresponde & menor carga
critica e ap6s o comprimento critico a carga critica esta associada ao modo de
flexdo. O comprimento critico muda bastante com as caracteristicas do material
pultrudado, como observado na Tabela 7.1. Verifica-se uma mudanca abrupta no
comportamento pos-critico. Para um comprimento um pouco menor que o Vvalor
critico, o caminho pos-critico associado ao modo FT é instdvel com grande
declividade inicial, enquanto o caminho associado ao modo de flexdo é estavel.
Para um comprimento um pouco maior que Vvalor critico ambos os caminhos sdo
estaveis, mas observa-se uma grande diferenca na rigidez pés-critica. Em virtude
da proximidade das cargas criticas espera-se que a resposta da estrutura imperfeita
leve a uma interagdo modal com a resposta sendo dependente do tipo e magnitude
da imperfeicio. A medida que o comprimento do perfil aumenta apds o
comprimento critico, tem-se que a diferenca entre as duas cargas criticas cresce,
sendo o caminho pos-critico simétrico e estvel, com pequena curvatura inicial
similar & coluna de Euler.

20

— [ Py=16.71 kN
—— FT: P;=16.73 kN

] —— [ Po=16.78 kN
----FT: P;;=16.77 kN

P, (kN)
P, (kN)

v, w(m)

Figura 7.11: Caminho pos-critico de equilibrio antes e depois do
comprimento critico, Material M1.
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I
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64— e
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a) L=7.188m,L < Ly b) L=7201m,L> Le

Figura 7.12: Caminho pos-critico de equilibrio antes e depois do
comprimento critico, Material M2.
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Figura 7.13: Caminho péds-critico de equilibrio antes e depois do
comprimento critico, Material M3.
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Figura 7.14: Caminho pos-critico de equilibrio antes e depois do
comprimento critico, Material M4.
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16

——F:P,=1046 kN
—— FT: P,=10.47 kN

1 ——F:P,=10.50 kN
----FT:P,=10.49 kN

v, w(m) v, w(m)
a) L =5375m,L < Lftf b) L =5.385m,L > Lftf
Figura 7.15: Caminho péds-critico de equilibrio antes e depois do
comprimento critico, Material M5.

42 42
— F: P,=38.02 kN

—— FT: P,=38.06 kN

— F: P,=38.22 kN
7 ----FT: P;,=38.18 kN 7

P,, (kN)
P, (kN)

36 T T T T T T T T T T T 36 T T T T T T T T T T T

v, w(m) v, w(m)
a) L=374m,L<Lsy b) L=3.75m,L> L
Figura 7.16: Caminho pos-critico de equilibrio antes e depois do
comprimento critico, Material ISO.

7.9
Influéncia do Tipo de Imperfeicdo no Caminho N&o Linear de

Equilibrio e Sensibilidade a Imperfeicbes —Modo de Flexo-Torgé&o

Colunas reais sdo sempre imperfeitas. Baseadas nas equacdes ndo lineares de
equilibrio da estrutura imperfeita, EquacbGes (7.10) a (7.12), obtém-se aqui
solugBes numéricas para diferentes tipos e magnitudes de imperfeicdo. As curvas
sdo obtidas através de controle dos deslocamentos transversais ou rotacao.

Com o objetivo de estudar a influéncia das imperfeicdes no caminho de equilibrio
da estrutura, neste estudo as imperfeicbes no eixo de menor inércia sdo
proporcionais ao comprimento do perfil, v, = +a L, onde: « = 0.0001. 0.001.
0.002. 0.004. 0.008. 0.012. 0.016. 0.020. 0.030. 0.040. 0.050. 0.060. 0.080.
Enquanto isso as imperfeicdes no eixo de maior inércia sdo também proporcionais
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ao comprimento do perfil, w, = ££L, onde: § =0.0002, 0.0004, 0.0006, 0.0010,
0.0015, 0.0020, 0.0030, 0.0040, 0.0050. E ainda as imperfeicdes na rotacdo se
medem em radianos, 6,, = +9r/180 , onde: ¥ = 0.02, 0.04, 0.08, 0.10, 0.20,
0.40, 0.80, 1.00, 2.00, 4.00, 10.00, 20.00, 30.00. Nas Tabelas 7.3, 7.4 e 7.5
mostra-se a escala de cores usada para identificar a magnitude da imperfeicdo em
cada caso. Nos caminhos de equilibrio usa-se a convencdo usual onde linhas
continuas denotam os trechos estiveis dos caminhos de equilibrio e as linhas
tracejadas os trechos instaveis. A curva em vermelho indica a variacdo do ponto
limite onde o equilbrio muda de estavel para instdvel com a magnitude da
imperfeicdo. A estabilidade é verificada usando-se o Principio da Energia
Potencial Minima.

Tabela7.3: Imperfeicbesemv-v,=al
Magnitude do fator de imperfeicdo - « Cor
0.0001
0.0010
0.0020
0.0040
0.0080
0.0120
0.0160
0.0200
0.0300
0.0400
0.0500
0.0600
0.0800

Tabela7.4: Imperfeicbesemw - w, = BL,
Magnitude do fator de imperfeicdo - 8 Cor
0.0002
0.0004
0.0006
0.0010
0.0015
0.0020
0.0030
0.0040
0.0050
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Tabela7.5: Imperfeicbesem 6, - 8,, = In/180
Magnitude do fator de imperfeicdo - 9 Cor
0.02
0.04
0.08
0.10
0.20
0.40
0.80
1.00
4.00
10.0
20.0
30.00

A Figura 7.17 mostra os caminhos de equilibrio considerando uma imperfeicao
w,, enquanto a Figura 7.18 mostra os caminhos de equilibrio considerando uma
imperfeicdo 6,,. Os caminhos de equilbrio (P,w) e (P,6,) séo simétricos, e 0
caminho de equilibrio (P,v) é restrito a valores positivos. Além dos caminhos de
equilibrio, as Figuras 7.17(d) e 7.18(d) apresentam a curva de sensibilidade a
imperfeicdes. O caminho pdés-critico de equilibrio da coluna perfeita, é estavel até
alcancar a carga limite, onde se inicia o caminho de equilibrio instavel, com o
valor da carga decrescendo com os deslocamentos. Uma consequéncia importante
€ que a coluna perfeita tem uma carga maxima P, maior que P... A estrutura
imperfeita apresenta um caminho ndo linear de equilibrio com um ponto limite
separando 0s trechos estaveis e instaveis. S&o mostradas as respostas para
imperfeicdes positivas e negativas. Entretanto a medida que a imperfeicdo cresce,
a carga maxima P,;,,, decresce e, a partir de um certo nivel de imperfeicdo passa a
ser menor que P... Assim, observa-se uma sensibilidade da coluna a imperfeicoes.
A estrutura é particularmente sensivel a imperfeicdes na forma do modo de torgéo,
podendo apresentar carga bem inferiores a carga critica. A curva de sensibilidade
a imperfeices (PL,B) inicia com grande inclinagdo inicial que vai diminuindo

cr

até alcancar um valor minimo apds o qual a carga limite volta a crescer. Por outro

o e . -~ P 7
lado, a curva de sensibilidade a imperfeicdes (P—,Gox) é sempre decrescente com
cTr

uma inclinacdo quase constante.
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Figura 7.17: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo w,
carga axial, (d) Curva de sensibilidade aimperfei¢cdes, Material M1, Perfil C

200x100x5, L
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30 30

0.08 :
w (m) 0,, (rad)

c) d)
Figura 7.18: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo 6,, sob
carga axial, (d) Curvade sensibilidade aimperfei¢cdes, Material M1, Perfil C
200x100x5, L=3.5m.

A Figura 7.19 mostra os caminhos de equilibrio considerando uma imperfeicdo na
forma do modo critico, isto €, com componentes w, e 6,,, sendo estas
proporcionais ao respectivo autovetor na forma k(0,—0.986L,—0.162), onde k é
o fator de proporcionalidade apresentado na figura. Observa-se que imperfeicoes
na forma do modo critico de flexo torcdo levam a uma grande sensibilidade a
imperfeicdes, com a curva de sensibilidade apresentando uma grande declividade

inicial (Figura 7.19d).
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. 0.001 0.002  0.003 0.004 0.005
0, (rad) k
c) d)
Figura 7.19: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo na forma

do modo critico k(0, —0.986L, —0.162) sob carga axial, (d) Curva de
sensibilidade a imperfei¢cfes, Material M1, Perfil C 200x100x5, L=4m.

79.1
Influéncia do Material na Sensibilidade a Imperfeicdes, L=3.5m.

A Figura 7.20 apresenta as curvas de sensibilidade a imperfeicGes iniciais em
funcdo de g =w,/L e 6,,. No caso da coluna com material isotropico a carga
maxima é também a carga critica, ja que, como mostrado na Figura 7.10. o
material isotrépico apresenta uma bifurcacdo simétrica instavel associada ao modo
de flexo-tor¢do. No caso da coluna com materiais ortotropicos a carga maxima € a
carga limite, que é para todos 0s materiais maior que a correspondente carga
critica. Entretanto, em todos os casos, como observado nas Figuras 7.17 a 7.20. a
partir de um certo nivel de imperfeicdo a carga limite passa a ser menor que a
carga critica de bifurcacéo.
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0,y (rad) §
a) b)
Figura 7.20: Sensibilidade dos resultados obtidos para os seis materiais
usados na analise, Perfil C 200x100x5, L=3.5m.

7.10

Andlise da Coluna Imperfeita sob Compressdo Axial com
Comprimento Critico

No comprimento critico as cargas criticas associadas aos modos de flexdo e de
flexo-torcdo s&o as mesmas. Neste comprimento, o modo de flambagem
fundamental muda de flexo-tor¢do para o modo de flexdo.

Nas Figuras 7.21, 7.23 e 7.26 mostram-se 0s caminhos ndo lineares de equilibrio
da estrutura imperfeita com imperfeicoes em, respectivamente, v,, w, e 6,, (ver
Tabelas 7.3. 7.4 e 7.5). Para imperfeicdo em v,, 0 modo de flexdo é dominante e a
estrutura apresenta um caminho pds-critico estavel, sendo os deslocamentos w e
Ox nulos, como ilustra a Figura 7.22. Para imperfeicdes em w, e 6,, para todos os
materiais, 0 comportamento pdés-critico da estrutura imperfeita é instavel, sendo
dominado pelo modo de flexo-torgdo, como ilustram as Figuras 7.24 e 7.25 para
uma imperfeicdo em w, e as Figuras 7.27 e 7.28 para uma imperfeicdo em 6,,.. A
Figura 7.29 mostra as curvas de sensibilidade a imperfeicOes dos seis materiais
para os casos de imperfeicoes em w, e 6,,.

Tabela7.6: Comprimento Critico, o modo de flambagem de flexao e flexo-
torgéo s&o os mesmos.

Material L () P (kN)
M1 4.77 16.74
M2 7.20 7.36
M3 7.84 8.70
M4 6.81 8.27
M5 5.38 10.48
ISO 3.75 38.11
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v (m)
Figura 7.21: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo v, sob
carga axial, Material M1, Perfil C 200x100x5, L = Lg;s
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Figura 7.22: Deslocamento da secédo transversal ao longo do caminho de
equilibrio imperfeito, perfil C 200x100x5, material M1, imperfeicdo v, =
0.05 Lftf y L= Lftf
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Figura 7.23: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo w, sob
carga axial, (d) Curva de sensibilidade aimperfei¢cdes, Material M1, Perfil C
200x100x5, L = Lgy.
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Figura 7.24: Caminho de equilibrio imperfeito do perfil C 200x100x5.
Material M1, imperfeicdo w, = 0.0050Lys, L = Lg;y.
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Figura 7.25: Deslocamento da sec¢do transversal ao longo do caminho de
equilibrio imperfeito, material M1, imperfeicdo w, = 0.0050Ls;5, L = Ly
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Figura 7.26: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo 6,, sob
carga axial, Material M1, Perfil C 200x100x5, L = L.
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Figura 7.27: Caminho de equilibrio imperfeito do perfil C 200x100x5,
material M1, imperfeicao 6,, = 0.08° L = Lg;.
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Figura 7.28: Deslocamento da secdo transversal ao longo do caminho de
equilibrio imperfeito, material M1, imperfeicéo 6o, = 0.08°, L = Lgy.
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Figura 7.29: Sensibilidade dos resultados obtidos para os seis materiais
usados na analise, Perfil C 200x100x5, L = Lgy.
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A Figura 7.30 mostra a resposta da estrutura com imperfeicdo na forma do modo
critico k(0,—0.987,—0.160) onde se observa 0 predominio do comportamento
em flexo-torcdo. O modo critico é normalizado de modo que a norma do vetor
tem uma magnitude de 1.0. As Figuras 7.31 e 7.32 ilustram o movimento da secéao
transversal a meia altura do perfil ao longo do caminho ndo linear de equilibrio. A
Figura 7.33 mostra as curvas de sensibilidade a imperfeicbes, onde se observa um
decréscimo de até 9.5% na capacidade de carga da estrutura.

0.08

T | T | T | T I T
g - 0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
0, (rad) k

c) d)
Figura 7.30: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo no modo
critico sob carga axial, (d) Curva de sensibilidade a imperfeicdes, Material
M1, Perfil C 200x100x5, L = L.
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Figura 7.31: Caminho de equilibrio imperfeito do perfil C 200x100x5,
Material M1, imperfeicdo k(0,—0.987,—0.160), k = 0.005, L = L.
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Figura 7.32: Deslocamento da secdo transversal ao longo do caminho de
equilibrio imperfeito, Material M1, imperfeicdo k(0,—0.987,—0.160), k=
0005, L= Lftf
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Figura 7.33: Sensibilidade dos resultados obtidos para os seis materiais
usados na analise, no modo e comprimento critico, Perfil C 200x100x5. L =
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7.11
Influéncia da Largura da Mesa no Comportamento Pds-critico

Neste item estuda-se a influéncia da largura das mesas b, no comportamento pos-
critico e sensibilidade a imperfeiches. Usa-se na andlise paramétrica um perfil
com dimensGes C 200xb x5, L=3m e material M1. As propriedades geométricas
da secdo transversal mudam com a largura das mesas, por conseguinte mudam o
valor carga critica e a forma do modo critico. Consequentemente mudam o
comportamento pos-critico e a sensibilidade a imperfeicoes.

Na Figura (7.34) mostra-se a variacdo da carga e modo critico com a largura das
mesas b,. Para b, = 0 tem-se uma placa apoiada nas extremidades e livre nos
outros dois bordos, o que leva a um comportamento pos-critico similar ao da
coluna de Euler. Assim os resultados mostram que para pequenos valores de by, a
menor carga critica esta associada ao modo de flexdo (linha azul) até que para
by = 85mm as cargas criticas de flexao e flexo torgdo coincidem e para valores
maiores de b, 0 modo critico passa a ser associado 0 modo de flexo-torcao (linha
vermelha).

40

br=8.5cm, P, =27.0104 kN

2 4 6 8 10

br(cm)
Figura 7.34: Variacdo da carga critica com a largura da mesa, modos de
flambagem, Material M1, Perfil C 200xb¢x5, L=3m.

Na Figura 7.35 mostram-se 0s caminhos de equilibrio da coluna imperfeita sob
compressdo axial para valores de largura de mesa b, < 8,5cm, onde se observa
em todos os casos uma bifurcacdo simétrica estavel tipica do modo de flexdo em
torno do eixo de menor inércia. As curvas da estrutura com imperfeicGes na forma
do modo critico com magnitude v, = +a L (Tabela 7.3). Quando a magnitude da
imperfeicio se aproxima a zero, v, — 0, as solu¢Bes tendem assintoticamente a
solucdo da estrutura perfeita. Curvas que intersectam o eixo horizontal sdo
conhecidas como curvas de equilibrio naturais. Cada curva corresponde a um
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valor de imperfeicdo v,. Neste caso os deslocamentos we 6, sdo nulos, como
ilustra a Figura 7.36.

2 4
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Figura 7.35: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo em v, sob
carga axial, material M1, Perfil C 200xbsx5, L=3m.
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Figura 7.36: Deslocamento da secéao transversal ao longo do caminho de
equilibrio imperfeito, perfil C 200x80x5, Material M1, imperfeicdo v, =
0.08 Lgf .

A Figura 7.37 mostra para by = 8cm os caminhos de equilibrio tipicos de perfis
com imperfeices na forma do modo de tor¢do com magnitude dada em radianos
por 6,, = +9r/180 e ¥ = 0.02, 0.04, 0.08, 0.10, 0.20, 0.40, 0.80, 1.00,
2.00,4.00 e by <8,5cm. Neste caso nota-se a influéncia significativa da torgao
no caminho ndo linear da estrutura imperfeita, apresentando para 6,, = 0 um
caminho de equilibrio com ponto limite e sensibilidade a imperfeicbes. Nota-se
que, quando 6,, — 0,0s caminhos de equilibrio da coluna imperfeita tendem ao
caminho fundamental de equilibrio. Os caminhos de equilibrio sdo estaveis e
simétricos para 6,, = +9m/180 até alcancar o ponto limite a partir do qual a
carga decresce com o deslocamento tornando-se a resposta instavel. Neste caso 0s
trés deslocamentos sdo diferentes de zero para 0 caso imperfeito, como ilustram as
Figuras 7.38 e 7.39.
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Figura 7.37: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo 6,, sob
carga axial, (d) Curva de sensibilidade aimperfei¢cdes, Material M1, Perfil C

200x80x5, L=3m, bf = 8cm.
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Figura 7.38: Caminho de equilibrio imperfeito do perfil C 200x80x5. material

M1, imperfeicdo 6,, = 0.08°, L = 3m.
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Figura 7.39: Deslocamento da secéao transversal ao longo do caminho de
equilibrio imperfeito, perfil C 200x80x5, Material M1, imperfeicdo 8,, =
0.08%, L =3m.

Os caminhos de equilibrio com imperfeicdes na forma do modo de flexdo em
torno do eixo de maior de inércia com magnitude w, = +BL apresentaram
problemas de convergéncia para a maioria dos valores de by e 8, e levaram a
resultados de dificil interpretacdo. A Figura 7.40 mostra a resposta para f =
0.0002. 0.0004. 0.0006. 0.0010. 0.0015. 0.0020. 0.0030. 0.0040. 0.0050 e
bf = 8cm onde se observa que os caminhos se aproximam assintoticamente da
solucdo da estrutura perfeita.
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Figura 7.40: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo w, sob

carga axial, (d) Curva de sensibilidade aimperfei¢cdes, Material M1, Perfil C
200x10b¢x5, L=3m, by = 8cm.

0.005

Para larguras de mesa b, > 8.5cm, a menor carga critica associada € de flexo-

torcdo. As Figuras 7.41 a 7.44 ilustram o comportamento da estrutura para este
caso considerando b = 9 cme b, = 10 cm.
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Figura 7.41: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo w, sob
carga axial, (d) Curva de sensibilidade aimperfei¢cdes, Material M1, Perfil C

200x10bfx5, L=3m, bf =9cm.
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Figura 7.42: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo 6,, sob
carga axial, (d) Curva de sensibilidade aimperfei¢cdes, Material M1, Perfil C
200x10bfx5, L=3m, bf =9cm.
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Figura 7.43: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo w, sob
carga axial, (d) Curva de sensibilidade aimperfei¢cdes, Material M1, Perfil C

200X10be5, L=3m, bf =10cm
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Figura 7.44: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicao 6,, sob

carga axial, (d) Curva de sensibilidade aimperfei¢cdes, Material M1, Perfil C
200x10b x5, L=3m, by = 10cm.

0.6

A seguir estuda-se a influéncia de imperfeicdes na forma do modo critico de
flexo-torcdo na forma (v, w, 6)=a*(0, -0.986, -0.164), onde a.=0.001, 0.005, 0.01,
0.05 é um fator que multiplica o autovetor normalizado. A Figura 7.45 mostra 0s
caminhos ndo lineares de equilibrio e a sensibilidade a imperfeicbes para o
material M5 e L=3.5m. Observa-se uma sensibilidade a imperfeicbes similar a
aquela mostrada na Figura 7.44 onde se considera uma imperfeicdo em 6,,.
Adicionalmente, considera-se um caso de imperfeicdo que provogque O
acoplamento dos modos de flexdo e flexo tor¢do na forma (v, w, 0)=a*(0.1, -

0.986, -0.164), com componentes nas trés varidveis. A Figura 7.46 mostra oS
caminhos de equilibrio considerando «=0.001, 0.005, 0.01, 0.05 considerando o
material M5, e L=3.5m. Observa-se novamente uma grande sensibilidade a
imperfeicdes que uma acentuada queda da capacidade de carga da coluna sob
carga axial. Finalmente se considera uma imperfeicdo na forma do modo de
flambagem em torno do eixo de menor inércia, com magnitude crescente, e uma
pequena imperfeicdo de torcdo que € mantida constante. A Figura 7.47 mostra oS
resultados para uma imperfeicdo da forma (Vo, Wo, Box)= (o, -0.01, 0) e a=%+0.001,
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+0.005, £0.01, +0.05. Observa-se que imperfeicOes positivas e negativas levam a
comportamentos  distintos, apresentando a resposta um comportamento
assimétrico e sensibilidade a imperfeicGes.
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Figura 7.45: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo no modo
critico, (v, w,, 6,,)=0*(0, -0.986, -0.164), «=0.001, 0.005, 0.01, 0.05, sob carga
axial, (d) Curva de sensibilidade a imperfeicbes, Material M5, Perfil C
200x100x5, L=3.5m.
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Figura 7.46: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo nas trés
direcdes, (v, w,, ,,)=0%(0.1, -0.986, -0.164), o.=0.001, 0.005, 0.01, 0.05, sob carga

axial, (d) Curva de sensibilidade a imperfeicbes, Material M5, Perfil C
200x100x5, L=3.5m.
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Figura 7.47: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfei¢cdo no eixo de

menor e de maior inercia, (v,, w,, 8,,)= (o, -0.01, 0), 0.=0.001, 0.005, 0.01, 0.05,
sob carga axial, Material M5, Perfil C 200x100x5, L=3.5m.
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8
Vibragées Nao Lineares e Instabilidade Paramétrica

A instabilidade paramétrica de estruturas sob cargas harmodnicas ¢ um topico
importante em varias areas da engenharia. A instabilidade paramétrica de estruturas
como colunas, placas e cascas tem sido objeto de diversos estudos, sendo um dos
topicos mais importantes na area de instabilidade dinamica e vibragdes ndo lineares
(Bolotin, 1964; Nayfeh e Mook, 1979; Xie, 2006; Fossen e Nijmeijer, 2011). O
fendmeno ¢ matematicamente descrito por equagdes diferenciais homogéneas com
coeficientes dependentes do tempo conhecidas como equagoes de Mathieu-Hill.

A teoria linear prediz que, apds atingir a carga critica dindmica, a estrutura apresenta
um movimento oscilatério de amplitude exponencialmente crescente, o que leva ao
colapso (Richards, 2012). Os termos ndo lineares podem levar, apds o crescimento
inicial da magnitude de vibragdes, a respostas permanentes com magnitude finita ou a
solucdes que continuam divergindo para infinito (escape).

Para magnitudes de forga inferiores ao valor critico, a solugao linear converge para a
posicao inicial de equilibrio (solugdo trivial das equag¢des de movimento) no caso
amortecido, ou apresenta uma solugdo quase periddica no caso ndao amortecido
(Richards, 2012). Considerando os termos nao lineares e de amortecimento podem-se
ter, além da solucdo trivial, solugdes nao triviais. Assim, apenas uma analise nao
linear do sistema amortecido ¢ capaz de descrever corretamente o fendmeno.

Neste capitulo estuda-se a estabilidade do perfil sob uma carga axial harmonica.
Usando a formulacdo local e global sdo obtidas as regides de instabilidade
paramétrica em funcao da frequéncia e magnitude da forga de excitagdo harmonica e
estuda-se a influéncia do material, amortecimento e geometria da se¢do transversal
nas fronteiras de instabilidade paramétrica. Os diagramas de bifurcagdo sdao obtidos
empregando técnicas de continuacdo (Seydel, 1988) ¢ o método da forca bruta
(Parker e Chua, 2012), e a estabilidade das solucdes ¢ subsequentemente investigada
usando a teoria de Floquet (Del Prado, 2001; Silva, 2008). A analise de bifurcagdes
permite identificar as bifurcagdes associadas as fronteiras de instabilidade
paramétrica no espago de controle de forca, bem como a existéncia de solucgdes
coexistentes. Em seguida, ¢ investigada a evolucgdo das bacias de atracao das solugdes
coexistentes em funcdo da magnitude da forca, a fim de avaliar a integridade
dindmica da solucdo estavel desejada (solucdo trivial) (Orlando, 2010). A presente
abordagem numérica, com base nas equagdes nao lineares, independe da suposicao de
pequena magnitude de excitagdo, ndo linearidade ou amortecimento usadas
frequentemente na literatura, quando se lineariza as equag¢des de movimento e
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resolve-se de forma aproximada as equacdes de Mathieu-Hill (Xie, 2012; Richards,
2012; Kovacic et al., 2018).

8.1
Andlise Local: Discretizacdo e Determinagcao das Equagdes Nao
Lineares de Movimento

Para a analise da instabilidade local utilizam-se as equagdes ndo lineares de
movimento obtidas no Capitulo 4 usando a CPT e a FSDT. Considera-se que a
excitagdo axial ¢ da forma (Coaquira et al., 2020):

N(t) = Ny + Ngsen({st) (8.1)

onde N € a carga axial estatica por unidade de comprimento, N; ¢ a magnitude da
excitagdo harmonica e )y € a frequéncia de excitagdo. Dividindo a carga aplicada
pela carga critica estatica, N.., (ver Capitulo 5) e considerando um tempo
adimensional T = wyt, onde w, ¢ a menor frequéncia natural do perfil (ver Capitulo
6), a excitagdo axial adimensional assume a forma:

éx(T) = Qs + Qgsen(d7) (8.2)

onde Q; = Ng/N., € o fator de carga estatica; Q; = N; /N, € o fator de carga
dinamica e § = Qf/w, € a razdo de frequéncias. Além disso, na andlise a seguir ¢ € o
coeficiente de amortecimento viscoso adimensional.

As anadlises de instabilidade paramétrica local apresentadas a seguir sdo restritas a
L < L4, para que ndo haja nenhum tipo de interagdo entre 0 modo local e global na
resposta. A menor carga critica, N, correspondente a0 modo local (L < L;4), € a
frequéncia fundamental, w,, para cada material s3o mostradas na Tabela 8.1. Na
analise numérica, para cada material, o comprimento adotado ¢ aquele em que a carga
critica atinge o primeiro minimo local com m = 1.

Tabela 8.1: Carga critica axial e frequéncia fundamental em fungido das
propriedades do material.

M1 M2 M3 M4 MS ISO
(klltllj;n) 108.80 59.90 115.50 75.32 78.49 239.30
(Ii);) 178.80 111.56 199.74 143.24 150.88 315.45

A Figura 8.1 mostra as fronteiras de instabilidade paramétrica da solugdo trivial no
espago de controle de forga e frequéncia de excitagdo (Ng, (1) para os seis materiais
selecionados. A taxa de amortecimento ¢ adotada como ¢ = 1.45%, dentro da faixa
de resultados experimentais disponiveis para materiais pultrudados (Boscato e Russo,
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2009; Song et al., 2004; Ahmadi et al., 2018). H4 uma diminui¢do palpéavel na carga
critica dinamica do perfil pultrudado quando comparada com o material isotropico.
Observa-se também que as fronteiras de instabilidade paramétrica se movem para a
esquerda em virtude da diminui¢do da frequéncia fundamental (Tabela 8.1). Essa
diminuicao se deve a baixa resisténcia do PRF na dire¢do transversal (E, << E;) e ao
baixo modulo de cisalhamento. O moddulo de cisalhamento tem uma influéncia
pronunciada na resposta da placa com uma borda livre (flanges) e, portanto, em
secoes do tipo C com uma alma relativamente larga. Tanto para o caso nao
amortecido quanto para o amortecido, os limites de estabilidade podem ser obtidos
aproximadamente resolvendo a equagdo linear de Mathieu-Hill por métodos de
perturbacdo (Xie, 2012; Richards, 2012; Kovacic et al., 2018). No entanto, no
presente caso, esses limites s3o obtidos resolvendo a equagdo nao linear de
movimento do sistema amortecido por técnicas de continuagdo em conjunto com a
teoria de Floquet para um grande nimero de frequéncias de excitagdo e aumentando
gradativamente a magnitude da forca enquanto se mantém constante a frequéncia da
excitagdo. O limite da instabilidade corresponde a carga méxima em que a solucao
trivial se torna instavel (total desaparecimento de sua bacia de atragdo). As solugdes
estaveis também sao verificadas usando o método da forca bruta quando necessario.
Este procedimento permite identificar respostas complexas, como solucdes quase
periddicas e cadticas, e solugdes periddicas estaveis de varias ordens dificeis de ser
obtidas por algoritmos de continuagdo. As equagdes diferenciais com coeficientes
periddicos, usadas na presente analise numérica, sao apresentadas no Apéndice IV
para as duas teorias de placas.

900 — —
- — Ml -

. M2
| =3 ;
M4
o |
% e
150 — i NK i " ,
'c\~§\‘§. \/

200 400 600 800
Q,r f/[:)
Figura 8.1: Diagrama de bifurcacao do mapa de Poincaré no plano de
frequéncia de excitagdo vs. magnitude de excitacdao, { = 1.45%, (consulte a
Tabela 5.2).

Para os seis materiais escolhidos, na Figura 8.2, sdo mostradas as curvas de transi¢ao
que separam solugdes estaveis e instaveis parametrizando a frequéncia de excitagdo
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pela menor frequéncia natural de cada material, § = Qr/w,, € a magnitude de
excitacdo pela carga critica, Q; = P;/P,,., correspondente a cada material (ver
Capitulos 5 e 6). Observa-se que todas as curvas da Figura 8.2 estdo sobrepostas,
mostrando que a carga dinamica de flambagem local é uma funcdo da carga critica
estatica, frequéncia natural e taxa de amortecimento. A linha azul horizontal tracejada
corresponde a carga critica estatica (Qgcr = Ny/N. = 1.0). Para o caso ndo
amortecido, as regides de instabilidade (linguas) emanam dos pontos § = Q2¢/w, =
2/n para n=1,2,3 ... A regido principal de ressonancia paramétrica ocorre na
vizinhanga de § = (0r/w, = 2.0, ou seja, a frequéncia da forca igual ao dobro da
frequéncia de excitacdo. No caso ideal sem amortecimento, a carga critica ¢ zero em
6 = 2.0. A segunda regido de instabilidade a esquerda corresponde a § = 2¢/w, =
1.0 e ¢ denominada regido de ressonancia fundamental. Essas duas regides sdo
geralmente consideradas as mais relevantes na dindmica estrutural. As outras regides
de instabilidade a esquerda correspondem a ressonancias de ordem superior e se
acumulam a medida que § —» 0 e Q; — 1 (carga critica estatica). Nas duas principais
regides de ressonancia do sistema amortecido, a configuracdo reta da coluna torna-se
instdvel sob magnitudes de cargas axiais harmoénicas consideravelmente mais baixas
que a carga estatica de flambagem. Por exemplo, a menor carga critica para § =
1.45% ¢ 94% menor que no caso estatico. Esses resultados evidenciam as perigosas
consequéncias da instabilidade paramétrica em sistemas estruturais levemente
amortecidos. No entanto, como mostrado aqui, mesmo em ressonancias de ordem
superior, pode ocorrer instabilidade paramétrica antes da flambagem de Euler.
Identifica-se também na Figura 8.2 o tipo de bifurcacdo associado as fronteiras de
instabilidade paramétrica através da teoria de Floquet. Estas fronteiras sdo
alternadamente associadas a bifurcagdes por duplicacdo de periodo (flip, em preto) e
por quebra de simetria (pitchfork, em vermelho). No entanto, os termos ndo lineares
das equagdes de Mathieu sdo diferentes, mesmo na forma parametrizada, levando a
diferentes sequéncias de bifurcacdo para cada material. Observa-se, entretanto, que
entre as duas regides principais de ressonadncia as cargas de escape e instabilidade
paramétrica podem atingir valores bem maiores que a carga critica estatica, podendo
este fato ser positivamente usando no controle de vibracdes.
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Figura 8.2: Limites de estabilidade no espago de controle de forga
normalizado, ¢ = 1.45%.

A Figura 8.3a mostra as relagdes nao lineares frequéncia-amplitude para os seis
materiais. Eles s@o obtidos pelo método do chute (shooting method) iniciando cada
curva a partir de 2w, (Seydel, 1994; Nayfeh e Balachandran, 1995; Liu e Zhou,
2018). Aqui w,; ¢ a frequéncia ndo linear dependente da amplitude. A Figura 8.3b
mostra a influéncia do material nas amplitudes de vibragdo. A coluna pultrudada
exibe um comportamento ndo linear com ganho de rigidez (comportamento
hardening), que controla as bifurca¢des ao longo das sucessivas curvas ascendentes e
descendentes da fronteira de instabilidade paramétrica, conforme mostrado a seguir.

10 — 30
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fl—ms
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2
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01— —t—T 77 =30 . I I T
0 2 s 6 8 10 -9 -6 -3 0 3 6 9

@y / © W,

a) b)
Figura 8.3: (a) Relagao nao-linear de frequéncia-amplitude em funcao das
propriedades do material; (b) Planos de fase para § = 7.0.

A Figura 8.4a mostra os diagramas de bifurca¢do obtidos através de técnicas de
continuagdo, variando o parametro de frequéncia, §, e mantendo constante o
parametro de magnitude de excitagdo Q4, enquanto a Figura 8.4b mostra a influéncia
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do material no diagrama de bifurcacdo para Q; = 0.10. Como no Capitulo 7, as
linhas continuas mostram pontos fixos (solu¢des) localmente estaveis, enquanto as
tracejadas indicam pontos fixos instaveis.

2 2.5 3 35

)
b)
Figura 8.4: (a) Diagramas de bifurcagao tendo como parametro de controle o
parametro de frequéncia de excitagdo J para valores crescentes da grandeza
de excitagdo, Q,, Material M1; (b) Influéncia do material no diagrama de
bifurcagdo para Q,; = 0.10 na principal regiao de ressonancia paramétrica, § =
1.45%.

Os resultados mostram que na principal regido de ressonancia paramétrica, a medida
que § aumenta ¢ atravessa a curva de transicdo esquerda, a solucdo trivial se torna
instavel devido a uma bifurcacdo flip supercritica (subsequentemente identificada
como FSP) e surge uma solucdo estavel cujo periodo ¢ o dobro do periodo da
excitagdo (ver Figura 8.5a - ressonancia 2:1). Esse movimento cresce em amplitude a
medida que § continua a aumentar e, quando a curva de transi¢do a direita é cruzada;
a solugdo trivial se torna estavel novamente devido a uma bifurcagdo flip subcritica
(FSB) e surge uma solucao instavel cujo periodo ¢ o dobro do periodo da excitagdo.
Esse cenario de bifurcacdo leva a uma regido a direita da fronteira instavel onde
podem coexistir pelo menos duas solugdes estaveis, a solugdo trivial e a solugdo
periodica estavel 2T (no presente trabalho, a notacdo KT é adotada para classificar
uma solugdo peridodica com um periodo igual a k vezes o periodo de for¢amento). A
segunda regido de instabilidade na vizinhan¢a de § = 2,/w, = 1.0, a curva de
transicdo a esquerda corresponde a bifurcagdes pitchfork supercriticas (PSP),
enquanto o lado direito ¢ o l6cus de bifurcagdes pitchfork subcriticas (PSB). Aqui, a
medida que § aumenta e cruza a curva de transicdo esquerda, a solugdo trivial se
torna instavel e duas solugdes estaveis de periodo um (ressondncia 1:1) surgem,
levando a pelo menos duas solugdes coexistentes estaveis (ver Figura 8.5b). Quando a
curva de transicdo a direita ¢ ultrapassada, duas solucdes instaveis de periodo um
emergem. Assim surge uma regido onde pelo menos trés atratores coexistentes. Esses
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dois cenarios de bifurcacdo se alternam a medida que o parametro de frequéncia &
diminui, conforme ilustrado na Figura 8.2. Para um determinado Q4, os dois pontos
de bifurcagdo em cada regido de instabilidade sdo localizados simetricamente em
relagdo a 6 = 2/n. Em cada regido de instabilidade, os dois caminhos de bifurcagdo
coalescem em uma bifurcacdo sela-n6 (SN). Essas sequéncias de bifurcacdo sdo
tipicas de sistemas estruturais nao lineares com ganho de rigidez (hardening).

3 1 3

1] |
\.ac 0 \.ac 0

-1+ " o

-2 i,

B . — | | -3 —— | : . ]
3 2 <1 0 1 2. 3 3 2 -1 0 1 2 3

W, W

a)d =2.25and Q; = 0.20 b) 6 = 1.10 and Q; = 0.50

Figura 8.5: a) Resposta tipica na regido de ressonancia paramétrica principal
exibindo uma resposta ressonante 2:1; b) Respostas tipicas na regidao de
ressonancia fundamental exibindo duas respostas ressonantes coexistentes
1:1. Os pontos indicam os pontos fixos do mapa de Poincaré. § = 1.45%.

Trés diagramas de bifurcagdo, tendo como parametro de controle a magnitude de
excitacdo, @4, na regido principal de ressonancia paramétrica, para trés valores do
parametro de frequéncia de excitagdo, §, sao mostrados na Figura 8.6. Para § = 1.75
e 6 = 2.0, a solugdo trivial se torna instavel devido a uma bifurcacao flip supercritica
(FSP), que permanece estdvel em uma grande regido de valores de pardmetros Q
acima do valor critico. Para grandes magnitudes de excitacdo, varios novos ramos da
solucdo sdo obtidos, delimitados por baixo por bifurcacdes sela-nd (SN). Algumas
dessas solugdes sofrem bifurcacdes flip supercriticas, dando origem a varios atratores
coexistentes. Para § = 2.25, por outro lado, a solucdo trivial sofre uma bifurcagao
flip subcritica (FSB) em Q4. = 0.524, que se torna estavel devido a uma bifurcagao
sela-ndé em Q4 = 0.0641. Assim, para 0.0641 < Q; . < 0.524, solucdes estaveis
coexistentes sdo observadas para cargas menores que a critica, levando a um
resultado trivial ou ndo trivial que depende das condi¢des iniciais, o que nao pode ser
previsto pela teoria linear.
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Figura 8.6: Diagramas de bifurcagdo do mapa estroboscépico de Poincaré,
tendo como parametro de controle o parametro de magnitude de excitacdo Qg
para trés valores selecionados da razao de frequéncia § na principal regiao de
ressonancia paramétrica. PSP - Pitchfork supercritico, PSB - Pitchfork
subcritico, FSP - Flip supercritico, FSB - Flip subcritico, SN - N6 de sela. ¢ =
1.45%.

A Figura 8.7 mostra diagramas de bifurcag@o na regido de ressonincia fundamental.
Para § = 0.80, a coluna sofre em Q;. = 1.0404 uma bifurcagdo pitchfork
supercritica (PSP), levando a duas solu¢des simétricas de periodo 1T (ver Figura
8.5b). Cada uma dessas solugdes passa por uma bifurcagdo pitchfork em Q4 =
1.5178. Para Q; = 1.3831, varios novos ramos da solugdo sdo detectados pelo
algoritmo de continuagdo, decorrentes de bifurcagdes sela-nd. De particular
importancia para o projeto sdo os dois ramos da solugdo que sofrem uma bifurcagao
sela-no em Q; = 0.8687, resultando em uma regido onde a solugdo trivial estavel
coexiste com duas solugdes 1T estaveis. Como consequéncia, no intervalo 0.8687 <
Q4 < 1.0404, a resposta do sistema se torna indeterminada (trés solugdes estaveis)
levando a um resultado trivial ou nao trivial fung¢do das condigdes iniciais. Para § =
1.00 e § = 1.10, a solugdo trivial torna-se instavel devido a uma bifurcacdo
pitchfork subcritica (PSB). Novamente, para § = 1.10, a solug@o para Qg < Qg €
inderterminada em uma regido grande da magnitude de forga Q.

A maioria dos trabalhos sobre instabilidade paramétrica de sistemas estruturais esta
restrita a determinacao das curvas de transi¢ao de ressonancia paramétrica em fungao
de algum parametro de projeto e, a maioria delas utiliza uma versao linearizada das
equagoes de Mathieu-Hill. Analises verdadeiramente ndo lineares sdo bastante raras.
No entanto, em termos praticos, as informacdes sobre os limites de estabilidade nao
sdo suficientes para avaliar a seguranga de uma determinada estrutura. Mesmo os
diagramas de bifurca¢do fornecem uma imagem incompleta do problema, pois sdo
baseados no pressuposto de que o parametro de bifurcagdo varia lentamente. Para
avaliar a seguranca de uma estrutura na presenca de perturbacdes externas finitas,
deve-se analisar também o comportamento das bacias de atracdo de solugdes
coexistentes. Pesquisas recentes mostraram que a seguranga de uma estrutura em um
ambiente dindmico sujeito a distirbios finitos depende ndo apenas da estabilidade
local de suas solugOes, mas também da bacia continua em torno de cada atrator, a
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erosao total de uma determinada bacia levando ao desaparecimento da solucao (Lenci
e Rega, 2019; Benedetti et al., 2020).

dyp—————— 3
® PSP =y | » PSB -
® SN £ : ® SN
e FSP | ® FSP

® PSB
® FSP -~
= | ® SN

[X]

'
(5]

(]

0 0.5 1 1.5 2 - 0 0.5 1 1.5 0.5 1 1.5 2
Oy Oy Oy
a)s = 0.80 b) § = 1.00 c)é = 1.10

Figura 8.7: Diagramas de bifurcagdo do mapa estroboscépico de Poincaré,
tendo como parametro de controle o pardmetro de magnitude de excitagiao Qg
para trés valores selecionados da raziao de frequéncia & na regidao de
ressonancia fundamental. PSP - Pitchfork supercritico, PSB - Pitchfork
subcritico, FSP - Flip supercritico, FSB - Flip subcritico, SN - N6 de sela. § =
1.45%.

Para ilustrar esse conceito, a Figura 8.8 mostra a evolugdo da bacia de atragdo para
valores selecionados do parametro de frequéncia de excitagdo § ¢ Q4 = 0.10 (ver
Figura 8.4). Para esta magnitude de excitacdo, a faixa instavel dentro da lingua ¢
muito estreita. No entanto, apds a bifurcagdo flip subcritica, existem duas solugdes
coexistentes, a solugao trivial e a solugao estavel 2T. Na Figura 8.8, a regido em preto
corresponde as condigdes iniciais no espaco de fase que convergem para a solucao
trivial quando t — oo, enquanto as regides em vermelho e azul correspondem ao
atrator periddico 2T. Os pontos amarelos sdo os pontos fixos do mapa de Poincaré.
Conforme observado na Figura 8.8, a medida que § diminui, os resultados mostram a
rapida erosdo da bacia de atracdo da solugdo trivial. Assim, a coluna pode se tornar
instavel, mesmo que o ponto (8, Q) esteja localizado na regido estavel da Figura 8.2.
A nio linearidade da coluna ¢ uma func¢ao dos parametros do material (ver Figura 8.3
e 8.4b). A medida que a ndo linearidade aumenta, a probabilidade de instabilidade da
solucdo trivial aumenta devido a diminui¢do da distincia entre os atratores triviais e
nao triviais.
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b) 8 = 2.50

dw,/ dt

Wo

c)d =225 d) § = 2.05
Figura 8.8: Evolugdo das bacias de atragdo para valores selecionados do
parametro de frequéncia de forgamento, 5, @, = 0.10, § = 1.45%.

Quando a magnitude de excitagdo (@, aumenta, mantendo constante a razao de
frequéncia &, sempre que ocorre uma bifurcagdo subcritica, a solugdo trivial coexiste
com as solugdes nao triviais estaveis, mesmo que o ponto (&, Q,) esteja localizado
abaixo da curva de transi¢do. A Figura 8.9 mostra a evolucdo da bacia de atragdo para
6 = 2.25 (veja o diagrama de bifurcacdo na Figura 8.6¢c). Em Q; = 0.0641, uma
bifurca¢do sela-n6 ocorre em um nivel de carga muito menor que a carga critica
(Qger = 0.524) e, assim, a medida que Q; aumenta além desse nivel de carga,
existem duas solugdes concorrentes e novamente uma rapida erosdo da bacia
associado a solugao trivial estavel ¢ observada quando Q, se aproxima de Q4
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c)Q,; =0.30 d) Q; = 0.40
Figura 8.9: Evolugdo das bacias de atragao das duas solugdes coexistentes
variando a magnitude da forga escalada Q,; como parametro de bifurcagao, § =
2.25, (principal regido de ressonancia paramétrica), { = 1.45%.

A evolugdo da bacia de atragdo para 6 = 1.10 (veja o diagrama de bifurcagdo na
Figura 8.7c) ¢ ilustrada na Figura 8.10. Aqui a bifurcacdo pitchfork na qual a solugdo
trivial se torna instavel ocorre em Q4 = 1.7806 enquanto a bifurcagdo sela-n6 ocorre
em Q4 = 0.4091, muito menor que a carga critica dinamica. Nesse intervalo,
coexistem trés solucdes: a trivial (regido em preto) e os dois atratores peridodicos 1T
(regides azul e vermelha). Os presentes resultados mostram que, para um projeto
seguro, ¢ obrigatoria uma analise detalhada das bifurcagdes, juntamente com a analise
da evolugdo e erosdo de bacias coexistentes, principalmente nas regides abaixo do
limite de estabilidade, onde ocorrem solucgdes coexistentes.
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) Qg = 1.50 d) Qq = 1.7806 (Qq = Qacr)
Figura 8.10: Evolugao das bacias de atracao das trés solugdes coexistentes

variando a amplitude de excitagdo escalada Q; como parametro de
bifurcagdo. § = 1.10 (regido de ressonéancia fundamental). { = 1.45%.

Faltam informacdes sobre as caracteristicas de amortecimento dos perfis de FRP.
Com base nos poucos resultados experimentais, o seguinte intervalo ¢ adotado na
analise paramétrica: 0.075 < & < 0.58 (Boscato e Russo, 2009; Song et al., 2004;
Ahmadi et al., 2018, Wei et al., 2019). A Figura 8.11 mostra as curvas de transi¢ao
obtidas para quatro valores dos coeficientes de amortecimento nesse intervalo. A
influéncia do amortecimento ¢ afastar as curvas de transi¢do do eixo horizontal,
aumentando assim a carga critica e diminuindo ligeiramente a largura das regides de
instabilidade. O efeito ¢ particularmente visivel em torno de pontos § = 2/n. Longe
desses pontos, o efeito do amortecimento praticamente desaparece. Na forma
parametrizada, existe uma relagdo funcional entre a menor forga critica (Qgs-) € 0
fator de amortecimento. Nas trés primeiras regides de instabilidade da direita, a carga

critica minima ¢ dada, respectivamente, por Q . = 4.13¢, Qg = 0.89\/_ e
Qucor = 1.067%. Mesmo para uma alta taxa de amortecimento (¢ = 0.58), cargas
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dinamicas de flambagem muito menores que a carga estatica critica sdo observadas
nas principais regioes de ressonancia, indicando que um amortecimento muito maior
€ necessario para se evitar instabilidade paramétrica.

4 - .
—E=145%
1—&=0725%
. |—&=290%
> T|—&=5.280%
<2
i |
0 e !
0.5 | 1.5 2 25 3 35

Figura 8.11: Influéncia do parametro de amortecimento viscoso linear, &, nos
limites de estabilidade no espago de controle de for¢ca normalizado.

Os sistemas estruturais sdo geralmente construidos para suportar cargas estaticas
especificas. Portanto, ¢ importante estudar o efeito de uma carga estatica inicial nos
limites de estabilidade e nos diagramas de bifurcacdo. A Figura 8.12 mostra os
limites de instabilidade com o aumento dos valores do pardmetro de carga
compressiva estatica ndo dimensional Q. A medida que Qg aumenta, as regides de
instabilidade se movem para a esquerda devido a diminuicdo da frequéncia
fundamental da coluna carregada, w,, como mostrado no Capitulo 6. Como em
muitas estruturas, existe uma relagdo linear da frequéncia fundamental ao quadrado
com a carga estatica, ou seja, w, = w3 (1 — Q). Além disso, a carga critica dinAmica
para uma determinada taxa de amortecimento ¢ diminui gradativamente com a carga
estatica. Por exemplo, para Q5 = 0.75, Qg4 .- ¢ metade do valor do caso ndo carregado

(Qd cr X Y 1- Qs)
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Figura 8.12: Influéncia da pré-carga estatica, Q,, no limite da instabilidade
paramétrica no espaco de controle de for¢ca normalizado. § = 1.45%.

Além disso, sequéncias de bifurcagdes cada vez mais complexas sdo observadas a
medida que a carga estatica aumenta, aumentando os efeitos da ndo linearidade
geométrica, conforme ilustrado na Figura 8.13a, aumentando o nimero de atratores
coexistentes com uma consequéncia direta na topologia das bacias de atragdo. O
material afeta a amplitude da vibragdo e os parametros criticos, como ilustrado na
Figura 8.13 b.

0.6

0.3+

-0.3 +

Qc." Wo
a) b)
Figura 8.13: a) Diagramas de bifurcagdo do mapa estroboscépico de Poincaré
tendo como parametro de controle o parametro de magnitude de excitagiao Qg
para aumentar a pré-carga estatica na principal regido de ressonancia
paramétrica. Material M1. b) Influéncia do material na magnitude da vibragao,
Qg =0.25. & = 1.45%.
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Para Q; = 0.75, a Figura 8.14 mostra as bacias de atragdo e as solugdes estaveis
coexistentes para valores crescentes da magnitude de excitagdo Q4 € 8 = (f Jw, =
1.0 (Qf/w, = 2.0). Inicialmente, apenas a solugdo 2T resultante da bifurcagdo ¢é
observada. No entanto, para Q; = 0.55, quatro atratores sdo detectados: a solugao 2T
original (pequena amplitude), uma resposta de amplitude média de periodo seis e
duas solugdes 1T simétricas de grande amplitude. A bacia de atracdo ja exibe uma
grande regido fractal e a maioria das condi¢des iniciais converge para as duas
solugdes 1T de grande amplitude, que apresentam grandes bacias ndo corrompidas ao
redor dos seus atratores, indicando elevados fatores de integridade dinamica. Quando
a magnitude de excitagdo aumenta para Q; = 0.76, as duas solu¢des 1T de grande
amplitude permanecem, a solucdo 6T desaparece e a solugdo 2T original sofre uma
bifurcacdo invertida, levando a duas novas solucdes 2T com bacias de atracdo
despreziveis. Em Q; = 1.00, as duas solu¢des 1T dominam a bacia de atragdo,
embora uma solucdo 3T seja detectada com uma bacia desprezivel. Em Q4 = 1.39,
duas solu¢des 2T coexistem com duas solucdes 6T e a bacia se torna altamente
fractal. Neste caso os fatores de integridade dinamica de todas as solucdes
coexistentes sao praticamente nulos, o que leva a uma imprevisibilidade total. Ha
uma grande janela caotica entre Q; = 0.7584 e Q4 = 1.9648. Um atrator cadtico
tipico desta regido ¢ ilustrado na Figura 8.37¢ (observe a influéncia subjacente dos
pontos fixos na Figura 8.37d na estrutura do atrator cadtico da Figura 8.37¢). Assim,
uma variedade de movimentos periddicos ¢ observada, dependendo dos pardmetros
(6, Q). Portanto, a probabilidade de instabilidade paramétrica aumenta a medida que
a carga estatica aumenta, bem como a existéncia de um numero crescente de atratores
coexistentes e limites da bacia fractal, levando a baixos fatores de integridade
dinamica. Deve-se mencionar que os codigos de projeto permitem a aplicacdo de
cargas axiais superiores a carga critica estatica em estruturas de placas devido a
rigidez pos-critica geralmente alta (E* = 0.5E para uma placa isotrdpica) e a
redistribui¢ao de tensdes na faixa de pos-flambagem (Ziemian, 2010). No caso de
perfis pultrudados ainda ndo ha especificagdes sobre a rigidez pds-critica.
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Figura 8.14: Bacias de atracdo e solugdes coexistentes para a coluna pré-
carregada na principal regido de ressonancia paramétrica para valores
crescentes da magnitude de excitagdo Q4. Q,=0.75 e §=Q;/w,=1.0
(Qf/w, =2.0). Os pontos correspondem aos pontos fixos do mapa de
Poincaré. § = 1.45%.

Os resultados apresentados até agora foram obtidos para uma geometria de se¢do
transversal com bs/b,, = 0.5. A propor¢do bs/b,, é um importante pardmetro de
projeto que influencia a frequéncia natural e a carga critica, como visto nos capitulos
anteriores. No entanto, no espago parametrizado, todas as curvas de transi¢do sao
sobrepostas (Figura 8.2), dependendo apenas da taxa de amortecimento (Figura 8.11).
Por outro lado, os termos ndo lineares sdo diferentes, conforme ilustrado pelas
relagcdes ndo lineares frequéncia-amplitude, Figura 8.15, onde a ndo linearidade do
tipo hardening aumenta com a largura da mesa by

10

— b, = 100 (Original)
0 — T T ' '
0 2 4 6 8 10
0,/ @,
Figura 8.15: Relacdo frequéncia-amplitude para valores crescentes da largura
do flange by (em mm). b,, = 200mm.
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8.2
Andlise Global: Discretizacao e Determinacao das Equagdes Nao
Lineares de Movimento.

Como no caso local, no estudo da instabilidade dinamica global da coluna considera-
se uma carga axial da forma:

P(t) = P; + Pgsen(Qyt) (8.3)

em que P € a carga axial estatica, Py ¢ a magnitude da excitagdo harmonica e (f ¢ a
frequéncia de excitagdo. Dividindo a carga aplicada pela carga critica estatica, P, e
considerando um tempo adimensional 7 = wyt, onde w, ¢ a menor frequéncia
natural, a excitagdo axial adimensional assume a forma:

Q(1) = Qs + Qqsen(87) (8.4)

sendo Q; = P, /P, o fator de carga estatica, Q; = P,;/P,, o fator de carga dinamica e
6 = Qf/w, arazdo de frequéncias. Além disso, na anélise a seguir ¢ é o coeficiente
de amortecimento viscoso adimensional.

Substituindo as fungdes (6.1) a (6.3) que descrevem o campo de deslocamentos em
funcdo do tempo e as funcdes (5.4) a (5.6) que descrevem as imperfeicoes
geométricas iniciais nas equagdes nao lineares de movimento (3.63) a (3.65), obtém-
se, aplicando o método de Galerkin, o seguinte sistema de trés equacdes diferenciais
nao lineares de movimento:

mL [ d? d? m* oo
T EV'FZCWG +Elzm V—VO+—(V —Vo)

T[T 2 )
- P(t)z [E (V + chx) + §yc9x]

3 (4 3 L
+ (EL, - EIy)L—3<§w9x - gnv9x> —2-qy

77.'3 4 17.’_.3 (85)
+ EIyL—3 §W09x - §L_2V090x9x

nd (4 3 5 5
_EIZL_3 §Woeox_Envo(90x+8x) =0
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d? d? mt w?
2 \a@¥ " Yeggt ) T g | W~ Wo + g (W —wo)
([ 2 )
_P(t)_[_(w_yc x) +§chx]
El 4 0, 3 0 2L
+(EL )L3< VOx +gmwl; >_ s (8.6)
3 /4 3
+El,— I3 (3 Vol + gnwoeox9x>

3 (4 3 )
+E1yL_3 5v090x+ 167rw0(9 +65)

mL [ d? d? d? t 172
2 dtz 0 tz.—— dtz - YCWW + EFEIW(BX - eox) + _TG](ex - gox)
3 gt - 2
3 3
+16L3E1t(9 Hox)+EIZZL [ vo+ﬁ(v —v)]
3 4 4
-P(t)— [ 1,0, yc( W—§V9>+ZC(§V+§WQX>]
4 3
+(EI, - )L3 [ vw ——n(VZB — WZBx)] (8.7)
1L
+5qu(ﬂ'629x — 4ey)
3 /3 4 3
—El,— 23 (8 Twowl,, + 3wv0 8m/ovt9x>

3

m° (3 4 3
+ EIyL—3(§T[WOW9x + §WoV - §nv090xv) =0

As equacgdes anteriores formam um sistema de trés equagdes nao lineares acopladas,
com coeficientes dependentes do tempo (periodicos) que devem ser resolvidas através
de métodos numéricos. A linearizagdo das Equagdes (8.5) a (8.7) forma um sistema
de equagdes de Mathieu-Hill que ocorre normalmente no estudo da estabilidade do
movimento de sistemas ndo lineares autonomos (Xie, 2006; Kovacic, 2018).

8.2.1
Fronteiras de Instabilidade Paramétrica da Coluna Perfeita

Inicialmente considera-se o perfil C200x100x5 cujas dimensdes e propriedades
geométricas sdo apresentadas na Tabela 5.1, com L = 4m (L > L;4) e uma taxa de
amortecimento ¢ = 1.45%. Para esse comprimento e se¢do, a flambagem estatica
esta associada ao modo de flexo-tor¢do (ver Figura 5.8). As equagdes para os seis
materiais sdo mostradas explicitamente no Apéndice IV. A Figura 8.16 mostra as
curvas de transi¢do que separam solugdes estaveis e instaveis para os seis materiais.
Nota-se a grande influéncia do modulo de elasticidade longitudinal, E;, na carga
critica dindmica e na frequéncia fundamental. A medida que E; diminui a frequéncia
fundamental também diminui deslocando as curvas de instabilidade paramétrica para
a esquerda. As fronteiras de estabilidade paramétrica associadas a um mesmo modulo
de elasticidade longitudinal, E;, sdo sobrepostas (ver Tabela 5.1). Por exemplo, os
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materiais M3 e ISO tém a mesma fronteira, 0 mesmo acontece com os materiais M1,
M2 e M4.

Para os seis materiais escolhidos, a Figura 8.17a mostra as curvas de transicdo que
separam solucdes estaveis e instaveis parametrizando a frequéncia de excitacdo pela
menor frequéncia natural (frequéncia fundamental) de cada material, § = Qr/w,, que
esta associada ao modo de flexo-tor¢ao para todos os materiais, ¢ a magnitude de
excitagdo pela carga critica, Q4 = P;/P.., correspondente a cada material (ver
Capitulos 5 e 6). Observa-se que a menor carga critica dindmica, em torno de Q; =
2wy, para os seis materiais ¢ praticamente a mesma decrescendo levemente com Ej;.
O efeito de E; aumenta nas regides seguintes a esquerda. Para o material isotropico as
regides de instabilidade (linguas) emanam dos pontos § = Qr/w, = 2/n para n =
1,2,3 .... Assim a principal regido de ressonancia paramétrica ocorre na vizinhanga de
6 = 2 e aregido de ressonancia fundamental na vizinhanca de § = 1, que s@o as mais
relevantes na dinamica estrutural, onde a carga critica dinamica ¢ bem inferior a carga
critica estatica (reta vermelha horizontal). Por exemplo, no caso do material
isotropico para & = 1.45% a carga critica dinamica ¢ 6% da carga critica estatica. No
caso dos materiais ortotropicos, as regioes de instabilidade emanam de diferentes
valores de §. A medida que a frequéncia natural diminui, as regides de instabilidade
se movem para a direita em virtude da normalizacao da frequéncia de excitagdo (ver
Tabela 6.3). Ja se for usado como referéncia no processo de adimensionalizacdo da
frequéncia de excitagdo ndo a frequéncia fundamental, mas a frequéncia associada ao
modo de flexdo que é a segunda menor frequéncia (§ = Qf/wy), todas as curvas se
superpdem como ilustra a Figura 8.17b, independente do valor de by. Isto mostra que
a fronteira de instabilidade paramétrica esta associada ao modo de vibragdo em torno
do eixo de inércia minima. Isto serd demonstrado mais a frente na analise dos
diagramas de bifurcagao.
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120

P, (kN)

Q, (Hz)
Figura 8.16: Diagrama de bifurcagao do mapa de Poincaré no plano de
frequéncia de excitagdo vs. magnitude de excitacdo, L=4m, { = 1.45%.
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M1

3.5

Figura 8.17: Limites de estabilidade normalizado, L=4m, ¢ =1.45%: (a)
frequéncia de excitacdo normalizada com respeito a frequéncia fundamental;
(b) frequéncia de excitagao normalizada com respeito a menor frequéncia de
flexao

A andlise da influéncia da largura da mesa, by, nas fronteiras de estabilidade €
mostrada na Figura 8.18, para o material M4, em funcao das varidveis dimensionais
Qf € Py. Como observado no Capitulo 5, para by < 8.5¢m o modo critico ¢ o modo
de flexdo em torno do eixo de menor inércia, enquanto para by > 8.5¢cm o modo
critico ¢ o modo de flexo-tor¢do. Observa-se 0 aumento da carga critica dinamica
com o aumento de bs. Também se verifica um deslocamento das fronteiras de
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instabilidade para a direita em fungdo do aumento da frequéncia fundamental com o
aumento de by.

Na Figura 8.19a, as fronteiras de estabilidade sdo mostradas em funcao das variaveis
adimensionais § e Q4. Observa-se que as curvas de transigdo associadas ao modo de
flexdo sdo sobrepostas (by variando de 3cm a 8cm). Ja para mesas maiores, onde o
modo de flambagem passa a ser o modo de flexo torgdo (by = 9cm e by = 10cm), as
regides de instabilidade se movem para a direita com o aumento de by. Ja se for usada
como referéncia no processo de adimensionalizagdo a frequéncia associada ao modo
de flexdo (§ = Qf/wy), todas as curvas se superpdem, como ilustra a Figura 8.19b,
independente do valor de by. Novamente, isto mostra que a fronteira de instabilidade
paramétrica estd associada ao modo de vibracdo em torno do eixo de menor inércia.

100
1 —b,=10cm, FT
80 s b= 0 G, FT
T —b,=8cm, F
~ 60 - —b,=7cm, F
=
& —b,=6cm, F
S 40
20 — |\
0 T ] ST T | T [ T
5 10 15 20 25
Qy (Hz)

Figura 8.18: Analise da influéncia do parametro b; nas fronteiras de
instabilidade, Material M4, L=4m, { = 1.45%.
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Figura 8.19: Andlise da influéncia da relagdo b;/b, nas fronteiras de
instabilidade, Material M4, L=4m, ¢ = 1.45%.(a) frequéncia de excitagao
normalizada com respeito a frequéncia fundamental; (b) frequéncia de
excitagdo normalizada com respeito a menor frequéncia de flexao

A influéncia do amortecimento nas fronteiras de instabilidade ¢ analisada na Figura
8.20 variando o amortecimento dentro de uma faixa de valores compativel com o
material pultrudado (Boscato e Russo, 2009; Song et al., 2004; Ahmadi et al., 2018,
Wei et al., 2019). Mais uma vez, considera-se o material M4 e L = 4m. Os resultados
mostram que o amortecimento tem basicamente influéncia na vizinhanga préxima ao
valor minimo de cada regido de instabilidade, aumentando a carga critica. Na regido
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principal de instabilidade paramétrica (§ = 2), a carga critica minima ¢ dada
aproximadamente por Qq4 o = 3.4483¢. Ja na regido de ressonancia fundamental (§ =
1) a carga critica minima é dada aproximadamente por Qg .. = 2.3343804%62 Na
terceira regido, em torno de 6 = 2/3, o valor minimo ¢ dado aproximadamente por
Qqcr = 2.0596&%314* Como na analise local, mesmo considerando uma alta taxa de
amortecimento (§ = 0.58), cargas criticas dindmicas muito menores que a carga
estatica critica sdo observadas nas principais regides de ressonancia, como se pode
observar na Tabela 8.2, onde sdo apresentadas as cargas criticas minimas em fungao

da taxa de amortecimento nas trés primeiras regides de instabilidade.
4

—E=0.725%
1 —e&=145%
3| —&=2.90%
—&=5.8%
w,}!\ K
1 k

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Figura 8.20: Analise da influéncia do amortecimento nas fronteiras de
instabilidade. Material M4, L=4m, { = 1.45%.

Tabela 8.2: Variagao da carga critica minima nas trés primeiras regioes de
instabilidade paramétrica. Material M4, L=4m.

Regiﬁo E Qdcr )
6 =2/3 0.00725 0.435 0.656
0.0145 0.55 0.648
0.029 0.675 0.640
0.058 0.84 0.624
=1 0.00725 0.24 0.992
0.0145 0.315 0.992
0.029 0.445 0.984
0.058 0.628 0.968
=2 0.00725 0.025 1.999
0.0145 0.05 1.999
0.029 0.1 1.999
0.058 0.2 1.999
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A Figura 8.21 mostra a influéncia da carga compressiva estatica ndo dimensional, Q,
nas curvas de transicdo que separam solugdes estaveis das instdveis. A carga
compressiva estatica, Qg, produz, como mostrado no Capitulo 6, a diminuigao da
frequéncia fundamental da coluna carregada. Assim, as regides de instabilidade se
movem para a esquerda. A relagdo linear da frequéncia fundamental ao quadrado com
a carga estatica é dada por 62 = 2.9537(1 — Q,) + 1.0587. Além disso, a carga
estatica segue uma relacdo quadratica com a carga critica dinamica, sendo dada por
Qs = 477.39Q3,, — 88.568Q,,, + 3.9648.

6
— 0,=0,00
= Q.\':O..?_s
— 0,=0,50
4l —0=075

. | ; i ;
1.5 2 25 3 35
é
Figura 8.21: Analise da influéncia da carga estatica nas fronteiras de
instabilidade, Material M4, L=4m, { = 1.45%.

Estuda-se agora a influéncia do comprimento da coluna nas fronteiras de instabilidade
paramétrica. A Tabela 8.3 mostra a variagdo das duas menores frequéncias de
vibragdo com o comprimento do perfil, L, considerando o material M5. A Figura 8.22
mostra as curvas de transi¢do para diferentes comprimentos da coluna simplesmente
apoiada. Inicialmente, a frequéncia fundamental para comprimentos menores que
Lser esta associada ao modo de flexo-tor¢do. Para L = Ly = 5.38m as duas
menores frequéncias tem o mesmo valor. Ja para L > Lsyf, a frequéncia fundamental
estd associada ao modo de flexdo em torno do eixo de menor inércia. Na Figura 8.22
mostra-se que as curvas de transicdo dos comprimentos associados ao modo de flexao
estdo sobrepostas, e suas regides principais de instabilidade paramétrica emanam do
fator de frequéncia § = 2. A medida que o comprimento da coluna diminui suas
regides de instabilidade se movem para a direita e emanam de diferentes valores de J,
mostrando mais uma vez a diferenga entre os modos de flexao e flexo-tor¢ao.
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Tabela 8.3: Variagcéo da frequéncia natural com o comprimento. L = 5.38m.

L Modo Wo1 w2 woz/ 20)02/
(m) | Critico (Hz) (H2) @o1 Wo1
1.5 FT 50.64 64.44 1.27 2.55
2.0 FT 29.07 36.25 1.25 2.49
2.5 FT 19.08 23.20 1.22 243
3.0 FT 13.63 16.11 1.18 2.36
3.5 FT 10.34 11.84 1.14 2.29
4.0 FT 8.19 9.06 1.11 2.21
4.5 FT 6.71 7.16 1.07 2.13
5.0 FT 5.64 5.80 1.03 2.06
5.38 FT,F 5.01 5.01 1.00 2.00
6.0 F 4.03 422 1.05 2.10
6
—L=6.0m
L=3538m
—L=50m
] L=435m
—L=40m
—L=35m
4 4—L=30m
—L=25m
—L=20m
= —L=15m
S
2 l
WA
| "||\§ I
\ Y
O | ] | ]
0.5 3 3.5

Figura 8.22: Analise da influéncia do comprimento da coluna nas fronteiras de
estabilidade, Material M5, ¢ = 1.45%.

A Figura 8.23 mostra as fronteiras de estabilidade em fung¢do das variaveis
adimensionais § e Q4. Para L > 4m as fronteiras de estabilidade ficam sobrepostas.
J& para L < 4m observa-se uma influéncia marcante do comprimento nas fronteiras
de estabilidade aumentando a carga critica @ medida que L decresce e diminuindo a
regido instavel. Entretanto a carga critica minima ¢ praticamente a mesma.
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Figura 8.23: Andlise da influéncia do comprimento da coluna nas fronteiras de
estabilidade, Material M5, ¢ = 1.45%. For¢a normalizada.

8.2.2
Fronteiras de Escape e Bifurcagoes

Do mesmo modo que a instabilidade paramétrica, onde a solugdo trivial se torna
instavel. Em certas estruturas sob uma carga axial harmodnica, pode existir para cada
valor de frequéncia de excitacdo, §, uma carga maxima ou de escape, ., onde os
deslocamentos crescem indefinidamente e a resposta vai para infinito, conhecida
como fronteira de escape (Thompson e Ueda, 1989; Gongalves et al., 2007; Orlando
etal., 2019).

As fronteiras de escape e instabilidade paramétrica para o material M5 para diferentes
valores de comprimento longitudinal sdo mostradas nas Figuras 8.24. Mostram-se
também, além da carga critica estatica, as duas menores frequéncias naturais e seu
dobro. A curva de escape estd sempre sobreposta ou acima da curva de instabilidade
paramétrica. Quando as curvas de escape (vermelho) e instabilidade paramétrica
(azul) sdo sobrepostas significa que a carga de instabilidade paramétrica, Qg4, € a
carga de escape, Q,, ttm o mesmo valor, indicando a presenca de uma bifurcagio
instavel. Por outro lado quando a curva escape se situa acima da curva de
instabilidade paramétrica, existe um intervalo de carga entre ambas as curvas onde a
solucdo ndo trivial € estavel. Verifica-se também que na regido principal de
ressonancia paramétrica em torno de 6 = 2, as cargas de escape sdo menores que a
carga critica estatica, indicando o colapso da estrutura. Na regido de ressonancia em
torno de § = 1 o escape ocorre para cargas menores que a carga critica estatica para
L > 3m. Verifica-se que os valores minimos em cada regido estdo associados a
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frequéncia de flexao em torno do eixo de menor inércia. Observa-se, entretanto, que
entre as duas regides principais de ressonadncia as cargas de escape ¢ instabilidade
paramétrica podem atingir valores bem maiores que a carga critica estatica, podendo
este fator ser positivamente usando no controle de vibra¢des (Thompson e De Souza,
1996). Cabe destacar que o fenomeno de escape nao foi detectado na analise local
para colunas curtas.

A Figura 8.25 mostra o diagrama de bifurcacdo considerando a frequéncia de
excitagdo como parametro de controle para Q; = 0.75 ¢ L = 5,38m, variando § na
regido principal de instabilidade paramétrica. Os resultados mostram que na regido
principal de ressondncia paramétrica, a medida que § aumenta e ultrapassa a curva de
transi¢do esquerda, a solugdo trivial se torna instavel devido a uma bifurcagao flip
supercritica e surge uma solugdo estavel cujo periodo ¢ o dobro do periodo da
excitacdo (ver Figura 8.4b - ressondncia 2:1) até que ocorre uma bifurcacao pitchfork
supercritica. Depois da bifurcacdo pitchfork (PSP) supercritica o trecho estavel ¢
muito pequeno e logo a seguir ocorre o escape. A medida que & continua a aumentar
e, quando a curva de transicao & direita ¢ cruzada; a solugdo trivial se torna estavel
novamente devido a uma bifurcacdo flip subcritica (FSB) e surge uma solugdo
instavel cujo periodo ¢ o dobro do periodo da excitagdao. Neste ponto, ao decrescer §
ocorre simultaneamente a instabilidade paramétrica e o escape, j& que ndo ha
nenhuma solugdo estavel a esquerda. Observa-se, pois, que para um dado nivel de
carregamento existe uma regido onde nenhuma solugdo estavel ¢ encontrada, levando
ao colapso do perfil.
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Figura 8.24: Fronteiras de estabilidade normalizado para diferentes

comprimentos. Material M5, ¢ = 1.45%.
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Figura 8.25: Curva de ressonancia, Material M5, L=5.38m, Q; = 0.75.

A Figura 8.26 mostra trés diagramas de bifurcagdo para L = 5,38m considerando a
forca Q; como parametro de controle para valores selecionados do parametro de
frequéncia § na regido de ressonancia fundamental. Para este comprimento as duas
menores frequéncias coincidem. Para § = 0.75 a estrutura se torna instavel em
virtude de uma bifurcagdo pitchfork subcritica, que logo se torna estavel devido a
uma bifurcagdo sela-n6 (ver zoom) dando origem a duas solugdes estaveis de periodo
IT. Cada uma destas solugdes se torna instavel em virtude de uma bifurcagdo flip
supercritica e, logo a seguir, ocorre o escape. Para § = 1.00, onde ocorre a menor
carga critica dinamica, a solugdo trivial se torna instavel em virtude de uma
bifurcagdo pitchfork subcritica, dando origem a duas solugdes instaveis de periodo
IT. Cada uma destas solugdes se torna estavel em virtude sela-né dando origem a um
longo trecho onde diferentes solugdes estaveis coexistem. Para perturbagdes finitas
ap6s SN, a solugdo permanente ¢ fungdo das condig¢des iniciais, como mostrado a
seguir através das bacias de atracdo. Estas solugdes se tornam instaveis através de
uma bifurcagao tipo Hopf, onde um par complexo-conjugado de autovalores deixa de
circulo unitario, levando ao escape (Thompson e Stewart, 2002; Del Prado, 2001).
Cabe observar que os pontos de bifurcagdo secundarios nao sdo simétricos. Em um
experimento, quando se aumenta gradativamente a magnitude da forga e atinge-se o
ponto PSP hd um salto dindmico para uma das solugdes de periodo 1T, como ilustra a
Figura 8.27a. Para § = 1.25 a solucao trivial também se torna instavel em virtude de
uma bifurcagdo pitchfork subcritica, dando origem a duas solugdes instaveis de
periodo 1T, mas, ao contrario do caso anterior, nenhuma outra solucdo estavel ¢
encontrada, justificando a sobreposi¢cdo das fronteiras de instabilidade paramétrica e
escape nesta regido. Cabe esclarecer que o algoritmo, apds cada incremento de carga
perturba todas as coordenadas no espaco de fase. Entretanto para § = 1.00 ¢ § =
1.25, apds a bifurcagao PSB, as perturbagdes em w e 0,, associadas ao modo de
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flexo-tor¢ao, decrescem assintoticamente para zero, enquanto o deslocamento em v,
associado ao modo de flexdo, diverge para a solucdo ndo trivial (Figura 8.27). As
perturbagcdes em w e 0,, associadas ao modo de flexo-tor¢do passam as crescer
quando ocorre o escape, indicando que o escape esta associado a excitagao do modo
de flexo-tor¢ao, como ilustra a Figura 8.28, que mostra a resposta no tempo dos trés
graus de liberdade antes do escape (Q; = 0.643) e no momento do escape (Q; =
0.644) para 6 = 1.00, tendo como base a bifurcagdo Hopf localizada nas
coordenadas v = 0.6435, w = 0.0 ¢ 6, = 0.0, (ver Figura 8.26). Verifica-se também
que a assimetria observada nas bifurcagdes secundarias se deve a excitagdo do modo
de flexo-tor¢ao.

(%]

0.6

® PSB ['s psp y_| IS8
® SN ® SN
® FSP 047 & nopr
\ 1
02 |
g, s S — S0
| -0.2+ : =1
-1 K
_.t 0.4+ 2
2 0.6 B
i 0.5 " Ls 0 02 0.4 0.6 0 1 i 3 4
0, O Q4
d=0.75 6=1.00 =125

Figura 8.26: Diagramas de bifurcagao, Material M5, L=5.38m, Regiao de
ressonancia fundamental, § = 1. 00.

[ 0, =040 =040
el 0.08 | 5 ~0.60 008 | o
=069 =0 Q.=0.
0.5
Salto dinimico 0.04 004 -
-0.04 004 -
0.5
-0.08 008 4
1] 0z 0.4 0.6 08 0 0.2 0.4 0.6 0.8 ] 0.2 0.4 06 0.8
Ou Qs 0

Figura 8.27: Diagramas de bifurcagao, Material M5, L=5.38m, § = 1. 00.
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Figura 8.28: Resposta no tempo dos trés graus de liberdade antes e na
bifurcagao referente ao escape, Material M5, L=5.38m, 6 = 1.00.

A Figura 8.29 mostra para § = 1.00 as se¢des da bacia de atragdo (plano v vs.dv/
dt) para trés valores de Q4. A regido em preto corresponde a solugdo trivial, as
regides em azul e vermelho as duas solugdes de periodo 1T, enquanto a regido em
branco corresponde a condig¢des iniciais que levam ao escape (excitacdo do modo de
flexo-tor¢ao). A Figura 8.30 mostra as se¢des da bacia de atragdo ndo considerando
perturbagdes nos graus de liberdade w e 6,, onde ndo se observa o escape. Este

resultado indica a importancia do modo de flexo-tor¢ao na instabilidade do perfil.

20

20
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Figura 8.29: Bacias de atragao, Material M5, L=5.38m, 6 = 1. 00.

'
[ R
(%]
(5]
(=]
(5]
[X]

dv/ dt

-5

25 0 25 5 -5 2.5 0 2.5

[

Q; =0.30 Qz =0.37 Q; =044
Figura 8.30: Bacias de atragao, Material M5, L=5.38m, 6 = 1.00 (nao
considerando perturbagoes nos graus de liberdade w e 0,).

A Figura 8.31 mostra quatro diagramas de bifurcagdo considerando a for¢ca Q; como
parametro de controle para valores selecionados do parametro de frequéncia § na
regido de principal de ressonancia paramétrica em torno de § = 2. Para § = 1.75, a
estrutura se torna instdvel em virtude de uma bifurcacdo flip supercritica, dando
origem uma solugdo estavel de periodo 2T, que se torna instavel em virtude de uma
bifurcagdo flip supercritica e logo a seguir ocorre o escape. O mesmo se observa para
6 = 2.00, onde ocorre a menor carga critica dindmica nesta regido. Como no caso
anterior, apos a bifurcacdo FSB, as perturbagdes em w e 0,., associadas ao modo de
flexo-tor¢do, decrescem assintoticamente para zero, enquanto o deslocamento em v,
associado ao modo de flexdo, diverge para a solug¢do nao trivial, (ver Figura 8.32). As
perturbacdes em w ¢ 0, associadas ao modo de flexo-tor¢ao passam a crescer quando
ocorre o escape. Para § = 2.25 e § = 2.50 a solucdo trivial se torna instavel em
virtude de uma bifurcagdo flip subcritica, dando origem a uma solugdo instavel de
periodo 2T. Nenhuma outra solucdo estavel ¢ encontrada, justificando a sobreposi¢ao
das fronteiras de instabilidade paramétrica e escape nesta regido.
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Figura 8.31: Diagramas de bifurcagao, Material M5, L=5.38m, (Regiao principal
de ressonancia paramétrica em torno de 8 = 2.00).
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Figura 8.32: Diagramas de bifurcagao, Material M5, L=5.38m, § = 2.

A Figura 8.33 mostra trés diagramas de bifurcagdo para L = 2.50m, considerando a
forca Q; como parametro de controle, para valores selecionados do parametro de
frequéncia & na regido de ressonancia fundamental. Para este comprimento, a menor
frequéncia esta associada ao modo de flexo-tor¢ao, responsavel pelo aparecimento de
um vale secundario na Figura 8.24e. Novamente, a instabilidade paramétrica ocorre
devido a uma bifurcacdo pitchfork, dando origem a duas solug¢des de periodo 1T.
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Neste caso a assimetria dos diagramas de bifurcagdo apds esta bifurcacdao ainda €
mais evidente que no caso anterior, destacando a influéncia da flexo-tor¢do no
comportamento dinamico da estrutura. Essa assimetria se reflete de forma marcante
nas bacias de atragdo, como ilustra a Figura 8.34 para § = 1.30, onde se usa a mesma
convengdo de cores da Figura 8.29. Para Q; = 0.48 tem-se apenas a solugdo trivial
ou escape, mas ja se nota uma pequena assimetria na fronteira entre as duas regioes.
Para Q; = 0.55, aparecem mais duas regides associadas as duas solugdes estaveis de
periodo 1T (regides em vermelho e azul). Para Q; = 0.65 a assimetria aumenta com
a regidao em azul sendo bem menor que a regidao em vermelho. Para Q; = 0.85, a
regido em azul desaparece, restando apenas uma das solugdes de periodo 1T. Para
Q4 = 1.00, as duas solugdes ndo triviais desaparecem e observa-se uma erosao
acentuada da bacia associada a solucdo trivial. Finalmente, para Q; = 2.00 (Q4 <
Qacr), @ bacia associada a solugdo trivial tem uma area desprezivel, indicando baixa
integridade dindmica. Ou seja, apesar da solugdo trivial ser ainda matematicamente
estavel (autovalores dentro do circulo unitdrio), pequenas perturbagdes levam ao
escape.

“ | e psp ® PSP " | epsp

1.5 ® NS R EaOPT 2 ® SN
® FSP {,-‘_.’;,' I apsp|
- 0.5 i P
i‘ E 0 i 0 ,\‘ --------

-0.5

0 1 2 3 0 0.4 0.8 1.2 1.6 0 1

04 0, 0
5=1.00 5§=1.20 5=1.30

Figura 8.33: Diagramas de bifurcagao, Material M5, L=2.5m, (Regiao de
ressonancia fundamental, § = 1. 00).
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Figura 8.34: Bacias de atragao, Material M5, L=2.5m, 6 = 1. 30.
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Ainda para L = 2,5m, a Figura 8.35 mostra quatro diagramas de bifurcagdo
considerando a for¢a Q; como parametro de controle para valores selecionados do
parametro de frequéncia § na regido de principal de ressonancia paramétrica. Para
6 = 2.00 (duas vezes a menor frequéncia, no caso a de flexo-tor¢do) a estrutura se
torna instavel em virtude de uma bifurcagdo flip supercritica, dando origem a uma
solucdo estavel de periodo 2T, que se torna instavel em virtude de uma bifurcacao flip
supercritica e, logo a seguir, ocorre o escape. Para § = 2.50, proximo a menor carga
critica dinamica nesta regido (duas vezes a menor frequéncia, no caso a de flexdo, ver
Figura 8.24e), a solucdo trivial se torna instavel em virtude de uma bifurcacao flip
subcritica que se torna estavel devida a uma bifurcagdo sela-nd, dando origem a
solugdes coexistentes até atingir Q.. Para § = 2.75 ¢ § = 3.00 a solugao trivial se
torna instavel em virtude de uma bifurcagdo flip subcritica, dando origem a uma
solucdo instavel de periodo 2T. Nenhuma outra solu¢do estavel € encontrada,
justificando a sobreposi¢do das fronteiras de instabilidade paramétrica e escape nesta
regiao.
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Figura 8.35: Diagramas de bifurcag¢ao, Material M5, L=2.5m.

Para § = 2.50, como mostra a Figura 8.36, ao atingir Q. ocorre um salto dinamico
da solucdo trivial para a solug@o ndo trivial. Cabe ressaltar que o transiente durante o
salto dindmico pode levar a picos de tensdo e deformacao. Finalmente, a Figura 8.37
mostra a evolugdo das bacias de atracao para § = 2.50, onde se observa a erosdo da
bacia de atragdo da solugdo trivial com o aumento da carga, destacando a importancia
da analise da evolucao e erosdo das bacias de atracdo na analise dinamica nao linear
(Lenci e Rega, 2019).
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Figura 8.36: Dia_gramas de bifurcagao, Material M5, L=2.5m, § = 2.50 (sélto
dinamico e escape), Método da forga bruta.
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9
Conclusoes e Sugestoes

9.1
Conclusoes

Usando duas formulagdes locais € uma formulacdo global, a instabilidade de
colunas pultrudadas de materiais poliméricos refor¢ados por fibras sob
carregamento axial estatico e dindmico foi investigada. A formulagdo global nao
linear considera grandes deslocamentos, os efeitos de encurtamento, acoplamentos
entre flexdo e tor¢do e imperfeicdes geométricas iniciais. Um modelo discreto de
trés graus de liberdade para a anélise nao linear ¢ obtido pelo método de Galerkin.
Na andlise ndo linear local, a se¢do do canal ¢ discretizada em trés placas (alma e
duas mesas) que sao modeladas pela teoria classica de placas e pela teoria de
deformagdo por cisalhamento de primeira ordem, para verificar o efeito do
cisalhamento. Um modelo discreto de ordem reduzida para a analise ndo linear ¢
obtido pelo método de Ritz.

A carga de flambagem estatica, frequéncias naturais e func¢des de interpolacdo
adotadas para o campo de deslocamento encontra-se em estreita concordancia
com os resultados obtidos pelo software GBTUL, corroborando a precisdo e
coeréncia dos presentes resultados.

A carga de flambagem estitica e as frequéncias naturais sdo altamente
dependentes da ortotropia do material PRF. H4 uma diminuicdo palpavel na carga
critica e na frequéncia fundamental quando comparada com o material isotrdpico.
Essa diminuicdo se deve a baixa resisténcia do PRF na direcdo transversal e ao
baixo modulo de cisalhamento.

Para colunas curtas, a flambagem ocorre no modo local com uma semionda na
diregdo axial. A medida que o comprimento da coluna aumenta, a coluna continua
a flambar no modo local, mas com um nimero crescente de semiondas axiais.
Nesta regido a carga de flambagem minima permanece constante, sendo func¢ao
das caracteristicas do material e geometria da se¢do, sendo a menor carga critica
entre os seis materiais analisados a do material com menor moédulo de
cisalhamento. Para cada material e geometria da se¢ao existe um comprimento
critico onde o modo de flambagem passa de local para global, estando em todos
os casos analisados o modo global associado ao modo critico de flexo-tor¢ao.
Verifica-se que o acoplamento entre flexdo e tor¢cao tem uma grande influéncia no
comportamento de vigas com se¢cdes monosimétricas. Neste caso, existe um modo
de flexdo desacoplado, associado com o eixo de simetria e dois modos acoplados
de flexo-tor¢ao. Esta transi¢cdo concorda com os resultados obtidos pelo GBTUL,
onde, para este comprimento, ocorre uma mudanga abrupta na composi¢cdo modal
do modo critico.
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Para colunas longas hd novamente uma mudanca no modo de flambagem que
passa do modo de flambagem global de flexo-tor¢do para o modo de flambagem
de flexao em torno do eixo de menor inércia. Essas mudancas no modo de
flambagem tém uma influéncia marcante na forma do caminho pds-critico € na
sensibilidade a imperfeicdes.

Para colunas curtas e longas, onde o comportamento ¢ regido por,
respectivamente, o modo de flambagem local € o modo de flambagem de flexao
em torno do eixo de menor inércia, obtém-se uma bifurcacdo simétrica estavel,
como ocorre para placas isoladas e colunas. Neste caso, a resisténcia pos-critica
da coluna depende da curvatura inicial do caminho pos-critico que ¢ funcdo do
material e geometria da se¢do. Para essas colunas, as imperfeicdes geométricas
iniciais levam a um gradativo aumento dos deslocamentos transversais e das
tensdes de flexao.

Para colunas de comprimento intermediario, onde a flambagem est4 associada ao
modo de flexo torcdo, obtém-se em muitos casos uma bifurcacdo simétrica
estavel, mas logo se atinge um ponto limite, tornando-se a seguir o caminho pés-
critico instavel, o que leva a uma sensibilidade a imperfeicdes com redugdo da
capacidade de carga da estrutura a medida que a magnitude da imperfei¢ao cresce.
Os caminhos de equilibrio para a coluna imperfeita apresentam neste caso um
comportamento estavel até atingir a carga limite, ap6s a qual o caminho torna-se
instavel, sendo a carga limite para a estrutura imperfeita menor que a carga limite
da estrutura perfeita. Com o aumento da imperfeicdo a carga limite da estrutura
imperfeita torna-se menor que a carga critica de bifurcacdo, levando a redugdo da
capacidade de carga da estrutura. Em alguns casos obtém-se um caminho pés-
critico instavel com o aumento da sensibilidade a imperfeicdes. Mostra-se que a
coluna ¢ particularmente sensivel a imperfei¢gdes na forma do modo de flexo-
tor¢do e combinacao entre os modos de flexao e flexo-tor¢ao.

Os resultados mostram uma mudanga abrupta de comportamento pds-critico nos
comprimentos criticos nos quais o modo de flambagem muda de local para global
de flexo-torcdo e de global de flexo-tor¢ao para global de flexdo, destacando a
importancia da analise ndo linear para um projeto seguro destas estruturas.

As menores frequéncias naturais e os respectivos modos de vibragdo também
mudam com o comprimento da coluna, sendo, para colunas curtas, associadas aos
modos locais, crescendo com o numero de semiondas axiais. A partir de um dado
comprimento limite, fungdo do material e geometria da secdo, as duas menores
frequéncias passam a ser associada a um modo global de flexo-tor¢do e ao modo
de vibracao de flexao em torno do eixo de inércia minima, crescendo estas duas
frequéncias com o numero de semiondas axiais. Novamente esta transi¢ao
concorda com os resultados obtidos através do GBTUL. Essas frequéncias
decrescem com o carregamento estatico axial aplicado, tornando-se a menor
frequéncia nula quando a carga atinge o valor critico. Dependendo da geometria
da coluna, pode ocorrer uma mudanca do modo de vibragdo associado a
frequéncia minima a medida que cresce o carregamento.
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Usando os modelos discretos aqui derivados, a dinamica nao linear da coluna ¢
explorada usando diagramas de bifurcacdo do mapa de Poincaré, técnicas de
continuagdo e o critério de estabilidade de Floquet. Os efeitos do amortecimento,
da ortotropia do material e da carga estatica sdo examinados.

No caso dindmico, a coluna sob carregamento harmonico sofre instabilidade
paramétrica. As curvas de transicao (isto €, fronteiras de estabilidade dinamica) no
espago de controle da excitagdo (magnitude de excitagao versus frequéncia de
excitacdo) sdao determinadas numericamente por métodos de continuagdo,
evitando assim as hipoteses de baixas magnitudes de forcamento, ndo linearidade
fraca e pequeno amortecimento, usadas com frequéncia na literatura, onde o
problema ou ¢ resolvido de forma linearizada ou de forma aproximada através de
métodos de perturbacdo, no caso nio linear.

Os resultados mostram a forte influéncia da ortotropia do material e da geometria
do perfil na carga critica dindmica, relagdo nao linear frequéncia-amplitude e
diagramas de bifurcagao.

No caso local, o limite de estabilidade considerando uma magnitude de excitagao
adimensional (magnitude de forca dividida pela carga critica estatica) e frequéncia
normalizada (frequéncia de excitacdo dividida pela frequéncia fundamental) ¢ a
mesma independente das propriedades do material e dimensdes da segdo
transversal, variando apenas com a taxa de amortecimento viscoso. Assim, a carga
de instabilidade paramétrica mostra ser fungdo da carga de flambagem estatica,
frequéncia fundamental e razdo de amortecimento. No entanto, os termos nao
lineares normalizados sdo diferentes. Para todos os materiais, a coluna exibe um
comportamento ndo linear com ganho de rigidez (hardening), com o grau de ndo
linearidade sendo uma funcdo das constantes do material ortotropico e das
dimensdes da secdo transversal. Este tipo de ndo linearidade controla as
bifurcagcdes que definem as diversas regides de instabilidade paramétrica
(linguas).

No caso global, considerando um dado material, as fronteiras de instabilidade
paramétrica mudam com o comprimento do perfil. A frequéncia fundamental para
comprimentos menores do que o comprimento limite entre o modo de flexo-
tor¢do e flexdo, cresce a medida que diminui o comprimento do perfil. Por
conseguinte, suas regides de instabilidade se movem para a direita ¢ emanam de
diferentes valores da relacdo entre a frequéncia de excitagdo e a frequéncia
fundamental de flexo-tor¢dao. Ja se for usada como referéncia no processo de
adimensionaliza¢do da frequéncia de excitagdo ndo a frequéncia fundamental, mas
a frequéncia associada ao modo de flexdo que é a segunda menor frequéncia (§ =
Q4/wy), todas as curvas se superpdem, independente do valor de by. Isto mostra
que a fronteira de instabilidade paramétrica estd associada ao modo de vibracao
em torno do eixo de inércia minima. Ja para valores de comprimento maiores que
o comprimento limite, os modos fundamentais estdo associados ao modo de
flexdo e as regides de instabilidade paramétrica se superpdem. Observa-se uma
influéncia marcante do comprimento nas fronteiras de estabilidade aumentando a
carga critica a medida que L decresce e diminuindo a regido instavel. Entretanto a
carga critica dindmica ¢ praticamente a mesma.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613092/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1613092/CA

217

A resposta do sistema nao linear ¢ mais complicada do que a prevista pela
formulagdo linear de Mathieu. Acima da fronteira de estabilidade paramétrica
(regido onde a solucdo trivial se torna instdvel), a ndo linearidade leva a uma
dinamica qualitativamente rica. Na regido principal de ressondncia paramétrica,
em torno do dobro da frequéncia fundamental do perfil, as transi¢des da solucao
trivial para as solugdes perioddicas sdo devidas a bifurcacdes por duplicagdo de
periodo (flip), levando a uma ressonancia interna 2:1, enquanto na regido de
ressonancia fundamental, em torno da frequéncia fundamental do perfil, a
transi¢ao da solugdo trivial para a nao trivial ¢ devida a uma bifurcagao por quebra
de simetria (pitchfork), levando a uma ressonancia interna 1: 1, resultando em dois
atratores coexistentes. Devido a ndo linearidade do tipo hardening, o lado
esquerdo de cada fronteira de instabilidade ¢ o l6cus das bifurcacdes estaveis,
enquanto o lado direito ¢ o 16cus das bifurcacdes instaveis. Esses dois cendrios de
bifurcacdo sdo repetidos conforme a frequéncia de excitagdo diminui e linguas de
ordem superior sdo obtidas. Varios estados estacionarios coexistentes periddicos,
bem como atratores caoticos, sdo identificados dentro de cada lingua. No caso de
bifurca¢des instaveis (subcriticas), a andlise mostra que antes mesmo que a
bifurcacdo ocorra, o sistema poderia saltar da solugdo trivial para um ramo de
respostas estdveis ndo triviais, sendo a bacia de atragdo da solugdo trivial
rapidamente erodida conforme a curva de transi¢cdo se aproxima. Assim, grandes
amplitudes de vibracdo podem ser observadas, mesmo que a magnitude de
forcamento seja menor do que a carga de flambagem dinamica.

A pré-carga estatica reduz a carga de flambagem dindmica e frequéncias naturais,
mudando os limites de instabilidade dindmica para uma faixa de frequéncia de
excitacdo mais baixa e aumenta a complexidade dos diagramas de bifurcagdo,
levando a um maior nimero de solugdes coexistentes. Devido as bifurcagoes
globais e ao numero crescente de solugdes coexistentes, os limites das bacias
mudam de suave para fractal, levando a longos transientes, sensibilidade as
condi¢des iniciais e baixos fatores de integridade dindmica.

A carga de flambagem dinamica na regido principal de ressondncia paramétrica e
regido de ressondncia fundamental ¢ muito menor do que a carga de flambagem
estatica (por exemplo, para uma taxa de amortecimento de 1,45%, a diminui¢do na
regido de instabilidade paramétrica principal ¢ de cerca de 94%). A instabilidade
paramétrica da coluna pultrudada ¢ importante porque faz com que a posicao de
equilibrio vertical estdvel se torne instavel, levando a solugdes periodicas de
grande amplitude e inicia um processo que pode levar a fratura/ruptura da juncao
alma-mesa, sinalizando o inicio do mecanismo de falha ¢ a perda de capacidade
de carga. O projetista deve, portanto, ter cuidado ao lidar com colunas sujeitas a
carregamentos dindmicos axiais.

Uma diferenga basica ¢ observada entre a instabilidade paramétrica local e global.
No caso global, apos a instabilidade paramétrica, associada ao modo de flexdo em
torno do eixo de menor inércia, ocorre a excitacdo do modo de flexo-torgao,
levando a uma divergéncia da solugdo, o que ndo se observa na andlise local. Esta
fronteira de escape ¢ superior a fronteira de instabilidade paramétrica quando se
tem uma bifurcacdo estavel, e ambas as fronteiras coincidem quando a bifurcagdo
¢ instavel.
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Sugestoes

Em virtude da complexidade do problema e em virtude das poucas solugdes nao
lineares disponiveis na literatura, sdo sugeridos os seguintes temas para trabalhos
futuros:

Analise ndo linear da estabilidade da coluna sob cargas estaticas e dindmicas
sob diferentes condigdes de contorno. Em particular, a andlise da coluna
engastada em ambas as extremidades e da coluna engastada e livre podem
fornecer, respectivamente, um limite superior e inferior para as cargas de
flambagem e frequéncias naturais. Além disto, a composicdo modal e a
transi¢ao entre o comportamento local e global ¢ dependente das condicoes de
apoio;

Andlise experimental da instabilidade dinamica de colunas de material
pultrudado. Nao foram encontrados resultados experimentais na literatura
sobre a instabilidade paramétrica destas estruturas;

Analisar, usando a formulagdo apresentada, a estabilidade de colunas de
outros tipos de secdo usadas com frequéncia em engenharia, como as sec¢oes
abertas em L (cantoneiras), em I e em T, e secdes fechadas como as colunas de
secdo retangular vazada;

Estudar a instabilidade lateral de vigas de material pultrudado sob diferentes
tipos de carregamento, como cargas concentradas e distribuidas e momento
fletor, e diferentes condi¢des de apoio.
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Apéndice |
Comportamento Pés-critico Local e Sensibilidade a
Imperfeigoes

As Figuras I.1. e .2 .mostram a influéncia da imperfei¢do na resposta ndo linear
do perfil para os seis materiais estudados, considerando, respectivamente, a CPT
e a FSDT. As imperfei¢des sdo as mesmas em todas as figuras. Em todos os casos
observa-se 0 mesmo tipo de comportamento.
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Apéndice Il
Comportamento Pés-critico e Sensibilidade a Imperfeigoes
para os Materiais M2 a M5 e ISO.
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-2 I -1 0 1 2
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Figura Il.1: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfei¢ao v, sob carga

axial, Material M2, Perfil C 200x100x5, L=3.5m.
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Figura 1.2: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicio w, sob
carga axial, Material M2, Perfil C 200x100x5, L=3.5m.
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Figura Il.3: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfei¢ao 0,, sob
carga axial, Material M2, Perfil C 200x100x5, L=3.5m.
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Figura ll.4: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfei¢ao v, sob carga
axial, Material M5, Perfil C 200x100x5, L=3.5m.
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Figura 1l.6: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfei¢ao 0,, sob
carga axial, Material M5, Perfil C 200x100x5, L=3.5m.
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Figura Il.7: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfei¢ao v, sob carga
axial, Material ISO, Perfil C 200x100x5, L=3.5m.
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Figura 1I.8: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicio w, sob
carga axial, Material ISO, Perfil C 200x100x5, L=3.5m.
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Figura 11.9: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfei¢ao 0,, sob
carga axial, Material ISO, Perfil C 200x100x5, L=3.5m.
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Caminhos de Equilibrio da Coluna com Imperfeicao na
Forma do Modo Critico e com Comprimento Critico para os

Diferentes Materiais
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Figura IlIl.1: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeigdo no
modo critico sob carga axial, Material M2, Perfil C 200x100x5, L =

Lftf-
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Figura Ill.2: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfei¢cdo no
modo critico sob carga axial, Material M3, Perfil C 200x100x5, L =

Lftf'
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Figura IlIl.3: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo no
modo critico sob carga axial, Material M4, Perfil C 200x100x5, L =
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Figura lll.4: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo no

modo critico sob carga axial, Material M5, Perfil C 200x100x5, L =
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Figura IlIl.5: Caminhos de equilibrio da coluna com imperfeicdo no
modo critico sob carga axial, Material 1ISO, Perfil C 200x100x5, L =

Lftf-
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Apéndice IV
Equacoes Nao Lineares de Mathieu para Analise Global e Local

Equacgoes Globais

Introduzindo as propriedades geométricas e as constantes elasticas dos material
nas equagdes diferenciais de movimento, as imperfeicdes, cargas laterais,
excentricidades e carga axial estatica zeradas, v, =w, = 0,y = qy, = q, =€, =
e, = P, = 0 e um coeficiente de amortecimento & obtém-se o sistema perfeito de
equagdes de movimento.

O sistema perfeito de equagdes diferenciais ordinarias de movimento para a
coluna sometida a uma forc¢a axial, P = sten(th), L = 4m, Com uma taxa de

amortecimento ¢ = 1.45%, dentro da faixa de resultados experimentais
disponiveis para diferentes materiais sao mostradas a seguir:

Material M1

d? d

—77V(©) +1.781861—v(t) + 4080.8620v(t) + 314.6601v(¢)?
—170.99106Q sen(Qst)v(t)

V.1

+ 4.41230Q,sen(Qst )6, (£)? (V.1

— 18678.79275w(£) 0, (t)

+16504.07571v()0,(t)* = 0
il (¢) + 0.06080 4 0,(t) + 1.781861 d )
dez" ' dt? > ' dt"
+ 26086.29635w(t) + 2011.417384w ()3
— 170.99106Q sen(Qst)w(t) (IV.2)
—10.39625Q sen(Qt)6, ()
— 18678.79274v(£)0,(t)
—16504.07572w(£)0,(t)? = 0
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a 6(t) +5.512124 a (t) + 161.543486 d 6(t)
dt? ' dt? w ' dt
+ 3776.669116(t) + 8158.05256?(t)3

—170.99106Q sen (1), (t)
— 942.524Q sen(Qpt)w(t) (v-3)
+800.0392Q,sen(Qt)v(£)0,(t) — 1.693418

* 10%v(t)w(t) + 1.496258 = 10%v(t)?0,.(t)

— 1.4962 x 10w (£)20,(t) = 0

Material M2

d? d

—73 V(1) +1.56680 v (¢) + 4080.8620v(¢) + 314.6601v(t)*
—170.99106Q sen(Qst)v(t)

V.4

+ 4.41230Q,sen(Qyt) 6, (1)? av4)

— 18678.79275w(£)0,(t)

+16504.07571v ()0, (t)* = 0

i (¢) + 0.06080 i 0,(t) + 1.56680 d (t)

dez” ' atz " ' T
+26086.29635w(t) + 2011.417384w ()3
—170.99106Qgsen(Qst)w(t) (IV.5)
—10.39625Q sen(Qst)0,(t)
— 18678.79274v(t)0,(t)
— 16504.07572w(t)0,(t)? = 0
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dt?

2

d d
6,(t) +5.512124—Zw(t) + 142.01799 - 0,(t)

+3041.15600,(t) + 8116.1745836,.(¢)°
—170.99106Q sen (1), (t)

— 942.6160Q,sen(Qt)w(t)

+800.117325Q sen(Qt)v(t)6,(t) — 1.693082
* 105V ()w(t) + 1.4959616 * 10%v(£)26,.(t)

— 149596166 * 10°w(£)26,(t) = 0

Material M3

2

dt?

2

dt?

2

dt?

d
v(t) + 1.82743 —v(t) + 5713.20689v(¢) + 440.52415v(c)*

—170.99106Q sen(Qst)v(t)

+ 4.41230Q sen(Qt)0,(t)?

— 26150.30985w(t)0,(t) + 23105.7060v(t)0, (t)?
=0

2

d d
w(t) + 0-06080F9x(t) + 1'82743EW(t)

+36520.81489w(t) + 2815.98433w(t)3
—170.99106Q sen(Qt)w(t)

—10.39625Q sen(Qt)6,(¢)
—26150.30985v(t)6,(t) — 23105.7060w(t)6, (t)?
=0

2

d d
0,(t) + 5.512124Fw(t) + 165.642318E9x(t)

+4131.764420,(t) + 11362.644420,.(¢)°
—170.99106Q sen(Qst)6,.(t)

— 942.6160Q,sen(Qt)w(t)

+800.117325Q sen(Qt)v(t)8,(t) — 2.370315
* 10%v(£)v(E) + 2.094346 = 10°v(£)20,(t)
—2.094346 * 10°w(£)26,(t) = 0
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(IV.6)

IV.7)

(IV.8)

(IV.9)
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Material M4

2

dZ

2

dt

2

dt

Material M5

2

d2

— 6,(t) +5.512124—

247

d
T V(0) + 1.58729 —v(1) + 4101.26637v(t) + 316.23341v(c)?

—170.99106Q sen(Qst)v(t)

V.10
+ 4.41230Q,sen(Qyt) 6, (1)? av.10)
— 18772.18672w(£)0,(t)

+ 16586.59609v ()0, ()% = 0

2

d d d
—W(0) +0.06080—— 0,(¢t) + 1.58729 —w(t)

+26216.72783w(t) + 2021.47447w(t)?

—170.99106Q sen(Qst)w(t) av.11)
—10.39933Q sen(Qst)0,(t)

— 18772.18672v(t)6,.(t)

— 16586.59609w(£)6,(£)> = 0

2
d 2
+ 3124.2706036,.(t) + 8156.7554579x(t)3
—170.99106Q sen(Qst)6,.(t)

w(t) + 143. 875775 0

—942.6160Q,sen(Qst)w(t) (Iv.12)

+800.117325Q,sen(Qst)v(£)0,(t) — 1.70154
* 105v(O)w(t) + 1.503441 = 10%v(£)20,.(t)
— 1.5034414 % 10w (t)26,(t) = 0

d
—v(t) + 1. 492707—v(t) + 3242.24491v(t)

+ 249.99745v(t)® — 170.99106Q sen (st )v(t)

V.13
+ 4.41361Q sen(Qt)0,(t)? ( )
— 14840.30084w(t)6,(t)

+13112.48816v(t)0,(t)% =
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2 2

d
—5W(t) +0.06080 ——

dt
+20725.56246w(t) + 1598.071112w ()3
—170.99106Q sen( Qs t)w(t)

d
0,(t) + 1.492707aw(t)

—10.39933Q sen ()6, ()
— 14840.30084v(£)0,(t)
—13112.48816w(t)0,(t)> =0

2 2

d d
753 0x(0) + 55121245 w(1) + 135. 301935 0

+ 2778.5795596,(t) + 6448.3007089x(t)3
—170.99106Q sen(Qst)6,.(t)

— 942.6160Q sen(Qst)w(t)

+800.117325Q 5en(Qst)v(t)6,(t) — 1.34515
* 10%v(t)w(t) + 1.18854 * 10°v(t)%0,(t)
—1.18854 * 10°w(t)?6,(t) = 0

Material 1ISO

2 d
T3 V() +2.191986—-v(¢) + 5713.20689v (1)

d 2
+440.52415v(t)% — 170.99106Q sen(Q,t)v(¢)
+ 4.413614Q,sen(Qst) 6, (£)?
— 26150.30985w(t)8,(t) + 23105.7060v(t)8,(t)?
=0
d? 2 d
—7zW(t) +0.06080 - 0,.(t) + 2191986 — w(t)

+36520.81489w(t) + 2815.98433w(t)?
—170.99106Q sen(Qst)w(t)
—10.399334Q sen (1), ()

— 26150.30985v (1), (t) — 23105.7060w ()8, (t)?
=0
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(IV.14)

(IV.15)

(IV.16)

1V.17)
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2

dt?

2

dt?

d d d
753 0x(0) + 5512124~ w(t) + 198.6859 —

0, (t)

+ 6434.3993660,(¢) + 11362.644420,(¢)*
—170.99106Q sen (1), (t)

— 942.6160Q,sen(Qt)w()

+800.117325Qgsen(Qt)v(t) 8, (t) — 2.370315

« 105V (O)w(t) + 2.094346 * 10%v(£)26,.(t)
— 2.094346 * 105w (£)260,(t) = 0

249

(IV.18)

As cargas criticas e frequéncias naturais para um comprimento da coluna e

diferentes materiais sdo mostradas a continuagao:

Tabela IV.1: Cargas e modos de bifurcagcao para a coluna simplesmente
apoiada, L=4m, Material M1.

Modo ( kII)V) (OH);) Direcdo v, Direcio w, Direcdo 0,
FT 20.967 9.5296 0,000 -0,986 -0,162
F 23.865 10.1670 1,000 0,000 0,000
FT | 241.712 32.35614 0,000 -0,999 0,009

Tabela IV.2: Cargas e modos de bifurcacao para a coluna simplesmente
apoiada, L=4m, Material M2.

Modo ( kl;V) (ﬁ;) Direcdo v, Direcio w, Direcio 0,
FT 17.070 8.59876 0,000 -0,986 -0,165
F 23.865 10.16707 1,000 0,000 0,000
FT | 239.149 32.18409 0,000 -0,999 0,007

Tabela IV.3: Cargas e modos de bifurcacao para a coluna simplesmente
apoiada, L=4m, Material M3.

Modo ( kI;V) (ﬁ;) Direcio v, Direcéio w, Direcio 0,
FT 23.222 10.02915 0,000 -0,986 -0,165
F 33.412 12.02984 1,000 0,000 0,000
FT | 334.377 38.05621 0,000 -0,999 0,007

Tabela IV.4: Cargas e modos de bifurcagao para a coluna simplesmente
apoiada, L=4m, Material M4.

Modo ( kII)V) (ﬁ;) Direcio v, Direcio w, Direcdo 6,
FT 17.520 8.71125 0,000 -0,986 -0,165
F 23.985 10.19246 1,000 0,000 0,000
FT | 240.578 32.28011 0,000 -0,999 0,007
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Tabela IV.5: Cargas e modos de bifurcagao para a coluna simplesmente
apoiada, L=4m, Material M5.

Modo ( kI;V) (ﬁ;) Direcdo v, Direciio w, Direcdo 0,
FT 15.494 8.19213 0,000 -0,986 -0,164
F 18.961 9.06239 1,000 0,000 0,000
FT 191.261 28.78194 0,000 -0,999 0,009

Tabela IV.6: Cargas e modos de bifurcacao para a coluna simplesmente
apoiada, L=4m, Material ISO

M(;)d ( kI;V) (ﬁ;) Dire¢io vo Dire¢io wo Dire¢io 6,
F 33.412 12.02984 1,000 0,000 0,000
FT 35.301 12.36520 0,000 -0,999 0,012
FT 342.561 38.51910 0,000 -0,987 -0,159

Analise Local

As equagdes de movimento pela teoria classica de placas para o perfil C
200x100x5 ¢ os seis materiais escolhidos sao mostrados a continuagao:

Material M1
a2 d .
T W (£) + 2246.744078 — o (£) + 1.2619 « 10w, (£) +2.6838
105w, (£)® — 1.4196 (IV.19)
* 10°[Ng + Ngsen(Qgt)]w,(t) =0
Material M2
a2 d
T W) + 1402.34897¢ —w, (¢) + 491645 * 105w, (0)
+1.249412 * 105w, (£)® — 3.446431 (IV.20)
* 108[Ng + Nysen(Qgt)]w,(t) = 0
Material M3
a2 d .
W) + 2508.543458 —w, (¢) + 1.57319 * 100w, (0)
(IV.21)

+4.944658 * 105w, (t)% — 1.974358
* 10°[Ng + Ngsen(Qgt)]w,(t) =0
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Material M4

2

d d
272 Wo (1) +1798.85448¢ — w, (1) +8.089691 * 10°w, (t)
+2.186925 * 10°w, (t)* — 7.280721 (Iv.22)

* 108Ny + Nysen(Qst)|w,(t) = 0

Material M5

d? d
27z Wo (t) + 27.497867€Ew0 (t) +8.990876 * 10°w, (t)

+ 2.142160 * 10°w, (t)® — 8.52335 (Iv.23)

* 108Ny + Nysen(Qst)|w,(t) = 0

Material ISO

d? d
@wo(t) + 3963.00676€Ew¢,(t) +3.926355 * 106w, (t)
+ 8.054582 * 10°w, (t)3 — 7.78203 (Iv.24)

* 109[N; + Nysen(Qgt)|w,(£) = 0

As equacdes de movimento adimensionais sdo obtidas introduzindo o termo
adimensional de tempo, T = w,t, assim os termos das derivadas sdo
transformadas como segue:

d d dt d
Ewo(t) = EWO(T) E = Wy EWO(T)
dr d?

Fwo(t) = W, FWO(T)E = W) FWO(T)

oo . d? _ g, a? d _
Substituindo os termos de derivadas, —zWo (t) = ws = Wo (1), —Wo (t) =

d . .

Wo ——Wo (t), nas equactes de movimento, obtem-se:
Material M1

2

d
—w, (1) + 2.00€EW0(1) + w, (1) + 0.2126w,(7)3

dr? (IV.25)

— [Qs + Qgsen(61)]w,(z) = 0
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Material M2
d’ d
—5 Wo() +2.00§ ——w, (1) + w, () + 0.2541wo(1)°
—[Qs + Qusen(61)]w, () = 0
Material M3
d? d
—=5 Wo (D) + 2,00 —wo (1) + w, () + 0.3143w, (2)°
— [Qs + Qasen(87)]w,(7) = 0
Material M4
d’ d
—=5 Wo (1) + 2,00 —wo (1) + w, () + 0.2703w, (2)°
— [Qs + Qgsen(61)]w,(z) =0
Material M5
d? d

?WO(T) + 2.00 —w, (1) + w, (1) + 0.2352w,(7)3

d dt

— [Qs + Qasen(87)]w,(7) = 0
Material ISO

d? d
5 Wo(2) + 2006

dt Wo (T) + W, (7) + 0.2051w, (7)3
— [Qs + Qgsen(61)]w,(7) = 0

Pela Teoria de Deformacgao de Primeira Ordem:
Material M1

d? d
5 Wo(®) + 2.00§ —

dr2 W, (7) + w, (1) + 0.1923w, (1)
— [Qs + Qusen(67)]w,(r) =0

Material M2

d? d
5 Wo(®) +2.00§ —

dr? W, (7) + w,o(7) + 0.2132W0(7:)3
— [Qs + Qgsen(61)]w,(z) = 0
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(IV.26)

(IV.27)

(IV.28)

(IV.29)

(IV.30)

(IV.31)

(IV.32)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613092/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1613092/CA

Material M3
d? d
FWO(T) + 2.00€EW0(1) +w, (1) + 0.2222w,(1)3
— [Qs + Qgsen(61)]w,(z) = 0
Material M4
d’ d
FWO () + 2.00§EW0(T) + w, (1) + 0.2141w,(7)3
— [Qs + Qgsen(57)]w,(7) = 0
Material M5
d? d

?WO(T) + 2.00 —w, (1) + w, (1) + 0.1939w,(7)3

d dt

— [Qs + Qasen(87)]w,(7) = 0

Material ISO

d? d
5 Wo(2) + 200§

dt W, () + W, (1) + 0.1822w,(7)3
— [Qs + Qgsen(87)]w,(t) =0

253

(IV.33)

(IV.34)

(IV.35)

(IV.36)
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