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3
Modelagem de um Manipulador Robético Rigido-Flexivel

Neste capitulo é desenvolvida a equacao de movimento para um ma-
nipulador robético mais completo incluindo flexibilidade. Este manipulador
¢é apresentado na fig. 3.1. Como pode-se observar, este consiste de uma
parte rigida (primeiro elo), e uma parte flexivel (segundo elo), a qual sera
modelada como uma viga de Euler-Bernoulli [47]. Consideram-se motores
atuadores nas duas juntas rotativas do manipulador. Ademais sao considera-
dos sensores e atuadores piezoelétricos sobre a viga flexivel. Estes elementos
piezoelétricos em forma de pastilhas terao a funcao de diminuir as vibracoes
da viga (no caso dos atuadores) e obter informagao sobre deformagoes ex-

perimentadas pela viga (no caso dos sensores).

N§ v \ " L, Ep, Iy My

LR
\\rw\

Figura 3.1: Manipulador robético rigido-flexivel com dois elos.
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3.1
Energia Cinética e Potencial dos Elos do Manipulador

A abordagem adotada para a modelagem do manipulador rigido-
flexivel serd o método energético através das Equagoes de Lagrange [43] e
também o Método dos Modos Supostos, para a parte flexivel [73]. O primeiro
passo para utilizar as Equacoes de Lagrange é formular a energia total
do sistema, cinética e potencial, em fungao de coordenadas generalizadas
convenientemente escolhidas para descrever o movimento do sistema. A
energia cinética total do sistema, a qual denotaremos por 7', esta formada
pela energia cinética da parte rigida, que denotaremos por 7' ", a energia da

viga

viga flexivel, que denotaremos por T’ e a energia cinética dos elementos

piezoelétricos colados sobre a viga flexivel, que denotaremos por T' P¢*, ou
seja:

T=T rig + T viga 4 T piez (3_1)

a parcela rigida estd formada pela energia cinética do elo rigido e das duas
juntas apresentadas na fig. 3.1. Podemos expressar isto da seguinte maneira:
T "™ =Tr+ Ty, +Th, (3-2)

onde Tx é a energia do elo rigido e T}, e T}, as energias das duas juntas.

Da analise cinematica do sistema podemos deduzir que

, 1 o 1 . .
T =3 07 + 3 J," 0y + 6)? (3-3)
J" = Jp+ Ju, + My, (Lg+11)? (3-4)
)" = T, (3-5)

onde Jir é o momento de inércia do elo rigido em relacao a origem O do
sistema inercial Xy — Yy, Jp, e Jp, sao os momentos de inércia de cada uma
das bases rigidas em relacao aos seus proprios centros de massas, e M, é a
massa da segunda base rigida. A energia cinética da viga flexivel junto com

a das pastilhas piezoelétricas é dada pela seguinte expressao:
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T viga + T piez

Lo AR :

= 5 /0 mb(xp) ?JF(ZEF>2 dl’F + 5 Z:/xl()k) m;k)(l‘p) ’UF(ZL’F) da:F +
1 9 1 . . . 2
B M; vp(Ly)™ + 5 Jic {91 + 6 + yF(Lb)} (3-6)

onde my(-) é a massa da viga por unidade de comprimento, m (k =
1...N, , sendo N, é o numero de pastilhas piezoelétricas) ¢ a massa das
pastilhas piezoelétricas por unidade de comprimento ao longo da viga, L é
o comprimento da viga, bz(,k) (k=1...N,) é o comprimento de cada pastilha
piezoelétrica, rp e yr sao as coordenadas da posicao de um ponto genérico
F' sobre a viga no sistema relativo X, — Y5 como indicada na fig. 3.1, vp(-) é
a funcao maédulo da velocidade absoluta de cada ponto sobre a viga flexivel,
M, é a massa de uma inércia na extremidade da viga (que pode ser por
exemplo devida a ferramenta de trabalho que o manipulador carrega na sua
extremidade) e J; ¢ € 0 seu momento de inércia em relacao ao préprio centro
de massa.

Como vemos da eq.(3-6), para determinar a energia cinética da viga
flexivel e dos piezoelétricos, precisamos primeiro determinar uma expressao
para a velocidade vp(+), a qual deve ser obtida da cinemédtica do sistema.
Para este fim, a definicao de vetores unitarios ik, jk (k=0...2), apresenta-
dos na fig. 3.1, resulta muito util. Da geometria do sistema podemos deduzir

as seguintes expressoes:

i, = cosf i+ senf, jo (3-7)
ji1 = —senb; ig+ cosb; jo (3-8)
in = cosfyi; + senby j; (3-9)
jo = —senfy i; 4 cosby i (3-10)

derivando estas equagoes em relacao ao tempo e simplificando, obtemos

diy/t = 6, (3-11)
dji/t = —61 1 (3-12)
diz/t = 0], (3-13)
djp/t = —01i, (3-14)

onde a nova variavel angular 6 foi introduzida e é definida pela seguinte
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expressao
0 =0, +06 (3-15)

e corresponde a orientagao absoluta (no sistema inercial Xy—Yy) do segundo
elo do manipulador, considerando este como se fosse rigido. Usando os
vetores unitarios podemos determinar uma expressao para o vetor posicao
Rr de um ponto genérico F' na viga flexivel do manipulador com relacao a

origem O:
Rr = (LR + Tl) i1 + (7"2 + J7F) iz + yr j2 (3—16)

A velocidade do ponto genérico F' sobre a viga flexivel pode obter-se
derivando a expressao da equacdo anterior e usando as Eqs. (3-11)-(3-14),

assim tem-se
RF:(LR+T1)9131+(T2+xF)éj2+ij2_yFéiZ (3-17)

usando as Egs. (3-9) e (3-10), obtemos a seguinte relacao entre vetores
unitarios

~
.

j1 = senf, ig + cos 65 jg

substituindo na eq.(3-17)

RF = {(TQ+$F) é—i-yF—i- (LR+T1) 91 COS@Q} jQ +
{(LR +7“1) 91 sen02 —Yr 0} 52

e de aqui podemos obter o moédulo da velocidade do ponto genérico F'

. 2
v = || Rp ||
= {(ro+ar) 0+ 9r+ (Lr+r) 6 cosb) +
{(Lr +1m) 0, senfy — yp 9}2

apos de efetuar as operagoes algébricas indicadas e realizar simplificagoes,

temos

UF2 = (7"2 +J}F)2 92 —f—y%—l— (LR+T1)2 912 —|—2 (T2+ZEF) QyF —f-
2 9yr (Lg+ 1) 0, cosby + 2 (ro +xp) 0 6, (Lr+11) cosby —
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2 (LR —|—7°1) 91 9 SGH@Q Yyr —i—y% 92 (3—18)

Neste ponto é necessario escolher coordenadas generalizadas para a
parte flexivel. Para este fim, o Método dos Modos Supostos sera utilizado
[74][50]. O método consiste em expressar a deflexdo dos elementos elasticos,
neste caso yp (ver fig. 3.1), como o produto de duas fungoes, da seguinte

maneira:

yr(zr,t) = ¢'(zr) ab(t) (3-19)

onde ¢(-) é um vetor que é fungdo apenas da posigao (neste caso represen-
tada pela coordenada xp) e qp(+) é um vetor que é fungao apenas do tempo.

O vetor ¢(-) tem N componentes:

t

d(xp) = | ¢1(zp) ... on(zp) (3-20)

sendo N o numero de graus de liberdade a considerar para a viga flexivel.
Quanto maior este numero N, melhor serd a aproximagao do corpo flexivel
através da eq.(3-19) mas também maior o custo computacional. As fungoes
escalares ¢p(-) (k = 1...N) s@o chamadas fungdes admissiveis e devem
ser escolhidas de maneira a formar um conjunto completo de funcoes,
satisfazerem pelo menos as condi¢oes de contorno geométricas do sistema e
serem derivaveis pelo menos até a metade do nimero de funcoes admissiveis
consideradas, ou seja até N/2. Uma escolha conveniente para as fungoes
admissiveis para o caso de vigas engastadas numa extremidade e livre na
outra, e que tem mostrado ser eficaz em aplicagoes aeroespaciais , é a

seguinte [50]:

. 1 ' . 2
¢r(xp) =1 — cos (Z - xF) + = (=1)"*! (M> , k=1...N (3-21)
Ly 2 Ly

O vetor qp s6 depende do tempo e os seus elementos sao as coordenadas

generalizadas da viga flexivel
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t

Wwt)= | alt) . av() (3-22)

Substituindo a eq.(3-19) na eq.(3-18) tem-se,

vet(zr) = (ratar) 02+ GL(t) dlar) ¢ (xr) an(t) + (L +11)% 6.+
2 [(rg +xp) 0 + (Lr+1m1) 0, cos by ' (zr) u(t) +
2 (rg +ar) (Lg+71) 6 6, cosfy —
2 (Lg+711) 61 0 senby ¢'(zr) qu(t) +
ai(t) ¢(zr) ¢'(xr) an(t) 67 (3-23)

onde a dependéncia do modulo da velocidade vr da coordenada xr tem sido
explicitamente indicada. Agora, pode-se substituir esta ultima equacao na
expressao para a energia cinética da eq.(3-6). Fazendo isto, simplificando e

agrupando termos, obtemos a seguinte expressao:

Tviga+Tpiez
1 flex A2 1 flex A2 1 .1 . 1 2t

= §J1 91+§J2 0+§qu1Qb+§9 q, M; qp +
égi;ﬁqb+écos(9—01) Js 0, — 6 0, sen (6 — 0;) (Jggqb—i—
0y cos(0 — 61) @b (3-24)

onde

Jlflex = Joi+ Ju
L, = Jyo+ Jio+ Jia
J3 = Jp3+ i3
M, = M, +M,+J¢ ¢ (L) ¢ (L)
M, = M,+ M,

¢1 = QZ’b,l + &m + Jt,G &I(Lb)

¢, = CZ’b,2+€Z’t,2
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Ly NOEO)

(k)

T

Mb = my ¢($F> J,’F de—i_Z/ k) ¢ .TJF) (,Z’)t(xp) dZL’F

0
(k) +b(k)

Ly
Jb,l = (LR+7’1)2 { Omb dxF—l-kz:/m(k) d:l}

]

Ly No ) )

Jb,g = ; my (7“2 -+ iL'F)2 d.’L’F + ; /(k) mék) (712 + CCF)2 dl‘p
z )—i-b
Jb73 = (LR+T1){ (TQ—FLEF dl’F—i-Z/ 7“2+1'F) d.ﬁlﬁp}
_ +b<k)
Dp1 = /mb ro+ap) @(rp) dep +Z/ (ro+zp) ¢(zr) dep
(k)
(k>+b<k>

€1~5b,2 = (Lr+m) { my ¢(rr) drp + Z /x(k)
M, = M, ¢(L) ¢'(Ly)

Jin = (Lg+ 7"1)2 M,

Jio = (Lp+ r2)2 M,

Jig = My (Lrp+m) (L +12)

b1 = M, (Ly+12) d(Ly)

G2 = M (Lr+r1) $(Ls)

Observa-se destas equacoes as seguintes propriedades: J;7* > 0, J,/1** > 0,

J3 >0, M; e My >0 e simétricas.

A energia potencial do sistema, a qual denotaremos por V', corresponde

somente a soma da energia potencial elastica devido a deformagao da

viga, V 9% e dos elementos piezoelétricos V P2

A energia potencial

gravitacional pode ser desprezivel pois serda suposto que o manipulador

trabalha num plano horizontal, Assim, temos:

V=V viga 4 % piez

(3-25)

Da teoria deformagoes em vigas tipo Euler-Bernoulli [47][73], tem-se

a seguinte expressao para a energia potencial eldstica:
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. Ly D*yp ’
V ovige — / € 01 dV, = / Ey I, {6—2(xp)} dxp (3—26)
A 0 Lp

onde Ej, e I, sao o médulo de elasticidade da viga e o momento de inércia

da segao transversal da viga, respectivamente. Substituindo a eq.(3-19) na

eq.(3-26), tem-se:

. Lb
Vo = / Ey I, qf, ¢"(vF) Qy/t(xF) qp drp
0

ou em notacao matricial

viga t viga
Vet = — qp, K™ qp

DN =

com

Kbmga :/ Eb Ib (,b//('TF) ¢//t($F) d(EF
0

3.2
Trabalho feito pelos Atuadores/Sensores Piezoelétricos

Figura 3.2: Pastilha piezoelétrica colada numa sub-estrutura flexivel.

(3-27)

(3-28)

(3-29)

Pastilhas piezoelétricas coladas em estruturas flexiveis sao um meio

eficiente de sensar deformacoes e também, de amortecer vibragoes indeseja-
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das quando elas sao usadas como atuadores. Para modelar estas pastilhas
piezoelétricas é necessario combinar as relacoes de esforgo-deformagao para
corpos flexiveis com as equacoes constitutivas dos materiais piezoelétricos.
A equacao constitutiva tridimensional eletromecanica para um elemento pi-
ezoelétrico general, usando como referéncia os eixos 1,2 e 3 apresentados na

fig. 3.2, pode ser escrita como [18][35]:

(] [ 0 00 0 0 0 ds 0 ][ e ]
ds 0 ¢ 00 0 0 ds 0 0 €9
ds 0 g3 | dsy dsy dsz O 0 0 es
€1 0 0 ds | SE SE ng) 0 0 0 o1
€ | = 0 ds; | SE SE SE 0 0 0 09
€3 0 dss3 S{% S{% 5{33 0 0 0 03
Y12 0 ds 0|0 0 0 SE 0 o0 Ti2
Vo3 ds 0 0[]0 0 0 0 S& o0 To3
| Y31 0 0 0|0 0 0 0 0 SE|L|m]
(3-30)

onde € e 7;; (i,j = 1...3) representam as deformacoes mecanicas experi-
mentadas pelo elemento piezoelétrico (axial e de corte, respectivamente), o;
e Tjj (1,7 = 1...3) representam as esforgos mecanicos atuantes no elemento
piezoelétrico (axial e cortante, respectivamente), e; (i = 1...3) representa
a densidade de campo elétrico aplicado ao longo do i-ésimo eixo!, e d; repre-
senta o deslocamento de carga elétrica?. Todos os elementos dentro da ma-
triz sdo propriedades do piezoelétrico (eldsticas, elétricas e eletromecanicas)
as quais sao geralmente providas pelo fabricante. O superindice E indica
que as propriedades foram medidas com os eletrodos em curto-circuito, e
o superindice S indica que as propriedades foram medidas para uma de-
formagao constante. Na eq.(3-30), 55 representa as constantes elasticas do
material, ;% (i = 1...3) representa a permissividade elétrica do material
piezoelétrico, e d;; (1 = 1,3;j = 1,3,5) representa as constantes de carga
do piezoelétrico.

A eq.(3-30) é geral, mas podemos usar algumas condi¢oes que sim-
plificam a equagao constititiva geral para o nosso caso particular. Assim,

considerando que temos um estado de esforgo unidimensional (na dire¢ao

! Assim por exemplo, na fig. 3.2, temos a seguinte relagdo para a voltagem v, aplicada
na diregao do eixo 3: v, = s, e3, sendo s, a espessura da pastilha no eixo de polarizagao.
20 deslocamento de carga elétrica d; é definido tal que a corrente i; drenada pelo

piezoelétrico é igual a [ [ A d d‘fi dA, onde A representa drea piezoelétrica.
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1), ou seja, 09 = 03 = 0, e polarizacao elétrica unidireccional (somente na

direc¢do 3), a eq.(3-30) fica simplificada a:

ds _ €3S ds3; €3 (3_31)
€1 ds SH 01

Para facilitar o calculo da energia e trabalho mecanico do elementos pie-

zoelétricos, podemos re-escrever a equagao anterior como:

01 —d31 Ep Ep €1

[d3] B [ags—dglEp ds E,

e ] (3-32)

onde E, =1/8 117 é definido como o médulo de elasticidade do piezoelétrico.
O trabalho mecanico e elétrico feito pelos materiais piezoelétricos por

unidade de volume é dado pela seguinte relagao:

w piez — (—0'1 €1+ €3 dg) (3—33)

N | —

logo, o trabalho realizado por uma pastilha piezoelétrica é dado por:

- 1
W pez — — {—0161+63d3} d\le:

2
a1’ T1 o
3] [ ] [63] dop dj  (3-34)
o1 0 —1 €1

Vp
1 Tp+bp Yp+sp
2 / /
Tp Yp

onde z, indica a posi¢ao do piezoelétrico como indicado na fig. 3.1 e y, ¢

a distancia entre a linha neutra da viga e o ponto donde o piezoelétrico é
colado a esta. As dimensdes a,, b, e s, sdao apresentadas na fig. 3.2. Agora,

substituindo a eq.(3-32) na eq.(3-34) podemos eliminar as variaveis ds e oy:

Wore =
1 zp+bp Ypt+sp S
5 &p/ / {(81 — d?‘)lEp) 632 + 2d31 Ep €3 €1 — Ep 612} da:F dg
Tp Yp
(3-35)

Considerando que as pastilhas piezoelétricas estao perfeitamente coladas a

viga, podemos assumir a seguinte relagao:
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~ 82Z/F

a(rp, ) =~y @(QUF) (3-36)

onde g representa a posicao de um ponto interno na pastilha piezoelétrica

62Z/F
(9:):?J

é a curvatura da viga flexivel na linha neutra. Ademais, usando a eq.(3-19)

medida a partir da linha neutra da viga (ou seja y, < 7 <y, + 5,), €
na eq.(3-36), temos:

a(rp,§) =7 ¢" (xr) ab (3-37)

Substituindo a eq.(3-37) na eq.(3-35) e integrando esta tltima, obtemos a

seguinte expressao para o trabalho piezoelétrico:

, 1 1
W Prez — 5 a, vp2 —qj, b, v, — 3 qai, K, a» (3-38)
onde
s Tp+bp
bp = d31 Ep Clp (yp + 51)) / ¢H<LUF) dl‘F (3-39)
a —ap—bp(gs—d2E) Up =Sy € (3-40)
D Sp 3 31 D) p — °p C3
Tp+by
K, = I, E, / ¢ (xp) ¢ (xp) dop (3-41)
P . )
I, = a,8 (yz + Y, Sp+ %) (3-42)

no caso de ter N, pastilhas piezoelétricas coladas na viga, temos a seguinte

expressao para o trabalho:

. 1 1
W prer — 3 V; C,v,—qp, B, v, 3 qi, K,'" ap (3-43)
onde
C, =diag {a,"} k=1...N, , B,=Db ...b™] (3-44)
Np
Kptot _ Z K}()k) . v, = [v;l) .. .UZSNP)]t (3-45)
k=1

Neste ponto é importante observar que apenas o ltimo termo da
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eq.(3-43) é o termo de trabalho conservativo e portanto representa a energia

potencial elastica dos elementos piezoelétricos:

\% plez —_ qi) KptOt ab (3—46)

1
2
os outros dois termos da equacao, correspondem a trabalho nao-

conservativo:
v, —a, B, v, (3-47)

3.3
Trabalho feito pelos Motores Atuadores nas Juntas do Manipulador

O trabalho feito pelos motores de acionamento nas juntas do manipu-

lador é dado pela seguinte expressao:

t t
annot == / T dgl +/ T2 dQQ (3-48)
to to
onde 7, e 75 sao os torques de acionamento dos motores das juntas 1 e 2
respectivamente. Usando a relagao eq.(3-15), podemos escrever a eq.(3-48)

de maneira equivalente como:

t t
anwt :/ (T1 —Tg) d@l +/ D) do (3-49)

to to

3.4
Trabalho feito pelas Forcas de Contato

Na condigao de contato do manipulador (ponto F na fig.3.1), existira
uma forca atuante na extremidade. Denotando esta forca, exercida pelo
manipulador sobre o meio por fg, e o vetor posicao da extremidade por
Rz, podemos expressar o trabalho feito por essa forca através da seguinte

equagao:

t
we = — / R, f, dt (3-50)
to
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O vetor posicao Rg pode ser determinado da geometria do sistema e

da eq. (3-19) no sistema inercial Xy — Yy, assim temos:

(Lg + 11)cos by + (Ly + 12) cos @ — @' (Ly)qp sen 6

Rg(0,qb) =
=(0, ) (Lp +r1)senty + (Ly + r2) sen ) + @'(Ly )y cos 0

] (3-51)

nesta equagao, a dependéncia de Rg com as coordenadas 6 = [61,6]" e qy

tem sido explicitada. Derivando esta equacao em relacao ao tempo temos:

. . _ 6
Rp=Jg 0+Jq, an=| T T, | [qb ] (3-52)

onde Jg e Jq, sao matrizes Jacobianas definidas pelas seguintes expressoes:

;. ORg . ORg
790 T qp

(3-53)

usando a eq.(3-51) podemos escrever as expressoes dos Jacobianos para o

manipulador da fig. 3.1:

—(Lg+r1)senfy —(Ly+1ry)send — ¢'(Ly) qp cosd

J pu—
0 (Lr+1r1)cosfy  (Ly+r9)cost — (L) qpsend

] (3-54)

—¢'(L 0
D A (3-55)
¢ (Ly) cos O
Usando a eq.(3-52) na eq.(3-50) temos:
t t
Wi = — / de’ [Jg fe] - / dan' [J%, fe] (3-56)
to to

3.5
Equacdao de Movimento do Sistema

Uma vez determinadas as expressoes para a energia cinética e potencial
do sistema e escolhendo como coordenadas generalizadas para o sistema: 61,
0 e qp sé resta aplicar as Equagoes de Lagrange que para o caso em estudo
sao [43]:
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d (0L oL

E(T;@'l) o, T W (3-57)
d (0L oL

a(—ag)‘—ae = Q (3-58)
d (0L oL
a(a(EIb)_aQb = Qa 55

onde L é chamado de Lagrangiano do sistema e é definido por:
L=T-V (3-60)

Nas eqs.(3-57)-(3-59), @ representa as forcas generalizadas correspondente
ao trabalho nao-conservativo. Estas forcas generalizadas podem ser obti-
das expressando o trabalho nao-conservativo como trabalho virtual devido
a deslocamentos virtuais das coordenadas generalizadas. As forgas generali-
zadas sdo entao os fatores que multiplicam os deslocamentos virtuais [104].
Usando as eqs.(3-47),(3-49) e (3-56), obtemos a seguinte expressao para o

trabalho virtual em forma diferencial:

Wie =001 {11 — 12 = Jp, £} + 00 {m — T £} ...
—6qp’ {B, v, + I, fe} +6v,' {C,v, — Bl qb} (3-61)

onde Jg, e Jy sdo a primeira e segunda colunas do Jacobiano Jg respectiva-

mente, i.e. Jg = [Jg, Jg]. Entao, da eq.(3-61) podemos deduzir diretamente:

le = T1 — Ty — Jél FE (3—62)
Qy = m—Jy Fg (3-63)
QQb = _Bpa Vpa — Jf—lb Fg (3—64)

onde B,, ¢ a matriz B, considerando apenas os atuadores piezoelétricos e
Ve 0 vetor de voltagem aplicada nos atuadores piezoelétricos. No caso dos

sensores temos a seguinte equagao adicional:
CpsVps — B;s a =0 (3-65)

onde C,; e B,; sao as matrizes C, e B, considerando apenas sensores

piezoelétricos. Daqui podemos deduzir a seguinte relacao:
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vps = C,f By, ab (3-66)

Usando as expressoes para a energia cinética e potencial do sistema,
eq.(3-1), (3-3), (3-24), (3-25), (3-28) e (3-46) podemos construir o Lagran-
giano do sistema dado na eq.(3-60)

1 . 1 . 1 1 .
L = 3 J1 9%"‘5 J 924-5 ap, M, Qb+§92 ai, Ms qp +

0 qgtl qb+9 cos(f — 61) Js 0, — 6 6, sen (6 — 6;) q§t2 db +

) . 1

01 COS(Q — 91) t2 qp — 5 qf) Kb db (3-67)

onde

A A (3-68)
Jy = J g gl (3-69)
K, = K" +K, (3-70)

O vetor de coordenadas generalizadas do sistema é definido da seguinte

maneira :

q=| 0 =[—] (3-71)

db
db

sendo que 6 = [t G]t e 0 = 0 + 05. Substituindo o Lagrangiano dado
na eq. (3-67) dentro das eqs.(3-57-3-59) obtemos finalmente a equacao de
movimento do sistema. Apds algumas operacoes e simplificagoes, e depois

de agrupar e ordenar termos, podemos apresentar o resultado em forma

matricial:
Mgy M 6 o0l @ [ h J
[ o0 o ” + _ + | 7+ f]fe...
Mpgq, Mayas qb 0 K || ab | hg, Jaw
B. 0
= T+ | = Vpa
0 B,
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(3-72)
ou, em forma compacta

M(q) §+K(q,q) a+h(q.q) + Ip(q) fe = Br 7+ By, v (3-73)

onde a matriz de inércia

Mg = | Do | Moo,
L Mteqb Mg, qp
[ Ji Js cos by — ~’52qb sen 6 ~t2 cos 0y
= Js cos by — (ﬁt2Qb sen 0y J2 + q;,Maqp, q;ﬁ
L ﬁz‘z cos 0, <J31 ‘ M,

(3-74)

o vetor de forgas de centrifugas e de Coriolis

hy

h(q,q) = N ]

[ — (Jg sen 6y + (Z;gqb cOS 92> 0% — 29q5§ qp sen b
= (Jg sen By + bqp cos 92> 9% + 204, Maqp
62, sen 0y

(3-75)
a matriz de rigidez

K =K, — 6> M, (3-76)

a matriz de entrada de torques e os torques dos atuadores nas juntas

1 -1 s
a1 e

a matriz de entrada de voltagem para os atuadores piezoelétricos

B, =

~B,, (3-78)

Vpa -
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e a matriz Jacobiana
t [ Jt

J E(Q) = ?L

L db

—(Lg +1r1)sent,

= —(Ly +79)sen — @' (Ly + ra)qpcos @ (Ly + 72) cos @ — ¢'(Ly)qp sen @

87

(Lg +11)cos b

—¢(Ly) send

¢(Ly) cosd

(3-79)
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