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Anexo 1
Tentativa de Controle do Modelo de Oito Graus de
Liberdade

Fez-se uma tentativa de aplicacdo de controle ao modelo de oito graus de
liberdade, descrito no Capitulo 4, que ¢ apresentada neste Anexo.

Para o projeto de controlador do modelo de oito graus de liberdade, propde-
se a adocdo de um pequeno artificio que prevé linearizar a entrada do sistema em
torno de um ponto da fun¢@o de entrada, projetar o controle por linearizacdo da
realimentag@o de estados e aplica-lo ao modelo de dinamica veicular da Equagédo
(4.19). Em seguida incrementa-se a fun¢do de entrada com uma variagdo
conhecida e repete-se a analise para o novo ponto de entrada. Isso deve ser feito
pois a técnica de linearizacdo da realimentacdo de estados prevé que as variaveis
de entrada sejam fung¢des lineares, o que ndo acontece no modelo desenvolvido no

Capitulo 4.

A11
Linearizagao da fungao de entrada

Para possibilitar a adocdo da técnica de controle baseada na linearizacdo da
realimentagdo de estados, também para o modelo com oito graus de liberdade, foi
necessario linearizar a fun¢do de entrada ndo linear, utilizando aproximagao por

série de Taylor, de 1* ordem. A Equagdo (Al.1) indica como ¢ feita a linearizagao.

© (n)
fl),_, = ZfT(,x”)(x —x,)' (ALD)

n=0

Aplicando a Equagdo (Al.1) as fungdes sen(x) ¢ cos(x), obtém-se as
Equacdes (A1.2) e (A1.3), que indicam suas linearizagdes em torno de um ponto

conhecido, xy.
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f(xlx .= Sen(xl = ZIZL('XO)(X _ xo)n

o e = n (AL.2)
= sen(xo) + cos(xo )Ax

=
=1

sen(xl

X=X,

10, = ool =2y

cos(x]x:x = cos(x, ) — sen(x, JAx

X=X,

(A1.3)

Conhecendo a linearizagdo das fungdes sen(x) e cos(x), ¢ possivel iniciar
o projeto do controlador conforme ilustra a teoria abordada na Se¢do 5.1. Porém,
antes que o projeto tenha inicio, é preciso escrever as novas equagdes para as
forcas longitudinal e lateral, até entdo descritas pelas Equacdes (4.17),
apresentando as relagdes ndo lineares da fungdo de entrada. Substituindo as
Equagdes (A1.2) e (A1.3) na Equagdo (4.17), chega-se a Equagdo (Al.4) que
descreve a nova relagdo entre as forgas longitudinal e lateral no referencial da roda
e longitudinal e lateral no referencial do veiculo. O ponto em torno do qual ¢ feita
a linearizag@o corresponde ao angulo de estercamento passado ao veiculo como

funcdo de entrada.

F, = F, cos(8,) - F, sen(3,) - [F, sen(5, ) + F, cos(5, )]as

f ~F, sen(5,) + F, cos(&, ) + [E cos(8, ) — F, sen(d, )]A5

y

(Al.4)

onde Fy e F, correspondem as forgas longitudinal e lateral respectivamente,
aplicadas a cada uma das rodas do veiculo. Como pode ser observado na Equagdo
(4.19), ¢é preciso obter o somatorio das forgas em x e das forgas em y para que seja
possivel obter um modelo que apresente uma fungdo de entrada linear,
possibilitando o projeto do controlador. Assim sendo, escreve-se na Equacdo

(A1.5) arelag@o para os somatorios das forcas longitudinais.

Z F.o= (FzDE + Fpp )[COS(5»v/ ) + Cos(é‘wr )] - (F'SDE + Fpp )[Sen(5»v/ ) + Sen(5wr )] + (Al 5)
(Fune + Fion)sen(,, )+ (Fooy + Fpp)cos(s,, Js,

e na Equacdo (A1.6), o somatdrio das forcas laterais.
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Z FV = (F;DE + F tDD )[Sen(dwf' ) + sen(ﬁw )] + (FrDE + FvDD )[COS(&W- ) + COS(&W )] + ( Al 6)
[(EDE + F;DD)COS(é‘W/' ) - (FsDE + FSDD)sen(é‘w/' )]Aé‘/

Assim como feito para o somatério das forgas laterais e longitudinais, €
preciso reescrever a equagdo de momentos provenientes dessas forcas e que
aparece no modelo da Equagdo (4.19) como I'. A Equagdo (Al.7) apresenta a

nova relagdo a ser substituida no modelo de oito graus de liberdade.

F = al(Fp + Fop)senl@ )+ (Fug + Fuop)cosld, )| = Bl + Fip )sen(6, )+ (Fiog + Fipp)cos(s,, )] + (ALT)
t f
2

t
a[(FtDE + F/DD)COS((S‘\«/ ) - (F\DE + F\DD)COS(5W )] - 7, [(Fms - F/Dn)sen(&«/ )+ (F\DE — Fop )005(5\«1 )]}A5f

[(FzDE - FzDD )005(5»/ )_ (F\DE - F\DD ) Sen(‘su/ )+ (FzDE - FzDD )COS(‘S‘W ) - (F\DE - F\DD ) Sen(@w )] +

——

Para simplificar as Equacdes (5.73) a (Al.7) em calculos futuros do
controlador, adota-se a forma mais compacta dos somatorios de forcas laterais e

longitudinais ¢ dos momentos, tal qual descrita na Equacdo (A1.8).

Y. F, = 4, + A4,A5,
Y. F, = B, + B,AS, (A1.8)
I'=C +CA0,

A1.2
Controle aplicado ao modelo de oito graus de liberdade

Tomando por base o sistema descrito na Equacdo (5.1) e aplicando a
Equacdo (4.19) que descreve o modelo de oito graus de liberdade, ¢ possivel
identificar o campo de vetores de estado f{x), o vetor g(x) que relaciona estados ¢
entrada, e a funcdo /(x) que fornece a saida do sistema, sendo identificados

corretamente nas Equagdes (A1.9), (A1.10) e (Al.11) respectivamente.
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m,, det det
0
muhs[szB (mtotlfzs + 1 C2
0
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(A1.9)

(A1.10)

(AL.11)

onde det corresponde ao determinante da matriz de inércia do modelo de oito

graus de liberdade, descrito na Equagdo (4.6), e que ¢ novamente apresentado na

Equagdo (A1.12).
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det = mtotlzz[roll - mtotljzs - mjhszlzz (Al 12)

Aplicando a Definicdo 1, apresentada na Equagdo (5.9), ao modelo de oito
graus de liberdade, descrito pelas Equacdes (A1.9) a (Al.11), desenvolve-se o
mesmo raciocinio algébrico que foi desenvolvido para o modelo de quatro graus

de liberdade e que aqui aparece indicado nas equagdes (A1.13) a (A1.17).

h(x) =Y
(A1.13)
Vi(x)=[0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1]
7= Lh(x) + L h(x)u
(Al1.14)
5=[0 0000000000 1] N +[00000000000 1] |
| - U sen 49— V cos :97 ;(.)‘7
y=-Usen@—Vcos@ = L h(x) (A115)
VLh(x) = [-sen® —cosf —Ucosf+Vsend 0 0 0 0 0 0 0 0 0] (Al.16)
(A1.17)

¥ = Lih(x) + L L h(x)u

C,d,p, U 4 2higl ., (k I, + 1
= 1C,4,p A lgeng | M8l sen g + m,hg :z( P+ ﬂr'()llp)+ mhil, + B, |cos o
2 m m det det m,, det

tot

272
+ 4 sen 6 — mB,cosgu
m m,, det ;

tot

tot

Assim como no projeto de controle para o modelo de quatro graus de
liberdade, os calculos do controlador para o modelo de oito graus de liberdade
apresentaram grau relativo igual a 2. Porém isso s6 serd verdade se B, e 4, forem
diferentes de zero. Esses dois termos correspondem a parcelas do somatorio das
forcas longitudinais ¢ laterais, descritas nas Equacdes (Al.7) e (Al.8),
comportando a interagdo das forgas de tragdo F; e das forgas laterais no pneu, Fj.
Sabendo que se considera o modelo de veiculo em estudo se movimentando com
velocidade constante e em linha reta, originalmente, ¢ razoavel supor que existe

alguma forga presente nos pneus. Sendo assim o vetor g(x) € ndo nulo ¢ pode ser


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124841/CA


PUC-RIo - Certificacao Digital N° 0124841/CA

Anexo 1
Tentativa de Controle do Modelo de Oito Graus de Liberdade 133

efetuado o procedimento de cédlculo de um controlador por realimentacdo de
estado. Caso essa suposi¢do seja falsa, entdo o vetor g(x) ¢ nulo para toda e
qualquer derivacdo da funcdo de saida, indicando que todos os estados sdo ndo
observaveis e que, conseqilentemente, o modelo é ndo controlavel. Caso isso
ocorra sera preciso reformular o modelo de maneira a possibilitar seu controle.
Tendo encontrado uma relagdo explicita entre a saida do sistema e sua
entrada, descrita pela Equacdo (A1.17), € possivel propor uma lei de controle que
garanta uma relacdo linear de entrada-saida, conforme prevé a Equacdo (5.8). Essa
lei de controle, descrita na Equacdo (Al.18), deve garantir a estabilizagdo
assintotica do modelo de oito graus de liberdade, caso sua dindmica interna seja

estavel.

1 2
u _m(— L2h(x) +v) (A1.18)

onde v corresponde a nova relagdo linear para estabilizacdo assintotica do veiculo.
Escolhe-se v de maneira a compor um controlador linear por imposi¢do de pdlos,
conforme descreve a Equagdo (5.25), também utilizada para o modelo de quatro

graus de liberdade.

A1.3
Formas normais

E preciso, antes de estabelecer a lei de controle para o sistema realimentado,
efetuar uma analise de sua dindmica interna, por intermédio de suas formas
normais. Propde-se uma transformacdo de coordenadas, conforme especificado na
Se¢do 5.1.2.

Em uma vizinhanga Q de um ponto inicial Xy, a forma normal do sistema
descrito pelas Equagdes (A1.9) a (Al.11) corresponde a forma apresentada nas

Equagdes (A1.19) e (A1.20).

. H _ Y Al
H L?fh(x)ug;fh(x)u} u (AL19)

V= W) (A1.20)
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Constroi-se entdo um difeomorfismo local ¢(x): Rg — Rs, que garanta as
afirmacgdes da Defini¢do 2 e do Lema 1, da Se¢do 5.1.2, descrito na Equagdo

(A1.21).

H Y

J78 —Usend —V cos @
v X

¥, u

Vs 0

b =| " | = : (A1.21)

WS ¢

l//() p

vy @pg

Vs ®pp

¥y Wr
Yol L @rp i

Para comprovar que a Equagdo (A1l.21) representa um difeomorfismo
local, € preciso calcular sua Jacobiana e verificar se é inversivel. Assim, escreve-

se a matriz Jacobiana na Equacgdo (A1.22).

0 0 0 000 0O0UO0OUO0OO0 1]
—send —cos® —Ucos@+Vsen€d 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 000 O0O0O0OOT1O0
1 0 0 000 O0O0O0OO0OOU OO
0 0 1 000 0 O0O0OO0OOU OO
Y 0 0 0 1 0000000 0f(AL22)
a | 0 0 0 010000000
0 0 0 001 0O0O0O0OTUO0OO0
0 0 0 0001 O0O0O0OO0OTO0
0 0 0 000 01 O0O0OTO0TO0
0 0 0 000 O0O0OT1TUO0O0OO
0 0 0 000000T1 0 0

Ao verificar a Equacdo (A1.22) no ponto xy = 0, percebe-se que a matriz €

inversivel e que @x) ¢ um difeomorfismo local. E possivel entdo, escrever o
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sistema descrito na Equacdo (5.1), na sua forma normal, apresentada na Equagdo

(A1.23).

Hy =My
Cdip, 5 A Zhlgl . h_ (kv IhI +1
i = l AP, y, - seny, + mhigl.. seny, + m,hg ( on¥'s + m//'//(v)+ mohil. + B, |cosy,
: 2 m, : o det . det m,, det ;

A, mlh2l +1
+ seny, — | ———=——|B, cosy, [u
m, m,, det

1ot

. (_ﬂz —y, seny,

Yy =W, cosyy — )sen Vs
cosy;

. sl seny,  ml (ks B | [mshsf_,; . ‘jB, _mALC | Kmihff;; . lj mhIC }

Vo =TV det det det det m,, det det
V=,
2 bS5 s Kb+ Brs) mLB | (madi eV [ md By (mlsoe1) ],
det det det det det det .

Vs =V,

Wl” )n/mh\ gl" senys rnrm]r (kr'nHWS + ﬂmﬁwﬁ) rnuh\["Bl )n/m]\‘\ Cl + Wl”h‘I,,B, + ’n/m]\'rc’ (A 1 '23)

= z= 5 2 - z = - =2 ke B
Ve det det det det det det
. 1 1
W= [T ~RE, —dF, T, ]
o5
. 1 1
Vs = I Top = RF,, —dF,, *ETMM,
P [T RE —dF. -1, ]
9 = TE T e oy TS Pk

I, e w g
. 1 1
Vi = 7| Too = RE,, ~dF,, ~ T,

Vi

Tendo encontrado a descrigdo do modelo de oito graus em sua forma
normal, € possivel proceder com a analise de estabilidade da dindmica interna do

sistema, de acordo com o apresentado na se¢do 5.1.3.

A14
Analise de estabilidade em regime estacionario

E possivel observar na forma normal da Equagdo (A1.23) que existem dois
grupos de equagodes, de acordo com a separacdo em modos observaveis ¢ nao
observaveis. As dez ultimas Equagdes de (A1.23) indicam a dindmica interna do
sistema, a qual se deseja verificar a estabilidade.

A analise se faz entdo, colocando todos os estados observaveis,
representados por x4 e t» na Equacdo (A1.23), nulos. Ao fazer isso estd se
colocando o sistema em uma superficie onde quem controla o movimento do
sistema s30 os modos da dindmica interna, representada pelas dez variaveis de
estado normais, y; a 9. Ao forgar todas as variaveis de estado a terem condig@o
inicial nula, espera-se que a dindmica interna permanega sobre a superficie em que

foi colocada, representada pela origem. Dessa maneira todos os estados comegam
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em zero e nesta condigdo devem permanecer. Porém, como pode ser observado no
grafico da Figura 55, alguns modos claramente deixam seu estado de regime
estacionario. Tais modos sd3o os ultimos quatro, correspondendo as velocidades
angulares em cada uma das rodas. Tal fato caracteriza a dindmica interna do

modelo de oito graus de liberdade como uma dinadmica instavel.

Analise de estabilidade

20 T T T T T T T T T
20k
@ % psil
o O psi2 i
= A0 + psid # B
m O psid &
psis
<] psi6 3
6oL & opsit ® |
#  psid
o psid
psi10 @
80+ _
_100 | | | 1 1 | | | | ‘
0 01 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tempo (s)

Figura 55 — Quebra da estabilidade da dindmica interna

Ainda para confirmar o resultado da analise de estabilidade representada no
grafico da Figura 55, fez-se uma andlise dos polos do modelo de oito graus de
liberdade, a partir de uma linearizagdo em torno do ponto de origem xp = 0,

conforme indicado na Equacao (A1.24).

F(x) = [%} (A1.24)

x=0
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Apoés substituir as constantes caracteristicas do veiculo, apresentadas no
Anexo 2, obtém-se a matriz jacobiana F(x), quando x ¢ colocado na origem, e

apresentada na Equacdo (A1.25).

000 0 0 0 0 0 0 0 00
0 0 0 06657 0 109382 0 0 0 0 00
000 0 0 0 0 0 0 0 00
0 0 0 —36726 0 —603491 0 0 0 0 00 (A1.25)
001 0 0 0 0 0 0 0 00
Foy |0 00 10 0 0 0 0 0 00
00 0 0 0 04179 3632283 0 0 0 00
00 0 0 0 —04179 0 3632283 0 0 00
00 0 0 0 053 0 0 3632283 0 0 0
00 0 0 0 —0523 0 0 0 3632283 0 0
1 00 0 0 0 0 0 0 0 00
0 -10 0 o0 0 0 0 0 o 0 o

O resultado obtido na Equagdo (A1.25) demonstrou a existéncia de quatro
(04) polos iguais, com parte real positiva em (+363,23), caracterizando a
instabilidade inerente a dindmica interna do sistema. Tais polos sdo motivados
pela agdo da dindmica das rodas sobre o sistema global e causam a instabilidade,
como visualizado no grafico da Figura 55.

Tendo identificado a instabilidade inerente a dindmica interna do modelo de
oito graus de liberdade, ¢ impossivel projetar um controlador por linearizagdo da
realimentag@o de estados que garanta um correto rastreamento de uma trajetéria
desejada. E preciso entdo, reavaliar o modelo de oito graus de liberdade,
principalmente a etapa que compreende a modelagem da dindmica das rodas, para
tentar encontrar uma solucao representativa e que possibilite a tentativa de anular
as nao linearidades internas do sistema e, dessa maneira, a aplicacdo do controle
por linearizag¢do da realimentacdo de estados. Ou, caso ndo seja possivel, mudar a
estratégia de controle adotada até aqui. Mas, mesmo tendo encontrado uma
instabilidade interna, a técnica de linearizacdo por realimentacdo de estados

provou-se valida e passivel de ser aplicada a sistemas complexos.
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Anexo 2
Lista de Variaveis e Dados Numeéricos

A seguir apresenta-se a lista de varidveis e constantes empregadas neste

trabalho, baseada nos dados encontrados em [2] e [3].

PUC-RIo - Certificacao Digital N° 0124841/CA

Descri¢do Simbolo Valor
Coeficiente de arrasto
Cq 0,32
aerodinamico
Area frontal do veiculo Ar 2,1 m’
Densidade do ar Pa 0,12497 kg/m3
Massa suspensa my 1160 kg
Massa total Mot 1280 kg
Distancia entre 0 C.G. e o
. hs 0,2 m
eixo de rolagem
Produto de inércia da 5
Lxzs 0 kgm
massa suspensa
Momento de inércia em 5
. Lron 750 kgm
torno do eixo de rolagem
Momento de inércia de 5
Izz 2500 kgm
guinada
Distancia do C.G. ao eixo
a 1,203 m
dianteiro
Distancia do C.G. ao eixo
b 1,217 m
traseiro
Bitola do veiculo tr () 1,33 m
Rigidez a torsdo no eixo
Kroll 45000 Nm/rad
de rolagem
Amortecimento a torsdo
) Broll 2600 Nm/rad/s
no eixo de rolagem
Raio da roda R 0,3m
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Descricédo Simbolo Valor
Distancia do centro da
roda até o ponto de d 0,014 m
aplicacdo da forga normal
Coeficiente de
estercamento de rolagem Kest -0,05
dianteiro
Coeficiente de
estercamento de rolagem Kysr 0,1
traseiro
Altura do C.G. heg 0,5m
Distancia entre eixos 1 2,42 m
Razao entre rigidez de
rolagem frontal e total Kot 0444
Constante de frenagem
frontal Kot 03
Inércia de rotagao do pneu L 2,1 kgm®
Inércia de rotagdo do 5
I. 0,136 kgm
motor
Reducgdo de 1* marcha i 13,56
Reducdo de 2* marcha ) 7,50
Reducdo de 3" marcha s 5,37
Reducdo de 4" marcha Ca 4,22
Reducdo de 5" marcha Cs 3,28
Eficiéncia da marcha n 0,85
Coeficiente de ordem 2 do
polindmio caracteristico i -6
do motor
Coeficiente de ordem 1 do
polindmio caracteristico
() 59,16

do motor
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Descricédo Simbolo Valor
Coeficiente de ordem 0 do
polindmio caracteristico c3 25
do motor
Coeficiente de atrito
nominal entre a pista e o u 0,85
pneu
Fator de reducdo da
) & 0,015 s/m
aderéncia do pneu
Rigidez longitudinal do
Cpbe 20000 N/%
pneu DE
Rigidez longitudinal do
Cobp 20000 N/%
pneu DD
Rigidez longitudinal do
Cre 20000 N/%
pneu TE
Rigidez longitudinal do
Cmp 20000 N/%
pneu TD
Rigidez lateral do pneu Co 20000 N/rad
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