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2
Modelo em Espaco de Estado

2.1
Idéia basica

O Modelo em Espago de Estado (MEE) proporciona uma metodolo-
gia unificada para o tratamento dos problemas em séries temporais. Nesta
abordagem , assumimos que o desenvolvimento do sistema no tempo em
estudo é determinado por uma série de vetores «aj,...a,, nao observados
associados as séries das obsevagoes ¥, ..., y,. A relagdo entre o/s e y's é

especificada pelo MEE.

Na literatura de séries temporais macroeconomicas, uma particular
estrutura em espaco de estado ¢ utilizada, conhecida como Modelos Estru-
turais. Nesta abordagem o vetor de estado é decomposto em componentes
tais como tendéncia, inclinacao, sazonalidade e ciclo. Desta forma, é possivel
extrair cada um dos componentes no processo, 0s quais possuem interpre-

tagao economica direta.
2.2
Modelos Gaussianos e Lineares

O modelo em espaco de estado Gaussiano linear geral pode ser escrito

COIMo:

-FEquacao das observacoes:
Y = Zyay + € e ~ N(0,Hy),
-FEquacao do estado:

a1 = Troy + Ry ne ~ N(0,Qy),
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t=1,.,n (2.1)

onde y; é um vetor px1 das observacoes e a; é um vetor nao observavel
mx1 chamado de vetor de estado; R; é a matriz de selecao de 7; composta
por r colunas da matriz identidade de tamanho m; Z; é o vetor de selecao
1xm do estado; T; é a matriz de transicao do estado de dimensao mxm; H;
e (Q; sao as matrizes de covariancia de dimensao pxp e rxr dos disturbios
da observacao e do estado, respectivamente. Alguns elementos das matrizes
Zy Hy, Ty, Ry e Qy dependerao do vetor de parametros nao conhecido W,

conhecido como vetor de hipeparametros.

A primeira equagao de (2.1) é chamada de equagao da observagao.
Tem estrutura de um modelo de regressao linear onde o vetor coeficiente
a; varia no tempo. A segunda equacao é chamada equacao de estado,
que representa um modelo autoregressivo vetorial de primeira ordem. A
natureza Markoviana fica caracterizada na equacao do estado, consistindo

numa propriedade elegante dos MEE.

Levando em consideracao as propriedades de otimalidade dos esti-
madores de maxima verossimilhanca, a estimagao dos hiperparametros
da-se maximizando a funcao de verossimilhanca das observacgoes usando
algoritmos de otimizacao. Para o cédlculo da funcao de verossimilhanca é
necessario a estimacao da densidades a priori e a posteriori do vetor de
estado. No caso Gaussiano as densidades serao Gaussianas com média e

variancia estimadas pelo filtro de Kalman.

Existem outros métodos de estimagao de hiperparametros, como o
algoritmo EM. E um método iterativo para obtencao de estimadores de ma-
xima verossimilhanca em situagoes onde ha dados incompletos. E dividido
em dois passos: Estimacao (E-step) e Maximizagao (M-step). Mais detalhes

do método no contexto dos MEE em Shumway and Stoffer[41].

A principal vantagem do método EM é que as equacoes do algoritmo
tém formas mais simples que as equacoes nao lineares de outros métodos.
A principal desvantagem é a convergéncia lenta nos tultimos passos do
algoritmo. Em termos praticos, pode-se utilizar os valores provenientes do
algoritmo EM em um determinado ntimero de iteragoes para inicializar o

algoritmo de maxima verossimilhanca. Tal procedimento tende a tornar a
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busca pelos valores dos hiperparametros mais eficiente do ponto de vista

computacional.

2.2.1
Filtro de Kalman

O filtro de Kalman[14] é um elemento essencial para a andlise esta-
tistica dos MEE Gaussianos. Calcula de forma recursiva o estimador da
média e covariancias da densidade a posteriori do vetor de estado conhecido
o vetor de hiperparametros ¥. Em Harvey[22] prova-se que, em ambiente
Gaussiano, o filtro de Kalman produz o melhor estimador linear no sentido

de minimizar o erro quadratico médio.

A partir da premissa de Gaussianidade dos disturbios e das condic¢oes
iniciais do modelo, as expressoes recursivas podem ser obtidas. Utilizando
os resultados classicos da distribuicao normal multivariada, calcula-se de
forma recursiva a distribuigao condicional do vetor de estado «; condicional
as observacoes até o tempo t. Tal distribuicao também sera Gaussiana,
e portanto, determinada pela média e variancia calculadas pelo filtro de
Kalman[14] 20, 22].

Sejam  ayyi—1=FEla /Y 1], Popa=Varja; /Y] a média e vari-
ancia, respectivamente, da distribuicao a prior: do vetor de estado;
ai=FElow /Y], Ppi=Var[a,/Y;] a média e variancia, respectivamente, da
distribuicao a posteriori do vetor de estado; 9/, 1=E[y;/Y:/—1] a previsao
um passo a frente e as inovagoes como sendo v;. O filtro de Kalman é dado

por:
Inicializagao:
aijp € P, 1/0

Inovacao:

!
Uy = Yt — Ztat/t—l

Ganho de Kalman:
Kt == iTtPth{Ftil

Varr(yt/)/t/t—l) - Ft - ZtPt/t_lzt/ + Ht

Previsao do Estado:

at/t—1 = Tias—q
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Pijp1 = TiP1T] + RiQR;

Atualizacao do Estado:
Qg = Q-1 + Rﬁ/t—lZI‘{F;lUt

Py =Py — Py 1 ZF, 2Py
t=1,.,T

Deste modo, o filtro de Kalman fornece média e variancia condicionais
do estado. O que permite a construcao da densidade preditiva, a qual
viabializa a avaliacao da verossimilhanga, e consequentemente, obtencao

das estimativas dos hiperparametros via algoritmos de otimizacao.

Para modelos com componentes nao estaciondrias a distribuicao inicial
do vetor de estado «ay/9 nao ¢ conhecida, assume-se que para o instante
inicial, o vetor de estado segue uma prior: difusa, ou seja, a0 =0, Py =
kI, onde £ é um nimero grande o suficiente[21]. Este procedimento pode
gerar instabilidade numérica no sistema . Em funcao disso, existem outras
solugbes para o problema da inicializacdo como em Rosenberg[38], de
Jong[10, 11] e mais recentemente a proposta apresentada por Durbin e

Koopman|[14].

2.2.2
Filtro de Kalman suavizado

O objetivo do filtro de Kalman suavizado[l], (FKS), é obter estima-
tivas utilizando a totalidade das observacoes. Desta forma, aumenta-se a
acuracia dos parametros estimados, o que é interessante quando se analisa
o comportamento das componentes nao observaveis individualmente. Ao
longo do tempo o FKS foi aperfeigoado[10, 29, 30], conseguindo aumentar
a eficiéncia do algoritmo e diminuir o tempo computacional. A seguir apre-

sentamos uma breve descricao do filtro.

Inicializagao:
rr = 0 NT =0

De t=T,..,1, temos:
& = Hyuy, Var(e)y) = Hy — H(F, ' + K|N,K;)Hy,

T = QtngTt, Var(m/y) =@ — QtRQNthQta


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210448/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0210448/CA

CAPITULO 2. MODELO EM ESPACO DE ESTADO 20

wy = F 'y, — Kry, D, = F7' + K/N,K,,
Tt—1 = Zéut—l—ﬂ,’r‘t (§] Nt—l = Zt/DtZt_Fj—‘t/th—;f_Zt,Kt/Nth_TtNthZt

Da recursividade podemos extrair o vetor de estado suavizado
OAéH_l/T ZEOAét/T—f—RtQtR;Tt, t = ]_,...,T.

Uma das aplicacoes desta rotina é o calculo dos residuos auxiliares, que
sao utilizados na investigagao de outliers e estruturas do sistema. Em nosso
contexto o filtro de Kalman suavizado servird como base do procedimento
de suavizagao por simulagao[12]. Esta abordagem é usada no conjunto dos

modelos modelos nao Gaussianos apresentados a frente.

2.2.3
Suavizador por simulacao

Construido por de Jong & Shephard[12], o método de simulacao
é eficiente para amostragem das densidades associadas aos modelos nao
Gaussianos/nao lineares para séries temporais. Este método tem aplicagao
direta nos métodos de MCMC.

Ao invés de simular o vetor de estado, este procedimento produz
simulagoes dos disturbios aleatorios. Isto é possivel porque a quantidades
aleatorias sao combinacoes lineares dos distirbios, e portanto, podem ser

extraidas a partir dos mesmos.

De posse das quantidades v, Fy, K;, provenientes do filtro de Kalman e
sabendo que:
Eles, i) = G, Ji = HIK{N,G},

Lt = (E — KtZt)a Ct = Var[et/y] + Ht — HtDth — G;Nth + Jt + ‘]t/

Apresentamos aqui uma forma particular do método, onde o distirbio é
sorteado, a cada iteragao, da densidade condicional do distirbio dado todas

as observacoes, ou seja, sorteia-se € de pg(e/y)*:
O Hetcortu® o o NG
€ ter + Gy w7, (0,Cy),
onde as quantidades €; e C~’t sao obtidas de

~ —1 ] ~
€ = F’t Vy —Kt’f’t,

pa(e/y) é conhecida como densidade de importancia, mais detalhes em §2.3.3.
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D, = F' + K/N, K,

J, = J, = HK!N,G,,
M, = H/(DyZ, — K|N,Ty11) + G)N, L,
C, = H, — H,D,H, — G'N,G, + J, + J.

e as recursoes inversas:
~ =1 ~—1_ (1) !~
T = Z,F, vy — MyCy g’ + L7y,

Nt—l - ZgFt_lzt + Mtét_lMt + LtNtLt,

parat:T,...lcomezoeNT:O.

2.3
Modelos Nao-Gaussianos e Nao-Lineares

Até aqui, foi apresentado como tratar de MEE Gaussianos e lineares.
Métodos baseados nestes modelos geralmente conseguem resolver os proble-
mas encontrados em séries temporais tipicas encontradas em Economia. En-
tretanto, existem situagoes onde o modelo Gaussiano linear falha ao tentar
reproduzir o comportamento dos dados. Por exemplo, uma série de dados
referentes a retornos financeiros, onde existem evidéncias de aglomerados
de volatitilidade e caudas pesadas na distribuicao de probabilidade. Seria
muito mais apropriado modelar a série com uma distribuicao de caudas pe-
sadas, como t-Student, do que com uma distribuicao Gaussiana. Para esses
casos apresentamos uma representacao geral que seja capaz de capturar o

comportamento dos dados.

2.3.1
Modelo geral nao Gaussiano

O modelo geral multivariado nao Gaussiano que sera apresentado tem
estrutura similar a estrutura espago de estado em (2.1) onde os vetores das

observagoes 1; sao determinados pelas equacgoes dadas a seguir:

FEquacao das observacoes:

p(yt/ala Qi Y1y - yt—l) = p(yt/Ztat)'

(2.2)
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Os vetores de estado sao determinados pela seguinte relacao:

FEquacao do estado:

a1 = Thay + Ry i ~ p(ny).

(2.3)

para t = 1,...,n. Os s sdo serialmente independentes e p(y;/Z,ay) e/ou
p(n:) podem ser nao Gaussianos. A matriz Z; tem a mesma finalidade
e forma do caso do modelo Gaussiano linear em (2.1). Definimos como
sinal, 6;, o termo Z;c;. Comegamos considerando a forma geral de p(y;/6;)
particularizando para o caso de distribui¢oes da familia exponencial com

densidades na forma:

p(ye/0:) = %P[?A@t —bi(0y) + ce(ye)], —o0 <6 < o0,

(2.4)

onde b;(6;) é duas vezes diferencidvel e ¢;(y;) é apenas funcao de y;. O
modelo (2.4) junto com (2.3) é conhecido como dynamic generalised linear
model[46]. O nome é proveniente do tratamento de (2.4) fora do ambiente
de série temporais, com 6; = Z;«a onde @ nao depende do tempo, conhecido

como generalised linear model[32].

Para o modelo (2.4), temos:

. ob. (0
bt(et): atétt)-

92b,(6,)

bu(6) = 90,00,

(2.5)

Vamos abreviar Bt(ﬁt) por b, e Bt(ﬁt) por b, onde nao hé necessidade

de enfatizar a dependéncia em ;. Usando os resultados

Ologp(y:/0:)]
E[ o0 =0,
logp(y./6:)

ol Rl ACLTRATN Y2
{ 96,00, }* 20,

(M)] 0,

(2.6)
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derivamos de (2.4) e (2.6) que
Ely] = b, Varly] = b

Deste modo, b; deve positivo definido para modelos nao-degenerados.

Os resultados de (2.6) sdo vélidos assumindo certas condigdes de regulari-

dade. Diferenciando a relacao

/p(yt/ﬁt)dyt =1,
duas vezes com respeito a 6; e usando o resultado

Ologp(-) _,0p(")
00, = [p(-)] 90,

Particularizando a forma geral de p(y,/6;) para o caso onde as obser-

vagoes sao geradas pela seguinte relacao:
Y =0+, €0~ pler),

(2.7)

onde os €}s sdo nao Gaussianos e serialmente independentes. Podemos
exemplificar modelando ¢; por uma distribuicao t-Student. Modelando a
partir de (2.7) temos que a equacao do log da densidade como:

1
Y ;— log(1 + Aef),

1
log p(e:) = loga(v) + 3 log A —

(2.8)
onde v é o numero de graus de liberdade e
e+ i
a(v) = M, M= (v—2)o? o?=Var(s), v>2, t=1,.n.
I'(3)
(2.9)

A média de &; é zero e a variancia é o2 para qualquer grau de liberdade v,
que nao precisa ser niimero inteiro. As quantidades &; e 02 podem variar no

tempo fazendo com que A também varie.
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2.3.2
Modelos nao lineares

Nesta subseccao apresenta-se uma classe de modelos nao lineares
obtida do modelo gaussiano linear em (2.1). Permitindo que y; dependa nao
linearmente de a; na equagao da observagao e ay 1 dependa nao linearmente

de a; na equacao do estado. Temos entao o modelo:

-Fquacao das observacoes:

Y = Zt(Oét) + €¢, € ~ N(O, Ht)

(2.10)
-Fquacao do estado:
a1 = Ty(ar) + Rme, me ~ N(0, Q).
(2.11)
para t = 1,....,n onde Z;(:) e T;(-) sdo vetores diferencidveis de a; com

dimensoes p e m respectivamente. Podemos estender este modelo fazendo

€ e ny serem nao Gaussianos|1].

Um exemplo da rela¢ao (2.10) é o modelo SV simples. Aqui, o retorno

do ativo é uma combinagao multiplicativa das componentes gerando:
e = 660.5}“5157 gt ~ N(Ov 1)a

hy = ohyy +me, 1~ N(O,Uﬁ), 9] < 1.

Onde r; é o retorno do ativo; & o nivel de volatilidade média (fator de escala)
e ¢ um coeficiente autoregressivo. Este modelo, que é o modelo de estudo

desta dissertacao, sera apresentado detalhadamente no préximo capitulo.

233
Estimacdo dos hiperparametros dos modelos nao Gaussianos e/ou nao
lineares via metodologia Durbin e Koopman

No caso linear Gaussiano, as densidades a priori e a posteriori pos-
suem forma fechada, ou seja, forma analitica. No caso nao linear e/ou nao
Gaussiano geralmente estas integrais nao possuem forma fechada. Desta
maneira, necessitam de tratamento numérico ou algum tipo de aproxima-

¢ao.
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Utilizaremos a metodologia Durbin e Koopman[13], na qual parte da
verossimilhanga é obtida através de uma aproximagao linear/Gaussiana
e a outra via simulagao de Monte Carlo, constituindo a MCL. A MCL ¢é
baseada nas técnicas de Amostragem por Importancia36] com o uso de

varidveis antitéticas[13, [18§].

Teoricamente, pode-se sortear uma amostra aleatéria da distribuicao
p(a/y, @) e a partir dai, extrair os momentos da distribuigao. Na pratica, em
se tratando de modelos ndo Gaussianos/nao lineares, a expressao p(a/y, ¢)
nao esta disponivel. Por isso, busca-se uma densidade mais proxima possivel
de p(a/y,¢) com objetivo de obter amostras aleatérias da densidade de
interesse. Esta técnica é conhecida como Amostragem por Importancia e
a densidade mencionada chama-se densidade de importancia. A utilizacao
da densidade de importancia estd explicitada, no final da subsec¢ao, na

descri¢ao do procedimento de estimacao.

As variaveis antitéticas sao incorporadas com a finalidade de melhorar
a eficiéncia computacional no calculo das integrais sobre dois aspectos:
reducao do nimero de amostras no procedimento do suavizador por simu-

lacao e reducao da variancia do estimador.

Durbin e Koopman[13] aproximam o calculo da verossimilhanca para
um modelo Gaussiano que pode ser calculado a partir do filtro de Kalman,
sendo corrigido via simulacao. O célculo da verossimilhanga é exato dado

que o erro de estimacao é devido ao erro de simulagao.

A verossimilhanca L(y/v) pode ser definida por L(y/v) = p(y/v),

representada pela equacao

Liy/) = / Dy /)

(2.12)

Dividindo e multiplicando pela densidade condicional Gaussiana aproxi-

mada do vetor de estado, conhecida como densidade de importancia?

2Detalhes em Durbin & Koopman (2001) pégina 190.
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pa(a/y,v), temos

ptrue(aa y/¢)

Ly/v) = / pe(a/y, ¥)da.

pG(a/y7 w)
(2.13)
Seja (u/0)
_ palay/d
pelafy.v) = LA,
entao
— ptTUe(a7 y/¢) o o
L) = pety/v) [ P B oy, )
— ptrue(a7 y/¢)
L) = Latyf) e | P W) .
(2.14)

Na expressao acima, Lg(y/v) = pa(y/1) é a verossimilhanca do modelo li-
near Gaussiano aproximado empregado para obter a densidade de importan-
cia pa(a/y, 1) e E¢ indica a esperanga com respeito a densidade pa(a/y, ¥).
Sabendo que o vetor o depende de a; e 7, onde a3 é conhecido, substituimos
« por 7 na equagao (2.14) com propésito de diminuir a dimensionalidade da

integracao. A equacao (2.14) pode ser expressa da forma:

L(y/w) — LG’(y/w)EG |:ptrue(n7y/w>:| )

pa(n,y/1)

(2.15)

A partir de (2.14), dado que

ptrue(a> y/¢) — ptrue(&/w)ptrue<y/&a w>
pala, y/y) pala/v)paly/a,y)

quando o estado é linear e Gaussiano, pye(a /1) = pa(a /1), temos que

ptrue(aa y/¢) — ptrue<y/a7 ¢) — ptrue<y/97 ¢)
palony/v)  pely/ad)  pely/0,¢)

Onde 6 é o vetor de sinais §; = Zay;. Se a equagao das observagoes tem
estrutura do tipo y; = 0; + €;, como em nosso caso, entao a verossimilhanca

¢ dada por

L(y/¥) = Lo(y/v)Ea {%} |

(2.16)
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Tirando o logaritmo da verossimilhanca, obtemos:

InL(y/¢) = In Lg(y/v) + Inw.

(2.17)
Sendo
W0 = EG [ptrue(e/w)] )
pa(e/v)
y = (y1,%2,..,yr) € € = (€1,¢€9,...,€7) sao os vetores das observagoes e

do disturbio das medidas respectivamente; In Lg(y/v) é o log da veros-
similhanga do modelo Gaussiano aproximado; p.(€/1) é a funcao de
densidade dos distirbios das medidas ; pg(€/v) é a densidade Gaussiana
do disturbio das medidas aproximada do modelo e w é a média do fator de

escala w, apresentados mais adiante.

O que torna o modelo elegante do ponto de vista da estimacao é o fato
de que o log da verossimilhanca do modelo nao Gaussiano pode ser expresso
como o log da verossimilhanca do modelo Gaussiano aproximado mais uma
correcao, estimada por simulacao, a qual expressa o distanciamento da

suposicao Gaussiana em relacao ao modelo verdadeiro.

Abaixo apresentamos, a descricao do procedimento de estimacao do
modelo SV, utilizando Amostragem por Importancia e variaveis antitéticas,

divididos em sete passos[39]:

1. Escolher um modelo Gaussiano aproximado, pg(€e/y,), de modo
que a moda da densidade Gaussiana aproximada( densidade por
importancia) seja aproximadamente igual a moda da distribuigao
verdadeira. Para tal, é necessario encontrar média e variancia do
disturbio da equacao das observacoes no sentido de aproximar ao
maximos estas densidades. Fixando a média em zero, determinar a
variancia Hy, onde €¢; ~ N(0, H;), via FKS.

2. Calcular e guardar In Lg(y/v) e é = Ele/y, 1] para o modelo aproxi-
mado via FKS.

3. Gerar uma amostra ) = (egi), ey eg,f)) da densidade de importancia
pc(€/y,1) do passo 1. Uma versdo particular do suavizador por

simulagao foi apresentada em §2.2.3.

4. Construir amostra antitética: €@, é®, ¢ g,
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5. Calcular e armazenar
5 w(ED) +w(é®) +w(E?) + w(e®) Pirue(€/V)
w = w(e) =

4 7  pale/v)

6. Repetir os passos 3-5 até sortear N amostras de w(®.

7. Calcular w e s2,, que sdo média e variancia de w i = 1,..., N:
| XN | X
- o2t N2
w—N;_lwl sw—N_lig_l(wz w)“.

A partir do céculo de w e s? pode-se estimar os hiperparametros, 1,
otimizando numericamente o log da verossimilhanca apresentada em (2.18).
Os valores iniciais podem vir da log verossimilhanca aproximada In Lg(y/v).

A escolha do nimero de simulagoes determinara a acurdcia da estimacao.
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