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Apêndice I 

Tipos de Raios 

 

 Neste apêndice, são descritos os possíveis tipos de raios entre os transcep-

tores, usando combinações de até 8 interações, com apenas uma difração ou espa-

lhamento. Cada tipo de raio contempla os respectivos raios aéreo e terrestre e, no 

caso do espalhamento, suas combinações possíveis pelo método das imagens.  

 

Tabela I.1 – Possíveis combinações de raios únicos. 

N. SIGLA INTERAÇ. DESCRIÇÃO 

1 TX-RX 1 RAIO DIRETO 

2 TX-R-RX 2 APENAS UMA REFLEXÃO 

3 TX-R-R-RX 3 DUAS REFLEXÕES 

4 TX-R-R-R-RX 4 TRÊS REFLEXÕES 

5 TX-R-R-R-R-RX 5 QUATRO REFLEXÕES 

6 TX-R-R-R-R-R-RX 6 CINCO REFLEXÕES 

7 TX-R-R-R-R-R-R-RX 7 SEIS REFLEXÕES 

8 TX-R-R-R-R-R-R-R-RX 8 SETE REFLEXÕES 

9 TX-D-RX 2 UMA ÚNICA DIFRAÇÃO 

10 TX-D-R-RX 3 DIFRAÇÃO E UMA REFLEXÃO DEPOIS 

11 TX-R-D-RX 3 DIFRAÇÃO E UMA REFLEXÃO ANTES 

12 TX-D-R-R-RX 4 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

13 TX-R-D-R-RX 4 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

14 TX-R-R-D-RX 4 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

15 TX-D-R-R-R-RX 5 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

16 TX-R-D-R-R-RX 5 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

17 TX-R-R-D-R-RX 5 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

18 TX-R-R-R-D-RX 5 DIFRAÇÃO NO FINAL 

19 TX-D-R-R-R-R-RX 6 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

20 TX-R-D-R-R-R-RX 6 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

21 TX-R-R-D-R-R-RX 6 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

22 TX-R-R-R-D-R-RX 6 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

23 TX-R-R-R-R-D-RX 6 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

24 TX-D-R-R-R-R-R-RX 7 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

25 TX-R-D-R-R-R-R-RX 7 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

26 TX-R-R-D-R-R-R-RX 7 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

27 TX-R-R-R-D-R-R-RX 7 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

28 TX-R-R-R-R-D-R-RX 7 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

29 TX-R-R-R-R-R-D-RX 7 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

30 TX-D-R-R-R-R-R-R-RX 8 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

31 TX-R-D-R-R-R-R-R-RX 8 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

32 TX-R-R-D-R-R-R-R-RX 8 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 
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33 TX-R-R-R-D-R-R-R-RX 8 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

34 TX-R-R-R-R-D-R-R-RX 8 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

35 TX-R-R-R-R-R-D-R-RX 8 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

36 TX-R-R-R-R-R-R-D-RX 8 DIFRAÇÃO E REFLEXÕES 

37 TX-E-RX 2 APENAS ESPALHAMENTO 

38 TX-E-R-RX 3 ESPALHAMENTO E REFLEXÃO 

39 TX-R-E-RX 3 ESPALHAMENTO E REFLEXÃO 

40 TX-E-R-R-RX 4 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

41 TX-R-E-R-RX 4 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

42 TX-R-R-E-RX 4 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

43 TX-E-R-R-R-RX 5 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

44 TX-R-E-R-R-RX 5 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

45 TX-R-R-E-R-RX 5 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

46 TX-R-R-R-E-RX 5 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

47 TX-E-R-R-R-R-RX 6 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

48 TX-R-E-R-R-R-RX 6 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

49 TX-R-R-E-R-R-RX 6 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

50 TX-R-R-R-E-R-RX 6 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

51 TX-R-R-R-R-E-RX 6 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

52 TX-E-R-R-R-R-R-RX 7 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

53 TX-R-E-R-R-R-R-RX 7 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

54 TX-R-R-E-R-R-R-RX 7 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

55 TX-R-R-R-E-R-R-RX 7 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

56 TX-R-R-R-R-E-R-RX 7 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

57 TX-R-R-R-R-R-E-RX 7 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

58 TX-E-R-R-R-R-R-R-RX 8 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

59 TX-R-E-R-R-R-R-R-RX 8 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

60 TX-R-R-E-R-R-R-R-RX 8 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

61 TX-R-R-R-E-R-R-R-RX 8 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

62 TX-R-R-R-R-E-R-R-RX 8 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

63 TX-R-R-R-R-R-E-R-RX 8 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 

64 TX-R-R-R-R-R-R-E-RX 8 ESPALHAMENTO E REFLEXÕES 
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Apêndice II 

Modelagem dos Efeitos da Atmosfera sobre a Propagação 

 Foi utilizado neste estudo apenas parte do Anexo II da Recomendação ITU-

R P.676-10 [16]. Para um percurso horizontal ou levemente inclinado próximo ao 

solo, a atenuação A devida ao ar seco e ao vapor d´água pode ser escrita na forma: 

dB)( 00 rrA wo +==       (II.1) 

 Nesta expressão o (dB/km) e w (dB/km) representam as atenuações espe-

cíficas devidas ao ar seco e ao vapor d´água, respectivamente. A primeira depende 

da frequência (GHz), pressão total (hPa) e temperatura (oC). A segunda depende, 

adicionalmente, da densidade volumétrica do vapor d´água (g/m3). As atenuações 

específicas são calculadas por intermédio de um conjunto grande de expressões re-

lativamente simples, apresentadas em [16]. A Figura II.1 apresenta curvas de o, w 

e  (a atenuação específica total) como funções da frequência, para um conjunto 

particular de parâmetros da atmosfera. 

 

Figura II.1 – Atenuações específicas devidas aos gases atmosféricos. Adaptada de [16]. 

10

1

2

5

5

2

5

2

5

2

5

2

52 52 2
10

2
101

10
–3

10
–2

10
–1

10
2

3.5

Frequency (GHz)

Sp
ec

ifi
c a

tte
nu

ati
on

 (d
B/

km
)

Pressure: 1 013 hPa
Temperature: 15° C

Water vapour density: 7.5 g/m
3

Total

Total Dry air

Water vapour

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1421642/CA



244 

 

 Abaixo, apresenta-se uma compilação do anexo II da Recomendação ITU-

R P.676-10 [16], mostrando como é feito o cálculo dos parâmetros de (II.1). 

 

Para o ar seco, a atenuação o (dB/km) é calculada utilizando: 

para f  54 GHz, 
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para 66 GHz < f  120 GHz, 
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para 120 GHz < f  350 GHz, 
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onde, 

)6515.1,0156.0,8132.1,0717.0,,(1 −−= tp rr  
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)7416.5,1921.0,6368.4,5146.0,,(2 −−−= tp rr  

)5854.8,2130.0,5851.6,3414.0,,(3 −−= tp rr  

)0009.0,1033.0,0092.0,0112.0,,(4 −−−= tp rr  

)1033.4,3016.0,7192.2,2705.0,,(5 −−−= tp rr  

)0719.8,0422.0,9191.5,2445.0,,(6 −−= tp rr  

)131.6,2402.0,5589.6,1833.0,,(7 −−= tp rr  

)8509.2,4051.0,9487.1,8286.1,,(192.254 −−= tp rr  

)2834.1,1588.0,5610.3,0045.1,,(59.1258 tp rr=  

)6088.1,0427.0,1335.4,9003.0,,(0.1560 tp rr=  

)3429.1,1827.0,4176.3,9886.0,,(28.1462 tp rr=  

)5914.0,3177.0,6258.0,4320.1,,(819.664 −= tp rr  

)8718.4,4910.0,1404.4,0717.2,,(908.166 −−= tp rr  

)37.16,583.1,94.14,211.3,,(00306.0 −−−= tp rr  

)]1()1(exp[),,,,,( tp
b
t

a
ptp rdrcrrdcbarr −+−=  . 

sendo: 

  f : frequência (GHz) 

    rp  = ptot/1013, ptot é a pressão total 

  rt  = 288/(273 + t) 

  p : pressão (hPa) 

            t : temperatura (C). 

 

A atenuação w (dB/km) é calculada por: 
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onde  é a densidade de vapor de água (g/m3). 
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Apêndice III 

Método de Calculo da Função de Fresnel 

 

 A função de transição: 

𝐹(𝑥) = 2𝑖√𝑥𝑒𝑖𝑥 ∫ 𝑒−𝑖𝜏2
𝑑𝜏

∞

√𝑥
, (III.1) 

pode ser reescrita como a diferença de duas integrais com limites inferiores nulos. 

Como a integral de zero até infinito é conhecida, tem-se: 

𝐹(𝑥) = 2𝑖√𝑥𝑒𝑖𝑥 [
𝜋

8
− 𝑖

𝜋

8
] − ∫ 𝑒−𝑖𝜏2

𝑑𝜏
√𝑥

0
.                  (III.2) 

A segunda integral pode ainda ser expandida, utilizando a identidade de 

Euler: 

∫ 𝑒−𝑖𝜏2
𝑑𝜏

√𝑥

0
= ∫ cos 𝜏2 𝑑𝜏

√𝑥

0
+ 𝑖 ∫ sen 𝜏2 𝑑𝜏

√𝑥

0
.              (III.3) 

onde, usualmente, os termos são nomeados como: 

 

𝑆(𝑥) = ∫ sen 𝜏2 𝑑𝜏
√𝑥

0
, e (III.4) 

𝐶(𝑥) = ∫ cos 𝜏2 𝑑𝜏
√𝑥

0
. (III.5) 

 As integrais de Fresnel podem ser generalizadas [123], tornando-se funções 

analíticas de variável complexa. Podem, nesta forma, ser expressas pela função 

erro: 

𝑆(𝑥) =
√𝜋

4
(√𝑖𝑒𝑟𝑓(√𝑖𝑥) + √−𝑖𝑒𝑟𝑓(√−𝑖𝑥)) e                (III.6) 

𝐶(𝑥) =
√𝜋

4
(√−𝑖𝑒𝑟𝑓(√−𝑖𝑥) + √𝑖𝑒𝑟𝑓(√𝑖𝑥)).                 (III.7) 

Os termos acima foram utilizados em um programa escrito em Matlab® para 

testar os resultados. O algoritmo de teste está descrito abaixo: 

clear all 
clc 
X=[0.001:0.01:10]; 
[xm xn]=size(X); 
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for t=1:xn 
    y1=((1+1i)/sqrt(2))*sqrt(X(t)); 
    y2=((1-1i)/sqrt(2))*sqrt(X(t)); 
    C=sqrt(pi/2)*((1-1i)/4)*(mfun('erf',y1)+1i*mfun('erf',y2)); 
    S=sqrt(pi/2)*((1+1i)/4)*(mfun('erf',y1)-1i*mfun('erf',y2)); 
    Fx(t)=2i*sqrt(X(t))*exp(1i*X(t))*(sqrt(pi/8)*(1-1i)-(C-1i*S)); 
    Ymod(t)=abs(Fx(t)); 
    A(t)=atan2(imag(Fx(t)),real(Fx(t)))*180/pi; 
end 
figure() 
semilogx(X,Ymod,'b');hold on 
title('MÓDULO DE F(X)','fontsize',18); 
xlabel('Argumento','fontsize',16); 
ylabel('Valor do Módulo','fontsize',16); 
grid on 
figure() 
semilogx(X,A,'b');hold on 
title('FASE DE F(X)','fontsize',18); 
xlabel('Argumento','fontsize',16); 
ylabel('Ângulo em Graus','fontsize',16); 
grid on 

 Os resultados apresentaram ótima aproximação às curvas obtidas por vários 

métodos descritos na literatura. Para reduzir o custo computacional do cálculo nu-

mérico das funções erro empregadas, a curva contínua obtida para a função de tran-

sição foi discretizada em dez mil pontos no intervalo da variável independente entre 

0 e 10. Acima deste limite superior, as funções tendem a um valor constante, tanto 

em fase quanto em módulo. Assim, é criada uma tabela com os valores da função e 

o algoritmo utiliza a tabela. O código acima é de teste, O código efetivamente uti-

lizado no modelo foi adaptado e refinado para redução do custo operacional. 
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Apêndice IV 

Algoritmo de Detecção de Região Iluminada ou de Sombra 

 

 Neste Apêndice, é descrita a forma adotada para avaliar se um ponto de ob-

servação está na região iluminada por uma fonte pontual de ondas esféricas nas 

proximidades de um cilindro. 

 O algoritmo criado possui baixo custo computacional e foi escrito utilizando  

um código bastante empregado em geometria computacional por sua velocidade e 

confiabilidade [124]. Este código verifica se um ponto está à direita ou esquerda de 

uma reta. Como ponto de partida será utilizada a Figura IV.1, que representa a ge-

ometria geral do problema, considerando as projeções dos elementos em um plano 

horizontal. Assim: 

 
Figura IV.1 – Plano horizontal com as projeções da fonte e cilindro. 

 Utilizando a figura acima como referência, é possível descrever: 

 r, é o raio do cilindro, que é conhecido; 

 Fonte, ponto (x, y) que emite os raios; 

 Diâmetro estendido, é a linha ortogonal à linha que liga a fonte ao centro 

X

Y

Fonte

α1
α2
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 do cilindro (Eixo Central). O centro do cilindro é um ponto conhecido; 

 Linhas de tangência, marcam as fronteiras entre a região iluminada e de 

 sombra, partindo da fonte e tangenciando o cilindro. 

 𝛼1 e  𝛼2 são os ângulos formados pelas linhas de tangência e o eixo X; 

 Inicialmente, o algoritmo traça a reta que contém a fonte e o centro do cilin-

dro (Eixo Central). Em seguida, calcula a distância entre a fonte e o centro do cilin-

dro e, utilizando teorema de Pitágoras, a distância entre a fonte e o ponto da linha 

de tangência pertencente ao círculo (ponto de tangência). Utilizando a equação pa-

ramétrica do círculo, são encontrados os pontos de tangência, pela resolução do 

sistema de segundo grau, através do comando Solve do Matlab®. Este comando 

determina as duas raízes que representam os pontos sobre a circunferência. Com 

isso, obtêm-se as equações das retas tangentes ao cilindro que passam pela fonte. 

 Em seguida, calcula-se o ângulo de cada reta tangente ao cilindro em 

relação ao eixo X (𝛼1 e  𝛼2). Posteriormente, é encontrado o ângulo da reta que une 

a fonte ao ponto de observação, e medido o seu ângulo em relação ao eixo X (ângulo 

de observação). Se o ângulo de observação está no intervalo entre 𝛼1 e  𝛼2 e a 

distância entre a fonte e o ponto de observação for maior que a distância entre a 

fonte e o ponto de tangência, é considerado que o ponto de observação está na região 

de sombra. Caso contrário, está iluminado. Obviamente, é suposto que o ponto de 

observação é sempre externo ao cilindro. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1421642/CA



251 

 

Apêndice V 

Aproximações para as funções de Fock 

 

 Utilizando as expressões aproximadas para as funções de espalhamento de 

Fock [94] no intervalo entre -3 <𝜉𝑑< 3, pode-se, por integração numérica, encontrar 

valores para 𝑃∗(𝜉𝑑) e 𝑄∗(𝜉𝑑), de acordo com a Tabela V.1: 

Tabela V.1 – Valores de 𝑃∗(𝜉𝑑) e 𝑄∗(𝜉𝑑) obtidos por integração numérica. 

P*(-3.0) -0.05545450184355 + 1i*0.8806569001163  Q*(-3.0) 0.2344159116739 -1i*0.8385952017272 

P*(-2.9) 0.12292261109860 + 1i*0.8407256118764  Q*(-2.9)  -0.4128679191742 -1i*0.7717580775606 

P*(-2.8) 0.27462469829830 + 1i*0.7701087796864 Q*(-2.8)  -0.5596094951044 -1i*0.6758056656922 

P*(-2.7) 0.39735999925684 + 1i*0.6791537298681 Q*(-2.7) -0.6730573000706 -1i*0.561956503371 

P*(-2.6) 0.49150712716230 + 1i*0.5768157755786 Q*(-2.6) -0.7544516931396 -1i*0.4397599360977 

P*(-2.5) 0.55924076110170 + 1i*0.4703552869115 Q*(-2.5)  -0.8068103518047 -1i*0.3168232644979 

P*(-2.4) 0.60375176302970 + 1i*0.3653046903458 Q*(-2.4) -0.8341570398318 -1i*0.19881882435 

P*(-2.3) 0.62887037473730 + 1i*0.2656056830614 Q*(-2.3) -0.8409117264613 -1i*0.08966440302669 

P*(-2.2) 0.63824903061810 + 1i*0.1738372603043  Q*(-2.2) -0.831456074543 +1i*0.008206963763187 

P*(-2.1) 0.63548903577920 + 1i*0.09147743774477 Q*(-2.1) -0.8098507792803 +1i*0.09354798616137 

P*(-2.0) 0.62377122378620 + 1i*0.01916078040135 Q*(-2.0) -0.7796741768263 +1i*0.1660080047085 

P*(-1.9) 0.60562347775150 - 1i*0.04309006986939 Q*(-1.9) -0.7439511779051 +1i*0.2256781273486 

P*(-1.8) 0.583898798101 - 1i*0.0956694873335 Q*(-1.8) -0.7051449463583 +1i*0.2738668040371 

P*(-1.7) 0.55979564208760 - 1i*0.1392328324847 Q*(-1.7)  -0.665188757449139 +1i*0.3109498875764 

P*(-1.6) 0.5349002638136 - 1i*0.1745779419272 Q*(-1.6) -0.6255406697733 +1i*0.3382223098495 

P*(-1.5) 0.5102400208542 -1i*0.2025588615576 Q*(-1.5) -0.5872488435044 +1i*0.3568159406093 

P*(-1.4) 0.4865397421831 -1i*0.2240266603396 Q*(-1.4)  -0.5510186832168 +1i*0.3678352337407 

P*(-1.3)  0.4642761752213 -1i*0.2397515493248 Q*(-1.3) -0.5172770193877 +1i*0.3723183014404 

P*(-1.2) 0.4437276906773 -1i*0.250601171213 Q*(-1.2) -0.4862301656057 +1i*0.3712156481584 

P*(-1.1) 0.4250179330111 -1i*0.2573308389803 Q*(-1.1) -0.4579146557292 +1i*0.3653818413609 

P*(-1.0)  0.4081530941127 -1i*0.2599807041988 Q*(-1.0)  -0.4322404183991 +1i*0.355574703787 

P*(-0.9) 0.3930530862095 -1i*0.2598812022994 Q*(-0.9) -0.4090267894855 +1i*0.342463071581 

P*(-0.8) 0.3795772083585 -1i*0.2566976001831 Q*(-0.8) -0.3880320919219 +1i*0.326633719826 

P*(-0.7) 0.3675450292767 -1i*0.2514390419837  Q*(-0.7) -0.3689776373 +1i*0.3086026924809 

P*(-0.6) 0.3567532169937 -1i*0.2442667519295 Q*(-0.6) -0.3515669996427 +1i*0.2888255892727 

P*(-0.5) 0.3489889838934 -1i*0.235502019822  Q*(-0.5) -0.33550013341485 +1i*0.2677073701161 

P*(-0.4) 0.3380407201538 -1i*0.2254332793757  Q*(-0.4) -0.3204914013415 +1i*0.2458109546552 

P*(-0.3) 0.329706283679 -1i*0.2143220075931  Q*(-0.3) -0.3062668381786 +1i*0.2228643372483 

P*(-0.2)  0.3217993157566 -1i*0.2024073379099 Q*(-0.2) -0.2925830888361 +1i*0.1997661209674 

P*(-0.1) 0.3141538677071 -1i*0.1899094020281 Q*(-0.1) -0.2792263685658 +1i*0.1765895101723 

P*(0.0) 0.3086275587846 -1i*0.1778315036052 Q*(0.0) -0.2660168484352 +1i*0.1535848990530 

P*(0.1) 0.2991034402492 -1i*0.1639612876584 Q*(0.1) -0.2528163375357 +1i*0.1309812805839 

P*(0.2) 0.2914987132183 -1i*0.1508711070299 Q*(0.2) -0.2394985964118 +1i*0.1089865811925 

P*(0.3) 0.2837244354988 -1i*0.137917805445 Q*(0.3) -0.2260084574666 +1i*0.08778760543418 
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P*(0.4)  0.2757643511537 -1i*0.1252421379494 Q*(0.4) -0.2122999184696 +1i*0.06754915504979 

P*(0.5) 0.2675929818311 -1i*0.1129680369161 Q*(0.5)  -0.1983633192667 +1i*0.04841327104938 

P*(0.6) 0.2592131268208 -1i*0.10120190782  Q*(0.6) -0.1842159448047 +1i*0.03049839892038 

P*(0.7) 0.2508449258486 -1i*0.09003210654178 Q*(0.7) -0.1698979576367 +1i*0.01389879890949 

P*(0.8) 0.2419226420161 -1i*0.0795287120703 Q*(0.8) -0.1554681269824 -1i*0.001315681050924 

P*(0.9) 0.2330913201775 -1i*0.06974368817067 Q*(0.9) -0.1409993713312 -1i*0.0150993793904 

P*(1.0)  0.224203467558 -1i*0.06071132780225 Q*(1.0) -0.1265743457517 -1i*0.02743009824817 

P*(1.1)  0.2153158885744 -1i*0.052449939742202 Q*(1.1) -0.1122812247468 -1i*0.03830786371945 

P*(1.2) 0.2064867855311 -1i*0.04496024692199 Q*(1.2) -0.09820981604095 -1i*0.04775334600548 

P*(1.3) 0.1977732123133 -1i*0.03823252634615 Q*(1.3) -0.0844481128887 -1i*0.05586558625747 

P*(1.4)  0.1892289415621 -1i*0.03224301354912 Q*(1.4) -0.07107936158644 -1i*0.06251961805874 

P*(1.5) 0.18090277848340 -1i*0.02695860775197  Q*(1.5) -0.05817968922539 -1i*0.06796478375976 

P*(1.6) 0.1728373286286 -1i*0.02233838206109 Q*(1.6) -0.04583630630837 -1i*0.07222006970506 

P*(1.7) 0.165068203906 -1i*0.01833561248235 Q*(1.7) -0.03404627141922 -1i*0.07537342077316 

P*(1.8) 0.157623832312 -1i*0.0148997104731 Q*(1.8) -0.02291578202013 -1i*0.07751814500311 

P*(1.9) 0.1505244221389 -1i*0.01197799912945  Q*(1.9) -0.01245993751107 -1i*0.0787506850466 

P*(2.0)  0.1437842226274 -1i*0.009517288175521 Q*(2.0)  -0.002702908276035 -1i*0.07916841646266 

P*(2.1) 0.1374100180261 -1i*0.007465218580292 Q*(2.1)  0.006341562531929 -1i*0.07886771507048 

P*(2.2) 0.131402791961 -1i*0.005771362659677  Q*(2.2) 0.0146693997219 -1i*0.07794251809291 

P*(2.3) 0.1257583022397 -1i*0.004388078984335 Q*(2.3) 0.02228525235047 -1i*0.07648198777006 

P*(2.4) 0.1204679122023 -1i*0.003271132664931 Q*(2.4)  0.02920149306473 -1i*0.07457147226927 

P*(2.5) 0.1155194325245 -1i*0.002380100280338 Q*(2.5) 0.03543680011873 -1i*0.07228974773297 

P*(2.6) 0.110897936136 -1i*0.001678584767203 Q*(2.6) 0.04101563237565 -1i*0.06970951646437 

P*(2.7) 0.1065865178894 -1i*0.001134269132403 Q*(2.7)  0.04596653772495 -1i*0.06689693188634 

P*(2.8)  0.1025669792173 -1i*0.0007188391709457  Q*(2.8) 0.05032142558 -1i*0.06391151656993 

P*(2.9)  0.0988204257868 -1i*0.0004076048555709 Q*(2.9) 0.05411456500983 -1i*0.06080623998389 

P*(3.0) 0.09532777283216 -1i*0.0001802481402468 Q*(3.0) 0.05738174196536 -1i*0.05762772303008 
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Apêndice VI 

Algoritmo para Encontrar o Ponto de Reflexão em Cilindros 

 

 Foi utilizado um algoritmo para encontrar o ponto Qr onde um raio prove-

niente de uma fonte, reflete em um cilindro reto, atingindo um ponto de observação 

nas proximidades. O código utiliza uma técnica derivada do gradiente descendente 

[125] para aproximar o ponto com um erro da ordem de 0,001 radianos entre a 

normal à superfície no ponto Qr e o valor esperado pela Lei de Snell. 

 Inicialmente, o método considera o problema apenas no plano horizontal 

XY, desconsiderando as alturas dos pontos de observação e fonte. Traça as linhas 

entre o centro do cilindro e: a fonte (L1); o ponto de observação (L2). Em seguida, 

são calculados os ângulos entre as linhas L1 e L2 e o eixo X, sendo traçada uma 

reta com esta inclinação que passa pelo centro do cilindro (L3). A reta L3 é usada 

para encontrar o unitário normal à superfície no plano XY. O ponto em que L3 

cruza o círculo que representa o cilindro, é o ponto inicial da busca pelo método do 

gradiente descendente. Em seguida, o algoritmo traça uma reta entre o ponto inicial 

e a fonte (L4) e uma reta entre o ponto inicial e o ponto de observação (L5). São 

medidos os ângulos entre L3 e L4 (A1) e entre L3 e L5 (A2). Se a diferença em 

módulo entre A1 e A2 for igual a ou menor que 0.001 radianos (condição de pa-

rada), o ponto (x, y) encontrado é a projeção no plano do ponto Qr. Caso negativo, 

o algoritmo desloca o ponto inicial em 0.001 radianos para a direção do menor ân-

gulo entre A1 e A2 e testa novamente a condição de convergência, até encontrar a 

projeção do ponto Qr. Pode-se, assim, definir a função de custo do método como a 

diferença entre os ângulos A1 e A2.  

 Encontrada a projeção do ponto Qr no plano XY, o algoritmo procura en-

contrar sua posição real. O ponto Qr está contido na reta do cilindro paralela ao seu 

eixo que contém a projeção. Sua altura está situada entre as da fonte e do ponto de 

observação. Para determinar a posição, considera um novo ponto inicial de que pos-

sui as coordenadas da projeção e a altura média entre as da fonte e do ponto de 

observação. Em seguida, determina o unitário normal à superfície neste ponto e os 

segmentos de reta entre ele e: a fonte (L7); o ponto de observação (L8). Importante 

salientar que, agora, os pontos da fonte e de observação são considerados com suas 

alturas. A nova função custo do método é a diferença entre os ângulos formados 
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pelo unitário e cada um dos segmentos de reta L7 e L8. O processo já descrito se 

repete até que a condição de convergência seja alcançada. Assim, têm-se as coor-

denadas (x, y, z) do ponto Qr. 

 Abaixo, o código usado para testar o método e alguns resultados obtidos. 

 
%########################################################################## 

%#### CALCULA PONTO DE REFLEXÃO NA CIRCUNFERÊNCIA POR MET. NUMÉRICOS ###### 

%########################################################################## 

clc; %limpa a tela 

clear all 

Xf=input('Qual a coordenada X da fonte?  :'); %pergunta 

Yf=input('Qual a coordenada Y da fonte?  :'); %pergunta 

Zf=input('Qual a coordenada Z da fonte?  :'); %pergunta 

Xo=input('Qual a coordenada X do ponto de observação?  :'); %pergunta 

Yo=input('Qual a coordenada Y do ponto de observação?  :'); %pergunta 

Zo=input('Qual a coordenada Z do ponto de observação?  :'); %pergunta 

Xc=input('Qual a coordenada X do centro da circunferência?  :'); %pergunta 

Yc=input('Qual a coordenada Y do centro da circunferencia?  :'); %pergunta 

r=input('Qual o raio?  :'); %pergunta 

tic 

f=[Xf-Xc,Yf-Yc]; %vetor fonte 

Uf=f/norm(f); % unitário f 

O=[Xo-Xc,Yo-Yc]; %vetor observação 

Uo=O/norm(O); % unitário O 

n=Uf+Uo; % o vetor normal 

Un=n/norm(n); %o unitário n 

P=r*Un+[Xc Yc]; % O ponto inicial sobre a superfície 

Dx=r/100; % gradiente máximo 

f1=[Xf-P(1,1),Yf-P(1,2)]; %vetor ponto-fonte 

Uf1=f1/norm(f1); % unitário f1 

O1=[Xo-P(1,1),Yo-P(1,2)]; %vetor ponto-observação 

Uo1=O1/norm(O1); % unitário O1 

ang=acos(dot(Uf1,Uo1)/(norm(Uf1)*norm(Uo1))); % o angulo entre os raios 

meta=ang/2*180/pi % a meta do processo numérico 

N=[P(1,1)-Xc,P(1,2)-Yc]; %vetor normal 

Un=N/norm(N); % unitário normal 

angf=(acos(dot(Uf1,Un)/(norm(Uf1)*norm(Un))))*180/pi; % o angulo entre o raio e a 

normal 

Ponto_de_partida=angf %o angulo inicial entre o raio e a normal 

erroinicial=abs(angf-ang); % mede a magnitude inicial do erro 

Xdir=P(1,1)+Dx; % para verificar o gradiente da função erro 

Ydir=sqrt(r^2+Xdir^2); % função da circunf. 

ft=[Xf-Xdir,Yf-Ydir]; %novo vetor  ponto-fonte 

Uft=ft/norm(ft); % unitário ft 

Nt=[Xdir-Xc,Ydir-Yc]; %vetor normal do teste do gradiente 

alpha=(Zo-Zf)/(Xo-Xf); % para o ponto de interação inicial 3d 

CC=Zo-(alpha*Xo); % para o ponto inicial 3d 

P(1,3)=alpha*P(1,1)+CC; %definição do ponto de partida 3D 

Un=Nt/norm(Nt); % unitário normal 

angt=acos(dot(Uft,Un)/(norm(Uft)*norm(Un)))*180/pi; % o angulo entre o raio e a 

normal no teste do gradiente 

if angt>=angf 

if angf<=meta 

gradiente=1; %define direção do gradiente 

end 

if angf>meta 

        gradiente=-1; 

end 

end 

if angt<angf 

if angf<=meta 

        gradiente=1; 

end 

if angf>meta 

        gradiente=-1; 

end 

end 

if Zf>=Zo 

    alt=Zf; 

end 

if Zf<Zo 
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alt=Zo; 

end 

 

 O código foi testado com dezenas de configurações espaciais entre: fontes, 

pontos de observação e cilindros (raio e posicionamento). Abaixo são demonstra-

dos alguns resultados nas Figuras VI.1 e VI.2. 

 

Figura VI.1 – Vistas da reflexão em um cilindro: painel (a), vista superior; painel (b), vista 

lateral e painel (c) vista em perspectiva. 
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Figura VI.2 – Vistas da reflexão em outro cilindro: painel (a), vista superior; painel (b), 

vista lateral e painel (c) vista em perspectiva. 

 O código acima é de teste. O código efetivamente utilizado no modelo foi 

adaptado e refinado para redução do custo operacional. 
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Apêndice VII 

Considerações sobre a Geometria na GTD/UTD 

 

 Os raios principais de curvatura, encontrados na modelagem de vários pro-

blemas apresentados no Capítulo IV, foram analisados de acordo com o trabalho de 

Lee [126]. O raio de curvatura de uma superfície arbitrária, na direção de um dado 

vetor tangente à superfície em um dado ponto, é melhor entendido pela análise da 

Figura VII.1: 

 

Figura VII.1–  A geometria do problema: 𝑵̂  é o unitário normal à superfície no ponto P, 𝒕̂ 

é o unitário tangente à superfície no ponto P em uma dada direção e C é a linha de inter-

seção entre o plano formado por 𝑵̂  e 𝒕̂ e a superfície Σ. Reproduzida de [126]. 

 As superfícies utilizadas nos problemas do Capítulo IV são as dos cilindros 

circulares retos que interagem com os raios. Pode-se definir o Raio de Curvatura da 

curva C, na superfície dos cilindros como: 

𝑅(𝑡̂) =
1

𝐾(𝑡̂)
 .                                             (VII.1) 

onde, 𝐾(𝑡̂) é denominado de curvatura. Lee [126] particularizou o problema para o 

caso de um cilindro reto, como descrito na Figura VII.2: 
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Figura VII.2 – A geometria do problema para um cilindro reto de raio a, com ângulo α entre 

o vetor tangente 𝒕 ̂e o plano horizontal. Reproduzida de [126]. 

 Para o cilindro reto a curvatura assume a forma: 

𝐾(𝑡̂) = −
1

𝑎
𝑐𝑜𝑠2𝛼 .                                    (VII.2) 

 O sinal negativo em (VII.2) é uma convenção de referência relativa ao 

posicionamento da fonte em relação ao cilindro, e pode ser considerado positivo 

para este trabalho. Nos casos de interesse descritos no Capítulo IV, os termos 

𝜌𝑔(𝑡′), 𝜌𝑔(𝑄1) e 𝜌𝑔(𝑄2) são os raios principais de curvatura na superfície do 

cilindro medidos pelo plano que contém o arco t que liga os pontos 𝑄1 e 𝑄2, pelo 

plano de incidência em 𝑄1 e pelo plano de difração no ponto 𝑄2, respectivamente, 

conforme a Figura VII.3. 

   

Figura VII.3 –Planos considerados para a determinação de: 𝜌𝑔(𝑡′)- plano amarelo, 𝜌𝑔(𝑄1)- 

plano azul e 𝜌𝑔(𝑄2)- plano vermelho.  

Q2
Q1
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 No cálculo de 𝜌𝑔(𝑄1), foram usadas as equações (VII.1) e (VII.2), conside-

rando o raio do cilindro (poste ou tronco) e o ângulo entre o segmento de reta da 

fonte ao ponto 𝑄1 e o plano horizontal. Em 𝜌𝑔(𝑄2), também é considerado o raio 

do cilindro e o ângulo entre o segmento de reta do ponto 𝑄2 ao ponto de observação. 

Para 𝜌𝑔(𝑡′), a curva que liga os pontos 𝑄1 e 𝑄2 é retificada e medido o ângulo 

formado com o plano horizontal. 

 No Apêndice VIII, que trata do cálculo da geometria geral para o caso de 

difração em cilindros, pode-se visualizar em detalhes as linhas e ângulos citados no 

parágrafo anterior. 
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Apêndice VIII 

Considerações sobre a Geometria na Difração em Cilindros 

 

 Neste Apêndice, são calculados parâmetros gerais da geometria envolvida 

na resolução de problemas de difração em cilindros circulares retos. Usualmente, 

um raio parte de uma fonte, atinge o cilindro de forma tangente, o percorre ao longo 

de um arco de hélice na superfície e emerge também tangente até um ponto de ob-

servação, como mostra a Figura VIII.1. 

 

 

Figura VIII.1 – Geometria geral do problema. 

 Considerando as projeções dos elementos da Figura acima sobre um plano 

horizontal, pode-se representar a geometria resultante pela Figura VIII.2: 

 

Figura VIII.2 –Geometria das projeções sobre o plano horizontal. 

Q2
Q1
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Tx
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 Pode-se supor as seguintes relações: 

𝛼1 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (
𝑅

𝐷1
) ;    (VIII.1) 

𝛼2 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (
𝑅

𝐷2
) ;    (VIII.2) 

𝑆𝑖
′ = 𝐷1𝑐𝑜𝑠𝛼1 ;             (VIII.3) 

𝑆𝑑
′ = 𝐷2𝑐𝑜𝑠𝛼2 ;             (VIII.4) 

𝛿 = (2𝜋 − 𝜂) − (𝛽1 + 𝛽2) ;    (VIII.5) 

𝛽1 =
𝜋

2
− 𝛼1 ;             (VIII.6) 

𝛽2 =
𝜋

2
− 𝛼2 ;             (VIII.7) 

Retificando as distâncias entre a fonte e o ponto 𝑄1, o segmento de hélice t 

e a distância entre o ponto 𝑄2 e o ponto de observação da a Figura VIII.1, é obtida 

a geometria da Figura VIII.3, abaixo: 

 

Figura VIII.3 –Distâncias retificadas. Observa-se a diferença de altura Δh entre Tx e Rx. 

 Com base nas Figuras VIII.2 e VIII.3, é possível constatar que: 

𝑡′ = 𝑅𝛿;    (VIII.8) 

𝜓 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (
Δℎ

(𝑆𝑖
′+𝑡′+𝑆𝑑

′ )
);   (VIII.9) 

𝑡 =
𝑡′

𝑐𝑜𝑠𝜓
 ;    (VIII.10) 

Tx

Rx

Q1

Q2

t'
Si’ Sd’ ψ

Δh

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1421642/CA



262 

 

𝑆𝑖 =
𝑆𝑖

′

𝑐𝑜𝑠𝜓
 ;    (VIII.11) 

𝑆𝑑 =
𝑆𝑑

′

𝑐𝑜𝑠𝜓
  .    (VIII.12) 

 Com os valores de 𝑆𝑖, 𝑆𝑑 e 𝑡, juntamente com as coordenadas da fonte, do 

ponto de observação e do centro do cilindro, além do raio do cilindro, é possível 

encontrar as coordenadas dos pontos 𝑄1 e 𝑄2. Determinam-se também os vetores 

unitários normais à superfície e tangentes na direção 𝑡̂, necessários tanto ao cálculo 

dos raios de curvatura nos pontos de tangência quanto na definição dos planos de 

incidência e difração. Estes parâmetros são ainda usados nos cálculos das direções 

das componentes hard e soft do campo elétrico. 
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Apêndice IX 

Parâmetros da Medição da Campanha I 

 

 Neste Apêndice, são citados diversos parâmetros utilizados na campanha de 

medidas (Campanha I) realizada no campus da NYU pela equipe do professor Rap-

paport, maiores informações podem ser obtidas na referência [110]. 

Tabela IX.1 – Lista de Parâmetros de medidas. Adaptado de [110]. 
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Apêndice X 

Modelagem do Diagrama de Radiação dos Transceptores 

 

 Neste Apêndice, é realizada a modelagem do diagrama de radiação dos 

transceptores. Inicialmente são citadas algumas definições extraídas do livro An-

tenna Theory [127], onde a potência radiada por uma antena pode ser calculada 

utilizando: 

𝑃𝑟𝑎𝑑 = ∫ 𝑈(
Ω

𝜃, 𝜑)𝑑Ω;     (X.1) 

onde 𝑈(𝜃, 𝜑) é a intensidade de radiação em W/esferoradianos. A mesma referên-

cia, cita que: 

𝐷(𝜃, 𝜑) =
𝑈(𝜃,𝜑) 

𝑃𝑟𝑎𝑑 

4𝜋

 ;              (X.2) 

𝐷𝑚𝑎𝑥(𝜃, 𝜑) =
𝑈𝑚𝑎𝑥(𝜃,𝜑) 

𝑃𝑟𝑎𝑑
4𝜋

 ;        (X.3) 

𝐺(𝜃, 𝜑) = 𝜀 𝐷(𝜃, 𝜑) ;               (X.4) 

onde 𝐷(𝜃, 𝜑) é a diretividade, 𝐷𝑚𝑎𝑥(𝜃, 𝜑) é a diretividade máxima, 𝑈𝑚𝑎𝑥(𝜃, 𝜑) é 

a intensidade máxima de radiação, 𝐺(𝜃, 𝜑) é o ganho em unidades lineares e 𝜀 é a 

eficiência do transceptor. Pode-se aferir que: 

𝐺(𝜃,𝜑)

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

𝐷(𝜃,𝜑)

𝐷𝑚𝑎𝑥
=

𝑈(𝜃,𝜑)

𝑈𝑚𝑎𝑥
= 𝑈𝑛(𝜃, 𝜑) ;             (X.5) 

onde 𝐺𝑚𝑎𝑥 é o ganho máximo do transceptor e 𝑈𝑛(𝜃, 𝜑) é o valor normalizado da 

intensidade de radiação, que possui como valor máximo unitário. Utilizando as ex-

pressões apresentadas, é possível demonstrar que: 

∫ 𝐺(
Ω

𝜃, 𝜑)𝑑Ω = 4πε .     (X.6) 

 Por outro lado, o feixe principal dos diagramas da recomendação ITU-R 

F.699-8 [128], pode ser escrito na forma linear: 

𝐺(𝜃, 𝜑) = 𝐺𝑚𝑎𝑥 e
−α(

𝜃

𝜃3db
)

2

;     (X.7) 
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onde 𝜃3db é a largura de feixe de meia potência (em graus) e 𝛼 = 4𝑙𝑛2 ≈ 2,7726 . 

Da mesma recomendação do ITU-R: 

𝐺𝑚𝑎𝑥 =  
28853,34

𝜃3db
2  .        (X.8) 

 A equação (X.8) em radianos é expressa: 

𝐺𝑚𝑎𝑥 =  
8,7886

𝜃3db
2  .      (X.9) 

 Utilizando (X.5) e (X.7): 

𝐺(𝜃) = 𝐺𝑚𝑎𝑥 𝑈𝑛(𝜃) = 𝐺𝑚𝑎𝑥
e

−α(
𝜃

𝜃3db
)

2

+𝐺𝑜

1+𝐺𝑜
;                     (X.10) 

onde 𝐺𝑜 é uma constante que define um ganho plano no diagrama de radiação. 

Unindo as expressões (X.6) e (X.10): 

𝐺𝑚𝑎𝑥

1+𝐺𝑜
[∫ ∫ e

−α(
𝜃

𝜃3db
)

2

senθ dθdφ + 4𝜋𝐺𝑜
π

0

2π

0
] = 4πε ;            (X.11) 

 ∫ ∫ e
−α(

𝜃

𝜃3db
)

2

senθ dθdφ + 4𝜋𝐺𝑜
π

0

2π

0
=

4πε(1+𝐺𝑜)

𝐺𝑚𝑎𝑥
 .              (X.12) 

 Desenvolvendo a expressão acima e considerando o seno igual ao ângulo: 

2π ∫ e
−α(

𝜃

𝜃3db
)

2

senθ dθ + 4𝜋𝐺𝑜
π

0
=

4πε(1+𝐺𝑜)

𝐺𝑚𝑎𝑥
 ;         (X.12) 

∫ e−γθ2
θ dθ + 2𝐺𝑜

π

0
=

2ε(1+𝐺𝑜)

𝐺𝑚𝑎𝑥
 ;           (X.13) 

onde γ =
α

𝜃3db
2 . Desenvolvendo a expressão (X.13) e fazendo a substituição de 

variável x = θ2, obtém-se: 

1

2
∫ e−γx dx + 2𝐺𝑜

π2

0
=

2ε(1+𝐺𝑜)

𝐺𝑚𝑎𝑥
 ;           (X.14) 

1

γ
(1 − e−γπ2

) + 4𝐺𝑜 =
4ε(1+𝐺𝑜)

𝐺𝑚𝑎𝑥
 .           (X.15) 

 A expressão acima é utilizada para calcular 𝐺𝑜 em função de 𝜃3db. 

Tipicamente, 𝐺𝑜 ≪ 1. Por exemplo, para 𝜃3db = 10°, 𝐺𝑜 ≈ −31,43 𝑑𝐵𝑖. 
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Apêndice XI  

Calculo da Área Efetiva da Seção Radar 

 

Nesta seção é explicada a forma de cálculo da área efetiva da seção radar, 

usada no cálculo do espalhamento difuso em paredes. O problema começa com a 

proposição da geometria exemplificada na Figura XI.1, abaixo: 

 

Figura XI.1 – Geometria proposta para o problema. 

Temos acima uma parede de dimensões L x H, que está contida no plano 

XZ. Foi traçado um raio retificado entre o Tx e o centro da parede (raio diretor). O 

Tx também possui um raio definido como o mais forte do canal (raio do feixe), em 

uma direção arbitrária. O raio mais forte intercepta o plano XZ no ponto (Xr, Yr, 

Zr). O Tx está na posição (Xt, Yt, Zt). O vetor R representa o raio mais forte. O 

vetor r representa um raio arbitrário, retificado, que incide no centro de uma área 

infinitesimal dA, contida na parede e representada em azul na figura. O ângulo θ é 

medido entre r e R. Pode-se aferir que: 

𝑹 = (𝑋𝑟 − 𝑋𝑡)𝒙̂ + (𝑌𝑟 − 𝑌𝑡)𝒚̂ + (𝑍𝑟 − 𝑍𝑡)𝒛̂,        (XI.1) 

𝒓 = (𝑥 − 𝑋𝑡)𝒙̂ + (𝑦 − 𝑌𝑡)𝒚̂ + (𝑧 − 𝑍𝑡)𝒛̂ ,                 (XI.2) 

Z 

Y 

X 

L 

H 

(Xr, Yr, Zr) 

(Xt, Yt, Zt) 

θ 

(x, y, z) 
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𝑹. 𝒓 = (𝑋𝑟 − 𝑋𝑡)(𝑥 − 𝑋𝑡) + (𝑌𝑟 − 𝑌𝑡)(𝑦 − 𝑌𝑡) + (𝑍𝑟 − 𝑍𝑡)(𝑧 − 𝑍𝑡) ,    (XI.3) 

𝑹. 𝒓 = 𝑥(𝑋𝑟 − 𝑋𝑡) + 𝑦(𝑌𝑟 − 𝑌𝑡) + 𝑧(𝑍𝑟 − 𝑍𝑡) + [(𝑋𝑡
2 − 𝑋𝑟𝑋𝑡) + (𝑌𝑡

2 − 𝑌𝑟𝑌𝑡) +

+(𝑍𝑡
2 − 𝑍𝑟𝑍𝑡)] .             (XI.4) 

Pode-se estabelecer também: 

|𝑹| = √(𝑋𝑟 − 𝑋𝑡)2 + (𝑌𝑟 − 𝑌𝑡)2 + (𝑍𝑟 − 𝑍𝑡)2 ,            (XI.5) 

|𝒓| = √(𝑥 − 𝑋𝑡)2 + (𝑦 − 𝑌𝑡)2 + (𝑧 − 𝑍𝑡)2 .               (XI.6) 

Importante notar que os valores de y e 𝑌𝑟 estão contidos no plano XZ, onde 

y = 0, assim podemos reescrever os termos acima na forma: 

𝑹. 𝒓 = 𝑥(𝑋𝑟 − 𝑋𝑡) + 𝑧(𝑍𝑟 − 𝑍𝑡) + [(𝑋𝑡
2 − 𝑋𝑟𝑋𝑡) + (𝑌𝑡

2) + (𝑍𝑡
2 − 𝑍𝑟𝑍𝑡)],    (XI.7) 

|𝑹| = √(𝑋𝑟 − 𝑋𝑡)2 + (𝑌𝑡)2 + (𝑍𝑟 − 𝑍𝑡)2 ,               (XI.8) 

|𝒓| = √(𝑥 − 𝑋𝑡)2 + (𝑌𝑡)2 + (𝑧 − 𝑍𝑡)2 ,                 (XI.9) 

Utilizando estas novas formas, definimos: 

𝜃 = cos−1 (
𝑹.𝒓

|𝑹||𝒓|
)                         (XI.10) 

Agora, considerando que a área efetiva, pode ser escrita na forma: 

𝐴𝑒𝑓 = ∫ 𝐺(
𝑝𝑎𝑟𝑒𝑑𝑒

𝜃)𝑑𝐴                           (XI.11) 

Como dA = dxdz, temos: 

𝐴𝑒𝑓 = ∬ 𝑔(
𝑝𝑎𝑟𝑒𝑑𝑒

𝜃)𝑑𝑥𝑑𝑧 .         (XI.12) 

Utilizando (X.10) e desenvolvendo: 

𝐺(𝜃) = K[e−β𝜃2
+ 𝐺𝑜];                           (XI.13) 

onde : 

             𝐾 =
𝐺𝑚𝑎𝑥

1+𝐺𝑜
  e 𝛽 =

−𝛼

𝜃3𝑑𝑏
2  . 

 

Inserindo (XI.13) em (XI.12): 
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𝐴𝑒𝑓 = ∬ 𝐾 e−β𝜃2

𝑝𝑎𝑟𝑒𝑑𝑒
𝑑𝑥𝑑𝑧 + ∬ 𝐾𝐺𝑜𝑝𝑎𝑟𝑒𝑑𝑒

𝑑𝑥𝑑𝑧       (XI.14) 

A primeira integral calcula a fração da área efetiva devida ao feixe principal 

e a segunda calcula a fração devida a região de ganho plano. Desenvolvendo a equa-

ção acima: 

𝐴𝑒𝑓 = 𝐾 ∬ e−β𝜃2

𝑝𝑎𝑟𝑒𝑑𝑒
𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝐾𝐺𝑜𝐿𝐻.            (XI.15) 

 Sabe-se que 𝜃 é função de x e z . Não existe uma forma analítica fechada 

que resolva a integral de (XI.15), que é simples de avaliar numericamente. 

Importante notar alguns detalhes: quando 𝜃 aumenta e fica maior que 𝜃3𝑑𝑏 , o valor 

da primeira integral cai rapidamente e a área efetiva tende para o valor 𝐾𝐺𝑜𝐿𝐻. 

Analisando a  integral, que para a geometria proposta na Figura XI.1, pode ser 

escrita como: 

𝐾 ∫ ∫ e−β𝜃2
𝐿

2

−
𝐿

2

𝐻

0
𝑑𝑥𝑑𝑧, 

para cada canal, os valores de 𝐾 e β são definidos. Cada parede possui os valores 

de L e H definidos, são suas dimensões de base e altura. O cálculo do ângulo 𝜃 

precisa dos valores dos pontos (Xr, Yr, Zr) e (Xt, Yt, Zt), que também são definidos 

para cada parede e raio traçado no mecanismo de espalhamento difuso, onde o raio 

mais forte é previamente escolhido. A intenção é utilizar as informações dos raios 

de espalhamento difuso e as paredes que interagem e avaliar numericamente a 

expressão da integral acima e somar ao valor de 𝐾𝐺𝑜𝐿𝐻, montando uma tabela com 

os valores de área efetiva para cada raio oriundo de espalhamento difuso. Assim  

como os valores da área efetiva não variam com a frequência, precisam ser 

calculados apenas uma vez no início da execução do algoritmo. 
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Apêndice XII  

Normalização dos Modelos de Espalhamento 

 

 Neste Apêndice, são descritas as funções de normalização para cada modelo 

de espalhamento proposto. 

a) Espalhamento do tipo Lambertiano: 

𝑓𝑔𝑒1
2 (𝜃𝑠, 𝜑𝑠) = 𝑓𝑛1 cos 𝜃𝑠.          (XII.1) 

onde o ângulo 𝜃𝑆 é medido entre a direção do raio espalhado e o vetor nor-

mal à superfície da seção da parede; e o fator de normalização fn1 assegura 

que a integral do fator𝑓𝑔𝑒
2 (𝜃𝑠, 𝜑𝑠) no semiespaço visível definido pela parede 

é igual a 1. Nesta abordagem, o lóbulo de espalhamento possui seu máximo 

na direção perpendicular à parede. 

A relação abaixo deve ser atendida: 

𝑃𝑝

𝑃𝑖
+ |Γ|2𝜌2 + 𝑆2 = 1                                       (XII.2) 

Para isso a seguinte expressão deve ser verdadeira: 

∫ 𝑓𝑔𝑒
2 (𝜃𝑠, 𝜑𝑠)

𝑆𝑒𝑚𝑖−𝑒𝑠𝑝𝑎ç𝑜
𝑑𝑎 = ∬ 𝑓𝑛1 cos 𝜃𝑠𝑆𝑒𝑚𝑖−𝑒𝑠𝑝𝑎ç𝑜

𝑑𝑎 = 1 (XII.3) 

 

utilizando coordenadas esféricas: 

∫ ∫ 𝑓𝑛1 cos 𝜃𝑠
𝜋/2

0

2𝜋

0
𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑠  𝑑 𝜃𝑠  𝑑 𝜑𝑠 = 1  (XII.4) 

assim: 

𝑓𝑛1𝑟2 ∫ ∫ cos 𝜃𝑠
2𝜋

0

𝜋

2
0

𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑠 𝑑 𝜃𝑠  𝑑 𝜑𝑠 = 1   (XII.5) 

como, sen 2x= 2 sen x. cos x, insere-se esta identidade em (XII.5): 

𝑓𝑛1𝑟2

2
∫ ∫ 𝑠𝑒𝑛 2𝜃𝑠  𝑑 𝜃𝑠  𝑑 𝜑𝑠

𝜋

2
0

2𝜋

0
= 1       (XII.6) 
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fazendo  2𝜃𝑠 = 𝑢,  

𝑓𝑛1𝑟2

4
∫ ∫

𝜋

2
0

2𝜋

0
𝑠𝑒𝑛 𝑢 𝑑𝑢 𝑑 𝜃𝑠  𝑑 𝜑𝑠 = 1      (XII.7) 

Resolvendo a integral dupla definida, é trivial demonstrar que ao fi-

nal teremos: 

𝑓𝑛1 = (𝜋𝑟2)−1           (XII.8) 

Testando o modelo, obtêm-se resultados como o mostrado na Figura XII.1. 
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Figura XII.1 –Teste do modelo Lambertiano. 

 

b) Espalhamento Diretivo. 

𝑓𝑔𝑒
2 (𝜃𝑠, 𝜑𝑠) = 𝑓𝑛2 (

1+cos 𝜓𝑅

2
)

𝛼𝑟

        (XII.9) 

        𝜓𝑅- é o ângulo entre a direção especular e o raio difuso. 
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        𝛼𝑟- é um inteiro positivo que controla a largura do feixe. 

Podem-se usar os mesmos argumentos da definição passada, o que leva a: 

∬ 𝑓𝑛2 (
1+cos 𝜓𝑅

2
)

𝛼𝑟

𝑆𝑒𝑚𝑖−𝑒𝑠𝑝𝑎ç𝑜
𝑑𝑎 = 1            (XII.10) 

Em coordenadas esféricas: 

∫ ∫ 𝑓𝑛2 (
1+cos 𝜓𝑅

2
)

𝛼𝑟𝜋/2

0

2𝜋

0
𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑠   𝑑 𝜃𝑠  𝑑 𝜑𝑠 = 1       (XII.11) 

Levando a: 

𝑓𝑛2
1

2𝛼𝑟
∫ ∫ (1 + cos 𝜓𝑅)𝛼𝑟

2𝜋

0

𝜋

2
0

𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑠 𝑑 𝜃𝑠  𝑑 𝜑𝑠 = 1        (XII.12) 

A integral dupla acima pode ser desenvolvida utilizando binômio de New-

ton e séries de potências, de tal forma que: 

∫ ∫ (1 + cos 𝜓𝑅)𝛼𝑟
2𝜋

0

𝜋

2
0

𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑠 𝑑 𝜃𝑠  𝑑 𝜑𝑠 = ∑ (𝛼𝑟
𝑗

)
𝛼𝑟
𝑗=0  𝐼𝑗  (XII.13) 

onde: 

𝐼𝑗 =
2𝜋

𝑗+1
[cos 𝜃𝑖 ∑ (2𝑤

𝑤
)

sin2𝑤 𝜃𝑖

22𝑤

𝑗−1

2
𝑤=0 ]

(
1−(−1)𝑗

2
)

            (XII.14) 

Lembrando que: (do binômio de Newton) 

(𝑛
𝑝

) =
𝑛!

𝑝!(𝑛−𝑝)!
     (XII.15) 

Chamando a resposta da integral em (XII.13) de: 

𝐹𝛼𝑟
= ∑ (𝛼𝑟

𝑗
)

𝛼𝑟
𝑗=0  𝐼𝑗        (XII.16) 

Então por fim: 

𝑓𝑛2 =
2𝛼𝑟

𝑟2𝐹𝛼𝑟

 .     (XII.17) 

O modelo produz resultados como os mostrados na Figura XII.2. 
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Figura XII.2 –Teste do modelo Diretivo, para 𝛼𝑟 = 5. 

 

a) Espalhamento Misto: 

𝑓𝑔𝑒
2 (𝜃𝑠, 𝜑𝑠) = 𝑃(𝑓𝑛1 cos 𝜃𝑠) + (1 − 𝑃) [𝑓𝑛2 (

1+cos 𝜓𝑅

2
)

𝛼𝑟

] ;     (XII.18) 

Este tipo de espalhamento combina em proporções arbitrárias um 

feixe axialmente simétrico e de largura arbitrária centrado na direção do raio 

refletido (o modelo diretivo com um alto fator 𝛼𝑟), com um espalhamento 

do tipo Lambertiano. P é um parâmetro que ajusta a relação entre a fração 

de potência contida no feixe e a potência contida no restante do semi-espaço 

limitado pela parede. A intenção é criar um modelo que se assemelhe ao 

proposto por Phong [108], que combina arbitrariamente efeitos do espalha-

mento difuso e especular, como mostra a Figura XII.3. 
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Figura XII.3 –Conceito do espalhamento Misto. Adaptado de [129]. 

Basicamente o modelo é composto de uma junção dos dois modelos anteri-

ores, ponderados pelo fator P, para produzir a expressão (XII.18). A Figura 

XII.4 exemplifica o tipo de espalhamento gerado por esta classe de modelo. 

 

Figura XII.4 – Espalhamento Misto. Feixe principal e ganho plano combinados. 
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Apêndice XIII  

Simulação dos Canais em Ipanema 

 

 Neste Apêndice, os canais da simulação em Ipanema estão representados 

com as figuras do traçado de raios e funções de transferência. Na imagem do traçado 

de raios, os espalhadores são asteriscos vermelhos, as paredes laterais dos prismas 

são polígonos pretos, pontos de difração são triângulos vermelhos, raios oriundos 

de reflexão especular são linhas azuis, raios oriundos de espalhamento são linhas 

verdes e oriundos de difração são linhas magenta. O Tx é um círculo vermelho e o 

Rx é um círculo verde, As Figuras que representam os canais estão dispostas em 

cada página e o rótulo é o próprio número do canal. 

 

Figura XIII.1 - Canal 1 (NLOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.2 - Canal 2 (NLOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.3 - Canal 3 (NLOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.4 - Canal 4 (NLOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.5 - Canal 5 (NLOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 

 

 

 

73 73.1 73.2 73.3 73.4 73.5 73.6 73.7 73.8 73.9 74
-45

-40

-35

-30

-25

-20

-15

-10
H(ƒ)

ƒ (GHz)

|H
(ƒ

)| 
(d

B
)

 

 

VV

HH

VH

HV

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
-160

-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

PDP

t (ns)

P
ow

er
 (

dB
W

/n
s)

 

 

VV

HH

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1421642/CA



281 

 

Figura XIII.6 - Canal 6 (NLOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.7 - Canal 7 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de trans-

ferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.1 - Canal 8 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de trans-

ferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.9 - Canal 9 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de trans-

ferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.10 - Canal 10 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.11 - Canal 11 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.12 - Canal 12 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.13 - Canal 13 (NLOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.14 - Canal 14 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.15 - Canal 15 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.16 - Canal 16 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.17 - Canal 17 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 

 

 

 

73 73.1 73.2 73.3 73.4 73.5 73.6 73.7 73.8 73.9 74
-25

-20

-15

-10

-5

0

5
H(ƒ)

ƒ (GHz)

|H
(ƒ

)| 
(d

B
)

 

 

VV

HH

VH

HV

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
-160

-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

20
PDP

t (ns)

P
ow

er
 (

dB
W

/n
s)

 

 

VV

HH

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1421642/CA



293 

 

Figura XIII.18 - Canal 18 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.19 - Canal 19 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.20 - Canal 20 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.21 - Canal 21 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.22 - Canal 22 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.23 - Canal 23 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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Figura XIII.24 - Canal 24 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 
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  Figura XIII.25 - Canal 25 (LOS): Traçado de raios (eixos em metros), função de 

transferência e perfil de potência e retardos. 

 

 

 

73 73.1 73.2 73.3 73.4 73.5 73.6 73.7 73.8 73.9 74
-60

-50

-40

-30

-20

-10

0
H(ƒ)

ƒ (GHz)

|H
(ƒ

)| 
(d

B
)

 

 

VV

HH

VH

HV

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
-160

-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

20
PDP

t (ns)

P
ow

er
 (

dB
W

/n
s)

 

 

VV

HH

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1421642/CA




