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4
Heuristicas para a Aplicacdo do Calculo de Hoare
Automaticamente

4.1
Introducéo

No sistema dedutivo da légica classica chamado de dedugé&o natural [46] é
possivel normalizar uma prova via aplicagdo de sucessivas redugdes. O sistema
de deducao natural € composto por regras de eliminagéo e de introducéo para
cada conectivo e quantificador. Mais ainda, hdo possui axiomas, somente regras
de inferéncia, e se utiliza do mecanismo de descarga de hipotese, que € muito
utilizado informalmente em provas de teoremas na pratica matematica [30, 31].

Na deducdo natural, a prova normal é de tal forma que, havendo regras de
eliminacdo, todas ocorrem antes de qualquer regra de introdugdo no ramo, e,
havendo regras de introducdo, todas ocorrem depois de qualquer regra de
eliminacdo. Assim, a forma dos ramos em uma prova normal é sempre como

ilustrada na figura abaixo [30, 31, 39]:

regras de eliminagédo

regras de introducao

Figura 5 - Forma dos ramos em uma prova normal

Um ramo pode ser definido da seguinte maneira [30, 31]:

Definicdo de Ramo da Arvore de Prova:
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Considerando-se o fragmento da loégica proposicional classica que contém
apenas o absurdo (*) e a implicacdo (®), uma sequéncia de ocorréncia de
férmulas dy, ..., d, em uma deducéo P (ou seja, P é uma arvore de deducao de
uma certa férmula a a partir de um certo conjunto D de hip6teses) é um ramo da
arvore de prova se e somente se (supondo que il {1,..,n-1)):

% d; é uma ocorréncia de féormula que nao é conclusao de nenhuma regra em
P;

% d.; éconclusdo de uma regra de inferéncia de ® -introdugéo, " -classico ou
A -intuicionista e d; é sua premissa ou € conclusdo de uma ® -eliminagéo no
qual d; é a premissa maior dessa regra; e

% d, ou é conclusdo da prova, ou premissa menor de uma regra de ® -

eliminacao.

A definicdo acima pode ser facilmente estendida para a logica classica
com todos os conectivos e seus quantificadores.

Uma prova normal pode ser produzida diretamente utilizando-se
heuristicas. Portanto, o fato desta l6gica possuir normalizacdo facilita a
construcao (automatica) de provas, sendo que essa conclusdo vale para
gualquer légica que possua normalizagéo [31].

O objetivo deste capitulo é aplicar essa idéia as provas de correcdo de
programas. Ou seja, propde-se a criacdo de padrbes para a geracdo de provas
de forma a diminuir o espac¢o de busca e, portanto, construi-las de forma mais
eficiente. Isso inclui a tentativa de se gerar provas com as sentengas a serem
demonstradas validas por construcdo, evitando o uso de um provador de
teoremas para prova-las, se o programa satisfizer sua especificacdo dada por
sua pré-condi¢éo e sua pos-condicao [2].

Deseja-se conseguir uma prova somente com sentencas demonstraveis
sem o0 uso de um provador de teoremas, jA& que, em geral, a demonstracao
destas € ineficiente e tentar fazé-las para sentencas invalidas pode levar o
provador a entrar em loop. Afinal, saber se uma sentenca em légica de primeira
ordem é valida ou ndo é um processo indecidivel. Isso ndo seria um problema se
fossem utilizadas apenas teorias de tipos de dados decidiveis, como a algebra
booleana. Esse, porém, ndo € o caso dos nuameros inteiros, por exemplo. Mais
ainda, sabe-se que é possivel gerar muitas provas formais de programas
respeitando a sintaxe do calculo de Hoare, mas que possuem sentencas nao-

demonstraveis, as quais, obviamente, ndo sdo provas corretas.
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Portanto, dado um programa com a pdés-condi¢cdo derivada de sua pré-
condicd@o depois de sua execucédo, um verificador formal de programas pode dar
diferentes provas como resposta, com seus conjuntos de sentengas onde todas
elas podem ser demonstraveis ou ndo, se ndo ha a garantia de que todas as
sentencas sdo demonstraveis. As figuras 11 e 28 sdo exemplos claros disso. Em
ambas as figuras, as provas sao sintaticamente corretas, mas a primeira prova
em cada figura possui uma sentenca invalida.

Devido a este fato, quer-se analisar heuristicas eficientes (e comprovéa-las
na pratica) para um verificador formal de programas utilizando o célculo de
Hoare de modo que ele gere o menor nimero possivel de provas diferentes (de
preferéncia s6 uma), o qual deve, de alguma forma, sempre que o programa tiver
0 comportamento desejado, funcionar de tal maneira que sempre haja uma
prova correta.

Com as heuristicas apresentadas a seguir, consegue-se construir um
corretor de programas que sé gera uma prova como saida. Se o programa
satisfizer sua especificacdo, esta sé tera sentengas validas. Caso contréario, pelo

menos uma delas ndo sera demonstravel.

4.2
Fortalecimentos e Enfraquecimentos Somente para os Axiomas

Para diminuir o espaco de busca na geracao de provas, algo que pode ser
feito é deixar para fazer o fortalecimento da pré-condicdo e o enfraquecimento
da pés-condicdo somente nos axiomas, ou seja, somente nas regras dos
comandos skip e de atribuicdo. As Unicas excecdes sdo para comandos while,
para transformar a pré-condicdo atual no invariante e a pos-condicdo atual na
conjuncdo do invariante com a negacao da condi¢cdo do while, e para o caso da
corregdo de um comando if quando sua poOs-condicdo é desconhecida no
tratamento dos ramos then e else (ou s6 o then). Para provar que isso é
possivel, é necessario mostrar, para cada um dos comandos estudados, que é
possivel “adiar” os enfraguecimentos e os fortalecimentos. Ou seja, se houver
uma prova com um enfraquecimento ou um fortalecimento em uma regra que
nao seja um axioma nem um comando while, haverd uma equivalente a esta
que 0s apresente apenas nos axiomas e na regra do while (no caso do if é
possivel subir o enfraquecimento da pdés-condicdo a um axioma quando este

comando ja foi corrigido e esta assercéo ja foi determinada, porém isso nao é
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feito porque se perde em eficiéncia). Resumindo, para cada prova existe uma
outra com o enfraquecimento (ou fortalecimento) postergado e com as mesmas
pré e pos-condicbes. Obviamente, € necessario que os enfraquecimentos e
fortalecimentos sejam previamente conhecidos para que possam ser
postergados.

A seguir, estdo as provas para cada um dos casos:

{R}G{S} {S} CG{Q}

P® R {R}C; G{ Q}
{ P} C; G{ Q}

P® R {R}G{ S}
{P}YGCG{S} { S} G{Q}

Figura 6 - Fortalecimento da pré-condicdo para uma seqiiéncia de comandos

{P}G{S} }
{P} G G{Q}

Figura 7 - Enfraquecimento da pds-condicao para uma seqiiéncia de comandos

{RUB} G {Q} {RU@B} G{Q}
P® R { R} if Bthen C else G fi { Q}
{ P} if Bthen Cielse G fi { Q}

PUB®R\UB{RUB}Q{Q} PUQB@R\U@B{RUQB}CZ{Q}
{PUB} G { Q} {PUBB} G { Q}
{ P} if Bthen C else G fi { Q}

Figura 8 - Fortalecimento da pré-condicao para um comando if-then-else
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{PUB}CG{R} {PUZB} G{R}
{ P} i t
|

f Bthen C, else G fi { R} R® Q
{ P} if Bthen C  else G fi { Q}
{PUB}C{R} R®Q {PUZB}GCG{R} R® Q
{PUB} G{Q} {PUGB} G{Q}
{ P} if Bthen C, else G fi { Q}

Figura 9 - Enfraquecimento da pos-condicéo para um comando if-then-else

Nas provas acima, a regra do if-then foi omitida porque pode ser reduzida
a do if-then-else. Note-se, ainda, que para cada par de provas de correcdo, 0s
trechos de programa a serem corrigidos recursivamente foram 0s mesmos, como
deveria ocorrer. Por fim, na figura 8, é facil provar que, se P ® R, entdo
PUB® RUBePU@B® RU®GB.

Para o caso do while (na figura a seguir), supondoQ* PeR* (P U@B),
sendo P o invariante do loop (que nesta pesquisa é fornecido pelo programador),
deve-se fazer o enfraquecimento da pos-condicdo e o fortalecimento da pré-
condicdo para provar a corretude desse comando como mostrado na figura
abaixo. Afinal, para que seja possivel aplicar a regra do while (regra (6) da
secdo 3.3), é preciso que P seja sua pré-condicdo e ( P U @B ) sua pos-
condicdo. No caso de uma ou ambas as desigualdades acima citadas serem
falsas em termos sintaticos, € s6 nao se fazer o fortalecimento ou o

enfraquecimento correspondente.

{ P} whileBdoCod{ PU@ZB} (PU@®B) ® R
Q® P { P} while Bdo Cod { R}
{ Q} while Bdo Cod { R}

Figura 10 - Colocando o invariante na pré-condi¢édo e na pos-condicéo
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4.3
Fortalecer a Pré-Condicao antes de Enfraquecer a P6s-Condicao

7

Ao se tentar fortalecer uma pré-condigdo, € necessario, por definicdo,
descobrir um consequente para uma implicagdo, que obviamente é mais fraco do
que o antecedente. Ja o contrario acontece ao se tentar enfraquecer uma poés-
condicdo. De acordo com experimentos feitos utilizando-se uma versao
preliminar do corretor de programas descrito no proximo capitulo, ficou claro que
€ mais facil achar um consequente do que um antecedente de uma implicacéo,
porque o primeiro é mais fraco do que o segundo.

Um exemplo bem simples para este caso € a prova do seguinte:
{true } x := E { x = E }, onde E ndo depende de x. Neste caso, se 0
enfraquecimento da pés-condicao for feito, como mostrado na primeira prova da
figura abaixo, gera-se uma sentenca que nao € demonstravel, a qual é
true ® (x = E). J& se o fortalecimento da pré-condicéo for feito, como exibido
na segunda prova, gera-se uma sentenca que é um teorema, a qual €
true ® ( E = E), ja que o antecedente e 0 consequente dessa implicacdo séo

equivalentes.

{ true } x :=E { true} true® ( x =E)
{ true } x ;= E{ x = E}

true ® ( E=E) { E
{ true } x :=

Figura 11 - Fortalecer a pré-condi¢cdo antes de enfraquecer a pés-condicao

Em varios casos diferentes, notou-se comportamento semelhante ao do
caso acima, ou seja, o fortalecimento da pré-condicdo gerou sentencas
demonstraveis, porém o enfraquecimento da pdés-condicdo gerou sentencas
invalidas. Na correcdo das atribuigcbes, como descrito na se¢éo abaixo, note-se
gue as heuristicas sempre fazem o fortalecimento da pré-condi¢do por causa da

constatacdo empirica aqui apresentada.
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Uma excecdo é quando se corrige um comando onde a variavel a receber
o valor da atribuigcdo é a posicdo de um vetor e a pré-condi¢édo e a pés-condicao
possuem informagfes com relagdo a todo o vetor e ndo apenas a posicao que
esta sendo modificada. Nesses casos, como sera visto adiante (na se¢éo 4.7),
em geral, deve-se fazer os dois, comecando-se pelo enfraquecimento da pos-
condicgéo.

No caso do comando skip, é indiferente fortalecer ou enfraquecer para
provar sua corretude. Logo, ambas as provas abaixo sdo equivalentes. e,
portanto, ao implementar um corretor de programas € necessario apenas seguir

um dos dois caminhos, diminuindo assim a arvore de busca.

{ P} skip (P} P® Q P® Q{ Q} skip{ Q}
{P}skip{ Q) {PY skip{Q)

Figura 12 - Equivaléncia de provas do comando skip

4.4
Fazer a P6s-Condicdo de uma Atribuicdo ser a Mais Forte Possivel

E interessante tentar fazer com que a p6s-condi¢io de uma atribuicédo seja
a mais forte possivel pois, desse modo, sempre se terd& 0 maximo de
informacdes para a pés-condi¢cdo do comando que a contém (um if ou um while)
ou para a pré-condicdo do comando seguinte. Isso ainda garantird que, se o
programa satisfizer a sua especificacdo, dada pela sua pré-condicdo e pela sua
poés-condicdo, o0s enfraguecimentos das pOs-condicbes sempre gerardo
sentencas demonstraveis. Contudo, tal fato s6 € interessante se a pés-condicao
nao for conhecida (algo que acontece quando ha seqiiéncias de comandos), pois
nao € necessario se provar algo mais forte do que o desejado pelo usuario.
Nesta heuristica, ha quatro casos distintos que devem ser analisados, que
séo:
* { P} X E{ Q}
*{P}x:=E x){Q}
* {P(x)}x:=E{Q}
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* {P(x)}x:=E x) {Q}

Nos casos onde a pré-condicdo é da forma P, a mesma ndo depende da
variavel x. Ja naqueles onde a forma é P( x ), a pré-condicéo contém a variavel
X. O mesmo vale para as expressfes E e E( X ) que sao atribuidas a x. Q é a
pos-condicdo da atribuicdo ainda n&o conhecida, que sera estudada nas
proximas subsecdes. Se fosse conhecida, ela seria aplicada a heuristica
explicada na sec¢do seguinte. Em ambas as se¢fes, € suposto que a linguagem
de programacdo utilizada ndo possui vetores, porque para eles estas heuristicas
ndo podem ser diretamente aplicadas, como sera mostrado na secao 4.7.

A seguir serdo estudados cada um dos casos detalhadamente:

4.4.1
{P}x:=E{Q}

Neste caso, como P ndo depende de x, tem-se que a pos-condicdo mais
forte Q = (P U x = E ). Portanto, supondo que P seja diferente de true e de

E = E, a prova de correcdo é a seguinte:

P® (PUE=E) {PUE=E} x :=
{P}x:=E{ PUx =E

- M
-
o
C/
X
1
m
—

Figura 13 - Provade {P}x:=E{PUx =E}

Como exemplo, para a atribuicdo x := a, onde P = (y =0), a prova de

corregao € a seguinte:

=a) { 0Ua
{y=01} x: {y

Figura 14 - Provade{y=0}x:=a{y=0and x=a}

—a} x:=
= 0 and X

Il <
o (N

a{y=0Ux=a}

a }
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Ja se P =true, a prova da figura 13 ficaria assim:

Xx = E}

true ® E = E
u

E=E X
{ tr X

} E {
= E{ X E}

{
e}

Figura 15 - Provade {true} x:=E{x=E}

Se no exemplo dado P = true, obter-se-ia Q = ( x = a ) simplesmente. Por
fim, se P = ( E = E ), seria possivel omitir o fortalecimento da pré-condi¢do da

prova da figura anterior.

4.4.2
{P}x:=E(x){Q}

Como P né&o possui informagdes sobre x, ndo se pode saber o novo valor
de x depois da atribuicdo, tendo em vista que E( x ) depende de x, supondo-se
que E( x ) seja uma expressdo que tenha passado por uma simplificacdo
levando em conta os valores das outras variaveis que porventura aparecam em
E( x ). Portanto, a pds-condi¢cdo mais forte na maioria dos casos é simplesmente

P. Logo, a prova de correcao fica simplesmente assim:

{ P} x:=E x) {P}

Figura 16 - Provade { P} x :=E(x ) {P}

Se E( x ) ndo tiver passado por uma simplificagdo, pode ser que nela
aparecam operagdes cujo resultado ndo dependa de x. Um exemplo

€ E(x)=0*xouE(x)=x Utrue, sendo x uma variavel inteira e booleana
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respectivamente. Quando isso acontecer, a heuristica a ser aplicada deve ser
aquelaparaocaso {P}x:=E{Q}.

Em algumas situacdes, pode ser que nao se saiba o valor de x na pés-
condicdo. Porém, talvez seja possivel saber alguma propriedade sobre o
mesmo. Por exemplo, seja a atribuicdo x := x * X. Supondo-se P = true, tem-se

gue Q = (x 3 0). Neste caso, a prova de corre¢do seria a seguinte:

true ® ( x*x3%30) {x*x3%0} x:

=x*x{x3%0}
{ true } x :=x* x{ x3 0}

Figura 17 - Provade {true} x :=x*x{x3 0}

Por isso, quando for necessario corrigir uma atribuicdo nessa situacao,
pode-se assumir que a variavel x ja possuia um valor anterior a atribui¢cao, o qual
ndo é conhecido. E depois da execuc¢do do comando, seu valor atual dependera
do antigo. Como é existente, utiliza-se o quantificador existencial para capturar
essa idéia. Assim, tem-se que Q = P US$y ( x = E(y ) ), assumindo que y néo

ocorra livre em E. Logo,

P®R {R} x :=E x){PUSY (x=Ey))}
{PYx:=E(x){PUS (x=Ey))}
ondeR=PUSy ( E( x) =E(y) )

Figura 18 - Provade { P} x :=E(x){PUS$y (x=E(y))}

Obviamente, a pds-condi¢do da prova acima pode ser enfraquecida para
se tornar igual a das duas provas dadas acima.

Ja se P =true, tem-se que:
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true ® R { R} x ;= E( x) { $y ( x = E(y ) ) }
{ true } x :=E( x){$ (x=EvYy))}
ondeR=%y ( E( x) = E(y) )

Figura 19 - Provade {true } x :=E(x){$y (x=E(y))}

Aplicando-se esta heuristica ao exemplo da figura 18, tem-se que:

true ® R { R} x:=x*x{$ (x=y*y)}
{ true } x :=x*x{$y (x=y *y)}

ondeR =%y ( X * x =y *y)

Figura 20 - Provade {true} x :=x*x {$y (x =y *y)}

Claramente, tem-se que $y ( x =y *y ) ® x 3 0. Por fim, se
P=3%y (E(x)=E(y)), seria possivel omitir o fortalecimento da pré-condicédo da

prova da figura anterior.

4.4.3
{P(x)}x:=E{Q}

Supondo-se que P( x ) ndo possua contradicfes e que o valor de x antes
da atribuicdo possa ser encontrado analisando-se a pré-condicdo, pode-se dizer
que Q = (P(a) Ux = E ), chamando-se esse valor de x de a e considerando-se

que P( x ) ndo contenha apenas informac¢des sobre o valor de x encontrado:
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Pl x) ® R {R}x:=E{ P(a) Ux =E}
{ P(x)}x:=E{ P(a) Ux =E}

ondfeR=P( a) UE = E

Figura 21 - Provade { P(x)}x:=E{P(a)Ux=E}

Como exemplo, para a atribuicio x := a, onde P = (x =b Uy =x ), a prova
de correcdo € a seguinte, de onde é omitido o termoy =y ou b = b que
aparecem em R e em Q ao se fazer a substituicdo do valor de x (algo que é feito

na implementacédo da heuristica):

Xx=bUy=x®R {R} x:=a{y=bUx=ay}
{ x=bUy=x})x:=a{y=bUx=a}
ondfeR=(y=bUa=a)

Figura 22 - Provade {x =bUy=x}x:=a{y=bUx=a}

Se P( x ) possuir apenas informag@es sobre o valor de x, a prova da figura
21 podera ser simplificada, omitindo-se os P( a )'s encontrados, ficando desta

forma:

Pl x) ® E=E { E=E} x := E{
Xx = E}

} x = E}
{ PO x) } x:=E{

Figura 23 - Provade { P(x)}x:=E{x=E}
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Se no exemplo dado P = ( x = b ), obter-se-4 Q = ( x = a ) simplesmente.
Ja se o valor de x antes da atribuicdo ndo puder ser encontrado analisando-se a
pré-condi¢&o ou for muito dificil aché-lo, pode-se fazer algo semelhante ao feito
na secao anterior, ou seja, introduzir o existencial, j& que x possui um valor
inicial que ndo é conhecido. Deve-se lembrar que a variavel ligada introduzida

nao deve ser livre em P. Entdo, tem-se que:

Pix) ® R {R}Yx:=E{ $aP_a)Ux-=E}
{ P(x)})x:=E{ $aPla) Ux =E}

ondeR=%a P( a) U( E=E)

Figura 24 - Provade { P(x )} x:=E{$aP(a)Ux=E}

Como exemplo, para a atribuicdo x := a, onde P = x = b, a prova de

corregdo € a seguinte, a qual é claramente correta:

X=b® R {R} x:=a{ $ (c=b) U(
{x=b}x:=a{$ (c=Db) U(x

ondeR=% (c=Db) U( a=a)

Figura25-Provade{x=b}x:=a{$c(c=b)U(x=a)}

4.4.4
{P(x)}x:=E(x){Q}

Na prova abaixo, as suposicdes feitas sdo as mesmas das da primeira
figura da situacdo anterior (figura 21), com a restricdo de que a ndo possuli

variaveis ligadas, sendo que neste caso, Q =(P(a)Ux =E(a)):
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PO x) ® R {R} x:=E(x){P(a) Ux=FE a) }
{P(x)}x:=Ex) {Pa)Ux=E a)}

ondfeR=P( a) U( E( x) =E a) )

Figura 26 - Provade { P(x)}x:=E(x){P(a)Ux=E(a)}

Como exemplo, para a atribuicio x :=a+x,onde P=(x=b Uy =x),
as duas provas de correcao abaixo podem ser resultantes, de onde também séo
omitidos o termo y =y ou b = b que aparecem em R e em Q ao se fazer a

substituicdo do valor de x:

@
Py
e
Py
—
x
]

y =X a+x{y=bUx=a+72z}
bUy=x}x:=a+x{y=bUx=a+2z}

ondkeR=(y=bUa+x=a+2z)ez =bouz =y

Figura 27 - Provasde {x =b Uy =x}x:=a+x{y=bUx=a+y/b}

J& se P(x ) possuir apenas informagfes sobre o valor de x, tem-se que:

Pl x) ® R { R} x := E( X X
{ P( x) }x:=E x) { x=FE a

ondeR = E( x ) = E( a)

Figura 28 - Provade { P(x )} x:=E(x){x=E(a)}
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Se no exemplo dado P = ( x = b ), somente uma prova sera obtida, com
Q =(x =a+ b ) simplesmente. Assim como na sec¢do anterior, se o valor de x
antes da atribuicdo ndo puder ser encontrado analisando-se a pré-condicdo ou
for muito dificil acha-lo, novamente introduz-se o quantificador existencial,

ficando a prova assim:

P(x) ® R { R} x:=E(x){$a(Pa)Ux=Ea))}
{ PO x)}x:=E x){$ (P a)Ux=FE a)}

ondeR=%a ( P(a) UE( x) =E a) )

Figura 29 - Provade { P(x )} x:=E(x){$a(P(a)Ux=E(a))}

Como exemplo, para a atribuicdo x := a + X, onde P = x = b, a prova de

corregdo é a seguinte:

X |T
@
)
b
)
-
X
]

a+x{$ (c=bUx=a+c)}
} x:=a+x{$ (c=bUx=a+c)}

b
ondeR=%c (c=bUa+x=a+c)

Figura30 - Provade {x=b}x:=a+x{$c(c=bUa+x=a+c)}

Note-se que nas Ultimas trés situacdes de correcdo de atribuicdes,
apresentadas nas trés sec¢fes anteriores, ndo se consegue, de forma geral, uma
poés-condicdo enxuta, ou seja, aquela que seria obtida caso a verificagdo formal
fosse feita manualmente. Se assim fosse, em muitas situacbes nao seria
necessario o uso do quantificador existencial e a pos-condicdo n&o conteria
informacg6es redundantes desnecessariamente. Todavia, para sempre se obter

uma pos-condi¢cdo semelhante a obtida por um usuério, seria necessario que o


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124811/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0124811/CA

Heuristicas para a Aplicacdo do Calculo de Hoare Automaticamente 61

corretor tivesse um modulo aritmético completo e consistente, algo que nao é
possivel [4, 21].

Um problema da abordagem adotada € que as sentencas e as assercoes
encontradas podem ficar muito maiores do que as que seriam obtidas se a prova
fosse feita manualmente, o que dificultard a verificagdo das primeiras no
provador de teoremas. Por outro lado, a geracdo da prova de correcdo de

programas, a menos da verificacdo dessas sentencas, é feita automaticamente.

4.5
Comecar de Tras para Frente

Sempre que se tem uma sequéncia de comandos que deve ser verificada,
a prova desta é a prova de correcdo de duas seqiéncias de comandos, onde a
poés-condicdo da primeira € a pré-condicdo da segunda. E pode-se comecar a
prova de todo o conjunto comecando-se tanto a partir do primeiro grupo de
comandos quanto do segundo.

Como sempre é possivel saber a pds-condicdo mais forte a partir das
atribuices, é facil comecar a prova da sequéncia a partir do primeiro comando e
provar os demais na ordem em que se encontram. Ou seja, dada uma pré-
condi¢cdo e um comando, quer-se determinar a pés-condi¢cdo deste comando que
serd a pré-condicdo do que se segue. Porém, como em muitas vezes iSSoO V&
fazer as assercOes e as sentengas ficarem muito grandes gracas a introdugéo do
existencial, talvez seja melhor comecar do Ultimo comando e seguir provando a
corre¢do dos comandos até se chegar ao primeiro deles. Isto é, dada uma poés-
condicdo e um comando, deseja-se determinar a pré-condicdo deste comando
gue sera a pos-condi¢do do anterior a esse. Além disso, ao comecar de tras pra
frente na atribuic&o, € necessario somente fazer substituicdes e renomeacoes de
variaveis (apenas se existirem variaveis ligadas) e ndo serdo provadas
propriedades mais fortes do que o desejado.

E simples comecar a prova de tras para frente nos comandos skip (vide
figura 12) e while (é s6 saber o invariante, que é dado pelo usuario), e nas
atribuices (se a pds-condicdo é conhecida, a determinacao da pré-condicao é
obtida com a substituicdo de variaveis como foi mostrada na regra de atribuicao
na secao 3.3).

Porém, para as regras do if isso ndo é trivial, jA que a pés-condicdo deste

comando pode depender do teste do mesmo, ou seja, a asser¢ao que vale apos
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a execucdo do if depende do resultado da avaliacdo do teste do mesmo.
Portanto, pode ser necessario saber se a pré-condigdo deste comando satisfaz
este teste ou ndo, o que pode ser muito dificil de se saber através da pos-
condicao e dos comandos nos ramos then e else (ou sé then) do if. Note-se que
se a po6s-condicao do if for conhecida, os ramos do mesmo podem ser avaliados
de tras para frente, mas n&o o comando todo propriamente dito. Na figura abaixo
isso fica claro para o caso do if-then-else (para o if-then a explicacdo é

semelhante):

PUB® R {R} G {Q} PUZB®S {S} G{Q}
{PUB} G {Q} {PUZB} G { Q}
{ P} if Bthen C else G fi { Q}

Figura 31 - Corrigir os ramos do if de tras para frente

Quando se corrige cada ramo de tras para frente, pode se chegar a duas
pré-condi¢cbes diferentes, como é possivel se observar acima. Porém, no caso
geral, a partir de R e S néo é possivel descobrir P sem o uso de um provador de
teoremas, justamente porque nao da para se saber se B vale ou ndo antes da

execucgdo do if sem a utilizagdo do mesmo.

4.6
Correcéo do Comando if Quando a Pés-Condicao é Desconhecida

Quando se corrige os ramos de um comando if-then-else na ordem em
gue foram escritos, algo que ocorre quando nao se sabe a sua pds-condicéo, é
gue esta pode ter dois valores possiveis dependendo da avaliacao do teste, pois
a sua execucao pode seguir por dois ramos diferentes.

Quando P permite avaliar B, ja foi dito que a pré-condicdo de um dos
ramos possuird uma contradicdo. De acordo com as heuristicas apresentadas
para a correcdo dos axiomas, essa sera levada até o fim do ramo, ja que em

nenhum momento a contradicdo sera eliminada. Logo, pode-se dizer que a pés-
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condicao do if sera a disjuncao da de cada ramo. Como uma delas sera falsa, e
tem-se que A U~ © A, chega-se ao resultado desejado.

Ja quando P nédo permite avaliar B, tem-se que, de fato, a disjuncao das
poés-condicdes € o que vale para o if. Nas figura abaixo mostra-se as provas
para os casos if-then-else e para o if-then (obtido fazendo o ramo do else ser o

skip):

{PUB}GCG{Q}) Q® QUR {PU®B} G{R} R® QUR
{PUB} G {QUR} {PU@B} G{ QUR}
{ P} if Bthen C else G fi { QUR}

Figura 32 - Correcéo do if-then-else para deteminar sua pds-condi¢ao

{PUB}C{Q} Q® QU( PU®B)
{PUB}C{QU(PU®B) } PUZB® QU ( PU®B)
{ P} if BthenCfi { QU( PUZB) }

Figura 33 - Correcao do if-then para deteminar sua pés-condicao

No topo de cada prova pode-se verificar que ha enfraquecimentos. Sdo
esses enfraquecimentos que ndo seréo levados até os axiomas, pois a prova
pode ser facilmente construida desta maneira. Afinal, a vantagem de tal
heuristica € apenas minimizar o espaco de busca durante a construcdo das
provas, para ndo se ficar tentando fazer enfraquecimentos e fortalecimentos para

qualquer regra. Sendo que nesse caso tal vantagem nao existe.

4.7
Problemas com Vetores

As heuristicas mostradas acima fazem a prova de corre¢do de programa
automaticamente, exceto pela verificacdo de sentencas. Entretanto, sabe-se que

elas sao validas se o programa satisfizer a sua especificacao dada pela sua pré-
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condicéo e pela sua pds-condi¢do. Portanto, a prova sera correta a ndo ser que
0 programa nao satisfaca a mesma.

Contudo, quando vetores sao incluidos na linguagem utilizada pelo corretor
de programas, isso ndo pode mais ser feito automaticamente. Infelizmente as
duas ultimas heuristicas mostradas acima néo funcionam adequadamente com
vetores. O problema ocorre quando a variavel que recebera o novo valor na
atribuicao é a posicédo de um vetor.

O que acontece é que as propriedades que descrevem vetores sdo
geralmente relacionadas com todos os seus elementos, e ndo a alguns
especificos. Logo, um provador de teoremas ou um ser humano sdo necessarios
para fazer certas inferéncias relacionando indices, a posicdo sendo modificada e
as propriedades referenciando o vetor inteiro.

Quando corrigido de tras para frente, a pré-condicdo sera igual a poés-
condicdo se a assercao da pds-condicdo diz respeito a todo vetor. Por exemplo,
na figura abaixo, a prova ndo pode ser comecada pela p6s-condicdo porque a
pré-condicdo sera idéntica a ela, o que gerara uma sentenca invalida:
"1(j<i® ajl=j)® "j(j<i+1® a[j]=]). As maneiras errada e correta

de se fazer a prova séo, respectivamente:

P® Q { Q} a[ i ] :
{P}ra[li]: =i

{R}a[i ] :=i { Panda[ i ] =i} Pandal i ] =i ® Q
P® R {R}a[i]:=i
{Prafi]:=i{Q}

onde P="j] (j <i ®a j]=7j),
Q="j (j<i +1®aj]=j)eR=(Pandi =i)

Figura 34 - Prova que ndo pode ter a correcao iniciada de tras para frente

Ainda, quando se tenta achar a pés-condi¢cdo mais forte de uma atribuicéo,
a insercdo de existenciais pode causar problemas, porque a propriedade da
posi¢do do vetor sendo modificada ndo pode ser facilmente encontrada na pre-

condi¢do. Adicionalmente, se esta for descoberta, a nova pré-condi¢do, que é
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mais fraca do que a antiga, é dificil de ser obtida, ja que inferéncias com os

indices devem ser feitas.

4.8
Diminuicdo do Tamanho das Sentencas e Assercdes

Como anteriormente foi explicado, a inclusdo do existencial pode tornar as
sentencas e asser¢cfes muito grandes. Além disso, algumas vezes o0 proprio
usuario pode entrar informacdes repetidas na pré-condi¢cdo ou na pés-condicao,
como por exemplo true and true, o que também contribui para o crescimento
das sentencas a serem demonstradas e das assercdes. Portanto, parece ser
interessante simplifica-las sempre que possivel a cada fortalecimento ou
enfraquecimento.

Supondo cada assercdo como um conjunto de conjuncdes, ou seja, uma
assercdo P sendo sempre da forma P, U ... U P, onde cada P; é uma sentenca
l6gica, pode-se remover um desses Pj's sempre que ele for o true ou se
$j(itj® P =P).

Ainda, se P possuir um termo com um quantificador que ndo possua
variaveis livres, ou seja, varidveis que correspondam aquelas presentes no
programa, o mesmo pode ser removido do conjunto de conjuncgdes.

Também, supondo-se que um termo com quantificador seja um conjunto
de conjuncdes, o tipo de simplificagdo citado acima pode ser feito
recursivamente.

Em outras situacbes, um dos termos do conjunto de conjuncdes €
redundante, por haver um outro que engloba seu significado. Um exemplo seria
se x 3 0 e x >0 fossem termos de P. Obviamente, x 3 0 é uma informacao que
ja esta presente no conjunto, podendo ser retirada. Porém, para se fazer este
tipo de simplificacédo, faz-se necessario o uso de um provador de teoremas.

Finalizando, seria possivel simplificar uma assercdo se uma contradicdo
fosse encontrada, transformando-a em false. Pode-se também diminuir
sentengas e asserc¢des considerando-se as propriedades da aritmética e a légica
de primeira ordem. Todavia, novamente seria necessario o uso de um provador
de teoremas.

De acordo com o que foi dito nos ultimos dois paragrafos, fica evidente que
ndo vale a pena implementar um simplificador de sentengas e asserc¢des. Afinal,

no caso geral, as simplificacbes a serem feitas se encaixariam no que foi
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abordado neles. As excecdes, basicamente, sdo quando o usuario entra
informacfes redundantes nas assercbes ou quando O programa possui

computacdes desnecessarias, tais como a expressao true no teste de if.
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