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Modelo do Sistema com Apoios Elasticos

Neste capitulo desenvolve-se a formulacdo de um modelo analitico para o
problema do rotor horizontal discutido no capitulo 2, adaptado com apoios
elasticos (silicone). A analise ¢ feita basicamente no regime permanente. Mostra-
se 0 modelo utilizado na figura 4.1.

Os fenomenos incluidos na modelagem sdo o efeito giroscopio (rotor fora
do méio), desbalanceamento do rotor e empenamento do eixo. A metodologia
usada na modelagem ¢ praticamente a mesma desenvolvida no capitulo 2,
adicionando-se o tratamento do problema da inclusdo de apoios elasticos no

sistema.

Figura 4.1: Modelo do Rotor com Apoios Elasticos

41.

Inclusao de Apoios Elasticos

A idéia deste trabalho ¢ estudar a dinamica do rotor quando sdo incluidos
apoios elasticos nos rolamentos, comparada com a dindmica do rotor sem os

mesmeos.
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O trabalho parte do problema do rotor estudado no capitulo 2, cuja
amplitude de movimento transversal ndo permitia a passagem pela freqiiéncia
critica de translacdo, nas condi¢des de desbalanceamento e empenamento
existentes. Neste caso podem ser incluidos apoios flexiveis nos rolamentos para
atenuar o problema. A propriedade destes dispositivos, de suprimir ou atenuar as
vibragdes ¢ incrementada com o aumento da elasticidade € do amortecimento dos
mesmos (Bormann e Gasch [6]), produzindo também uma diminui¢do das
velocidades criticas e freqliéncias naturais do sistema. Por esta razdo foram
construidos apoios com um material muito flexivel, sendo que apds diversas
tentativas, logrou-se a consisténcia mais elastica com silicone..

O desenho dos apoios elasticos, ¢ mostrado na figura 4.2.

bw

Dimensoes em mm

Figura 4.2: Desenho dos Apoios Elasticos

O projeto dos apoios elasticos foi feito atendendo apenas a um critério
qualitativo, ou seja observando-se a forma geral deste tipo de dispositivos, como
por exemplo ¢ mostrado em Vance [33], para apoios formados por 2 O-rings
(anéis de secdo circular). No presente trabalho foram construidos apoios com o
formato de um R-ring (anel de secao quadrada) vulcanizado na peca, sem nenhum

critério especifico a principio.

4.2,

Equacoes de Movimento

Como foi mencionado na se¢do 2.1, as equagdes de movimento podem ser

obtidas a partir da conservacdo da quantidade de movimento linear e angular,
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considerando um sistema de coordenadas em termos das rotagodes ¢ translacoes do

disco no plano perpendicular a linha de centro dos mancais.

Elementos Basicos das Equagoes de Movimento
o Definem-se os seguintes graus de liberdade (duas translagdes e duas

rotagdes para o disco, e duas translagdes para cada apoio):

T
X={y1 Y ¢ 2oz 9y Zz} (4.1)
. Vetor deslocamento do centro geométrico do disco (w) e do centro de
massa (s) respectivamente:

X X

W, s

(4.2)

. Definem-se as forgas elasticas (for¢as e momentos, K : matriz de rigidez):

T
FR={Fy F, My, F, Fi F. M, F,| =-Kx, (43)

Y y
. Definem-se as forcas devidas ao amortecimento externo (C: matriz de
amortecimento):

T .
Fa:{Fyl Fy M(PZ Fy2 Fy F; M(py FZZ} :_CXW (4.4)

o Definem-se as forcas de inércia e giroscopicas (M: matriz de massa, G:

matriz giroscopica):

T
F+Fg={F1 F, M, F, Fi F. M, F,| =Mi+Gk, (4.5)

y y z

Matriz de Rigidez
A matriz de Rigidez ¢ calculada na forma descrita na se¢do 2.1 A

determinagdo da matriz de rigidez se encontra no Apéndice A.2.

(4.6)
ki ko —kz 0

ka1 kpp  —kp3 kg

k31 —k3n k33 —k3y
0 ki —haz huy
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A matriz de rigidez (formada por duas submatrizes, correspondendo uma ao

plano horizontal e a outra ao plano vertical) tem o aspecto mostrado na equagao

(4.6) para o caso simétrico (caso geral os coeficientes sdo distintos)

Matriz de Amortecimento

Como mencionado anteriormente, a dissipacdo de energia viscosa ¢

modelada por forgas de amortecimento, sendo estas proporcionais a velocidade

absoluta. Para o sistema com apoios elasticos, propde-se o seguinte aspecto para a

matriz de amortecimento (s6 considerando a modelagem do amortecimento

estrutural, logo sera incluido o efeito dos apoios elasticos):

0
a1 ‘2
2 €22

ar  —2
€12 22

0

(4.7)

Esta proposta ¢ baseada em uma analogia entre as for¢as de amortecimento

externo do sistema com e sem apoios eldsticos.

o Forcas de amortecimento externas no sistema sem apoios elasticos:
£y ap ¢ Y 1y +enp
11 12 z
Mp: | |2 ex ¢ | | cr2ytend:
F, aqr <l z Cl1Z=C2-0)
My, 2 n )Py |T2itang,
o Forcas de amortecimento externa no sistema com apoios elasticos
F .
1 0 N 0
y car < y 1y +e;
M. 12 P C12-Y+€22.9;
' 0
Fyy 0 y 2| _ .
F. z1 0 “1
FZ a1 2 z 1122 '¢y
M, —C12 Py 122+ Co0.Py,
F., 0)|2, 0

(4.8)

(4.9)
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Pode-se notar que as forgas externas nos graus de liberdade do disco sdo as
mesmas nos dois sistemas, isto levando em conta que os apoios ndo estdo
expostos ao meio externo.

Para ter certeza desta proposta, realizou-se uma verificacdo experimental,
que consistiu em analisar os sistemas através de testes modais. Como a
determinagdo da matriz de amortecimento se faz com o disco sem rotacao, as
equagdes dindmicas estdo desacopladas nos planos horizontal e vertical, o que
permite fazer a analise em separado para cada plano.

No caso do sistema sem apoios elasticos, cada plano contém dois graus de
liberdade, logo cada plano tera dois amortecimentos modais € o sistema no total
tera quatro amortecimentos modais. Comprovou-se o resultado fazendo testes com
o martelo de impacto, determinando-se experimentalmente a existéncia de quatro
amortecimentos modais no sistema, dois em cada plano.

No caso do sistema com apoios elasticos, cada plano contém quatro graus
de liberdade, indicando que cada plano poderia ter quatro amortecimentos modais,
e o sistema em total poderia ter oito amortecimentos modais. Devido a inclusdo
dos quatro graus de liberdade pertencentes aos apoios, obtém-se uma matriz de
amortecimento (C) em geral cheia.

Os testes realizados com martelo de impacto, mostraram que apesar da
inclusdo dos apoios elasticos no sistema, a quantidade de amortecimentos modais
continua sendo a mesma que no sistema sem apoios eldsticos. O qual fundamenta

o modelo proposto na equacgao (4.7).

Efeito da Inclusao dos Apoios Elasticos nas Equagoes de Movimento

De acordo com o modelo mostrado na figura 4.1, o movimento dos apoios
foi considerado por quatro deslocamentos, um horizontal e um vertical para cada
apoio. Fazendo uma andlise do desenvolvimento das equacdes de movimento,
considerando equilibrio nos dois planos, e o comportamento dos apoios
representado pelo seu modulo complexo (e respectiva rigidez ¢ amortecimento
também complexa), considerando também que os dois apoios sdo idénticos,
conclui-se que o efeito da inclusdo dos apoios € representado por forcas elasticas
proporcionais aos deslocamentos dos apoios, que expressadas em forma matricial

sao:
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kl + iCl

kl +iCl

kl +iCl

N

Pz

2
a

2

77

(4.10)

Para o estudo da solugdo homogénea, a equacao (4.10) corresponde a matriz

Kc da equacdo (3.15) do modelo ADF.

Considerando a solucdo particular do problema e o amortecimento viscoso

. . : L c
equivalente para o material viscoelastico (c¢,; =—

excita¢do), a equacao (4.10) pode agora ser escrita da seguinte forma:

N
@

)
|

22

o)
—

4.11)

, Q ¢ a freqliéncia da

N

?;

2
2

22S

A consideragdo de amortecimento viscoso equivalente ¢ supondo um

comportamento histerético do material viscoelastico, o qual pode ser feito ja que a

regido analisada no espectro de freqiiéncias do silicone esta fora da regido de

transicao.
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Da equacao (4.11), podem ser expressas as novas matrizes de rigidez e
amortecimento para o sistema com apoios flexiveis, para o caso da solugdo
particular do problema:
kii+thk ko ks 0

kor ko kaz o kog

k31 kay k33 ks
0 kap ka3 kaat+h

K- 4.12)
kiitk ky ks 0
ko kyy —ky3  kpa
k31 —k3n k33 —kay
0 kay  —kaz kaa+hy
a
€ €23
3 €33
a
C- (4.13)

€66 C67
C67 €77

ok

Influéncia da Inércia Rotacional e do Efeito Giroscopico
Na secdo 2.1 foram desenvolvidas as expressdes para a influéncia da inércia
rotacional e do efeito giroscopico:
0 My,
A _ . |
Mg =11,$y, +1,Q¢, = Mqoy (4.14)
1a¢z _IpQ¢y M;OZ

Ordenando de acordo aos graus de liberdade ja definidos na equagao (4.1):
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£y 0 n N
£ 0 y y
M(gz 1a¢z _IpQ(by ¢z ¢’z
ol il 0 My {2l g2 (4.15)
F, 0 | |
F, 0 zZ z
M, 1,4, +1,Q0, Py Py
F 0 &) s 2 N

Onde Mg representa matriz de inércia rotacional, ¢ G ¢ a matriz

Giroscopica:

G = (4.16)

1,Q

Onde as componentes da matriz G ocupam as posicoes (3,7) e (7,3).

Matriz de Massa
M =diag(m, m I

o m. om. m I, m) (4.17)

r r

Onde m, é a massa do apoio.

Equilibrio do Sistema
Para obter-se o equilibrio no sistema as forcas de inércia e giroscopicas tem
que ser iguais as forcas de rigidez e de amortecimento:

(FI+FG)S :(FR+Fa)W
MXx, +Gxg +Cx,, +Kxy, =0

(4.18)

Excitaciao Devido ao Desbalanceamento
O desenvolvimento ¢ o mesmo mostrado na se¢do 2.1. Considerando

excitagdes devido ao desbalanceamento e a montagem incorreta do disco, com
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velocidade constante €2, a relagdo entre as coordenadas inerciais do centro de

massa (s) e do centro geométrico do disco (w) é:

Xg =Xy +€

| | 0

y y e cos(Qr + j)

P- P acos(Qr+17)

2 _ b} N 0 (4.19)
7] 7] 0

z z esin(Qz+ f)

Py @y —asin (Qt +7)

), (22, 0

Derivando duas vezes a equagao (4.19):

Xg = Xy, +€
N N 0
y y —e . Qsin(Qr + )
@, Q. —a.Q.sin(Qr +7)
Y2l |7 s 0 (4.20)
% 4 0
z z e Q.cos(Qr+ f)
Py Py —a.Q.sn(Q1 +17)
nl] |z, 0
Xg =X,y +€
. . 0
N N
¥ ¥ —e.QZ.cos(QH,B)
@, P, —CZ.QZ.COS(Qt-f-?])
Yy 3 b%) N 0 (4.21)
7 7 0
z z —e.Qz.sin(Qt+ﬁ)
?_y ?)'y a.Qz.sin(Qt+77)
22 s 22 W 0

Substituindo as equagdes (4.20) e (4.21) na equagdo (4.18), obtemos a
equagao matricial de movimento com excitagdo externa devido ao

desbalanceamento:

Miy, +(C+G)xy, +Kxy, = -Mé—Gé (4.22)
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Da equacao (4.22), com alguma manipulacdo, as forcas de

desbalanceamento (Fgesy) € de ma montagem do disco (Femp) sdo:

Faesh =me Q{0 cos(Qr+4) 0 0 0 sin(Qr+p) 0 o}T (4.23)

Frum = (141, )a@2{0 0 cos(Qt+7) 0 0 0 —sin(Qi+n) 0}

r (4.24)
~(1,~1,)a? { sin(Qt+77+900) cos(Qt+77+900)
Excitacio Devido ao Empenamento do Eixo
0 kyor, cos(Qr—y)
r, cos(Qr—y) kyor,, cos(Qr—y)
0 k3o, cos(Qt—y)
0 kyqor, cos(Qf —
Femp =K S . ( }/) (4.25)
0 ko1, sin(Qt—y)
r, sin(Qr—y) kyor, sin(Qt—y)
0 —k327"0 sin(Qt —}/)
0 k42]"0 sin(Qt —]/)
A excitagao total seria:
F= Fdesb + me + Femp (426)

Equac¢io de Movimento Matricial Completa
A equacdo de movimento sob a forma matricial considerando excitagdes

devidas ao desbalanceamento, ma montagem do disco e empenamento do eixo, é:

Miy, +(C+G) Xy + KXy =Fgesh + Fum + Femp (4.27)

43.

Solugao das Equagoes de Movimento

Solu¢do Homogénea
Segundo a metodologia descrita na se¢do 2.7, a solugdo homogénea da

equacao de estado é:

X =X () (4.28)
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Sentidos da Precessao e Nutacao do Disco

. As consideragoes sao as mesmas descritas na se¢ao 2.7.

Diagrama de Campbell
Seu aspecto com respeito aos autovalores correspondentes ao rotor, ¢

similar ao caso sem apoios elasticos.

Modos de Vibracio do Sistema
Os modos s3o determinados de forma exatamente igual ao descrito na se¢ao

2.7.

Soluc¢ao Particular
Se o sistema tem axissimetria, com respeito aos planos horizontal e vertical,
a equacgdes de movimento podem ser escritas em forma complexa, reduzindo a

ordem do sistema pela metade.

Nota¢io Complexa

n=y +iz r=y+iz P=0,+ig, =Yy +izy (4.29)

i A n
7 7 r
M: ++Cq  r+K = Fdesb + Fium + Femp (4.30)
o 4 o
) ) )
Onde:
m, 0
m c —i.c
M = c-| ™M 12 (4.31)
]a l.C‘12 022 —l.]p Q
m, 0
kll +(k1 +i.Cl) klZ —i.k13 0
k k —i.k k
I_(: ' 21 ' 22 23 ' 24 (432)
l.k31 Z.C32 k33 l.k34

0 k42 —i.k43 k44 + (kl + i.Cl)
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(4.33)

1Qt

kon 12”7 .
Fomp=1 ¢ < (4.35)

Caso Axisimétrico - Solucio Sincrona (+)
Considerando o procedimento descrito na secdo 2.7, para o caso

axisimétrico e supondo a solugdo sendo do tipo:
X = xoeiQt (4.36)

Onde:

x={n r o n}

Substituindo a equagdo (4.36) na equacdo na equagdo de movimento, ¢

fazendo alguma manipulagdo:

(I_( _02M+ iQ(Q)).xoeiQt —F, ¢

klz.l"o.e_i}/
m eQzeiﬁJrk re 7 (4.37)
F - e 220+
o 2 i(7+90° i(—y+90°
(Ia—lp)aQ el(n )+k32.r0.el( 7+90°)
k42.7’0.€_i7/
X, = HF, (4.38)

Onde H ¢ a matriz de resposta em freqiiéncia ou matriz da fun¢do de

transferéncia:
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H-= (1_(—921\_4 +iQ((_Z))_1 (4.39)

Sendo que o sistema ¢ linear, pode-se também aplicar o principio de
superposi¢do, obtendo as respostas para cada excitagdo em separado:

X =Xdesb + Xmm + Xemp (4.40)
Onde:

Xdesb = H.-Fges
Xmm = HEnm
Xemp = H.Femp
Caso Nao Axisimétrico
Quando ndo existe axissimetria a equacdo de movimento tem que ser tratada
como tal (ndo pode ser representada em notacdo complexa). Levando em conta as

seguintes relacdes:
cos(Qr+6)= %(ei(QH@) +e—i(Qt+6’))
sin(Qf +6) = — é (ei(QHH) B e—i(Qt+9))

As excitacdes podem ser decompostas da seguinte forma:

0 0
1 1
0 0
oL o2l 0L s 0] —i(arp)
desb—zme 0 e + 0 e (4.41)
—I i
0 0
0 0
0 0
0 0
1 1
me_l(za—z )ae2? Ol i)  JOL i(eem) Ly 49
2 P 0 0
0 0
i —i
0 0
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—ky —ki
ky2 kp2
ka3 ky3
Femp =5 e | () | el i) (4.43)
ikyq —iky;
—ikyy ikyy
iky3 —iky3
ikgq —ikyq

Solu¢ao Sincrona (+) (procedimento da se¢do 2.7)

H, -(K-0’M +iQ(C+G))_1
Solucao Sincrona (-) (procedimento da secao 2.7)

Hy, =(K-Q’M-i0(C+ G))_l

Solucio Completa (procedimento da secdo 2.7)

2 2 1) 90)
a(j)+d(j) cos| Qr+1tg [%

Xtotal( /)

Um outro tipo de solucdo ¢ decompondo as excitagdes da seguinte forma:

Forcas de Desbalanceamento:

Fdesb1:{0 meQZcos(Qt+f) 0 0 0 0 0 0

(4.44)
Fdesb2:{0 000 0 meQ?sin(Qr+p) 0 0}
Forgas de ma montagem:
melz{o 0 (I,~1,)a@%cos(Qu+7) 0 0 0 0 0}
(4.45)

mezz{o 0000 0 ~(1,-1,)aQsin(Qr+n) 0f

Forcas de empenamento:
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Femp, = {k127, cos(Qt—=y) 0 0 0 0 0 0 0}
Femp, ={0 k1, cos(Qi—y) 0 0 0 0 0 0f
Femp, ={0 0 kzpr,cos(Qi=y) 0 0 0 0 0}
Femp, ={0 0 0 kgr,cos(Qt-y) 0 0 0 0 @46)
Femps ={0 0 0 0 kypr,sin(Qr—y) 0 0 0
Femp, =10 0 0 0 0 kyr,sin(Qi—y) 0 0}
Femp, ={0 0 0 0 0 0 —k3pr,sin(Qr-y) 0
Femp, ={0 0 0 0 0 0 0 kyr,sin(Qr-y)}
Levando em conta que:
cos(a).t+¢9):Re(ei(w't+9))
(4.47)

sin(w.+6) = Im(ei(w't+€) )

E atendendo a solugao sincrona (+):

‘= HFOei(QH@S)

A solugdo para uma excitagdo do tipo F(t) =F, cos(a)t + 9) e
F(t) =F, sin (a)t + (9) ¢ respectivamente (em sistemas com um grau de liberdade):

x = HF, cos(Qr — ¢)

x=HF, sin(Qt - ¢) (4.48)

Onde ¢ ¢ a fase de HF, (que ¢ um numero complexo).

Assim, estendendo a relagdo mostrada na equagdo (4.48) para sistemas com
varios graus de liberdade, a solugdo total é obtida aplicando o principio de
superposi¢do, mas este procedimento ¢ computacionalmente mais demorado.

Finalmente, ambos métodos de solu¢do, podem ser aplicados também

usando o modelo ADF, dando obviamente resultados similares.

44,

Discussao sobre o diagrama de Campbell

Na solugdo homogénea da equagdo de estado, os parametros modais do

sistema estdo embutidos na solu¢cdo do determinante da equagao caracteristica:
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det(AI-A)=0 (4.49)

Onde a solugdo da equagdo (4.49), fornece os autovalores do sistema, que
em geral sdo complexos e cuja parte imagindria indica a freqliéncia natural
amortecida, a qual ¢ mostrada em funcao da freqiiéncia no diagrama de Campbell.

O diagrama de Campbell serve para, em uma certa velocidade de rotacao,
saber quais sdao as freqiiéncias naturais. Com isso também, se o modo ndo for
amortecido, ter uma idéia das possiveis ressonancias. Se a ressonancia ¢ causada
por uma excitacdo sincrona, como de um desbalanceamento, entdo usa-se tracar
uma reta de 45° para determinar as velocidades criticas.

Ja no caso dos modos serem amortecidos, a analise ¢ outra. Na solugao
particular, um indicativo para a determinacdo das freqiiéncias criticas do sistema ¢
o determinante da equagdo caracteristica:

det(iQ1-A) (4.50)

Para obter possiveis freqiiéncias criticas, examina-se este determinante em
funcdo da freqiiéncia da excitagdo, obtendo uma funcdo com um ou varios
maximos, pontos que sdo chamados de freqiiéncias criticas (maximizam a resposta
em freqii€ncia), e que sdo calculados igualando a derivada da fungdo determinante
(4.50) a zero. Para obter as freqiiéncias criticas exatas, t€ém-se que analisar a
resposta em cada grau de liberdade, que ¢ constituida do cofator (numerador) e o
determinante (denominador) da matriz de resposta em freqiiéncia.

E importante notar que as expressdes e os resultados obtidos das equagdes
(4.49) e (4.50) sao matematicamente distintos, ou seja as freqiiéncias naturais
amortecidas e as criticas em geral sdo diferentes, mais ainda no caso do sistema
com apoios elasticos.

S6 no caso de um sistema sem amortecimento ¢ que as freqliéncias naturais
e criticas s3o iguais. No caso de um sistema ndo conservativo, fazendo uma
analise modal, em principio se poderiam obter as freqiiéncias criticas a partir dos
autovalores do sistema (cada modo pode ser tratado em separado como um
sistema independente de um grau de liberdade), mas isto ndo € possivel devido ao
fato da matriz de estado ndo ser simétrica (os sistemas nao conservativos em geral
sdo melhor abordados no espago estado), fazendo com que os autovetores nao
sejam ortogonais com respeito dela (tém a propriedade de biortogonalidade), o

que impede o desacoplamento das equagdes de movimento.
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