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Curvas Algébricas de género trés em caracteristica dois com
poucos pontos de Weierstrass

Estudaremos neste capitulo curvas de género trés em caracteristica
dois com o numero de pontos de Weierstrass menor do que o maximo

possivel.

3.1
Normalizacao e Wronskiano da curva

Uma curva algébrica nao singular completa e nao hipereliptica de
género treés, utilizando o sistema linear canonico, pode ser mergulhada em
P2, como o lugar dos zeros de uma qudrtica. Assim, podemos escrever a

equacao afim da curva como sendo

flay) =) ey’

i+j<4

Podemos supor que x é uma variavel separante. Neste caso o Wronskiano é

dado por
1 vy
Wie=det| 0 1 d; | =ds,
0 0 d
onde d; = DY (y). Para Calcular este Wronskiano consideremos as ex-
pansoes de Taylor genéricas
T(x)=x+t

>0

O célculo das derivadas se baseia em que

JT@.TW) = Y ey T T(y) =0.
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Expandindo o lado esquerdo desta equacao em ¢ temos

fT(2),Tw) = flay) + 100 cyia'y? + ja'y’ " dr))+

]

tQ(Z Cij( ( ) > xl—Qyj + Z‘sz—lyj—ldl + jxly]—1d2_|_
(2%}

(; ) PP E)) +

A igualdade dos coeficientes de t fornece

Z Cisz‘flyj
di = fm __ =1 mod?2
1 il

B Jy a > cyaiyit

j=1 mod 2
(S
I > i 7Y+ fofy > cit' Tyt 4 f2 > cija'y 2
d i=2,3 mod 4 i, j=1 mod 2 j=2,3 mod 4
2 pu— . .
(2 ) cixty/ 1)
j=1 mod 2

Logo, o Wronskiano da curva é dado por

N

W’C:f—g’

onde,

Ne =13 Z iy Y+ fo fy Z ey T fL Z ciya'y’ 7.

i=2,3 mod 4 i, j=1 mod 2 7=2,3 mod 4

Como a curva ¢ classica(de [[{], Teo. 1, p. 379]) temos que a seqiiéncia de
ordens genérica é 0,1,2; os outros tipos de seqiiéncia sao 0,1,3 e 0,1,4. Seja
R o divisor de Ramificacao do morfismo canoénico. Segue da secao R.1] que
deg R = 24 e que o peso dos pontos com seqiiéncia de ordens 0,1,3 e 0,1,4
¢ igual a 1 e igual ou maior que 2, respectivamente.

Como estamos interessados em curvas que possuam um ntumero de pontos
de Weierstrass menor do que o méximo ¢> — g = 24, devemos ter pelo
menos um ponto P com seqiiéncia de ordens 0,1,4. Temos entao que 4P ¢
um divisor canonico que é o divisor de intersecao da curva C' com a reta
tangente em P e esta tangente é na realidade uma bitangente com suporte

no ponto P. Pelo teorema de Clifford existe uma caracteristica teta que esta
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associada a uma bitangente. Normalizamos P = Py, = (0:1:0).

Entao, existem fungbes x,y € K tais que ¢ € L(3Pyx) e y € L(4P).
Pelo Teorema de Riemann-Roch temos que dim £(12P,,) = 10, logo os 11
monomios da forma z'y’ com 3i + 45 < 12 sdo linearmente dependentes.

Dai, existem constantes aq, as, as, by, b1, ba, b3, by, c1, C2, 3 tais que
3 2 2 3 4 2 2
asy” + asy” + ary + by + b1x + box™ 4 b3x” + byx” + crxy + coxy” + csx’y = 0.

Por causa do estudo de ordens temos que os coeficientes as e by sao diferentes

de zero. Assim, dividindo a equacao dada acima por as e associando obtemos
YP + (o + a2)y? + (c32” + 12 + a1)y + bax* + bsx® + box® + bz + by = 0,

onde by # 0. Escrevendo A(x) = cox + ay, B(x) = c32® + cio + a; e

Clx) = byx* + b3a® + box? + by + by, temos a equacao:
Yy’ + Ax)y* + B(x)y + C(z) = 0,

onde os graus de A(z), B(z) e C(x) sdo no maximo 1,2 e 4 respectivamente.
Fazendo a mudanga y «— y+ A(z), que é vélida porque y é escolhido como

um elemento qualquer de £(4Py) =< 1,x,y >, temos
v’ + (A(x)* + B(2))y + A(x) B(x) + C(x) = y* + a(a)y + b(x),

onde a(x) = A(z)* + B(z) e b(z) = A(x)B(z) + C(x).
Observemos que a(z) tem no maximo grau 2 e que b(z) tem grau 4. Logo,

podemos escrever
YP + (co+ a1 + c2?)y + do + dyx + doz® + dyz® + dyxt = 0,

onde dy = by # 0. Podemos normalizar dy; = 1. Logo a nossa equacao é da

forma
y® 4 (co + c1z + cox?)y + (do + dyx + dyz® + dyz® + 2*) = 0.

Utilizando uma tltima transformacao podemos supor que dy = 0 e assim

obtemos

y2 + (ao + a1z + aox®)y + (byx + bya® + bsa® + 2*) = 0. (3-1)
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Observe que (ag, by) # (0,0), pois a curva é nao singular.

Utilizando a féormula do Wronskiano temos que

 fHba A by A agy) + arfufy +y 2

Wi 73

Os pontos de Weierstrass canonicos sao aqueles que estao no suporte do

divisor de ramificacao R

R = div(DY (y)) + 3div(dz) + 12Ps

= div(N) + 24Py,

onde
N =yf2 +arfofy + (asy + bsz + bz)f;-
Como
vp, (fy) = vp (¥° + a0 + a1z + aga?) = =8,

e

—6, se b3 #0
vp (fo) = ve (ay +bsz® +b1) =< —4, se by=0#a

0, se by=a; =0%#b,

temos que

—20, se as #0

—19, se ay;=0# b3

—16, se as =b3=0#by

—8, se ay=b3=by=07#0by,a; #0
=7, se aga=by=by=0b3=0+# ay
—4, se a; =as=0by=0b3=0%by.

vp, (Nk) =

Na quarta linha foi usado que para as = by = b3 = 0,

Ni =yf2+arfof, = (@3> +0D)y+ai(ay+b) (Y2 +ao+arx) = abyy® +- - -
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Portanto,
4, se ay # 0;
5,sea2:07£b3;
8,sea2:b3:07éb2;
Up,, (R) = (3_2)

16, se ag = b3 = by =0 #£ by, e a; # 0;
17,sea2:b1:b2:b3:07éa1;
\20,sea1:a2:b2:b3:()7ébl.

Nos outros casos a curva ¢ singular.
3.2
Matriz e Invariante de Hasse-Witt

Como a equagao canonica da curva é dada por
flz,y) =3 + (ap + a1x + asx?)y + (bix + bya® + bga® + z),

e como {?—z,x‘;—j,y?—j ¢ uma base de €;(0) devemos calcular

c(%),c(x%), c(yji_j). Pelo visto na segao P2, temos que

e = ( af;yum)% .

Logo,

Portanto, a matriz de Hasse-Witt para C' é

aq 0 0
H= g as 1
by b3 O

Pela definicao o invariante de Hasse-Witt é dado por

o = posto(hq;) (k) (hi;),
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ou seja,
ap 0 0 a? 0 0 aj 0 0
o=mposto| ay ay 1 ai a3 1 ag az 1
boobs 0 \ o2 02 0/ \ st bt oo

Fazendo as contas temos

al 0 0
o =posto | apal + aZatay + asbi + ajb? + ajas + agb:  al + asbl + a3bd ad + 02
a(fbl + Cgailbg + bilbg + aéa%bg agbg + bg a%bg
Seja
al 0 0
B = | apab + diatas + axdbl + aib? + ajas + agh? al + asbi + asbi  a + b3
a?bl + C%a%bg, + bzllbg + aéa%bg agbg + bg a%bg

Se somamos & segunda coluna a terceira coluna multiplicada por ci e a

primeira coluna a terceira coluna multiplicada por cg, temos que

al 0 0
o = posto de B = posto | agal + afatas + abf + albi asbi a + b3
affbl + aga%b:g + bzllb:g bg a%bg

Como det(B) = albs, temos que:
o < 3 se, e somente se, a; = 0 ou b3 = 0.

Consideremos trés casos:
(i) a; =0ebg #0.
(ii) a1 #0e b3 =0.
(iii) a3 =0 e b3 = 0.

Caso (i): Neste caso temos

0 0 0
B=| asbt axb} ad+ 02
b%bg bg (l%bg

Observemos que as duas primeiras colunas sao linearmente dependentes e

como o determinante

asbi a3 + bl

= b} 40,
B, albs 37
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temos que a matriz B tem posto 2.

Caso (ii): Neste caso

al 0 O
B = | apal + adatas + asbi + ajbi 0 a3
a$by 0 0
Assim, B tem posto 2 ou 1 se, e somente se, a, # 0 ou ay = 0,
respectivamente.
Caso (iii): Neste caso
0 0 0
B=| a} 0 a3
0 0 0

Assim B tem posto 1 ou 0 se, e somente se, a; # 0 ou ay = 0, respectiva-
mente.

Portanto, temos os seguintes resultados:

c=20
f(z,y) = v + apy + brx + boa® + .
oc=1
flz,y) = ys + (ao + ar2)y + bz + bor® + 1, @ # 0,
ou,
[, y) =9° + (ao + a2y + biz + bya® + 2%, a # 0.
o=2

f(z,y) = v + (ag + apx?)y + bz + byw® + byx® + zt by #£0,

ou,
flz,y) =9 + (ap + a1 + aox®)y + bz + box® + 2%, a1 #0 e ay #0.

o=3:

f(z,y) = y*+(ap+ a1 +asr®)y+bix+byx® +bsx® +2*, a; #0 e by #0.

Utilizamos [[[T], p. 60] para obter o seguinte resultado:
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Proposicao 3.1 A reta no infinito € a bitangente canonica a curva se, e

somente se, a; = 0.

3.3
Pontos de Weierstrass para curvas com Invariante de Hasse-Witt 0 = 3

Neste caso a caracteristica teta canonica nao é representada por
uma bitangente. Existem 7 bitangentes nao canodnicas, incluindo a reta no
infinito. Como vimos anteriormente, a curva tem invariante de Hasse-Witt
o = 3, se e somente se, a; # 0 e bs # 0.

No caso do ponto Py, = (0: 1 :0), temos que a sua seqiiéncia de ordens é
0,1,4 e de (B-2) temos que, seu peso é 4 ou 5 conforme ay # 0 ou ay = 0,
respectivamente. Se existir um ponto P de Weierstrass com seqiiéncia de
ordens 0,1,4 e peso 5 podemos normalizar a curva de forma tal que ele seja

o ponto P,,. Como conseqiiéncia disto temos dois casos a considerar:

Caso 1: Todos os pontos com seqiiéncia de ordens 0,1,4 tém peso 4,

ou

Caso 2: Existe pelo menos um ponto com seqiiéncia de ordens 0,14

com peso H.

Antes de estudarmos cada caso utilizamos um ultimo automorfismo para

supor que bs = 1, logo a nossa curva se reduz a
f= 93 + (&2332 + ayx + ag)y + zt 4+ 2% + box® + byz,

com a; # 0. Neste caso a matriz de Hasse-Witt é

aq 0 0
ap ag 1
by 1 0

Caso 1: Neste caso o ponto P, tem seqiiéncia de ordens 0,1,4 e peso 4, entao
as # 0.
De [[[I], p. 60], temos que, as bitangentes sdo dadas pela reta no infinito e
pelas retas

cr+cy+a=0,
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onde ¢ +asc+1=0¢e a®+aja+ apc® +bic=0. Como ay # 0, temos trés
valores diferentes para ¢ e como a; # 0, para cada valor de ¢, temos dois
valores diferentes para a. Em resumo, temos seis valores (c,a) diferentes
e para cada par (c,a) temos associada uma bitangente dada pela equagao

acima.

Seja (c,a) como acima e c*xr + cy + a = 0 a bitangente correspon-
dente. Entao, a bitangente tem suporte em um unico ponto quando
a(c® + az) + a1 + bye = 0.

Seja s1(c) = ¢ + age + 1; de s1(c) = 0 temos que ¢® + ap # 0. Logo para

cada valor de ¢ existe um valor de

B ac® + boc
2+ as

tal que a bitangente ¢’z + cy + a = 0 tem suporte em um tnico ponto.
Substituindo o valor de a na equacdo a® + aja + agc? + bic = 0 temos o

seguinte polinomio
59(c) = apc® + bic* + arbyc® + (alay + b3 + aga3)c + (aagby + a2by).
Neste caso, o nimero de pontos de Weierstrass é dado por
Nyy =21 — 34,

onde 7 ¢ o numero de raizes comuns de s1(c) e sa(c).
Genericamente i = 0. O fato de ¢ > 0 depende do anulamento da resultante

de 51 e sy:

Res(s1,52) = afaj + ajasbs + (apas + a3b3 + ajby + ajby)ai + b3a$ + (axby+
asbibs + agh3 + asb?)a? + (a3bs + albs)ay + b3 + bS + a3bibs+

agagby + b3b3 + biby + ad + apa3bs.
Afirmacao: i # 2.
Pelo Algoritmo de Euclides, temos que

SQ(C) = (a002 -+ blc + CL()CLQ)Sl(C) + (CLO + (Zlbl + agbl)(02 + DC + CLQ),

onde
b2 + aas + by

B ag + arby + azby
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Suponha que temos um fator quadratico comum a s; e so, digamos ¢ +
Ac+ B, entao
si1(c) = (c+ A)(c* + AC + B),

tal que A2 + B = a3 ¢ AB = 1. E na equacao dada acima temos que
2+ Dc+ay =0, se ag + arby + asb; # 0. Assim sendo as raizes comuns de
51 e sy devem ser rafzes de ¢2 + Dc + ay. Logo A = D e B = ay.

Se B = ay, entao A = 0, o que é uma contradi¢ao. Portanto, i # 2.

Os seguintes exemplos mostram que os valores 1 e 3 sao possiveis para i:

No caso ¢ = 3, consideremos a curva
v+ (@ +r+Dy+at +2°+ 27 =0.
O numerador do Wronskiano desta curva é dado por
N =14ax+ 22 + oy +ay* +y* +9° + 25

Logo, temos trés pontos de Weierstrass colineares (1 : n : 1) tal que

n3 4+ n+1= 0. Considerando o parametro local t = 1 + z, temos que
Nec@®) =1+ + 0 +n)t° + 1+t +---

mostrando que os pontos mencionados acima tém peso 4 respectivamente.

No caso i = 1, consideremos a curva
Y+ @@ +rr+ Dy+at+2° +a2*+2 =0,

onde 7 é raiz do polindémio 23 + 22 + 1. O numerador do Wronskiano desta

curva é dado por
Ni = Loty + 2’ + oy +r2y+ e ry 2o+ 2 oy rat P oy ot

O tinico ponto de Weierstrass da curva é o ponto (72 : 71 : 1). Considerando

o parametro local t = 72 4 z, temos que
Net)=(r+ D4+ (7 4+ D0+ 715 -+

Mostrando que o peso do ponto de Weierstrass é 4.
Caso 2: Suponhamos que o ponto P, tem peso 5. Como ja foi visto

anteriormente devemos ter ay = 0. Logo, a equacao da curva é

v* + (a1 + ag)y + 2t + 2 + by + by = 0.
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Como no caso anterior as bitangentes sao dadas pela reta no infinito e pelas
retas 2z +cy+a=0,onde 2 +1=0¢e a® + aja + apc® + bic = 0.
Também temos seis pares (c,a) diferentes dos quais somente trés desses
pares podem dar lugar a bitangentes com suporte em um tnico ponto. Isto
s6 acontece quando

cla+a))+by=0,

onde 3 +1=0ea=a;+b/c

Como no caso anterior, consideremos os polinomios:
s1(c) =3 +1,

SQ(C) = aoC4 + b103 + GleC + b%,

e a resultante dada por
Res(s1,82) = b3a? + agb3a? + albsay + al + b5 + bib + b33 + b3.
Pelo algoritmo Euclidiano, temos que
sa(c) = (apc + by)si(c) + (arby + ag)c + by + b3.

Logo, podemos ter os seguintes casos:

Caso 2.1: Se ajby +ag = 0 e by + b3 = 0, entao existem 3 pontos finitos com

ordens 0,1,4. Neste caso a equacao da curva ¢é dada por
Y2+ ar(z 4+ bo)y + 2 + 2 + by + by = 0,

com a; # 0 e by # 0, 1.
As equacoes das bitangentes sao dadas por cx + vy + c*a = 0, onde
3 =1ea=byc®+ a;. Os pontos de Weierstrass finitos sao as raizes
de

N = y(x + by)(x* + a3 + b3).

Se (a, ) é um ponto de Weierstrass da curva com ordens 0,1,4 ele

satisfaz as equacoes

B+ ar(a+by)f+ at + o + ba® + bia =
ca+f+cfa =
Bla+by)(a' +af +b3) =

Entao os pontos da forma («,0), com « € Fy, sdao pontos de Weiers-
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trass. Considerando t = x + o como parametro local temos

a+by,  ad+(a+ b2)3t3 N ad + (a+by)® + a3 (a + by)

A
a, aj(a + by) aj(a + by)?

y:

e,

Ni(t) = a2 + (a4 by)*(a* +a + b))t + - -

logo, o peso dos pontos da forma («,0), com o € Fy, é um.
Os pontos da forma (by, 3), com (3 raiz do polinémio y3+b3(by+1) = 0,
também sao pontos de Weierstrass da curva. Considerando t = x + by

como parametro local temos
Nx(t) = B(ai + b3(by + 1))t + - --

logo, o peso dos pontos da forma (by, 3), com 3 + b3(by + 1) = 0, é
um.

Por ultimo, consideremos os pontos da forma (w,d), com w raiz de
ri4+a3+b3 = 0 e 6 raiz de y> +a; (W+bs ) y+w3+bow? +bsw+at+b3 = 0.
Observe que estes pontos possuem o mesmo peso. Em resumo, temos
trés tipos de pontos de Weierstrass, os pontos («,0) com a € Fy;
os pontos (by,3) com B raiz de y> = bj(by + 1) e por tltimo
os pontos (w,d) com w raiz de z' + al + b3 = 0 e § raiz de
v+ ar(w + b))y + WP + bow? + b3w + a} + b3 = 0. Temos que os
pontos de Weierstrass dos dois primeiros tipos sao pontos de peso 1.
Como a curva tem 24 pontos de Weierstrass temos que os trés pontos

restantes do ultimo tipo, tém peso 4.

Caso 2.2: Se aybs + ag = 0 e by + b2 # 0, entdo nio existe ponto finito com

seqiiéncia de ordens 0,1,4.

Caso 2.3: Se a1by +ag # 0 e by +b3 = 0, entdo, sendo # uma raiz comum de
s1 e 9, temos que (a1by +ag)f = 0. Segue que § = 0. Mas > +1 =00
que é uma contradicao. Assim, ndo existe ponto finito com seqiiéncia

0,1,4.

Caso 2.4: Se aybs + ag # 0 e by + b3 # 0, entdo, temos no maximo uma raiz

comuim
by + b3

)
a1b2 + ag

que deve satisfazer ¢® + 1 = 0, ou equivalentemente,

b} + bib3 + biby + by + ajbs + afbyag + arbaag + ag = 0.
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Neste caso, o ponto finito de Weierstrass com seqiiéncia de ordens
0,1,4 pode ter peso 4 ou 5, como mostra o seguinte exemplo:

Consideremos a curva dada pela equacao:
y? + (br +a)y + 2* + 2% + ba® + az = 0,
onde a # 0. O numerador do Wronskiano é dado por
N = ab*z+ab*y+abr® +b°ry+bry* +aby? +aty+a*y+a’o+by* +b3 v 4oy,

A origem (0 : 0 : 1), que é o ponto de intersecao da reta r = y e a
curva, é¢ um ponto finito de Weierstrass com seqiiéncia de ordens 0,1,4.
A curva ¢ nao singular neste ponto, pois f,(0,0) = £,(0,0) = a # 0,

logo podemos considerar t = x como parametro local. Assim,
Ni = (a+ b))t +bt° +15 + - -

Portanto, o peso da origem é 4 ou 5, se a # b* ou a = b?,

respectivamente.
Assim, temos o seguinte:

Teorema 3.1 Uma curva C algébrica nao singular completa e nado
hiperelitica de género trés definida sobre um corpo algebricamente fechado
de caracteristica dois e com invariante de Hasse-Witt o = 3 € isomorfa a

curva dada por
3 2 4 3 2 _
y° + (a2x” + a1z + ag)y + (2" + 2° + bea” + bix) = 0,

com ay # 0.
O numero j de pontos de Weierstrass com ordens 0,1,4 € j=1,2,4 com peso
4 ou 5. Se todos os pontos de Weierstrass com ordens 0,1,4 tém peso 4,

entao, o numero de pontos de Weierstrass é
Ne =24 — 3j.
Se um daqueles pesos € 5, entao a curva € isomorfa a curva dada por
y + (a1 + ag)y + o+ 2% + bor® + bz = 0,

com ay # 0. Nesta curva o ponto no infinito tem peso 5. O numero de pontos
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de Weierstrass é

Ne¢

.

11,

16,

17,

20,

se

S€

se

a0—|—a1b2 :Ozbl‘i‘b%

Neste caso existem 3 pontos finitos com seqiiéncia de ordens 0,1,4.

B 4 D203+ bibd + 05 = @ + a2bubs + agb2bE + BB # 0.

Neste caso existe um ponto finito com seqiéncia de ordens 0,1,4 e peso 5.
b} + b3b3 + bibs + b5 = ad + adbibs + agbibs + b3b3 # 0.

Neste caso existe um ponto finito com seqiiéncia de ordens 0,1,4 e peso 4.
nos outros casos,

Neste caso nao existem pontos finitos com sequéncia de ordens 0,1,4.
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3.4
Pontos de Weierstrass para curvas com invariante de Hasse-Witt o = 2

Quando o invariante de Hasse-Witt é menor que 3 a caracteristica teta
canonica é representada por uma bitangente. Como vimos anteriormente a
curva tem invariante o = 2 se, e somente se, a; = 0 e b3 # 0, ou, a; # 0,
asg 7é Oe bg =0.

O seguinte resultado serd muito 1til na contagem de pontos de Weierstrass.

Proposicao 3.2 Seja C' curva algébrica nao singular completa definida
sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica dois e género trés
com tnvariante de Hasse-Witt o = 2. Entao, para qualquer bitangente nao

canonica, o peso de ponto de Weierstrass correspondente ¢é 4.

Demonstracgao: Podemos supor que a bitangente nao canonica é a reta no
infinito e que o correspondente ponto de Weierstrass é o ponto P,,. Podemos
obter uma normalizagdo da curva como em (B-1)).

Pela proposicao B.l, temos que a; # 0 e nesse caso temos que o invariante

de Hasse-Witt é 2 se, e somente se,

det a2b§ ag + bg _ b; _ 07
bg agbg

e ay # 0. De (B-2), temos que o peso do ponto de Weierstrass P., é 4. [J
Os dois casos a tratar estao relacionados com o fato da reta no infinito ser
a bitangente canonica.

Suponhamos que a reta no infinito é a bitangente canonica, isto é, a; = 0
e seu correspondente ponto de Weierstrass é P,,. Como bs # 0, podemos
normalizar a equacao da curva e supor by = 1.

De (B-9), temos que o peso de Py, é 4 ou 5, se as # 0 ou ay = 0,

respectivamente. A curva dada pela equagao
y® + (@92 4 ag)y + o* + 2% + bya® + bz = 0,
é nao singular, se b? # byby. Em particular b; # 0. Para esta curva a matriz

de Hasse-Witt é dada por

H = aoagl
by 1 0
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As caracteristicas teta nao canonicas sao dadas pelos divisores de intersecao

da curva com as retas
Ly: vz +ry+ (rPag+1by)? =0,

onde
4+ asr +1=0.

A intersecao de L, com a curva é um inico ponto se
3 (rfag + rbl)% + bor? + agr(rag + Tbl)% =0.
Utilizando o fato r® + apr + 1 = 0, temos que
(ag + agbd)r + (b1 + b3) = 0.

Se by +b3 # 0 e ag+axb3 = 0, ou, by + b2 = 0 e ag + azb3 # 0, nao existe um
valor para r, e assim nao temos pontos de Weierstrass finitos com seqiiéncia
de ordens 0,1,4.

Se by + b3 # 0 e ag + asb? # 0 temos um tinico valor para r, e assim temos
um unico ponto de Weierstrass finito com seqiiencia de ordens 0,1,4; mas

isto s é possivel se
by + b3b3 + biby + b5 + asbia + biajhy + byaga3 + aj = 0.

Por tltimo, se by + b2 = 0 e ag + azb3 = 0 existem trés valores para r, ou
seja, 3 pontos de Weierstrass finitos com seqiiéncia de ordens 0,1,4.
Pela proposigao todos os pontos de Weierstrass mencionados acima tém
peso 4.
Verifiquemos o resultado da proposigao P-4 no caso by +b3 = 0 e ag+axb3 = 0.
Para cada r, o ponto de intersecao da curva com a reta L, é
L 1
bi(agr?® + byr)s

a = 1 )
r2

aor® + bir 3
(aor® + bir)2
. )

b =ra+
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Como ag + asb? = 0, temos

1
(apr2+b17)2

B+ra = .

1
(a2 b§r2+b§r) 2
- r

= bQT.

Utilizando esta tltima igualdade, temos que f,(«, 5) # 0. Logo, podemos

considerar ¢ = x + « como parametro local, e assim

B+rt+ ! th+
= T e
Y ﬁ2+a2a2+a0

Ni = (1 +a2)*(@® + b))t + - -

Logo, o peso do ponto («, 3) é 4.

Portanto, o niimero de pontos de Weierstrass da curva é:

( 11, se ag=uay=0 e by = b3

12, se ag=azbh; #0 e by = b3

17, se as =0 ¢ ay#0 e by # b3

18, se ay #0 e ag # a3 e by # b3

20, se ag=ap=0¢e by #b3 ou ap=0 e ag#0 e b = b3

\

Se a reta no infinito nao é a bitangente canonica, isto é, a; # 0, entao o
invariante de Hasse-Witt da curva é dois se, e somente se, b3 = 0 e ay # 0.

A equacao da curva é dada por
=94 (as2® + a1 + ag)y + z* + by® + by,

com a; # 0 e ay # 0.
3/

: o 4
Podemos normalizar, substituindo x por a; /

5 5 ~
x ey por a; "y, a equacao da

curva para
f=v’+ (a2x2 +x+ag)y+ zt 4 by + by,

com ay # 0. Seja (p,q) um ponto da curva. A curva é singular no ponto
(p,q) se p(p> + bap + b1) = 0 e ¢ = by. Logo, a curva é singular no ponto
(0,b1) se ag + b? = 0. Por outro lado, o ponto (p, b;) é um ponto singular da

curva se p é raiz comum de p + bop + by € asp? + p + ag + b3, ou seja, se a

21, se az#0 e ag=abs #0 e by #b3 ou ay #0 e ag # axb3 e by = b3.
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resultante
R = (ag+b2)a3bi+ (a3b +b+ag )by + (ag+b3)% + (ag+b2)agh, +asb? +by = 0.
Logo, podemos concluir que a curva é nao singular se

(ao +b})R # 0. (3-3)

Suponhamos que a curva é nao singular, entdao a matriz de Hasse-Witt é

dada por
1 0 0
ag as 1
by 0 O

A caracteristica teta canonica é dada pela reta y + b; e as caracteristicas
teta nao candnicas sdo dadas pela reta no infinito (Z = 0) e as retas
asx + a;my + 7 = 0, onde 7 é raiz de W2 + W + apay + blaé/2 = 0. No
caso da caracteristica teta canonica temos que a reta y + b; intersecta a
curva em um unico ponto se, e somente se, by = asb;. Logo, estamos nas
condicoes do caso anterior. No caso das caracteristicas teta nao canonicas,
temos pela proposigao B.2, que o peso é 4 para o ponto P,. Por outro

/2 . .
y + r Intersectam a curva em um unico ponto, se

lado, as retas asz + a;
by = a;/ ’ Esta condicao independe de r. Logo, pela proposicao B.2, cada
ponto de Weierstrass tem peso 4.

Assim, temos o seguinte:

Teorema 3.2 Uma curva C algébrica nao singular completa e nao
hiperelitica de género trés definida sobre um corpo algebricamente fechado
de caracteristica dois e com invariante de Hasse-Witt 0 = 2 é isomorfa a

curva dada por
y? 4 (asx® + ag)y + x* + 2% + by + by = 0,
ou,
y? 4 (apx® + o+ ag)y + 2t + box® +bix =0, comay # 0, by # asby,

com as condigoes de nao singularidade, b3 # bibs para a primeira e (B=3)

para a sequnda. No primeiro caso a bitangente canonica tem suporte em um


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9816063/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9816063/CA

Curvas de genéro trés em caracteristica dois 37

unico ponto e o numero de pontos de Weierstrass é

( 11, se agp=ay=0 e by =03

12, se ag=axby #0 e by =13

17, se ay =0 e ag#0 e by # b

18, se ay #0 e ag # asbs e by # b

20, se ag=ap=0eb #b3 ouay=0 ecag#0 e by =03

\

caso contrario, o numero de pontos de Weierstrass é

15, se aé/Q = by
21, se a;/Q#bQ

3.5
Pontos de Weierstrass para curvas com Invariante de Hasse-Witt 0 = 1

’

Neste caso a curva tem duas bitangentes sendo que uma delas é a
bitangente canonica. Além disso, podemos supor que uma bitangente é a

reta no infinito. Logo, podemos considerar dois casos:
Caso 1: A bitangente canonica é a reta no infinito.
Caso 2: A bitangente canonica nao é a reta no infinito.

Se a bitangente canonica é a reta no infinito, pela proposi¢ao B, a; = 0.
A curva tem invariante ¢ = 1 se, e somente se, as # 0 e b3 = 0. Podemos
supor que P, é o ponto de Weierstrass correspondente a reta no infinito,
de (B-3), temos que o peso deste ponto é 4. Podemos normalizar a equagao

da curva, supondo as; = 1, e obter
f=9"+ (2* + ao)y + =" + bpa® + bz = 0.

A curva é nao singular se, e somente se, by # 0. Neste caso a matriz de

Hasse-Witt é
0 0 0

Qo

by 0 O

12 g ¢la

A caracteristica teta ndo canonica é dada pela reta z+vy = (ag+by)
intersecta a curva em um tnico ponto se, e somente se, by = 0. Supondo que

by =0e P,3 = (a,) é o ponto de intersecao da bitangente com a curva,

21, se as #0 e ag=asbs#0 e by #£b3 ou as #0 e ag # axb3 e by = b3,
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temos que
o = b (ag + b)"",

ﬂ = (CL() + 61)1/2 + bi/4(a0 + bl)l/s.

Os pontos finitos de Weierstrass sao raizes do polinomio
Nie =y* + (2" + (a0 + b1)*)y.

Como f,(a, 5) # 0, podemos considerar ¢ = = + a como parametro local,

entao 1 3 1 1
=08+ —t"+ St5+ -t + P4
W=t TR
€ 5 1
Nk (t) = b—4t16 + Et” + -
1 1
Entao,

16, se#0 e by=0

Peso de P,z =
7 {17, sef=0 e by=0.

Portanto, o niimero de pontos de Weierstrass é

21, se by #0
6, se B#0 e by=0
5, se =0 e by=0.

Se a reta no infinito nao é a bitangente candnica, pela proposicao B.1), temos
que a; # 0. Logo a curva tem invariante o = 1 se, e somente se, as = b3 = 0.

A equacao da curva, normalizando a; = 1, é dada por
f(@,y) =9" + (x + ao)y + (" + bea® + by),
e ela é nao singular se
(ag + b3)* + ba(ag + b7)* + by (ag + b7) # 0. (3-4)

A bitangente candnica é a reta y + b; e a intersecao com a curva é um
tnico ponto se by = 0. Para by = 0 obtemos os mesmos resultados do caso
anterior. Se by # 0 s6 temos um unico ponto de Weierstrass com seqiiéncia
de ordens 0,1,4. De (B-), o peso deste ponto é 8. Logo, a curva tem 17

pontos de Weierstrass.
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Assim, temos o seguinte:

Teorema 3.3 Uma curva C algébrica nao singular completa e nao
hiperelitica de género trés definida sobre um corpo algebricamente fechado
de caracteristica dois e com invariante de Hasse-Witt 0 = 1 € isomorfa a

curva dada por
y? 4 (22 + ag)y + 2t + box® + by = 0,

ou,

Y 4 (z+ag)y + a* +box® + bz =0 com by #0,

com as condig¢oes de nao singularidade by # 0 para a primeira e (B-4) para a
sequnda. No primeiro caso a bitangente canonica tem suporte em um unico

ponto e o numero de pontos de Weierstrass é

21, se by #0
6, se B0#£0 e by=0
5, se =0 e by=0.

No sequndo caso o niumero de ponto de Weierstrass é 17.

3.6
Pontos de Weierstrass para curvas com Invariante de Hasse-Witt ¢ = 0

Neste caso s6 temos uma bitangente que deve ser a bitangente canonica
e ela tem um unico ponto de Weierstrass com seqiiéncia de ordens 0,1,4.
Podemos supor que a bitangente é a reta no infinito e pela proposicao
B, temos que a; = 0. A curva tem invariante ¢ = 0 se, e somente se,

as = by = 0. Logo a equagao da curva é dada por
y® + agy + bz + baa? + zt =0,

e ela é nao singular se b; # 0. Podemos normalizar a equagao, supondo
b1 = 1, e termos

v +agy +x + bt + 2t =0.

Como
Nic = boy* +y + albs,
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temos dois casos a considerar

Caso 1: b, = 0, neste caso a curva é dada pela equacao
v+ agy +x+ 2t =0.

Como Nx = y temos que os pontos de Weierstrass sao os pontos com
segunda coordenada y = 0.

Fazendo y = 0 e substituindo na equagao da curva temos
S z,

este polinomio ¢é separavel, logo obtemos quatro raizes distintas, isto é,
obtemos quatro pontos de Weierstrass da forma («,0) com « € Fy.
Observe que estes pontos tem seqiiéncias de ordens 0, 1, 3, pois ¢ = 0. Neste
caso, de (B-2), o peso do ponto no infinito é 20. Logo o niimero de pontos
de Weierstrass neste caso ¢ 5.

Caso 2: by # 0, neste caso a curva é dada pela equacao
y® + agy + x + box® + 2% = 0.

As segundas coordenadas dos pontos de Weierstrass satisfazem

2

1 a
yit oyt =

= 0.
bg bg

Como i # 0 temos que este polinomio tem quatro raizes distintas e que
para cada raiz deste polinomio conseguimos encontrar quatro pontos de
Weierstrass distintos. Neste caso, de (B-J) o peso do ponto no infinito é 8.
Portanto, temos dezesseis pontos de Weierstrass com seqiiéncia de ordens
0,1,3 e no total temos 17 pontos de Weierstrass.

Assim, temos o seguinte:

Teorema 3.4 Uma curva C algébrica nao singular completa e nao
hiperelitica de género trés definida sobre um corpo algebricamente fechado
de caracteristica dois e com invariante de Hasse-Witt 0 = 0 é isomorfa a
curva dada por

vt ay ot + by’ =0

o numero de pontos de Weierstrass é

5, se by=0
17, se by #0
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