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5
Descricao do modelo geomecénico elasto-plastico

5.1
Introducao

O modelo numérico utilizado nesta pesquisa ¢ bastante simples e baseado na
plasticidade de Mohr-Coulomb.

Como se sabe, o comportamento de materiais geologicos quando
submetidos a carregamentos externos sdao descritos satisfatoria e adequadamente
por este modelo.

Além disso, faz uso indistintamente da lei de fluxo plastico associada ou
ndo-associada, quando submetido a uma condig¢do de deformacao plana.

O modelo permite, ainda, a variacdo dos parametros de resisténcia durante a

deformacao do material, quer seja para endurecé-lo ou amolecé-lo.

5.2
Formulagao matematica do modelo elasto-plastico

A formulacao do problema de valor inicial ¢ dada pelas seguintes equagodes

([119,120]) (em que as forcas de amortecimento foram, momentaneamente,

desprezadas):
L's +p=Rii (5.1)
e=Lu (5.2)
6=D,(¢-£") (5.3)
¢ =1m, 120 (5.4)
f(6,K)<0, fA=0 (5.5)

onde o ponto sobre a variavel indica derivada com relagdo ao tempo, € o ponto
duplo, derivada segunda temporal.

Na equagdo do movimento (5.1), o € o vetor que armazena as componentes
de tensdo (Gxx, Oyy € Oxy), U € 0 vetor das componentes de deslocamento (uy € uy),

R ¢ a matriz densidade, igual a diag[p,p,p] com densidade p, p € o vetor de forcas
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de massa, e L ¢ o operador diferencial matricial que, para o caso bidimensional

em estudo, toma a forma

o oe
T _| Ox oy
Le= . e e (5.6)
Jy Ox

onde o superescrito T indica transposi¢ao.

A equagdo (5.2) estabelece a compatibilidade entre as componentes de
deformacgdo (€xx, €yy € €xy) € as de deslocamento.

Nas equagoes constitutivas (5.3), (5.4) e (5.5), a matriz D, € o tensor
constitutivo elastico.

A direcio da taxa de deformacdo plastica €*¢é dada pelo multiplicador
escalar A, visto que, durante o escoamento pléstico, o ponto representativo de um
dado estado de tensdo deverd permanecer na superficie de escoamento f = 0
(condicdo de consisténcia de Prager); do contrario, se /< 0, entdo 4= 0.

O vetor m ¢ o gradiente da fun¢do potencial plastico g:

g
=— 5.7
m oo (5.7)

Em plasticidade classica [121,122], a fun¢do de escoamento f depende do
tensor de tensdes 6 ¢ de um numero finito de variaveis internas que, para o caso
de endurecimento/amolecimento isotropico, podem ser representadas por uma
unica variavel interna escalar x, a deformacgdo pldstica equivalente. Mais

precisamente,

f=flo,x) (5.8)

em que k= | £ dt, sendo & uma dada medida invariante do tensor de deformagdes

plasticas, definida por:

K= %(éP)T(éP) (5.9)
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Para um material de Coulomb [119,123], as funcdes de escoamento e de

potencial plastico sdo dadas por:

1 1
f:E(O'] —63)+5(01 +G3)sen¢m —-c, cos¢, (5.10)
g25(61_03)+§(61+03)Senl//m_cm COS!//m (511)
onde G| € G3 S30 as tensdes principais maior e menor, € Cm, Om € Ym, a coesdo,
angulo de atrito e dngulo de dilatincia mobilizados durante a historia de
deformacdes plasticas.
Para o caso em que /= g ou f'# g, diz-se que a plasticidade ¢ associada ou

ndo-associada, respectivamente.

A aludida condi¢do de consisténcia de Prager [119,120]

flo,x)=0 (5.12)

pode ser reescrita como

(@F—T}; + (i}e =0 (5.13)

ou
nT¢+£%}ezo (5.14)
jaque
n :% (5.15)

¢ o gradiente da fungdo de escoamento.
Por outro lado, sabe-se que solos e rochas podem apresentar endurecimento
(hardening) ou amolecimento (softening) no comportamento pds-pico (pds-

ruptura) do material, razdo pela qual pode-se definir
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_ (Y9
h= (2)(0”1{) (5.16)

em que h ¢ o modulo de endurecimento/amolecimento (hardening/softening
modulus).

Assim, a equacgdo (5.14) pode ser colocada sob a forma

n"6-hi=0 (5.17)

que fornece o multiplicador plastico

A= p (5.18)
Ademais, de acordo com (5.3) e (5.4), tem-se que
§=D "6+ (m“T j(s
h

e

6= {De —(%Ha (5.19)
Definindo o preditor eldstico (elastic predictor)

6=D,¢ (5.20)

e o corretor plastico (plastic corrector)

A= (“T—Dja (5.21)

h+n'D,m
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a equacao (5.19) pode ser colocada como

6L'ur'rigido = G - ﬂ’Dem (522)
que possibilita o calculo do estado tensdo total corrigido, i.€., tendo-se em conta as
deformacdes plasticas.

Além disso, de (5.19)

D D
Lj (5.23)

D, =D, -
* (h+nTDem
¢ a matriz de rigidez tangente elasto-plastica (elastoplastic tangent stiffness

matrix).

5.3
Forma variacional das equag¢oes de campo

As equacgdes (5.1) e (5.2) foram formuladas pelo método dos elementos
finitos (finite element method) [124,125].

Especificamente, o método prescreve a maneira pela qual os graus de
liberdade (p/ex., os deslocamentos) variam no interior de um elemento finito, a
partir de uma malha de elementos de diferentes geometrias, que discretiza o
dominio em estudo.

No presente caso, uma rede de elementos triangulares de deformacao
constante (constant strain triangular element — CST) foi utilizada. O emprego de
elementos CST relaciona-se ao fato de que simplificam sobremaneira a integragao
das fung¢des de interpolagdo sobre os aludidos elementos [126].

Assim, o campo continuo de deslocamentos u e aceleragdes i em cada

elemento pode ser interpolado por

u=Ha (5.24)

ii = Ha (5.25)
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onde a e a sdo os vetores de deslocamento e aceleragcdao nodais, e H ¢ uma matriz
de polindmios interpolantes.
De forma semelhante, as deformagdes e suas respectivas taxas podem ser

avaliadas a partir dos deslocamentos e velocidades nodais a por
¢=Lu=LHa=Ba (5.26)

£=Ba (5.27)

sendo B a matriz de deformacdo - deslocamento nodal.
A formulagdo em deslocamentos do método em sua forma fraca (i.€.,

variacional) € obtida fazendo-se

[su"[L"s ~Rii+plar =0 (5.28)

em que o indica a variacdo de uma dada quantidade.

Aplicando o teorema da divergéncia ( Green), tem-se que

[ou[Lrs]av =[5 6av + [su"pav + [sutds  (5.29)

com as condi¢des de contorno usuais em termos de deslocamento e forga, ou seja,
_ ., . o, . T ~ .

U = Upreserito € 61 =t (M € a normal exterior unitaria e t* = (ty, ty) sdo as tractions,

1.€., forcas externas por unidade de area da superficie de contorno).

A equacao (5.29) fica, entdo,

j sSu"[Rii]dV + j 5e"edV = j su"pdv + j su"tds (5.30)

Ademais,

¢ =c"" +[éde (5.31)
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onde a integragdo ¢ realizada de (t-1) a t, uma vez que (5.30) ¢ supostamente
considerada satisfeita no tempo t. Substituindo (5.31) em (5.30), e levando-se

também em consideragdo (5.19), (5.23), (5.24), (5.25), (5.26) ¢ (5.27), obtém-se

sa" [H"RHa'dV +5a" [|[B"D, Ba'dr|dV = 5a" [Hp'ay + 5a" [H"t'dS 52" [B e aV

(5.32)
De maneira analoga a (5.31), € possivel definir um vetor de deslocamento

nodal incremental
Aa=a'—a"" :jadr (5.33)

Uma vez que (5.32) ¢ valida para qualquer varia¢do admissivel da, tem-se,

entdo, que
[H"RHA'dV + [B"D, BAadV = [H'p'dV +[H"t'dS - [B'e""'dV  (5.34)
Se forem introduzindo as seguintes notagdes:

e  Matriz de massa

M = jHTRHdV (5.35)

o Matriz de rigidez

K= .[BTDedeV (5.36)
o Vetor de forgas nodais externas
f' = jHTpde + jHTt’dS (5.37)

o Vetor de forgas nodais internas

f,, " =[B'e"ay (5.38)
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entdo, a equagdo (5.34) podera ser reescrita como

Mia' +KAa=f"—f " (5.39)

Portanto, (5.39) representa a equagao nao-linear do movimento que governa

a resposta do sistema de elementos finitos.

5.4
Relaxacao dinamica

As equagoes algébricas (5.39) foram resolvidas por um algoritmo de
relaxagdo dindmica [127] explicito no tempo. Mais precisamente, (5.39) ¢

reescrita como
Mi' +Ca’ +KAa=f"—f "' (5.40)
ou, alternativamente,
Ma’' +Ca’' =R’ (5.41)
onde C é a matriz de amortecimento, €

R =f'—f_ ' —~KAa (5.42)
¢ a forca nodal desequilibrada.

A matriz de amortecimento pode ser determinada por um processo classico
utilizado em métodos de integracdo direta de analises dinadmicas de oscilacdes
amortecidas denominado amortecimento Rayleigh (Rayleigh damping) [124]. Para
tanto, admitindo-se, um tanto arbitrariamente, que M seja diagonal (ou, por outra,
que ¢ uma matriz de massas concentradas), ¢ que a matriz de amortecimento ¢é

uma combinagdo linear das matrizes de massa e rigidez (i.¢., C = aM + BK, onde

o e B sdo coeficientes de amortecimento viscoso) - como, alids, € usual em andlise
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de superposicdo modal -, a equagdo (5.41) admite uma discretizagdo no tempo em

um esquema de diferencas finitas centrais [128] da seguinte forma:

ét+0.5 — [é/léFO.S + MflRtAt] 4’2 (5433)

al =a' +a""Ar (5.43b)

no qual {;=1 - aAt/2 , {;= 1/(1 + aAt/2) , e At € o passo utilizado na integragdo
temporal. Para o algoritmo de relaxacdo dinamica utilizado nesta pesquisa,
adotou-se = 0.

As expressdes (5.42) e (5.43) permitem observar que os deslocamentos em
um tempo t qualquer s@o obtidos diretamente daqueles avaliados em (t-1), o que
confere, ao esquema numérico, um carater explicito. Portanto, de modo a
assegurar a estabilidade do esquema de integragdo, Cassell [129] sugere para At
um valor menor que o fempo critico At,, correspondente a velocidade de
propagagdo maxima da onda compressiva através dos elementos triangulares que
possuam a menor dimensdo de toda a malha discretizada.

Assim,

H .
Ar<Ar, ==z (5.44)

onde Hy, € a menor altura do elemento triangular de menor area ¢ Cp € a

velocidade da onda longitudinal. Para um meio elastico, Cp € dada por

C, = (5.45)

em que A e W sdo os coeficientes de Lame [130,131].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124955/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0124955/CA

108

5.5
Procedimento de integragao numérica

A integracdo numérica inicia-se com o calculo dos deslocamentos a e
velocidades a na n-ésima iteragdo, £ e ¢ sendo avaliados por (5.26) e (5.27). Em
seguida, tentativamente, calcula-se ¢ em (5.20), supondo-se que o estado de
tensdo corrente possa ser determinado unicamente por D. (ou seja, que s
provoque deformagdes elasticas). Assim, c' ¢ dado por (5.31), o que fornece, por
conseguinte, uma estimativa preliminar do real estado de tensdo, que tera, em
seguida, sua admissibilidade testada na func¢do de escoamento (5.5).

Caso f(o,x) > 0, o preditor elastico ¢ plasticamente inadmissivel e devera ser
por (5.22).

reavaliado. Estimam-se, entdo, o preditor plastico por (5.21) ¢ 6

corrigido
O novo estado de tensdo admissivel ¢ levado em (5.38) de modo a se obter as
forgas internas, e a forga nodal desequilibrada R' é computada. Calcula-se a matriz
de rigidez em (5.36) e, finalmente, os deslocamentos a e velocidades nodais a sao
atualizados por (5.43).

Se, por outro lado, f(o,x) < 0, o estado de tensdo inicialmente avaliado em
(5.20) ¢ efetivamente elastico, o que torna a marcha de calculo mais simples,
passando-se, desta feita, diretamente a determinagdo de R', o restante do calculo

prosseguindo tal como exposto anteriormente.

5.6
Parametros e condi¢gdes de contorno adotados nas simulagoes
numéricas

Em todas as simula¢des realizadas neste trabalho, o sistema estudado possui
a forma geométrica de um quadrado, sendo, como ja se observou, submetido a um
estado de deformagdo plana.

Os seus vértices apresentam as seguintes coordenadas, contadas a partir do
extremo inferior esquerdo, e fornecidas no sentido anti-horario: (0.00,0.00),
(10.00,0.00), (10.00,10.00) e (0.00,10.00).

A figura (5.1) ilustra o aspecto da malha discretizada em elementos finitos

(400 elementos e 221 nos).
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Figura 5.1 - Malha de elementos finitos (400 elementos e 221 nds).

Apenas as condigdes de contorno e os valores dos pardmetros de resisténcia

sdo diferenciados, estando na dependéncia dos objetivos que se queira alcangar.

5.6.1
Para as simulagées dos capitulos 6 e 7

Para a andlise do modelo geomecanico no que concerne a criticalidade auto-
organizada e a ndo-extensividade estatistica, 3 (trés) condigdes de contorno
distintas -doravante referidas como CC1, CC2 ¢ CC3 - foram utilizadas, cada qual

com as seguintes caracteristicas:

e (CCI

e Contorno inferior: nenhum deslocamento horizontal e vertical € permitido

(ux e uy = 0);

e Contorno superior: nenhum deslocamento horizontal permitido, pequenas

velocidades aplicadas verticalmente (comprimindo a
amostra);

o Contornos laterais: for¢as confinantes horizontais aplicadas.
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o (C(C2

e Contorno inferior: nenhum deslocamento vertical ¢ permitido,
deslocamento horizontal ¢ permitido;

e Contorno superior: deslocamento horizontal permitido, pequenas

velocidades aplicadas verticalmente (comprimindo a
amostra);

e Contornos laterais: como em CC1.

e (CC3

e Contorno inferior: como em CC1;

e Contorno superior: como em CC1;

e Contornos laterais: contornos livres.

De acordo com o comportamento estipulado para os pardmetros de
resisténcia, a coesdo mobilizada, o angulo de atrito mobilizado e o angulo de

dilatancia mobilizado tomaram os seguintes valores:

1. Para um material perfeitamente plastico (MPP):
° cm = 0 MPa (constante)
. dm = 30° (constante)

. Y = 0° (constante)

2. Para um material plastico com amolecimento (MPA):
. cm = 0 MPa (constante)
. ¢m = decresce linearmente de 30° para 10° (para k variando de 0 a 3.00)

. ym = 0° (constante)
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A inclusdo do amolecimento no rol de questdes analisadas nesta tese deve-
se a que a literatura [132] tem sugerido ser o mecanismo de amolecimento
(softening) o responsavel pelo comportamento fortemente cadtico encontrado em
analises de sistemas dinamicos nao-lineares.

Ressalte-se, ainda, que, a inclus@o na analise de um material ja em ruptura,
conforme se depreende de CC3, aliada a restricio de um material puramente
friccionante (i.€., ¢, = 0 MPa), deveu-se a questdo importante da determinacao do
indice da entropia ndo-extensiva para esta condi¢do de ruina.

Os valores numéricos adotados para o modulo de elasticidade (E),
coeficiente de Poisson (v) e densidade (p) foram 100 MPa, 0.25 e 2500 Kg/m3 ,
respectivamente.

Em todos os casos considerados, o passo de tempo At utilizado nas
integragoes numeéricas foi sempre de 10% do passo critico At..

O valor da velocidade aplicada no contorno superior do meio estudado foi
de 0.0001 m/s e as forcas confinantes foram de 0.01 N/m.

Finalmente, o valor do coeficiente de amortecimento viscoso o variou de
acordo com o caso considerado (0.01 e 0.001), comportando-se o sistema como

superamortecido e sub-amortecido, respectivamente.

5.6.2
Para as simulagoées do capitulo 8

Para as simulagdes numéricas envolvendo a invariancia discreta de escala,

as seguintes condicdes foram estabelecidas:

e Condi¢ao de contorno do tipo CCI;

e Parametros elasticos do material:

o Modulo de elasticidade E = 10 GPa;

o Coeficiente de Poisson v =0.25;

e Densidade p = 2500kg/m3;
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e O passo de tempo utilizado nas integragdes foi de 10% do passo critico;

e O valor da velocidade aplicada no contorno superior foi de 0.0001 m/s, ¢ as

for¢as confinantes laterais tomaram valores de 0.01 N/m;

No que se refere aos pardmetros de resisténcia adotados nas analises, optou-
se por gera-los aleatoriamente, pois, como se observou ainda no capitulo 4, um
dos requisitos necessarios para a geracdo da invaridncia discreta de escala em
sistemas fisicos diz respeito a heterogeneidade de seus elementos constituintes.

Portanto, a coesdo, o angulo de atrito e o angulo de dilatdncia mobilizados

adquiriram os seguintes valores, segundo o comportamento MPP:

e Coesdo mobilizada: fixa e igual a 0.02 MPa;
e Angulo de dilatancia mobilizado: idem, e igual a 10°;

e Angulo de atrito mobilizado: variando aleatoriamente entre 10° e 30°.

Cabe observar que, embora ndo se tenha procedido a uma analise detalhada,
os resultados foram muito influenciados pelo grau de heterogeneidade ditado por
Om relativamente a iy,

Assim, quanto maior esta diferenca, maior a heterogeneidade, nido se
conseguindo obter, nem as oscila¢cdes log-periddicas no padrdo proposto no
capitulo anterior, nem a estatistica em lei de poténcia das variaveis em estudo, o
que corrobora o reportado na literatura [17].

Devido a uma restrigdo termodinamica [119], y, < ¢, O processo de
geracdo aleatoria dos dados teve de ser realizado com um certo cuidado.

No que respeita ao amortecimento, o valor adotado necessitou de um estudo
detalhado, visto que os resultados obtidos também foram por ele fortemente
influenciados. Apds inumeras simulagdes, decidiu-se adotar um valor do
coeficiente de amortecimento de sorte a trabalhar-se sempre na faixa
compreendida entre o amortecimento critico e 80% de seu valor (i.€., o sistema

comportou-se como levemente sub-amortecido).
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