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Assim termina

a historia de uma viagem,

que vocés viram e ouviram:

e viram o que é comum,

0 que esta sempre ocorrendo.
Mas a vocés nos pedimos:

no que ndo é de estranhar,
procurem o que ha de estranho!
No que parece normal,

vejam o que ha de anormal!
No que parece explicado,
vejam o quanto ndo se explica!
E o que parece comum,

vejam como é de espantar!

Na regra, vejam o abuso!

E onde o abuso apontar,
procurem remediar!

(Bertolt Brecht, 4 Excecdo e a Regra)
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Resumo

Prestes de Menezes Filho, Armando; Vargas, Euripedes do Amaral. Nio-
Extensividade Termodindmica, Invaridncia Discreta de Escala e Elasto-
Plasticidade: Estudo Numérico de um Modelo Geomecanico Auto-
Organizado Criticamente. Rio de Janeiro, 2003. 189p. Tese de Doutorado -
Departamento de Engenharia Civil, Pontificia Universidade Catdlica do Rio
de Janeiro.

Esta tese busca utilizar os novos conceitos fisicos relacionados a fisica do
estado solido e a mecénica estatistica - teoria do caos e geometria fractal - na
analise do comportamento de sistemas dindmicos nao-lineares.

Mais pormenorizadamente, trata-se de estudar o comportamento de um
modelo numérico elasto-plastico com funcdo de escoamento de Mohr-Coulomb,
usualmente empregado em simulagdes de materiais geologicos — cimentados ou
ndo -, quando submetido a carregamentos externos, situacao esta geralmente
encontrada em problemas afeitos & mecéanica dos solos e das rochas (p/ex.,
estabilidade de taludes e escavagdes subterraneas).

Mostra-se que tal modelo geomecanico de muitos corpos (many-body)
interagentes ¢ conduzido espontaneamente, ao longo de sua evolucdo temporal, a
chamada criticalidade auto-organizada (self-organized criticality — SOC), estado
caracterizado por apresentar evolucdo na fronteira entre ordem e caos,
sensibilidade extrema a qualquer pequena perturbacdo, e desenvolvimento de
interacoes espaco-temporais de longo alcance.

Como a evolugdo de qualquer sistema dindmico pode ser vista como um
fluxo ininterrupto de informacdes entre suas partes constituintes, avaliou-se, para
tal sistema, a entropia de Tsallis, formula¢do original proposta pelo fisico
brasileiro Constantino Tsallis, do Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (CBPF),
tendo se mostrado adequada a sua descrigao.

Em especial, determinou-se para tal sistema, pela primeira vez, o valor do
indice entropico, que parametriza a aludida forma entrépica alternativa.

Ademais, como ¢ caracteristico de sistemas fora do equilibrio regidos por
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uma dindmica de limiar, mostra-se que tal sistema geomecanico, durante o seu
desenvolvimento, teve a sua simetria translacional inicial quebrada, sendo
substituida pela simetria por escala, auto-semelhante (i.¢., fractal). Em
decorréncia, o modelo exibe a chamada invariancia discreta de escala (discrete
scale invariance — DSI), fruto do processo mesmo de ruptura progressiva do
material heterogéneo.

Especificamente, as simulagdes numéricas sugeriram que o processo de
ruptura progressiva do material elasto-plastico se da por uma transferéncia
multiplicativa de tensdes, em diferentes escalas de observagdo hierarquicamente
dispostas, acarretando o aparecimento de sinais bastante peculiares, caracterizados
por desvios oscilatorios sistematicos do padrdo em lei de poténcia, o que
possibilita a previsao de sua ruina, quando ainda em fase preparatoria.

Assim, esta pesquisa mostrou a eficiéncia de tal método de previsdo,
aplicado, pela primeira vez, ndo somente aos resultados das simulagdes numéricas
do referido modelo geomecanico, como aos ensaios de laboratério em rochas
sedimentares, realizados no Centro de Pesquisas da Petrobras (CENPES).

Por fim, ¢ interessante assinalar que o material elasto-plastico investigado
neste trabalho teve seu comportamento compartilhado por um modelo matematico
bastante simples, fundamentado na fun¢do binomial multifractal, reconhecida por

descrever processos multiplicativos em diferentes escalas.

Palavras-chave
Criticalidade Auto-Organizada; Invariancia Discreta de Escala; Entropia de

Tsallis; Material Elasto-Plastico; Ruptura Progressiva.
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Abstract

Prestes de Menezes Filho, Armando; Vargas, Euripedes do Amaral.
Thermodynamic Nonextensivity, Discrete Scale Invariance and
Elastoplasticity: A Study of a Self-Organized Critical Geomechanical
Numerical Model. Rio de Janeiro, 2003. 189p. DSc Thesis - Department of
Civil Engineering, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

This thesis aims at applying new concepts from solid state physics and
statistical mechanics - chaos theory and fractal geometry - to the study of non-
linear dynamic systems.

More precisely, it deals with a two-dimensional continuum elastoplastic
Mohr-Coulomb model, commonly used to simulate pressure-sensitive materials
(e.g., soils, rocks and concrete) subjected to stress-strain fields, normally found in
general soil or rock mechanics problems (e.g., slope stability and underground
excavations).

It is shown that such many-body system is spontaneously driven to a state
at the edge of chaos, called self-organized criticality (SOC), capable of developing
long-range interactions in space and long-range memory in time.

A new entropic form proposed by C. Tsallis is presented and shown that it
is the suitable theoretical framework to deal with these problems.

Furthermore, the index q of the Tsallis entropy, which measures the degree
of non-additivity of the system, is calculated, for the first time, for an elastoplastic
model.

In addition, as is usual in non-equilibrium systems with threshold
dynamics, the model changes its symmetry, from translational to fractal (that is,
self-similar), leading to what is called discrete scale invariance.

It is shown that this special type of scale invariance, characterized by
systematic oscillatory deviations from the fundamental power-law behavior, can
be used to predict the failure of heterogeneous materials, while the process is still
being build-up, i.e., from precursory signals, typical of progressive failure

processes.
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Specifically, this framework was applied, for the first time, not only to the
elastoplastic geomechanical model, but to laboratory tests in sedimentary rocks as
well.

Finally, it is interesting to realize that the above-mentioned behaviors are
also displayed by the binomial multifractal function, known to adequately

describe multiplicative cascading processes.

Keywords
Self-Organized Criticality; Discrete Scale Invariance; Tsallis Entropy;

Elastoplastic Model; Progressive Failure.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124955/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0124955/CA

Sumario

1 Apresentacao 22
1.1. Introdugéo 22
1.2. Caos e fractais: conceitos fundamentais 27
2 Sistemas complexos 36
2.1. Introdugéo 36
2.2. O que séo sistemas complexos? 36
2.3. Caracteristicas dos sistemas complexos 38
2.4. Os sistemas complexos e as geociéncias 41
3 Nao-extensividade termodinamica 46
3.1 Introdugao 46

3.2 Limitagbes da mecanica estatistica e termodinamica tradicionais 47

3.3 Formalismo tradicional aplicado a difusdo anémala unidimensional 54

3.4 Breve exposi¢cao da ndo-extensividade entrépica 56
3.5 Quantificagado da ndo-extensividade 59
4 Invariancia discreta de escala 67
4.1 Introdugao 67

4.2 Invariancias de escala continua e discreta, e sua formulagao
matematica 68
4.3 Aspectos preditivos das leis de poténcia pura e corrigida log-
periodicamente 72
4.4 Um exemplo de processo em cascata: a fungao binomial multifractal 77
4.5 Processo em cascata e a entropia de Tsallis 85

4.6 Processo em cascata e as invariancias continua e discreta de escala91

5 Descrigdo do modelo geomecanico elasto-plastico 99
5.1 Introdugao 99

5.2 Formulagdo matematica do modelo elasto-plastico 99


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124955/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0124955/CA

5.3 Forma variacional das equag¢des de campo 103
5.4 Relaxacgao dinamica 106
5.5 Procedimento de integragdo numérica 108

5.6 Parametros e condigdes de contorno adotados nas simulagdes

numeéricas 108
5.6.1 Para as simulac¢des dos capitulos 6 e 7 109
5.6.2 Para as simulagdes do capitulo 8 111

6 Elasto-plasticidade e criticalidade auto-organizada Resultados

experimentais 113
6.1 Introducéo 113
6.2 Criticalidade auto-organizada e modelos geomecéanicos 113

6.3 Primeiro sinal de SOC: desenvolvimento de interagdes temporais de
longo alcance 116
6.4 Segundo sinal de SOC: desenvolvimento de interagdes espaciais de

longo alcance 125

7 Elasto-plasticidade e ndo-extensividade termodindmica Resultados

experimentais 135
7.1 Introducao 135
7.2 Determinagao do parametro nao-extensivo pelo procedimento (A) 136

7.3 Resultados experimentais 137

8 Elasto-plasticidade e invariancia discreta de escala Resultados
experimentais 143
8.1 Introdugéao 143
8.2 Descricdo do comportamento do modelo elastoplastico pela
invariancia discreta de escala 144
8.3 Previsbes proporcionadas pelas invariancias continua e discreta de
escala 152
8.3.1 Resultados provenientes das analises numéricas realizadas no
modelo geomecanico 152
8.3.2 Resultados provenientes de ensaios realizados em laboratério 157

8.3.2.1 Verificagao da invariancia continua de escala (expressao 4.18) 160


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124955/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0124955/CA

8.3.2.2 Verificagédo da invariancia discreta de escala (expressao 4.17) 163

9 Consideracgdes finais 166
9.1 Conclusbes 166
9.2 Sugestdes para futuras pesquisas 169
10 Referéncias bibliograficas 172


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124955/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0124955/CA

Lista de figuras

Figura 1.1 - Tridngulo de Sierpinski. 28
Figura 1.2 - Curva de von Koch. 28
Figura 1.3 - Agregado fractal limitado por difusao. 29
Figura 1.4 - Espectro de dimensdes generalizadas. 33
Figura 1.5 - Espectro de singularidades. 33
Figura 1.6 - Atrator de Lorenz. 34
Figura 3.1 - Cascata de bifurcagéo de Feigenbaum. 60

Figura 3.2 — Evolugao temporal da fun¢do de sensibilidade, para o
expoente de Lyapunov inferior a zero. A curva cheia representa uma
convergéncia exponencial (grafico log-log). 61
Figura 3.3 — Evolucao temporal da fungéo de sensibilidade, para o
expoente de Lyapunov superior a zero. A curva cheia representa uma
divergéncia exponencial (grafico log-log). 61
Figura 3.4 — Variagéo do expoente de Lyapunov com o parametro de
controle, para o mapa logistico. 62
Figura 3.5 - Evolugao temporal da fungao de sensibilidade, para o valor de
a critico. Notar o aspecto fractal da curva, que apresenta uma divergéncia
em lei de poténcia. 63
Figura 4.1 - Esquema multiplicativo da fun¢ao binomial multifractal (fractal
de de Wijs). Os numeros que aparecem entre parénteses referem-se aos
diferentes niveis hierarquicos em que a massa é distribuida [106]. 78
Figura 4.2 — Processo multiplicativo representado por uma arvore fractal.

Como exemplo, a distribuicido de uma forca F por seus diversos niveis

hierarquicos [96]. 78
Figura 4.3 - Fungao binomial multifractal ndo-acumulada (b = 0.10). 79
Figura 4.4 - Fungao binomial multifractal acumulada (b = 0.10). 79

Figura 4.5 - Funcao binomial multifractal ndo-acumulada (b = 0.25). Esta
figura deve ser comparada com a figura 3.5. 80
Figura 4.6 — Fungao binomial multifractal acumulada (b = 0.25). 80

Figura 4.7 - Fungéo binomial multifractal ndo-acumulada (b = 0.40). 81


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124955/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0124955/CA

Figura 4.8 - Fungao binomial multifractal acumulada (b = 0.40). 81
Figura 4.9 - Fungao binomial multifractal acumulada (b = 0.50). 82
Figura 4.10 - Fungao binomial multifractal ndo-acumulada (b = 0.70). 82
Figura 4.11 - Fungao binomial multifractal acumulada (b = 0.70). 83
Figura 4.12 - Fungao binomial multifractal ndo-acumulada (b = 0.85). 83
Figura 4.13 - Funcéao binomial multifractal acumulada (b = 0.85). 84
Figura 4.14 - Espectro de dimensdes generalizadas da fungéo binomial
multifractal (b = 0.10). Observar que, no extremo inferior direito, as
dimensdes sdo muito préximas a zero. 86
Figura 4.15 - Espectro de dimensdes generalizadas da fungéo binomial
multifractal (b = 0.25). Notar a magnitude dos valores situados no eixo das
ordenadas. 86
Figura 4.16 — Espectro de dimensdes generalizadas da fungédo binomial
multifractal (b = 0.495). Destrui¢ao gradual da multifractalidade (observar
a magnitude dos valores do eixo das ordenadas). 87
Figura 4.17 — Espectro de singularidade da fungéo binomial multifractal (b
= 0.10). Notar o alfa minimo préximo a zero. 87
Figura 4.18 - Espectro de singularidade da fungéo binomial multifractal (b
=0.25). 88
Figura 4.19 - Espectro de singularidade da fun¢ao binomial multifractal (b
= 0.495). Notar a aproximacgao dos alfas maximo e minimo, € a
consequente destruicdo paulatina da multifractalidade. 88
Figura 4.20 — Variagéo do indice entrépico de Tsallis com o paréametro b.
Observar que, para uma distribuicdo equitativa de masa (b = 0.50), o
indice tende para a infinitude negativamente. Por outro lado, para
distribuicbes de massa cada vez mais heterogéneas, o indice se aproxima
da unidade. 90
Figura 4.21 - Ajuste da funcao binomial (b = 0.10) pela lei de poténcia
pura (expressao 4.18). 93
Figura 4.22 - Ajuste da fungéo binomial (b = 0.25) pela lei de poténcia
pura (expressao 4.18). 94
Figura 4.23 — Ajuste da fungéo binomial (b = 0.40) pela lei de poténcia
pura (expressao 4.18). 94


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124955/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0124955/CA

Figura 4.24 - Ajuste da fungao binomial (b = 0.10) pela lei log-periddica
(expresséao 4.17). 95
Figura 4.25 — Ajuste da fungéo binomial (b = 0.25) pela lei log-periddica
(expresséao 4.17). 95
Figura 4.26 - Ajuste da fungao binomial (b = 0.40) pela lei log-periddica
(expresséao 4.17). 96
Figura 5.1 - Malha de elementos finitos (400 elementos e 221 nés). 109
Figura 6.1 — Atrator do sistema elasto-plastico amortecido. 117
Figura 6.2 — Evolugao temporal (nUmero de iteragdes) da deformagao
plastica equivalente média (CC1, MPP). O coeficiente de amortecimento é
igual a 0.001. 118
Figura 6.3 — Evolugao temporal (numero de iteragdes) da deformagao
plastica equivalente média (CC1, MPP). O coeficiente de amortecimento é
igual a 0.01. 118
Figura 6.4 - Evolugao temporal (nUmero de iteracdées) da deformagao
plastica equivalente média (CC1, MPA). O coeficiente de amortecimento é
igual a 0.001. 119
Figura 6.5 — Evolugao temporal (numero de iteragdes) da deformagao
plastica equivalente média (CC2, MPP). O coeficiente de amortecimento é
igual a 0.001. 119
Figura 6.6 - Evolugao temporal (nimero de iteracées) da deformagao
plastica equivalente média (CC2, MPP). O coeficiente de amortecimento &
igual a 0.01. 120
Figura 6.7 - Evolugao temporal (nimero de iteragdes) da deformagéo
plastica equivalente média (CC3, MPP). O coeficiente de amortecimento é
igual a 0.001. A linha tracejada representa uma evolugao em lei
exponencial (observar a escala de valores no eixo das ordenadas). 120

Figura 6.8 — Expoente de Lyapunov efetivo calculado da série temporal da

figura 6.2. 121
Figura 6.9 - Expoente de Lyapunov efetivo calculado da série temporal da
figura 6.3. 121

Figura 6.10 — Expoente de Lyapunov efetivo calculado da série temporal
da figura 6.4. 122


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124955/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0124955/CA

Figura 6.11 — Expoente de Lyapunov efetivo calculado da série temporal
da figura 6.5. 122
Figura 6.12 — Expoente de Lyapunov efetivo calculado da série temporal
da figura 6.6. 123
Figura 6.13 — Expoente de Lyapunov efetivo calculado da série temporal
da figura 6.7. 123
Figura 6.14 — Isocurvas de deformagao plastica equivalente, mostrando-
se as bandas de cisalhamento (area hachurada). O coeficiente de
amortecimento é igual a 0.001 (CC1, MPP). 125
Figura 6.15 — Isocurvas de deformacgéo plastica equivalente, mostrando-
se as bandas de cisalhamento. Notar as distorcées na area hachurada,
fruto do super-amortecimento. O coeficiente de amortecimento é igual a
0.01 (CC1, MPP). 126
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