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5
Analise Modal da Estrutura

No capitulo anterior comentou-se sobre & caraderisticas construtivas da
bancada, composta de um sistema rotativo e uma estrutura de base (a qual

chamaremos estrutura).

Vé&ios trabalhos $io0 desenvavidos considerando a estrutura de base do
and de ontencd como um sistema rigido, 0 que ndo € verdade, pads toda
estrutura tem um grau de flexibilidade, ou sga, a estrutura sofre deformagdes
quando é submetida a cagas externas. Esta dirmacd® pock ser apredada
claramente nos resultados experimentais obtidos por Reis [7] que trabalhou ra
mesma bancada e ajjos resultados seréo apresentados mais afrente.

Dentro desta perspediva, este caitulo trata da andlise do comportamento
da estrutura quando €la ésubmetida auma excitac@® externa impulsiva (impado
do rotor). Espedficamente procurase uma relacd® matemética a Funcdo ce
Transferéncia (FT), gque representa o comportamento dinamico da estrutura

guandosubmetida aumaforga externa (excitacd) ouaum sina de entrada.

O problema de cdcular a resposta de um sistema, dado 0 modelo
matemético e o registro no tempo e um sina de entrada, € simples de ser
resolvido e € conheddo como Problema Direto. No entanto, a determinacé de
um modelo matematico, que descreva & propriedades da estrutura (freqUéncias
naturais, fatores de anortedmento, e modos naturais de vibrac&) a partir de
informac® de entrada esaida, € en gera um problema dificil de ser resolvido, e
forma parte da dasse de Problemas Inversos.

Uma subclasse dos problemas inversos é tratado ra teoria de |dentificacdo
de Sstemas, once se quer descrever a estrutura tendo como dados o sina de
entrada e saida ou resposta da estrutura. Sendo este o caso, uili zaremos a teoria

deidentificac@® de sistemas para descrever 0 comportamento da estrutura.
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5.1.
Introdu céo

Os métodos da andlise modal caaderizam-se pelo cdculo dreto dcs
parametros modais da estrutura apartir dos registros no tempo ce sua excitac® e
resposta. A estimaca experimental dos parametros modais da estrutura pode ser
redizada diretamente a partir dos snais medidos ou apGs processamento dcs
mesmos. Isto pock ser feito no daninio dotempo ou no dminio dafreqiéncia

No decorrer deste caitulo, sera introdwzido un conjunto de relagdes da
andise moda quando se utiliza o daminio do tempo. De inicio colocase o
modelo matemdtico adotado para descrever 0 comportamento dindmico da
estrutura an estudo, introdwzindo em seguida anogd de fungéo de transferéncia,
que estabelece arelac® entrada-saida da estrutura. S80 assumidos snais de
excitacd e resposta do tipo deterministico que almitem a transformada discreta

de LaplaceZ.

5.2.
Relacdes Béasicas de Analise Modal

A estrutura em estudo € descrita pelo seguinte modelo paramétrico linea
invariante no tempo:
MW +w + Kw = f(w,t) (5.1
onde M, { e K s30 matrizes nxn, de masss, amortedmento e rigidez,

respedivamente; w e f sdo funcbes vetoriais nxl que dependem do tempo e
corresponcem aos deslocamentos e & forgas asciadas a cala uma das
coordenadas fisicas introdwzidas na discretizacd® da estrutura. Diz-se, entdo, qLe o

sistema édiscretizado em n graus de liberdade, ver Juang [24].

Transformando a Eg. (5.1) em um sistema de primeira ordem, oltém-se a

seguinte equaca:

%= Agx+Bgu 5.2
once
0 o0 | O 00 0O wr
Ac=0 1 1 O ,Bec=0 “1g O ’X:H'VD f(w,t) =Bou
EM K -M CQZHXZH) M "B Honxr) L
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Ac(2nx2n) € amatriz de estado; a matriz B, (nxr ) caraderiza alocdizac® e o

tipo e entradas, pa exemplo, des forgas Uy ; I representa o nimero de
entradas e X(ony) €0 Vvetor de estado.

Se aresposta do sistema émedida en m grandezas de saida no etor y
usando sensores, como: acderometros, tacdmetros, straing gages, etc., entéo a
equacd do \etor de saida pocde ser expresso como:

y =Cqw+C\Ww+Cyw (5.9
once Cg,, Cy,eCy sd0 matrizes de saida para a ackerac®, \velocidade e

deslocamento, respedivamente.

Isolando w da Eq. (5.1) e substituindo-o na Eq. (5.3), 0 wetor de saida poce ser
expres como:

y =Cx+Du (5.4
Onde:

C=[4-CaM K Cy-CaM EeD=CyM 1B,

C(mxn) €& a matriz de distribuicd de saida que inclui o deslocamento e
velocidade, e amatriz D(mxr) é amatriz de transmissio dreta, esta matriz
representa a mudanca na acéerac® de y com a variagd da forca u. Se ndo
forem usados acderOmetros na tomada de dados, amatriz D desaparece

Agrupando as Egs. (5.2) e (5.4 numa Unica euac®, tem-se aseguinte forma
conhedda como Equagédo ce Estado e equacéd de medicao:
e o3

5.2.1.
Solucédo da Equacao de Estado — Tempo Continuo

Para saber como varia avariavel de estado x € necessxrio resolver a
equacd®d de estado no doninio dotempo. Nesta parte aMatriz Exporencial tem
um papel muito importante para asolucdo da equac@® de primeira ordem, equaca
(5.2). Antes de entrar em detalhes ©bre asolucéo € necessrio uma revisdo sobre
amatriz exporencial.
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Matriz Exponencial
Muitos gstemas dindmicos possuem solucbes analiticas que podem ser

escritas em termos da matriz exporencial. Esta matriz exporencial, eAt, e
definida aravés de uma expansao infinita da serie de Taylor:

A%2 A33
+ +
3l

o0
At _ AN _
= ZT—I+At+

A derivada e aintegral de eAt, once A € uma matriz constante, estdo dadas

como.
Derivada:
2 4.3 O 22 O
;(At) A+A%+ : + 3,t +..=Aﬁ+At+At +...ﬁ:AeAt:eAtA

Integral:
IeAtdt =A 1 At _ AtA—l

Em continuac® segue asolucéd da Eq. (5.2), sendo que esta equacd®
diferencial, ndo hanogénea pock ser escrita @Mo:

d
P X(t) = AcXx(t) =Bgu(t)

Multi plicandoesta expressio pelo fator g Adt

~Act E;'_x(t) Acx(t)g——% Ctx(t)D— Act u(t)

, resulta:

Logo, integrandoentre ty e t, tem-se:
t “AcTo [ (t —ALT
Itod% SX(T) g i, € Beu(r)dr

e Acly(t) - e Aclox(tg) = Itto e AcTBLu(r)dr

Finamente, multiplicando po et e ordenando convenientemente, a solucéo
resulta:
X(t) = eAC(t_tO)x(to) +J’tto eAC(t_T)BCU(T)dT para t >t (5.6

Esta equac® descreve avariacd® com o tempo da variavel de estado x(t) em

relacd® a ondcéoinicia Xx(tg) e a etrada u(t).
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5.2.2.
Solucdo da Equacéao de Estado — Tempo Discreto

Quando se trabalha experimentalmente com as informagdes de excitacé® e
resposta da estrutura @lhidas e amazenadas em forma digital, é @nveniente
redizar a andlise dravés de modelos discretos no tempo. Nestes casos a
transformada Z tem papel andlogo a transformada de Laplace Wylie & Barrett
[25]. Para obter um modelo dscreto que descreva & caraderisticas do sistema
mecéanico em estudo, serd usada aversdo dscretada Eq. (5.6).

X[ (k+DAt] = e Ex(kat) +[[2 AT dr'Be] u(kat) (5.9

once At € ataxade anostrageme 7' = (K+1)At-1.

Definem-se

A =elc(@) , B :Ist eACT'dT’BC, x(k+1) =X[(k +DAt] e u(k) =u(kAt), logo:
A Eq. (5.8) pode-se escrever em forma compada omo:

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) (5.9
A Eq. (5.4 nomodo dscreto €

y(k) = Cx(k) + Du(k) (5.10

As Egs. (5.9 e (5.10 corresponcem a versdo dscreta da Eq. (5.5, que se
expressa mmo:

IX(k +2) = Ax(K) + Bu(k)

E}/(k) =Cx(k) + Du(k) =012.. (5.12)

5.2.3.
Funcado de Transferéncia do Modelo Discreto

Para definir a funcéo de transferéncia do modelo dscreto, assume-se

condc¢oes iniciais nulas x(0) =0, tomase atransformada Z na Eq. (5.11), e
estabelecese arelacd® entrada-saida do sistemano daminio transformado (z).
Y(2)=C[z -A]"1BU(2) +DU(2)

Agora, se definirmos afuncéo de transferénciaH(z) pelarelac:

Y(2)=H(2)U(2), o vdor deH(z2) &

H(z)=C[2 -A] 'B+D (5.12)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115594/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0115594/CA

Andlise Modal da Estrutura 64

A maneira mais smples de representar a Eq. (5.12 para um sistema de
uma entrada e uma saida (SISO) é dravés de uma funcdo radonal. E,
provavelmente, a relac® mas smples de eitradasaida pode ser obtida
descrevendo-se arelagc® como uma ejuacd de diferengas lineaes. A principa
caraderistica deste modelo é que asaida da estrutura pode ser cdculada @mo
uma combinac® linea das sidas e das entradas anteriores do mesmo:

y(t) +ay(t-1)+...+ay y(t—ng) =bu(t -1) +...+ly, u(t—ny) +e(t) (5.13)

once e(t) éo erro na equacd de diferenca(por exemplo: ruido).

Aplicandoas propriedades de retardo e lineaidade datransformada Z tem-se:
A(2) y(t) = B(2)u(t) +e(t) (5.13h

2

AZ)=1+az T+az 2 +..+ 8,28

B(2) =lyz ' +byz 4. +by 27

Onde ny eny, sdo a ordem dos paindmios A(z) e B(z) , respedivamente. A Eq.

(5.13), também podk ser expressa da forma:

y(t) =%T0 +e(t) (5.1%)
0=y a .. a, b b .. b0
x=[-y(t-D -y(t-2) .. -y(t-ny) ut-1) ut-2) .. ut-ny)]'

Logo, rescrevendoa Eqg. (5.13h, fica @mo:
_B(? 1 _
y(t) = ﬁu(t) + ﬁe(t) = Hqu(t) + Hoe(t) (5.19

Onde H; e H, sdo fungBes de transferéncia

Na Eq. (5.1%), 0 € o vetor de weficientes do numerador e denominador
chamados Parametros Autorregressvos (AR). Estes parametros autorregressvos
devem ser cdculados com algum método adequado, como: regressio linea ou
método da minimos quadrados, ver Ljung [26]. Na literatura de Identificac® de
Sistemas, 0 modelo da Eq. (5.130 é omnheddo como Modelo ARX once AR

refere-se aparte auto-regressva A(z) y(t) e X a entrada extra B(z)u(t) .
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5.3.
Interagdo do Rotor com a Estrutura Elastica

Para a eafrutura em estudo, tem-se 0 registro temporal da resposta
(acderac@®) quando orotor bate no anel. Esta resposta da estrutura pode ser
representada wm o modelo AR (AutoRegressive), ja que, a entrada u do sistema
é nula. O modelo AR € um caso espedal da Eqg. (5.13), que se glica para series

temporais. DaEq. (5.14) conclui-se que B(Z)u(t) =0 e asaida y(t) resulta:
YO =580 - Ha=4b (5.19

Para encontrar a fungéo de transferéncia que represente a resposta
dindmicada estrutura, usaremos os dados experimentais obtidos por Reis[7] e &
ferramentas computaaonais do Matlab (Tod Box de Identificac® de Sistemas).
Este programa @mmercia permite encontrar a fungéo de transferéncia e aordem
adequada desta funcd. Um estudo mais amplo no tema de identificacd® de
sistemas encontra-se en Bazan [27)].

Nas Figs. 32be 32d mostram-se & respostas da estrutura & impado ncs
eixosx ey, nunerado ce 1 ao 9. Para encontrar os parametros modais da estrutura
€ posdve analisar qualquer um dos 9 impados, e, todos eles levam a0 mesmo
resultado. De todos os impados sra andlisada aresposta mais representativa da

estrutura, que éfornedda pelo quarto impado, ver Fig. 33.

5.3.1.
Parametros Modais da Estrutura Elastica

Os dados experimentais a usar para cdcular os parametros modais da
estrutura sdo apresentados nafigura 33, para o eixo x ey. Elas mostram a resposta
da estrutura quando o rotor bate com o anel. As respostas temporais estdo
registradas para duas posi¢oes diferentes dos ensores, que estéo locdizados a 90
graus um do ouro.

A partir dos dados da Fig. 33, é posdvel encontrar uma funcdo
matematica, funcdo de transferéncia, que possa representar a dindmica da
estrutura. Para is9, é necessrio primeiro encontrar a ordem do modelo, ma Fig.

34 mostra-se aordem adequada dos model os obtidos com Matlab.
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Figura 34 — Ordem dos Modelos para cada eixo — Obtidos com Matlab

Osvaoresdo pdindmio A(z) que ohtém-se para cala um dos eixos $o:

Eixo x: Equac® A(2)y(t) = &(t)

A2)=1-0.588z1+0.738 22 -0.17923 +0.162* -0.43%z° +0.1127° -
0.14%z 7 +0.378z8 +0.06@z° +0.2382° -0.0069672 11 -
0.0067@z 12 -0.102213 -0.060T7 714 -0.067D21° +0.0258216 -
0.048z" -0.009007z 8 +0.0056821° -0.16167%°

Logo, afuncdo de transferéncia é

| H%HHHH

20
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H2="% 9 8 - 7 6 5. (516
(z2°-0.5887° +0.7382°% -0.1797" +0.167° - 0.43F7 7 +
0.11274 -0.14167" +0.37872 +0.06@7 +0.23BZ2° -
0.005962° -0.0067®@2° - 0.10®2’ -0.06072° -0.067D2° +

0.02587* -0.04817° —0.00900z +0.0056@z - 0.1616

Eixoy: Equac® A(2)y(t) = &(t)

A(2) =1-0.53%7 1 +0.96612% - 0.45B82°3 +0.208Bz™* - 0.71Bz™° +0.0P172° -
0.3217 7 +0.184778 +0.054%2° +0.173z1° +0.06925711 +0.021 B 12 -
0.052%z 13 -0.096621* +0.0005671z1° - 0.055®7 16

Logo, afuncéo detransferéncia é
_ 1
(7% -0.53%7° +0.96617* - 0.4587"2 +0.2087 -

0.718z1 +0.03977° -0.3217° +0.184 8 +
0.054%z’ +0.17312° +0.06952° +0.021BZ* -
0.052%2° - 0.096622 +0.00056 1z - 0.05599

Ho (5.17)

Nas Figs. 35e 36 encontram-se & respostas no tempo domodelo estimado e dos

dados medidos (reds), e, naFig. 37 mostra-se adensidade espedral.

| —— Estimado 0.35r —— Estimado
1 N S Medido || | o+ |- Medido
. 03}
0.5 i,
C h’ Al e 8,251
o ST {1 1 o
e it ul[ A , [ =
= =
i 0.15
0.1H
_1 1 1 1 1 1 1 1 1 E 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04 0.09 0.1
Tempo (5)

Figura 35 — Modelo estimado e medido, resposta temporal no eixo x
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Figura 36 — Modelo estimado e medido, resposta temporal no eixo y

w
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Figura 37 — Densidade espectral medida e estimada

Das raizes do denominador das fungdes de transferéncia, Egs. (5.16) e
(5.17), encontram-se 0s parametros modais da estrutura. Na Fig. 37 se vé que &
duas freqUéncias mais predominantes 0 =114Hz e =39(Hz. Tavez as mais

importantes sjam a de 28Hz e 31Hz, embora sejam muito amorteddas ({ =1),

estes valores podem ser tirados databela 5.

Sabe-se que os acderémetros foram colados no anel, partanto, é provavel
gue dgumas fregqiéncias encontradas adma sejam as freqiéncias naturais do anel.
Para verificar isto, modela-se 0 anel utili zando elementos finitos (ver apéndice B).
Os resultados mostram que nenhuma das freqiiéncias naturais encontradas adma

batem com as do anel, partanto conclui-se que das 50 da estrutura.
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Eixo x Eixoy
Amort.| Frequéncia, rad/s. | Freqiiéncia, Hz. |Amort.| Frequéncia, rad/s. | Freqliiéncia, Hz.
1.00 179 28.42 1.00 197 31.41
0.08 716 113.94 0.42 718 114.26
0.29 1280 204.09 0.13 2470 393.72
0.03 2190 348.94 0.05 2500 397.85
0.01 2420 385.94 0.24 2790 444.38

Tabela 5 — Parametros modais da estrutura (no eixo x: Ny =20; no eixoy: Ny =16)

Aparentemente aordem escolhida para representar 0 sistema dindmico é
muito ata (x: ny =20;y: ny =16). Segundoa Fig. 34 um modelo de ordem dois
representaria satisfatoriamente aresposta do sistema; em continuagd® mostra-se
que esta ordem é muita baixa e ndo fornece & freqiéncias mais baixas de

interese. Como exemplo tomamos fungdes de transferéncia de ordem dois.

Eixo x Equac®d A(2)y(t) =e(t); A(z) =1-0.802%1+0.878%2

1
72-0.80237+0.87R8

Logo, afuncéo detransferéncia € H, =

Eixo y: Equac® A(2)y(t) = e(t); A(z) =1-0.58Bz1+0.9078 22
1
72 -0.588 z+0.908

Logo, afungéo detransferéncia € H, =

w
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1 . . : . 10 . . ;
fffff Medido

—— Estimado
1 10"L
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il s T
F 1 e10t
I!i i I.' ' %
{s &
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Figura 38 — Resposta temporal (no eixo x) e densidade espectral estimada
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Eixo x Eixoy
Amort.| Frequéncia, rad/s. | Freqiiéncia, Hz. |Amort.| Frequéncia, rad/s. | Freqliiéncia, Hz.
0.0574 2314.9 368.4 0.0383 2581.2 410.8

Tabela 6 — Parametros modais da estrutura (no eixox : Ny =2;noeixoy: Ny =2)

A tabela 6 mostra que para 0 modelo de ordem dois (n, = 2), sO € posdvel

obter as freqiéncias mais predominantes,

freqliéncias dtas, que sdo

aproximadamente 370Hz e 410Hz, este valores também podem ser observados na
densidade espedral daFig. 38.

5.3.2.

Determinacao dos Instantes de Impacto

Baseado ncs resultados experimentais mostrados anteriormente épossvel

saber o instante an que o rotor bate mntra a etrutura apartir dos resultados da
acderacd doestator, Figs. 32be 32d.

Cada vez que eiste impado, a estrutura tem 0 comportamento de um

movimento harménico amorteddo. Dos graficos de acéeracd®, pode-se dirmar

gue o transiente da vibracg livre tem uma durac@® aproximada de 0.4s.

Segundoas Figs. 32be 32d, que sdo aresposta da estruturanas eixosx ey,

respedivamente, o rotor bate nove vezes, a tabela 7 mostra esses instantes de

impado. Na orbita do centro do rotor, estdo locdizados os nove portos de

impado e o sentido ce giro, ver Fig. 39.

N° | mpacto 10 2°

30 40

50

60 70 80

Tempo (9) 0.27 | 0.72

1.14 | 1.56

2.03

245 | 2.87 | 3.32

3.74

Tabela 7 — Instantes do impacto

DaFig. 32, que éo resultado dosina de saida de um sensor de rotac®, se

verificaque o rotor gira nove vezes. Coincidentemente este €0 nimero de vezes

gue o rotor bate cm a estrutura, ou sgja, o rotor bate @m o anel umavez a cala

voltaque deda
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Deslocamento em y (V)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Dieslocamento em x (V)

Figura 39 — Localizacao dos pontos de impacto na 6rbita do centro do rotor

5.3.3.
Andélise do Rotor em Balanco

Nas Figs. 32a e 32c estdo mostradas a tragjetoria do centro do rotor para
cada um dos eixos. A partir destes dados, e, aplicando a teoria da Mecanica
Discreta, Greenspan [28], é passvel determinar as velocidades do centro dorotor

parao instante k qualquer, da seguinte maneira

2
V1:E(X1‘Xo)‘Vo

v —g(x -%)~
2= e (5.189

Vi = 2 (X = X=1) — Vi1
At

As velocidades nos eixos x e y, docentro dorotor, estdo mostradas nas

Figs. 40e 41, respedivamente. Estas figuras mostram que avelocidade cdculada
com a Eq. (5.18 gera uma flutuacd® ncs sus vaores devido ao ruido; para
diminuir a ontribuicdo do ruido tomase uma arva média, que também se

mostra.
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Eixo x
150 T T T L T
—— wx rotor, Volts/s
—— vx média, Volts/s
—— ax estator
100

50

Amplitude

-50

-100

-150 1 I 1 1 1
0 05 1 15 2 25

Tempo (s)

W

35 4

Figura 40 — Velocidade do centro do rotor e aceleracéo da estrutura - Eixo X

Eixo y
150 T T T T T
—— vy rotor, Volts/s
—— vy média, Volts/s
—— ay estator
100 [
50 B
[
o
[=% [ !
TR «M AT AVE "RY R
-50
-100 _
_1 50 | | | | | | |
0 05 1 15 2 25 3 35 4

Tempo (s)

Figura 41 — Velocidade do centro do rotor e aceleragé@o da estrutura - Eixo Yy

A partir destas figuras é posdvel andisar 0 comportamento da velocidade
dorotor antes e no instante do impado. Para determinar os instantes dos impados,
sobre os graficos de velocidade, tracan-se & respostas da estrutura (acderac®),

gue indicaram 0 momento exato em que o rotor bate cntra a atrutura.
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Tendo como referencia & figuras de velocidade eacderac@® superpostas,

verificase que & velocidades em x e y dorotor, noinstante exato doimpado,
s80 ndas. Também, os graficos mostram que @ velocidades em x e y do rotor

antes do impado caem abruptamente para zero noinstante que ocorre o impado.

Uma outra informac@® que se pock tirar, a partir das trgjetérias do centro
do rotor, é afrequéncia natural do conjunto eixo eastico-rotor. Uma FFT dos

deslocamentosem x e y mostraram algumas freqiiéncias de interes<.

180} ~ — fftx [

160f! I [} .

140tV | i

—y

s}

o
|

—_
=
[=]

T
|

Ganho (dB)

60

40 . 4

0 ! ! ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Frequéncia (Hz)

Figura 42 — FFT dos deslocamentos do centro do rotorem X e Y

DaFig. 42 conclui-se que existem duas freqiéncias. amais predominante,
que é=2Hz; e outra, ndo tao nitida, de =27Hz. A freqiéncia mais baixa néo é
outra @isa sendo a prépria velocidade de rotac@® do rotor, e amais dta é a

fregiéncianatural do sistema.

Nesta velocidade de rotac@ dorotor (2Hz) a érbita do sistema impadante
va se movimentando lentamente, e pelo sentido de rotac@® da Orbita, ele rediza

uma precesso retrograda.
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5.3.4.
Determinagdo dos Coeficientes de Restituigdo

A partir das velocidades cdculadas com a Eq. (5.18 é possvel obter os
coeficientes de restituicdo nama e tangencial para cala impado. A seguir

descreve-se ametoddogia para encontrar os respedivos coeficientes:

1. Nos gréficos de acéerac®, Figs. 32be 32d, locdiza-se o instante an que ha
Impado, estes instantes do impado estéo resumidos natabela 7.

2. Nos gréficos de deslocamento, Figs. 32a e32c, locdiza-se & coordenadas do

impado (%,Y;), once i representa 0 nimero do impado. Para este cao em

particular i =1,2,...9.

3. Sgam (%,V¥;) € (X+1.Yi+1) as coordenadas de duas Stuagdes de impado e
(X,Y) o centro do estator. Sabendo-se que adistancia entre o centro do estator
(raio Rg) e o centro dorotor (raio Ry), noimpado, € R.-Ry, escrevemos a
equacd® da drcunferéncia mmo:

(% =X)? + (% =Y)? = (Re-Ry)?

(%41~ X)%+ (Y41~ Y)? = (Re-Ry)?

Combinando as duas equagdes anteriores chega-se aseguinte relac:

1 1
(5 =% X+ (3 = Y)Y =2 6% =x30)+ S (4% - vika) (519

Para 0 caso de n situagdes de impado a Eq. (5.19 pocde ser expressa na forma

matricial como:

O(q—%) (-Y2)O B (4= %)% + (Y1~ ¥o)?

H00-%)  (Y2-Y3) (X = X3)2 + (Y2 - ¥3)?
[l . . :

%Xn—l_ %) (Yn—Yn)O

(5.20

L]
rrmrir

O
=0
O
2 2L
%Xn—l_xn) +(Yn-1=Yn)C
a euacd matricial, Eq. (5.20), é resolvida para (X,Y) através do método ds

minimos quadrados ou inversa generali zada.
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4. A partir das coordenadas do centro do estator, (X,Y), tracan-se linhas que
passam pelos portos de @ntato (X, Yic), nestas linhas estéo contidas os vetores

de direc® namal para calaimpado. O vetor unit&rio namal, para o impado i,
que se mostrana Fig. 43 é caculado como:

n; :%[xi -X —Y]T once m :\/(xi - X)? +(y, -Y)? ; e & coordenadas do
porto de mntato i noestator sA0: [%¢  Vic] = Renl -

Se 0 vetor unité&rio namal se representa @WMO: n; = afx n'yBT entdo, o \etor

unitério tangencia & t; = E—n'y n;(g

Figura 43 — Convencéao dos vetores unitarios normal e tangencial

5. Para encontrar os coeficientes de restituicd namal e tangencial, as velocidades

antes (an’Vya) e depais (de’Vyd) do impado tem que ser projetadas nas

diregdes normal e tangencial. As velocidades normal e tangencial do impado i,

aplicandoa projeca de vetores, cdcula-se mo:
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Via=Fxa VyaPB M Vid =Fhd Vyd B

Via=Pxa VaPPti  Vd=Pxa VyaPP

6. Finalmente, os coeficientes de restituicéo para calaimpado séo:

i

iV
Tangencial: ¢ =--19
Vha Vta

Adotando o pocedimento descrito anteriormente, o centro do estator
resultac (X,Y)=(0.372,0.229 Volts, e os coeficientes de restituicdo, para cala

impado, séo mostrados natabela 8.

Matematicamente resulta fadl escrever relagdes para cdcular 0s
coeficientes de restituicédo para cala impado. A metoddogia descrita adma foi

desenvalvida onsiderando qe o impado i ocorre no instante t, e, que
(t-At,t+At) representam os instantes antes e depois do impado. Quando se
trabalha com dados experimentais existem algumas dificuldades paralevar a cdo

os cdculos em forma satisfatéria. Uma delas é saber o instante exato em que

aoonteceo impado, uma outra dificuldade ésaber os instantes antes e depois do
impado; embora sgja onhedda ataxa de aquisicéo de dados (At = 0.49x10_3s)
usado ra experimentacd, ndo é posdvel assegurar que os instantes antes e depois
do impado sgjam t—-At e t+At, respedivamente. Para estarmos sguros de

tomar as velocidades corretas, antes e depois do impado, preparamos a tabela 8
com diferentes interval os de tempo.

A tabela 8 mostra que para os diferentes valores de At, as velocidades
normais antes do choqte (Vv,,) S0 positivas, e, as velocidades normais depois do
chogee (Vv,q) S8 negativas. Este resultado esta de aordo ao sistema de
coordenadas normal e tangencial (n,t) convencionado, Fig. 43. Para que &ista

impado, avelocidade normal antes doimpado tem que ter o mesmo sentido qLe o

vetor unitério n, e, norebate sentido opato.
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Para At =5At =0.024s
Noimpado | Yoa (V9 | Ved VI9 | & | va V9 | W (V9 | &
1 90.24 -10.72 0.12 6.10 5.06 -0.83
2 80.72 -22.30 0.28 -91.97 -73.37 -0.80
3 72.07 -38.32 0.53 -53.51 16.94 0.32
4 93.80 -7.39 0.08 28.86 27.93 -0.97
5 84.17 -25.92 0.31 -77.89 -72.43 -0.93
6 69.85 -50.24 0.72 -33.18 8.66 0.26
7 84.88 -30.97 0.36 14.37 13.83 -0.96
8 70.40 -27.48 0.39 -83.58 -100.48 -1.20
9 76.68 -48.57 0.63 -52.11 24.44 0.47
Para Af =10At =0.089s
Noimpado | Vna (V/9) | Vnd (V) | & Ma (V/9) Md (V/9) &
1 110.07 -59.17 0.54 7.62 18.07 -2.37
2 93.73 -41.63 0.44 -77.65 -70.93 -0.91
3 91.90 -51.97 0.57 -51.81 8.15 0.16
4 101.32 -44.82 0.44 32.61 24.26 -0.74
5 79.52 -61.92 0.78 -63.80 -72.35 -1.13
6 87.02 -44.56 0.51 -37.53 11.12 0.30
7 98.86 -52.22 0.53 10.36 30.95 -2.99
8 84.06 -66.84 0.80 -76.08 -59.37 -0.78
9 87.85 -43.67 0.50 -52.20 19.57 0.37
Para At =15At =0.073s
Noimpado | Vha (V/9) | Vng (V/9) €n Via (V/9) Veg (V/9) &
1 95.43 -48.16 0.50 18.58 10.48 -0.56
2 89.80 -73.16 0.81 -53.43 -51.08 -0.96
3 102.74 -53.39 0.52 -35.25 12.91 0.37
4 93.08 -19.51 0.21 39.94 4.25 -0.11
5 80.34 -44.07 0.55 -56.01 -54.36 -0.97
6 99.33 -55.67 0.56 -15.74 7.83 0.50
7 106.30 -44.23 0.42 20.32 3.43 -0.17
8 79.99 -73.45 0.92 -54.35 -41.84 -0.77
9 99.48 -59.95 0.60 -30.91 18.85 0.61

Tabela 8 — Velocidades e coeficientes de restituicdo para cada impacto

No caso das velocidades tangenciais, as velocidades antes e depois do

impado (g,Vtq) S funcéo dosentido de goroximacga/separaca dorotor para

0 estator. Da tabela 8 é posdvel separar 0s impados em trés grupos, dependendo

dos snais das velocidades (W5, Viq): O primeiro grupo, impados (1,4,7), tém

velocidades (+vig,+Viq); O segundo grupo, impados (2,5,8, tém velocidades

(—Vtq,—Mtg) € O tercero grupo, impados (3,6,9, tém velocidades (—\Vig,+Viq) -

Estes snais das velocidades estdo de aordo ao sentido da groximacéd® e
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separacd® do rotor antes e depois do impado, e podem ser comprovados
observandoaFig. 39.

Os impados 1, 4 e 7, ver tabela 8, verificam que uma velocidade maior
antes do impado (V) implicaum impado mais forte. Isto € mmprovado pelos
picos das acderagdes do estator (Figs. 32be 32d); para estes impados 0s picos
s80 maiores, sendo oimpado 4 omaior de des. Contrariamente, uma velocidade
menor indicaum impado mais leve, pa exemplo, oimpado 8 € o mais leve de
todos, ja que a sua velocidade € amenor. Esta mnclusdo também pode ser

observada nos gréficos de velocidade e ackeracé superpostos, Figs. 40e41.

Assciando o impado mais forte (impado 4) e o impado mais leve

(impado 8) a seus respedivos coeficientes de restituicéo, €,, observa-se que o
impado 4tem menor coeficiente de restituicéo que o impado 8, pa exemplo para
Af =0.073s: ef{ =02l e eﬁ =0.92. O que significaque aperda de energia no
impado 4 é maior. Esta perda de energia esta ssociada arigidez e anortedmento

de ontato K e C¢, respedivamente, o que indicaque o material do anel € ndo

homogéneo.

5.3.5.
Fatores de Conversao de Volts para Milimetros

Na Fig. 44, estdo desenhadas a Orbita do rotor e os portos de impado:
tendo como referencia os portos de impado € posdvel traca uma drcunferéncia
gue represente o limite da orbita do centro dorotor. Nesta mesma figura, pode-se
observar que uma parte da 6rbita sai fora da drcunferéncia. Isto pcssvelmente
seja onsequénciado deslocamento doestator produzido pelosimpados do rotor.

Outra posshili dade éque os dados colhidos tenham diferentes escdas nos
eiXos X e y, e a0 momento de traca a drcunferéncia devem ser levados em
conta estas escdas. No trabaho dce Reis [7] ndo foram adotadas as medidas
necessirias para fornece funcbes de mnversdo de Volts para mm para cala éxo,

etodas 0s us resultados estdo express em unidades de voltagem.
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Deslocamento em y (V)

Orbita

_4 1 | | | | 1 1
Deslocarmento em x (V)

Figura 44 — Limite da orbita do rotor em unidades de Volts

Sabe-se que para traca a érbita do centro dorotor foram usados sensores
de deslocamento, e, que afaixa de operacé® e des foi na parte linea. Mantendo
esta dirmac, € necessrio achar fatores de conversdo adequados para fazer que
toda a orbita do centro do rotor fique dentro do seu limite. Estes fatores de
conversdo oltém-se dravés de uma estimativa de tentativa e ero, tendo como
referencia que o limite da drcunferéncia tem que passar pelos portos de impado,
e, todos 0s outros portos devem estar na parte interna da drcunferéncia de raio
2mm (folgaradial entre o rotor e estator).

Os fatores de onwversdo encontrados, em forma groximadas, sdo:

* Paraoeixo x: f, =0.45x-0.10

e Paaoexo y: fy:0.40y+0.5

Onde (fy, fy) esta en milimetros e (x,y) em Volts. Usando estes fatores de

conversao, tracanos novamente aérbita do rotor em unidades de comprimento,
Fig. 45.
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Figura 45 — Limite da orbita do rotor em unidades de comprimento

A Fig. 45 mostra o comportamento da érbita de um rotor em balanco,
embora tenha um movimento periddico (periodo =1.3s, Fig. 32aou Fig. 32b), a
Orbita ndo representa o comportamento geométrico de um sistema bem alinhado.
Por exemplo, perto do centro geométrico (0,0) observa-se que a Orbita posaui
vértices agudos, e sabe-se que nesse porto ndo existe impado. Possvelmente esta
caraderistica geométrica sgja devido a aisotropia da rigidez do amplamento
usado entre 0 eixo do motor e 0 eixo elastico. Esta trgjetéria preferencia indica
que arigidez nessa direcd® € menor que nas outras. Outra posshbilidade éque o

eixo uili zado para abancada ndo estavareta.

Como uma observac®, cabe asgnaar que, com o valores dos coeficientes
de restituicéo, as velocidades antes e depois do impado e o tempo e duracd do
impado, é posdvel estimar as forgas normais e tangenciais durante o impado.
Parais é necessario aplicar as equagdes da quantidade de movimento linea nas

diregdes e normal e tangencial.
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