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Da Descricao Microscopica de SG a Hidrodinamica

Neste capitulo pretendemos expor de maneira suscinta uma rota para
chegarmos as equagoes hidrodinamicas, partindo de um ponto de vista
quase microscopico. Nao estamos, no entanto, nos propondo a mostrar
rigorosamente todos os detalhes algébricos com todas as suas complicacoes,
mas mostrar os principais passos e equacoes com suas respectivas
interpretacoes fisicas.  Descricoes mais detalhadas sao encontradas nas

referéncias citadas na seqiiéncia.

2.1 O Problema Mecanico Estatistico

Explicar o comportamento macroscopico de um sistema em termos
da dinamica microscopica das particulas que o compoem constitui o
principal objetivo da mecanica estatistica. Os sistemas constituidos de
muitas particulas podem ser estudados em varios niveis de detalhamento,
dependendo de quais informacoes estamos interessados em obter. Por
exemplo, ao estudarmos um gas podemos descreve-lo ao nivel hidrodinamico,
se estamos interessados em descrever os processos de fluxo das quantidades
conservadas. Se estamos interessados em informacoes mais detalhadas,
tais como de funcoes distribuicao, coeficientes de transportes, etc, devemos
estuda-lo ao nivel de teorias cinéticas, as quais tem por base a equacao
de Boltzmann (que tem sua versao adaptada ao estudo de sistemas
granulares'!). Além disso, se estamos interessados em processos em uma
escala ainda menor, tais como os processos que ocorrem durante os encontros
entre duas moléculas, entao teremos que estudar as equacoes de movimento
ao nivel microscopico, neste caso as equacoes basicas devem ser as equacoes
de Hamilton ou a equacao de Liouville (que lhe é equivalente) para sistemas
classicos, ou a equacao de Schrodinger, no caso quantico.

O mecanismo pelo qual passamos das equacoes microscopiocas para as
equacoes cinéticas e por sua vez as equacoes hidrodinamicas constitui uma
tarefa da mecanica estatistica de nao equilibrio.

A seguir faremos uma breve descricao da dinamica das colisGes
entre os graos. KEmbora nao seja propriamente este o caminho por nos
seguido, acreditamos que isto sera util para esclarecer melhor a questao da

inelasticidade do sistema, como ela influencia na dinamica do mesmo e a
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dificuldade de tratarmos o problema desse ponto de vista.

2.2 A dinamica das Colisoes

Devido a grande irregularidade, quanto a forma e tamanho dos graos
que compoem um SG, que trazem consigo grandes complicagoes para
estudos tedricos, é comum fazermos simplificacoes a fim de facilitar uma
formulacao microscopica. No modelo que utilizaremos considera-se um
sistema constituido de graos perfeitamente polidos e idénticos. Embora essas
simplificagoes parecam exageradas, ainda assim conseguiremos extrair muitas
informacoes fisicas importantes.

Do ponto de vista microscopico, ao nivel da dinamica das colisoes entre
os graos, o que temos sao colisoes inelasticas. Consideremos dois graos i e 7,
de massa m; = m; = m, idénticos, com velocidades iniciais (antes da colisao)
v; e v; e velocidades finais (depois da colisao) v} e v/ respectivamente® , como
mostra a figura (2.1).

Como At., < 1, o momento linear se conserva. Portanto,
Vi Vi =vi vy (2.1)

Escrevamos a velocidade relativa entre os dois graos em componentes

perpendicular e paralela, relativamente ao vetor unitario n;;, definido por:

I'j—I'i

(2.2)

SRR

que estd na direcao da reta que une os centros de massa dos graos em

consideracao, no instante da colisao veja fig. (2.2):
Vi = vy = (vi— )+ (vi—vj)1, (2.3)
onde as componentes sao dadas por:

(vi — Vj)H = [ﬁij (v — Vj)]flij (2.4)

(vi — Vj)L =V, —V;— [flij : (Vj - Vi)]flij- (2.5)

af importante destacar que mesmo se nao tivéssemos dito quais foram as velocidades
iniciais e finais dos graos, poderiamos inferi-las da figura (2.1) ao fazermos a inversao
temporal, lembrando que numa colisao inelastica as velocidades pés colisionais tendem a
ficar paralelas, e o inverso jamais sera visto. Isto nos remete a um fato muito peculiar para
os sistemas dissipativos que os faz, mais uma vez, diferir dos sistemas usuais. Enquanto
que nos sistemas elasticos, no nivel da dinamica das colisoes 0s processos sao reversiveis e a
irreversibilidade s6 aparece como um efeito coletivo, no nivel macrosépico, aqui o sistema
ja apresenta irreversibilidade no nivel da dinamica das colisoes.
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Figura 2.1: Representacdo esquematica de uma colisdo entre dois graos.

:)

Figura 2.2: Representacdo esquematica de dois grdos no instante da colisdo.

21
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Define-se o coeficiente de restituicao radial r como:
(v — V})H = —r(v; — V)|, (2.6)
desse modo podemos escrever:
(vi = vi) = =1+ )0y - (vi = vyl + (vi — v;). (2.7)
A componente perpendicular permanece inalterada:
(Vvi—=vi)L = (vi—vj)L. (2.8)

Utilizando a equacao (2.1, 2.41 e 2.42) podemos escrever as velocidades finais

das particulas em termos das iniciais e do coeficiente de restituicao:

1
v = v, — #[ﬁij (Vi — v;)| By (2.9)
(]
(14+7r), . X
Vi =Vt T[nzj (Vi — vj)|ng;. (2.10)

A perda de energia por colisao é, portanto, a variacao da energia cinética

devida a colisao, dada por:
AFE — ——m[(vi - Vj) : fl”]2(1 - 7"2). (211)

E importante destacar que o coeficiente de restituicao, em geral,
depende da velocidade relativa pré-colisional'? 5.

A dependéncia do coeficiente de restituicao com a velocidade relativa
dos graos, numa primeira aproximacao é da forma r = 1— owie/f (ver ref. 13),
correspondendo a friccao do tipo viscoelastica para colisoes quase estaticas.
Neste modelo a relaxacao de energia via fonons acontece em uma escala de

16,17~ Nos modelos

tempo rapida em comparacao com o tempo de colisao
usuais de sistemas granulares o coeficiente de restituicao é considerado como
uma constante.

A descricao de um sistema com um grande numero de particulas,
diretamente em termos de quantidades vetoriais, como as velocidades das
particulas, é muito complicada. Além disso, a dependéncia das velocidades
pré-colisionais nos coeficientes de restituicao ¢é bastante complexa, e,
portanto, introduz ainda mais dificuldades. E, portanto, mnecessario
desenvolver modelos de potenciais que contenham as informagoes sobre as
interacoes entre as particulas. Assim devemos lancar mao do formalismo

canonico para descrever o sistema.
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2.3 Formulacao Candnica

Uma formulacao microscépica, no formalismo canonico, deve constituir
de um Hamiltoniano que leva em conta todos os graus de liberdade do
sistema. Definamos as notacoes r¥ = {r;} e p¥ = {p;} (i = 1,...,N), para
as coordenadas de posicao e momentos lineares dos graos respectivamente e
N =&} e 7 = {m;} sao as coordenadas de posicao e momentos lineares
(atomicos) internos aos graos.

Um tal Hamiltoniano é composto de um termo Hr, que depende apenas
das coordenadas granulares, r’¥ e p?, um termo H;, que depende apenas das

N

coordenadas internas £V e 7 e um termo de acoplamento entre esses graus

de liberdade o(rv, &N).
H = HT(vapN) +HI(€N77TN) +¢(rN7€N)7 (212)

onde:

Onde pV - pY¥ = 3V | p? denota o produto escalar.

No nivel de teorias cinéticas, estamos geralmente interessados na
evolugao da funcgao distribuigao total p(Xr, X;,t) do sistema, onde
p( X7, X1,t)dX7rd X1 é a probabilidade de encontrar o sistema num estado
em que suas coordenadas estejam dentro do hipervolume (dXrdX7), centrado
no ponto (Xr, X;), no instante ¢, onde X; = (rN,pN) e X; = (7V, V). A

evolucao temporal de p é dada pelo parentese de Poisson

dp
={H, 2.13
o~ P (2.13)
que na forma de operador se escreve
dp -
— =1 2.14

onde L é o operador de Liouville. Este operador é dado por:

onde Lp, L; e Ly sao os operadores de Liouville associados aos
graus de liberdade translacionais, internos, e ao termo de acoplamento,

respectivamente. Estes sao dados por:
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N

Ly = —% Ve + Ve U@Y) - Voo, (2.16)
~ 7TN

L;= o Ven + Ven V(EY) - Vow, (2.17)
Ly =Veng-Von + Veng - Von. (2.18)

Resolver a equagao de Liouville (2.14) levando em conta todos esses
graus de liberdade torna-se é impossivel, devido ao grande numero de
particulas envolvidas. No entanto, estamos interessados apenas na dinamica
dos graus de liberdade translacionais, ou seja, queremos encontrar uma
funcao de distribuigao de probabilidades reduzida W (Xr,t), apenas para

os graus de liberdade externos, dada por:
WX, 1) = [ dXop(Xr, X, 1), (2.19)

O fato de que os graus de liberdade internos serem muito mais rapidos
do que os externos, e portanto terem um tempo de relaxacao muito menor que
estes ultimos, permite-nos considera-los como estando sempre no equilibrio,
a uma temperatura T’ E como se o sistema fosse constituidos apenas pelos
graus granulares de liberdade e estivesse em contato com um banho térmico,
sendo os graus de liberdade do banho térmico os proprios graus internos.
Analogamente ao que é feito na eliminacao dos graus de liberdade do banho
térmico para o caso de uma particula browniana'®, utilizando as técnicas
de operadores de projecao, Schofield e Oppenheim? eliminaram os graus de
liberdade internos, para um sistema granular diluido, obtendo uma equacao

de Fokker-Planck para a evolucao temporal® de W:

N N
W(Xr,t) = [(‘ > % Vo, ) Ve (U +w(r)) - Vm) + % oD Vbt
i=1 i=1 7 J#k
Vo, = Vo) (¥, = Vi) + 8PP ) |0 (2:20)
m

acima, 3 = 1/kgT, sendo T a temperatura dos graus internos de liberdade,
que é considerada aproximadamente constante, w(r) é um potencial médio

que traz consigo as informacoes das interacoes durante as colisoes, e

Vik :/0 dT/dXI PV i) €FTTVNIVNIT (T ), (2.21)

sendo p — p(Xy,t) a funcao distribuicao condicional para os graus internos?.

Os termos no integrando acima acentuado com () sao definidos como:

A=A— (A

*Mais recentemente, Proleon e Morgado'® generalizaram esta forma para o caso de um
estado estacionario em presenca de um mecanismo de injecao de energia.
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com

(A) = / dX 1 pA.

Embora a equagao (2.20) seja razoavelmente complicada, podemos facilmente
identificar seus termos: o primeiro termo ¢ um termo de fluxo no espaco das
coordenadas, o segundo é um termo de fluxo no espago de momento e o
ultimo termo é um termo dissipativo devido a transferencia de energia para
os graus de liberdade internos. E claro que 7, ¢ um coeficiente de transporte
dissipativo, que gerara o coeficiente de restituicao dependente da velocidade
relativa.

A equacao de Fokker-Planck (eq. 2.20) nos da a evoluc¢ao temporal para
a distribuicao de probabilidade granular. Precisamos integra-la nas variaveis
Xni1...Xy, a fim de obter a evolucao temporal para as distribuicoes
F (N pN . t). Isto é feito via hierarquia®® BBGKY.

Definamos a distribuicao reduzida por:

7o) = Nf'n), [ X X W (X1 (2.22)

(N

A forma de explicita das primeiras duas equacoes para os f™ na hierarquia

Sa0;
9wy, 1 ) ) @)
ST =PV S+ X Vi S = = [ dXoF1a -V, f

+/dX2712f“12f“12 : [Vm <Vp1 + %(pl - pz)) f(Q)] (223)

e
a 1 2 2
Ef@) + — Zpi . Vrif@) + Z X, - Vpif@) +Fiy- (Vp, — Vpg)f@)
i=1 i=1
N . 5
—712T12r 12 ¢ [(Vm - sz) <Vp1 — Vp, + E(pl — Pp2) f(z)
2 2
S Z/ngFj?,ij f(3) + Z/dX?,”Yj?,f'j?,f‘jB
j=1 Jj=1
5
: [ij <VPJ + E(pj — Pp3) f(g) ) (2.24)
onde X; = —VyUept € Fiy = =V, 20 i(Wim + Uim).  As equagoes da

hierarquia sao um um conjunto de equacoes acopladas, que, em principio,
precisamos saber toda a hierarquia, no entanto, métodos de expansao em

2122 obtendo as escalas de tempo

escalas de tempo permite desacopla-las
em que os fenomenos ocorrem (veja nas referéncias citadas anteriormente).
O objetivo é derivar a partir das equacgoes da hierarquia as equacgoes

hidrodinamicas do sistema.
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2.4 Hidrodinamica

Uma vez encontrada a hierarquia para as as funcgoes de distribuicao,
definem-se as variaveis hidrodinamicas macroscopicas que descreverao o

sistema:
n(r,t) = / dpf(r,p, 1) (2.25)
u(r,t) = %/dppf(r,p,t) (2.26)
1,(r,1) = = [ dp (p— m)® (e, p.1), (227)

onde f = fM) é a distribuicdo & uma particula, n = n(r,t) é a densidade em
numero de particulas, T}, a temperatura granular e u ¢é o fluxo®.

As equagoes as quais essas varidveis obedecem sao as equacoes de

Navier-Stokes modificadas?222:
15}
29 () (2.29)
ou B 1

= V(nT,) + %V : {77 (Vu + [Vul! — %V : uﬂ —u-Vu (2.29)

- mn

aT, 2 2
n—==—nu- VI, + =V - (V1) — =nT,V -u+ng (Vu + [VU]T) : Vu
ot 3 3
2
20V -u) - (T, (2.30)

onde 17 e Ar sao os coeficientes de friccao (viscosidade) e de transporte de
energia (condutividade térmica) respectivamente, que sao fungoes da posicao

e da temperatura®®. O termo D(T},) dado por:
D(T,) = —Dk'm*TS", (2.31)

onde k' é uma constante que depende das propriedades materiais dos graos,
é devido a inelasticidade das colisoes granulares. O expoente 8/5 da equacao
acima leva em conta a dependencia do coeficiente de restituicao na velocidade
relativa entre dois graos . KEsse expoente tem valor 3/2 para o caso do
coeficiente de restituicao ser constante, que caracteriza a lei de Halfl (eq.
1.1), (veja ref. 21,22).

As equacgoes (2.28) e (2.29) expressam a conservacao da massa e do
momento e a equagao (2.30) é uma equacao de continuidade para a energia
com um termo dissipativo (iltimo) que funciona como um sorvedouro de
energia, devido a inelasticidade do sistema. Como ja temos mencionado
faremos doravante a aproximacgao 1, > kgT.

A fim de estudar o comportamento temporal da temperatura granular,

consideremos um sistema homogéneo. Neste caso a equagao (2.30) torna-se:

‘n e u sao conservados mas Ty nao é, devido a inelasticidade do sistema.
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T,
dt

— —Dk'ngTyy’, (2.32)
e por uma simples integracao obteremos:
t -5/3
Too(t) = Tyo(0) (1 + ;> | (2.33)
Esta é a lei de Haff, mencionada anteriormente, onde
3 -1
. <3Dk’n0Tgo(O)3/5> (2.34)

é um tempo caracteristico do sistema. FExpandindo a eq. (2.33) para t > 7
até a primeira ordem temos:
5
173 3T,
Too(t) = F- e : (2.35)
(¢Dk'mo)”  ” (2Dkng

O primeiro termo, ~ ¢~%3, é um termo irreversivel, enquanto que o segundo é
um termo de memoria que depende da temperatura inicial mas que decresce
rapidamente. Para o caso do coeficiente de restituicao constante a lei de Haff
é dada por T, ~ t 2. E esse decaimento na energia do sistema que causa o
chamado colapso ineldstico. A seguir mostraremos um simples modelo que
descreve o comportamento temporal de um gas granular rumo ao colapso

inelastico.

2.5 Modelo Simples de Gas Granular

Um resultado®! surpreendente pode ser obtido por um simples modelo
de gas granular submetido a condicao de contorno movel tipo pistao.
Consideremos dois sistemas granulares idénticos, confinados um em cada lado
de um cilindro retangular de comprimento 2L e drea A. Os dois sistemas sao
separados por um pistao massivo e moével. Cada sistema contém Ny graos
(veja fig. 2.3). Suponhamos que o sistema seja sempre uniforme. Os graos
colidem inelasticamente com o pistao e com as paredes do cilindro. Supondo,
ainda, que o atrito do pistao com as paredes do cilindro faca com que a
velocidade do cilindro seja proporcional a diferenca de pressao entre os dois

lados da caixa temos:

dx
a —C(p1 — p2) = —n( Ty — naoT3), (2.36)

onde x é a posicao do pistao, n; e ny sao as densidades granulares e T e

T, sao as temperaturas granulares. As pressoes p; 2 sao proporcionais® a

11911 2. As densidades sao:
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Figura 2.3: G&s granular separado em duas partes por um pistdo massivo mdvel.

1
2.37
1 X 7 T [L‘7 ( )
1
. 2.38
Ny X T — o ( )
O trabalho realizado pelo pistao em cada lado da caixa é:
dW, = —p, Adx, (2.39)
dWsy = po Adz. (2.40)

A reducao na energia total do sistema devida a inelasticidade das colisoes é
. 8 . . -
proporcional a nT's. Podemos entao escrever as expressoes para as variagoes

da energia total (£} o = NyT) o) de cada lado da caixa:

oo

dr, 3 T, dax T

-t = 2.41
dt oL +adt Lta (2.41)

8

dly, 3 T, dx Ty
= - — — . 2.42
it 2L-zdt 'L—z (242)

A expressao para a velocidade do pistao serd dada por:
dx T2 Tl

— = — — 2.43
dt p L—z L+x ( )

As eqs (2.41-2.43) sao as equacoes fundamentais para este modelo. Os

parametros v e ( sao as taxas de dissipacao e mobilidade respectivamente.

2.5.1 Solucao Analitica

Utilizaremos o método de escala para estudar as eqs (2.41-2.43) para t
grande ou préoximo ao colapso. As condigoes iniciais sao 17 (t = 0) > Ty(t =
0). Isto fard como que o sistema 2 seja comprimido. As duas possibilidades
sao: o pistao se desloca até uma distancia finita da parede a direita e para

em algum lugar na regiao 0 < x < L devido ao atrito, a outra é o pistao
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comprimir todo o gas a direita (aglomeracao). kEsses comportamentos serao
definidos pelo valos de 3. No primeiro caso f pequeno e no segundo caso (3

grande.

Solugao sem aglomeragao: T fing < L
Neste caso @ finq < L. Suponhamos que para (I — 00) as varidveis

tenham os seguintes comportamentos:

T = T final — Atﬂh, (244)
T, = Bt ®, (2.45)
Ty = Ct %, (2.46)

onde os expoentes g1, g2, g3 > 0 e as amplitudes B, C' > 0. Substituindo estas
ultimas na eqs.(2.41-2.43) temos:

Ct*qs Bt*QQ

Agit T — _ 2.47
@ ﬁ L — X final L + X final ( )

o 3 ABq . vBS s
_Bgop =l - 2 PH a1l TP R 2.48
P 2L+ % final L+ % finai ’ ( )

3 ACq WC% 8
P el T y—5as 2.49
o +2 L — :Efimzl L — :Efimzl i ( )

Obtemos facilmente que g2 = g3 = 5/3 e ¢ = 2/3. As amplitudes sao dadas

por:
3 5 3 2 2
=35 (5) 10+ 2rm = (= 2], (2.50)
B - <M) (2.51)
3
e

O — <M)g (2.52)
3

Neste caso nao ha aglomeracao e o sistema evolui no estado de

resfriamento homogéneo. Podemos reescrever a eq. (2.47) como

5
dx 51\°
% ~ ﬁ <£) [(L + :Efinal)

Integrando a eq. (2.53) de ty — oo obtemos:

oo

- (L - :L‘final)%} tigv (253)

5
3 (5\* 3,3
Axr = §ﬂ <£) [(L + $final)% - (L - :L‘final)%} Ly P = Ato 37
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Solugao com formagdo de aglomerado x ¢inq — L

Para este caso, com 3 grande temos as solucoes do tipo:

v =L — Aty — ), (2.54)
Ty = Tys + Bty — )%, (2.55)
Ty = Toy + Oty — )%, (2.56)

onde novamente ¢, qs, g3 > 0 e ¢ é o instante do colapso.

Neste caso obtemos:

5
41 — 43 — 57 257)
dai segue que
AV\E /Tip\ 2
A% 1f
A== — 2.59
(25) <2L> ’ (2.59)
8
7T15f
B = 2.60
2L 2 ( )
5
2’)/T1f>5
C = —— 2.61
(%) (261

onde 1f; € o tnico parametro livre e Ty = 0.
Neste modelo nao temos o efeito de volume excluido dos graos, por isso

o gas é completamente comprimido.

2.5.2 Resultados Numéricos

Para confirmar nossas resultados analiticos, integramos numericamente
as egs. (2.41-2.43), utilizando um simples método de Euler, e verificamos que

os resultados concordam bem nos limites propostos.

G Pequeno
Neste caso utilizamos como valores iniciais: Ti(t = 0) = 14,0,
Tt =0) = 1,0, z(t = 0) =0, v = 1,0 and f = 0,5. A fig. (2.4)

mostra os resultados em excelente acordo com os resultados analiticos.

0B grande
Neste caso mantemos os valores iniciais anteriores com excessao de f3,
que agora assume um valor seis vezes maior, # = 3,0. A fig. (2.5) mostra
os resultados para este caso que também estao em excelente acordo com os
resultados analiticos.
Este modelo, embora simples, é capaz de mostrar um completo colapso

inelastico devido a dissipacao interna.
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Y=A+B1*X
Parameter Value Error
—
- A 0,66426 8,85704E-5
Bl  -1,64513 3,02774E-5
R-Square(COD) SD N P
1E-44 1 2,45639E-5 309  <0.0001
(@)
1E-5
I—N ] Y=A+BL*X
Parameter  Value Error
) A -0,14135 2,93328E-4
Bl  -1,74769 1,00763E-4
q R-Square(COD) SD N P
1 1,06373E-4 360  <0.0001
1E-6 ( )
1,0
X
Chi"2 = 1.2069E-19
- 1 R2 =1
_ c a 0.32298 +6.2578E-7
L-x=a+bt b 06354 £000013
c -0.60404 +0.00004
0,5
C
00 : ()
900 t 1000

Figura 2.4: Comportamento tipico sem aglomeracdo. (7 = 1,0, § = 0,3): (a) 11(1); (b)
T5(t); (c) L — x(t).
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0,004
-
-
|_
Y=A+B*X
Parameter Value Error
0,002
A 0,00337 5,6482E-8
B 5,74851E-5  3,38804E-8
R SD N P
1 0,99995 4,78018E-7 288 <0.0001
0.000
2,00E-009
l_N
_ c
| T,=a(t-tb)
1,00E-009
Chir2 = 2.6738E-25
R2 =1
a 1.2323E-9 +6.5182E-13
b -0.04552 +0.00017
1 c 25 0
0.00E+000
0,000002
Chi*2 = 9.6801E-20
RA2 =1
) a 7.1812E-7 +2.0355E-10 - c
>|< b -0.04751 000011 L'X_a(ti't'b)
| c 25 10
0,000001
0,000000 T T T
0 1 t t
f

Figura 2.5: Comportamento tipico com

T5(t); (c) L — x(t).

(©

aglomeragio. (v = 1,0, 6 = 3,0): (a) T1(¢); (b)
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2.6 Anadlise de Instabilidades

Varios autores tem mostrado que, numa escala conveniente, as

equacoes hidrodinamicas apresentam instabilidades lineares,?%25:26

e que
muitos fenomenos interessantes observados podem estar relacionados a
essas instabilidades. Embora o modelo de gas granular com o qual
estamos trabalhando difere dos modelos usualmente estudados?, também
observaremos instabilidades. A novidade é que no nosso caso as instabilidades
aparecerao apenas como um fenoémeno transiente. A fim de analisar
estas instabilidades procederemos da maneira usual. Definamos um estado
homogéneo, (HS), descrito pelas varidveis T, = Ty(t),n = ng e u = 0, a

partir do qual definiremos as flutuagoes

T, =To(t) + 6T,(t) (2.62)
n = ng + én(t) (2.63)
u = éu (2.64)

As equacoes de Navier-Stockes linearizadas serao escritas entao

aoén
W =-V- noéu, (265)
dou = —iV6Tg _ ToVn + 1 {V%u + lVV : 6u} ) (2.66)
ot m mnyg mng 3
06T, 8 2 2
8 — oDk T 80 — {—Dk’nng’/ 5 —iwﬂ §T, — =TyV - Su. (2.67)

A fim de eliminar a dependéncia temporal nos coeficientes das equacoes
linearizadas acima, Brey?® propos uma mudanca de escala espaco-temporal
que deixa esses coeficientes independentes do tempo nessa nova escala, para
o caso de um coeficiente de restituicao constante. Nessa nova escala o tempo
passa a ser contado como o numero médio de colisoes para cada grao. No
nosso caso essa mudanca nao elimina completamente a dependéncia temporal
dos coeficientes, mas também nao encontramos nenhuma escala na qual os
coeficientes ficam constantes, o que mais tarde sera justificado. Portanto,
utilizaremos a mesma escala usada por Brey. Essas novas variaveis sao

definidas como:

x Lt / /
¢ §/0 v (t)dt (2.68)
. 1 m 1/2

Nos modelos de sistemas granulares mais comumente estudados o coeficiente de
restituicao é considerado constante (independente da velocidade relativa dos graos). Os
sistemas granulares sdo usualmente estudados por métodos de teoria cinética®’, MD?3,
DSMC?®, etc.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116451/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0116451/CA

Capitulo 2. Da Descricdo Microscépica de SG a Hidrodinamica

o

o
B 6Tg
— T

1/2
W = (%) ou,

16 2 7TTO
Vg = —7Ng0 —
5 V. m

0

onde

34

(2.70)
(2.71)

(2.72)

(2.73)

é a taxa de colisao. As derivadas nessas novas varidveis serao expressas por

9 v

oL 2 ot

v-2 Ry
2\ 1o

e pela equacao (2.32) teremos:

dTy(t)  dTy dt  2Dk'ng

dt+ dt dt+  v(t)

5Dk 'm
B = W —.
402 V 7

To(t)8/5 _ —BTo(t)n/lo,

com

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

Em termos dessas novas varidveis as equacoes (2.65), (2.66) e (2.67) tomam

a forma:
dp "
VW
d 1 1
BT w g {V*w V(Y w)} V-V,
00 1110 e 2, 1/10
o0 = gBTgo/ + bAV } 0 — §V -W + nOBTo p.
Onde simplificamos a notacao definindo as constantes
8
a=-02 ]
5 m
16
b= BUQ\/mW.

(2.78)
(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

Além disso consideramos o fato de que para o caso de um gas®® Ay = \WT e

n =1y 1p. Toda a dependencia temporal explicita restante do lado esquerdo

das equacoes (2.78) a (2.80) esta no fator T01/10’ que seria Ty = 1 para o caso

do coeficiente de restituicao constante.

Escrevamos as equacoes linearizadas no espaco de Fourier. Para tanto

definamos a transformada de Fourier e sua inversa para uma funcao genérica

como segue:
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g(r) = W / G(k)e ™ dk, (2.83)

. 1 ikor
gk) = W/g(r)ek dr, (2.84)
e as derivadas tornam-se:

V — —ik,
V2 — —k2 (2.85)

Assim no espaco de Fourier temos:

9

aif ~ ik, (2.86)
ow, 1BT1/10 72 1 k k ko 'k 2.87
o0~ 3510 Wy — an Wk+§( -wi k| + k0 + ikpy, (2.87)
90 1 . 2

8t]: - (5 BT — b)\k:2> Or + Sik - Wy + no BTy py. (2.88)

Podemos decompor w em duas componentes de forma que uma delas se

desacople das demais variaveis. Isso pode ser feito escrevendo-se
Wi = Wi + Wy, (2.89)

onde wy,| € Wi sao as componentes paralela e perpendicular ao vetor de onda

k, respectivamente. Esta decomposi¢ao permite-nos escrever finalmente:

dpr
ook = ikwy, (2.90)
o0, /1 . 2
o <3BT01/ 0 _ b)\/-c2> O+ gikwy + no BTy, (2.91)
ow B 4 ) .
8t]:H _ <§T01/10 B 5@?7/@2) Wy + kO + ikpy, (2.92)
ow 1 B _
8{1 = <§T01/10 — ank2> Wy - (2.93)

Observemos que o modo wy| estd agora completamente desacoplado das
outras varidveis, podendo ser integrado separadamente. A fim de faze-
lo, precisamos, primeiramente, expressar To(t) como Ty(t*), para tanto,

integramos a equagao (2.68), utilizando as equagoes (2.73) e (2.33) e obtemos:

P [(1 + ;)1/6 - 1] , (2.94)

com

T (12mo TO(O)) (2:95)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116451/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0116451/CA

Capitulo 2. Da Descricdo Microscépica de SG a Hidrodinamica 36

ou

t7[<1+i—1>6—1]. (2.96)

Substituindo esta 1ltima equacao de volta na (2.33) obtemos:

* —10

To(t") — T(0) (1 + T—) | (2.97)

Agora podemos integrar a equagao (2.93), obtendo finalmente

t*
Wit () = wer (0) exp {5* In (1 + —> _ e —apit] (2.98)
T*
onde
1
& = =BT, (0)V/1, (2.99)

2

Se estivéssemos trabalhando com um sistema com coeficiente de restituicao
constante, o lado direito da eq. (2.93) nao dependeria do tempo (Tol/lo —

1Y), e portanto teria uma soliucao simples:
we L (1) = we L (0)e™, (2.100)

onde

B
s1=5 - ank?, (2.101)

que tem a mesma forma obtida por Brey?.

Pela eq. (2.98) podemos observar que no limite t* — oo wy; — 0.
O mesmo acontece com os demais modos®. Isso mostra a crucial diferenca
entre o nosso modelo e o modelo usual com r constante. A razao fisica
dessa diferenca é que, nesse caso, como o coeficiente de restituicao depende
da velocidade relativa entre os graos, o sistema comeca a se tornar menos
inelastico a partir de um determinado tempo, devido ao decréscimo na
velocidade relativa entre os graos, o que nao acontece no caso do coeficiente
de restituicao constante®. Esse comportamento mostra que os fenomenos
associados a essas flutuagoes sao apenas fenomenos transientes, e que o
sistema devera voltar ao estado homogéneo, a partir desse tempo transiente.
A fim de verificar a evolucao das flutuacoes integramos o sistema de equacoes
(2.90-2.93). Nao estamos interessados aqui em obter valores numéricos
acurados, portanto, utilizaremos o método de Kuler simples para integra-

las. Além disso atribuimos valores arbitrarios para os parametros, a saber:

k=0,57=DB=T(0)=10,0;a=05b=7=X=1,0. E ficil notar que a

°Essa é a razao pela qual nao podemos encontrar uma transformacao temporal que
deixa os coeficientes das eqs. (2.65-2.67) constantes.
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Figura 2.6: Evoluc¢do temporal das flutuacdes obtidas por integrac ao numérica. Os graficos
Pk, 0., e os Weparal © Weperp €Stao associados as flutuacdes na densidade, temperatura

granular e velocidade, rescpectivamente.
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persistencia das flutuacoes no sistema depende do niimero de onda k, isto é,
para k pequeno as flutuagoes persistirao por mais tempo, exceto para k — 0,
mas, neste caso, os comprimentos de ondas excederao o tamanho do sistema
e as flutuagées nao serao mais observadas. Podemos observar pelas eq. (2.90-
2.93) que as flutuacoes crescem até um certo tempo critico ¢, oc 1/k?, a partir

do qual elas comecam a decrescer.
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