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Resumo

Da Silva, Anderson Gomes; Griffiths, Simon; Sasaki, Diana. Um
estudo sobre coloracao de arestas e coloragao total de
grafos. Rio de Janeiro, 2018. 74p. Dissertagdo de Mestrado —
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do
Rio de Janeiro.

Uma coloracao de arestas é a atribuicdo de cores as arestas de um
grafo, de modo que arestas adjacentes nao recebam a mesma cor. O menor
inteiro positivo para o qual um grafo admite uma coloragdo de arestas
¢ dito seu indice cromatico. Fizemos revisao bibliografica dos principais
resultados conhecidos nessa area. Uma coloracao total, por sua vez, é a
aplicacao de cores aos vértices e arestas de um grafo de modo que elementos
adjacentes ou incidentes recebam cores distintas. O ntimero cromatico total
de um grafo é o menor inteiro positivo para o qual o grafo possui coloragao
total. Dada uma coloracao total, se a diferenca entre as cardinalidades
de quaisquer duas classes de cor for no maximo um, entdo dizemos que
a coloracao ¢ equilibrada e o menor ntimero inteiro positivo que satisfaz
essa condigao é dito o nimero cromatico total equilibrado do grafo. Para tal
valor, Wang (2002) conjecturou um limite superior. Um grafo multipartido
completo balanceado é aquele em que o conjunto de vértices pode ser
particionado em conjuntos independentes com a mesma quantidade de
vértices, sendo adjacentes quaisquer dois vértices de diferentes partes da
particao. Determinamos o ntimero cromético total equilibrado dos grafos
multipartidos completos balanceados, contribuindo, desta forma, com novos

resultados na area de coloragao de grafos.

Palavras-chave

Coloracio de grafos; Indice cromético;  Coloracdo total;  Coloracéo

total equilibrada.
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Abstract

Da Silva, Anderson Gomes; Griffiths, Simon (Advisor); Sasaki,
Diana (Co-Advisor). A study on edge and total coloring of
graphs. Rio de Janeiro, 2018. 74p. Dissertacdo de mestrado —
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do
Rio de Janeiro.

An edge coloring is the assignment of colors to the edges of a graph,
so that adjacent edges do not receive the same color. The smallest positive
integer for which a graph admits an edge coloring is said to be its chromatic
index. We did a literature review of the main known results of this area. A
total coloring, in turn, is the application of colors to the vertices and edges
of a graph so that adjacent or incident elements receive distinct colors.
The total chromatic number of a graph is the least positive integer for
which the graph has a total coloring.Given a total coloring, if the difference
between the cardinality of any two color classes is at most one, then we say
that the coloring is equitable and the smallest positive integer that satisfies
this condition is said to be the graph’s equitable total chromatic number.
For such value, Wang (2002) conjectured an upper bound. A complete
multipartite balanced graph is the one in which the set of vertices can be
partitioned into independent sets with the same quantity of vertices, being
adjacent any two vertices of different parts of the partition. We determine
the equitable total chromatic number of complete multipartite graphs,

contributing, therefore, with new results in the area of graph coloring.

Keywords

Graph coloring;  Chromatic index; Total coloring;  Equitable total

coloring.
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1
Introducao

1.1
Historia da teoria dos grafos

H& problemas do mundo fisico que podem ser estudados a partir das
relacoes entre os elementos de um dado conjunto. Por exemplo, os elementos
do conjunto em questao podem ser cidades que possuem aeroportos. Dadas
duas cidades quaisquer pode haver voos entre as mesmas ou nao. A respeito
da situacao apresentada, alguém pode desejar descobrir o menor niimero de
conexdes necessarias para se fazer uma determinada viagem de avido. Nesse
contexto, podemos representar cada cidade por um ponto e, dadas duas
cidades quaisquer, se houver um voo entre elas, entdao podemos representar
este fato simbolicamente por uma linha ligando os pontos que as representam.
Informalmente, um grafo é um conjunto de pontos, alguns dos quais sao ligados
por linhas. O Problema das Sete Pontes, que é considerado o primeiro problema
de teoria dos grafos, originou-se no mundo fisico.

No século XVIII, a cidade de Konigsberg, Prissia (atualmente
Kaliningrado, Rissia), continha sete pontes ligando as quatro partes da
cidade, que é cortada pelo rio Pregel, conforme ilustra a Figura 1.1, retirada
de Lopes e Téboas (2015). Nela, as letras maiusculas designam as quatro
partes de Konigsberg, enquanto as letras mintsculas representam as sete
pontes. Naquela época questionava-se a possibilidade de percorrer todas as

pontes exatamente uma vez.

Figura 1.1: As sete pontes de Konigsberg
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A fim de solucionar o problema, o matematico suico Leonard Euler
(1707 - 1783) denotou, por exemplo, a travessia das pontes d e g comecando
na regiao A, passando por C' e chegando a regido D por ACD. Euler
percebeu, entao, que, para haver uma maneira de atravessar as sete pontes
exatamente uma vez, era necessario uma sequéncia de oito letras envolvendo
as regioes A, B, C' e D de Konigsberg. O mateméatico notou ainda que,
na sequéncia procurada, se houvesse uma regiao ligada as demais por uma
quantidade impar de pontes, tal regido deveria iniciar ou (exclusivo) finalizar
a sequéncia. Isso ocorre pois cada par de letras consecutivas representa uma
ponte. Portanto, a letra inicial (ou final) juntamente com sua sucessora (ou
antecessora) representam uma ponte e as demais ocorréncias da letra na
sequéncia representam duas pontes. Além disso, a quantidade de vezes que uma
regiao com numero impar de pontes deveria figurar na sequéncia deveria ser
dado pelo niimero de pontes daquela regiao acrescido de uma unidade, e depois
dividido por dois. No caso de Konigsberg, as regioes A, B, C' e D deveriam
figurar na sequéncia 3, 2, 2 e 2 vezes, respectivamente, o que totalizaria uma
sequéncia com 9 letras. Logo, a conclusao é que nao é possivel atravessar as
sete pontes exatamente uma vez.

O artigo intitulado “Solutio problematis ad geometriam situs
pertinentis”, escrito em 1735, apresentado para publicagdo em 1736 e impresso
em 1741 contém, além da solugdo do Problema das Sete Pontes, a resposta
a uma questao mais geral, a saber: se ndo importassem a figura do rio, sua
ramificacdo ou a quantidade de pontes, seria possivel passar por todas as
pontes exatamente uma vez? A conclusdo é que isso é possivel se somente
se ha nenhuma ou duas regides com uma quantidade impar de pontes. A
explicagao do problema geral pode ser encontrada em Lopes e Taboas (2015).
Embora o artigo de Euler seja o primeiro em teoria dos grafos de que se tem
noticia, o matematico aparentemente nao imaginava que estava fornecendo
a base para uma nova area da matematica. Isso se infere, por exemplo, por
uma passagem, na qual fica claro que Euler acreditava estar resolvendo um
problema de geometria. Nela, Euler afirma que Leibniz chamou de Geometria
de situagdo (ou de posi¢do, para usar um vocabuldrio técnico mais atual)
aquela que se ocupa de problemas em que o calculo de quantidades nao sao
feitos. Assim, Euler se refere ao Problema das Sete pontes como um problma
de Geometria de posicao e apresenta um método para resolver esse problema
(Lopes e Taboas, 2015).

Ainda fazendo referéncia a Lopes e Taboas (2015), os autores afirmam
que o artigo escrito por Euler exemplifica bem o surgimento de uma teoria

matematica, iniciando-se pela observacao até chegar a solu¢ao do problema
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por meio da reflexao, passando pelas etapas de abstracao e codificacao.

No entanto, por se tratar de um trabalho em uma &area até entao
desconhecida e pelo fato de as ideias ainda nao estarem estabelecidas naquela
época, obviamente Euler nao utilizou um vocabulédrio técnico na solugao do
problema a ele apresentado; e porque nosso intuito ao exibir tal problema era
introduzi-lo no contexto em que ele foi solucionado, igualmente nao definimos
formalmente os conceitos. No entanto, é necessario fazé-lo antes de prosseguir

com a apresentacao de parte do desenvolvimento histérico de teoria dos grafos.

1.2
Algumas definicoes

As principais notagoes e conceitos desta secao foram tirados de Bondy e
Murty (2008). Para nés, um grafo G = (V(G), E(G)) é um par ordenado que
consiste em um conjunto finito e ndo vazio de vértices, denotado por V(G), e
um conjunto de arestas E(G) tal que cada aresta é um par nao ordenado
de vértices nao necessariamente distintos. Quando o contexto nao suscitar
ambiguidade, denotamos os conjuntos de vértices e de arestas de um grafo
simplesmente por V e F, respectivamente. Se u,v € V e se hd uma aresta e
ligando os dois vértices, dizemos que u e v sao extremidades de e e escrevemos
e = uv (= vu). Denotamos por n e m o numero de vértices e de arestas de um
grafo GG, respectivamente, e chamamos tais parametros de ordem e tamanho
de G. Os vértices e as arestas de G sao ditos os elementos do grafo. Um grafo
H é dito um subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G), E(H) C E(G). Neste
caso escrevemos H C G.

Observe que, de acordo com nossa definicao, nao estd excluida a
possibilidade de uma aresta possuir o mesmo vértice como ambas extremidades.
Neste caso, tal aresta é chamada de lago. Se duas ou mais arestas possuem os
mesmos vértices como extremidades elas sao chamadas de arestas paralelas.
Grafos que nao possuem lagos nem arestas paralelas sao ditos grafos simples e
grafos que possuem arestas paralelas mas nao possuem lacos sdo chamados de
multigrafos. Na Figura 1.2 mostramos um desenho do multigrafo que modela

o Problema das Sete Pontes, apresentado no inicio do presente capitulo.
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B

Figura 1.2: Multigrafo que modela o Problema das Sete Pontes

Como foi dito anteriormente, os vértices de um grafo G sao representados
graficamente por pontos e as arestas, por linhas ligando suas extremidades. O
modo, no entanto, como os elementos de GG sao desenhados ¢ irrelevante; logo,
um mesmo grafo pode ser representado de diferentes formas. Importam apenas
as relagoes de incidéncia e de adjacéncia entre os elementos. Um vértice v e
uma aresta e sao ditos incidentes se v é uma extremidade de e. Dois vértices
sao adjacentes, por sua vez, se sao extremidades de uma dada aresta, enquanto
que duas arestas sdo ditas adjacentes se incidem em um mesmo vértice. A
vizinhanga de v, denotada por Ng(v) ou N(v) é o conjunto de vértices distintos
de v que sdao adjacentes a v. O grau de um vértice v, denotado por d(v) é o
niumero de arestas incidentes nele, com os lacos sendo contados duas vezes.
Os graus minimo e maximo de um grafo G sao denotados por §(G) e A(G),
respectivamente, e, como os nomes sugerem, sao dados por §(G) = Ug/i(% : d(v)
e A(G) = max d(v).

veV(Q)

Um caminho é um grafo cujos vértices podem ser dispostos em sequéncia
de modo que dois vértices sao adjacentes se e somente se os vértices sao
consecutivos. Um caminho também pode ser compreendido como um subgrafo
de um grafo dado que satisfaz a propriedade acima mencionada. Um ciclo,
por sua vez, pode ser visto como um caminho que contém a aresta que tem
como extremidades o primeiro vértice da sequéncia e o ultimo. A exemplo do
caminho, um ciclo também pode ser visto como subgrafo de um grafo dado
que satisfaz a propriedade citada. Um componente conexo de um grafo G é
um subgrafo H C G em que ha um caminho entre um vértice qualquer de H
e um vértice v qualquer de GG se e somente se v for também um elemento de
H. Assim, diz-se que um grafo é conectado se ele tem apenas um componente
conexo, ou seja, se hd um caminho ligando quaisquer dois de seus vértices. Um
grafo conectado que nao possui ciclos é chamado de drvore.

De acordo com suas caracteristicas, alguns grafos sao agrupados em
familias. Um grafo é dito r-partido (ou multipartido, mais genericamente) se seu

conjunto de vértices pode ser particionado em r subconjuntos independentes,
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isto é, se V = O X;, com X; N X; = 0 sei # j, e se quaisquer dois
vértices de uma Zr;lesmau parte forem nao adjacentes. Denotamos o k-ésimo
vértice da parte X; por x;;. Se, em um grafo r-partido, ha uma aresta entre
quaisquer dois vértices de partes diferentes, entao o grafo é dito r-partido
completo. Se um grafo r-partido completo com |X;| = p;, ¢ = 1,--- ,r, é tal
que os p; nao sao todos iguais, entao denotamos tais grafos por K, ,, ... p,.. 5S¢
p=p; =ps =---=p,, entdo o grafo r-partido completo é dito p-balanceado.
Neste caso, denotamos o grafo por K,.,. A familia dos grafos r-partidos
completos p-balanceados seré objeto de nosso estudo, bem como a classe dos
multigrafos bipartidos, em que o conjunto de vértices pode ser particionado
em dois conjuntos independentes e sao admitidas arestas paralelas. A respeito
de ambos os tipos de grafos (K, e multigrafos bipartidos) estudaremos dois
tipos distintos de coloracao. Por esta razao, passamos a expor brevemente o

desenvolvimento historico desse problema de teoria dos grafos.

1.3
Historia do problema de coloracao de grafos

Apds a resolugdo do Problema das Sete Pontes por Euler, outros
trabalhos em teoria dos grafos que sucederam a descoberta do mateméatico
suico incluem o estudo de redes elétricas por Kirchoff em 1847, a enumeracao
de isdbmeros quimicos organicos por Cayley em 1857 e um jogo desenvolvido por
Hamilton em 1859. Nos dois primeiros exemplos avanc¢ou-se no conhecimento
de conceitos basicos sobre arvores a partir de situagoes oriundas do mundo
fisico. Quanto ao jogo de Hamilton, tratava-se de um dodecaedro onde cada
um dos 20 vértices representava uma cidade famosa do mundo e o objetivo
do jogador era passar por cada um dos vértices do dodecaedro exatamente
uma vez, sendo permitida a passagem de um vértice para outro apenas se eles
fossem adjacentes. Diga-se de passagem, o jogo nao fez sucesso com as vendas
(Harary, 1969). Apesar de cada uma das contribuigdes citadas terem tido sua
importancia no desenvolvimento de teoria dos grafos, certamente o problema
sobre coloracao de grafos se destaca frente aos demais. Bondy e Murty (2008)
citam uma carta datada de 1852 em que se faz referéncia ao problema que deu
origem a area da coloracao de grafos. Harary (1969), por sua vez, afirma que
ha relatos segundo os quais Mobius ja tinha conhecimento em 1840 do referido
problema, causando incerteza sobre sua origem.

O problema em questao, que na época ficou conhecido como conjectura
das quatro cores, foi comunicado a Hamilton por Augustus De Morgan em
uma carta datada de 1852, e apresentado a este por seu aluno Francis Guthrie.

O aluno queria uma razao para o fato de quatro cores serem suficientes
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para colorir uma figura dividida em partes de modo que regioes de fronteira
recebessem cores diferentes. Em 1879 Alfred Kempe (1879) publicou uma
demonstracao erronea para o problema, porém interessante por pelo menos
dois aspectos, quais sejam: primeiramente, a demonstragdo evidenciou as
limitagoes do uso de desenhos em provas; e em segundo lugar, uma ideia
central na argumentacgao, que ficou conhecida como cadeias de Kempe, serviu
nao somente para demonstrar a veracidade do teorema em sua formulagao
para cinco cores, mas também foi relevante na demonstracao final do teorema
e de outros resultados, um dos quais serda apresentado no capitulo seguinte.
Apenas em 1889 Heawood encontrou uma falha na demonstragao de Kempe.
Outra demonstragao equivocada foi apresentada por Tait em 1880, cuja falha
foi detectada em 1891 por Petersen.

Até o presente momento citamos o problema apenas de modo informal.
No comeco dos anos 1900 o problema foi reformulado em termos de grafos
planares, ou seja, grafos que podem ser representados em um plano de modo
que suas arestas adjacentes nao se interceptem. Se cada parte da figura que
procuramos colorir for denotada por um vértice e se regides adjacentes forem
ligadas por uma aresta, entdao o grafo obtido sera planar. Tal figura pode ser
pensada como um mapa em que regioes de fronteira recebem cores distintas.
Desse modo, o problema de coloragao do mapa é equivalente a colorir os vértices
do grafo correspondente, de maneira que vértices adjacentes nao recebam a
mesma cor, ou seja, estamos interessados em obter uma k-colorag¢io (propria)

de vértices de um grafo G. Dessa forma, temos o seguinte enunciado.

Teorema 1.1 (Teorema das Quatro Cores, Appel e Haken, 1977) Todo grafo

planar simples possui coloracao de vértices com 4 cores.

O teorema foi finalmente demonstrado em 1976 por Appel e Haken
(Appel e Haken, 1976; Appel et al., 1977) com o auxilio de um computador, fato
também notavel a respeito do resultado, uma vez que foi o primeiro teorema

a ser demonstrado com ajuda extensiva do equipamento.

1.4
Coloracao de arestas

Pode-se dizer que o problema das quatro cores deu origem a uma subarea
de teoria dos grafos chamada de coloracao de grafos, em que deseja-se atribuir
cores a elementos dos grafos satisfazendo certas propriedades. Em geral, o
objetivo é que elementos conflitantes nao recebam a mesma cor. No caso da
coloracdo de um mapa, por exemplo, o conflito é representado pela fronteira

entre duas regioes. Em termos de grafos, geralmente elementos adjacentes ou
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incidentes devem ser atribuidos a cores distintas. O desejo de solucionar o
teorema das quatro cores o tornou tao importante que hé diferentes modelagens
para o mesmo resultado. Uma delas diz respeito a coloragao de arestas.
Definimos uma k-colorag¢io (propria) de arestas como a atribuicao de cores as
arestas de um grafo de modo que arestas adjacentes recebam cores diferentes.
O menor inteiro positivo k para o qual um grafo G possui uma k-coloracao de
arestas é dito o indice cromdtico de G e denotado por x'(G). Como veremos
adiante, o indice cromético de um grafo simples pode assumir apenas os valores
A(G) ou A(G)+1, permitindo a classificagdo desses grafos em duas categorias,
a saber: grafos classe 1 e grafos classe 2, respectivamente.

Um tipo particular de coloragao de arestas é a coloragdo de arestas por
listas. Suponha que para cada aresta e de um grafo G é dada uma lista L(e)
de cores permitidas em e. Se ha uma coloracao de arestas de G de modo que
a cor atribuida a cada aresta e é um elemento de L(e), entdao dizemos que a
coloracao em questao é uma coloracao de arestas de G pelas listas (L(e))cer. O
menor inteiro positivo k para o qual G possui coloragao de arestas por qualquer
familia de listas (L(€))eer (com |L(e)| = k Ve € E) é chamado de indice
lista-cromdtico de G e é denotado por ch’(G), conforme a notagao encontrada
em Galvin (1995). De acordo com Bondy e Murty (2008), diversos autores,
incluindo Vizing, Gupta, Albertson e Collins, estabeleceram a Conjectura da
Coloragao por Listas (List Coloring Conjecture (LCC) em inglés) acerca do

indice lista-cromatico de grafos sem lacos.

Conjectura 1.2 (LCC) Todo grafo sem lacos G satisfaz ch'(G) = X'(G).

1.5
Coloracao total

Outro tipo de coloracao dentro da subarea de coloragao de grafos é a
k-coloragao (propria) total de um grafo G, que consiste na atribuicao de k
cores aos vértices e as arestas de (G de modo que os elementos adjacentes
e incidentes recebem cores diferentes. Analogamente a coloragao anterior,
numero cromdtico total de um grafo G é o menor inteiro positivo k para
o qual G admite uma k-coloracao total e é denotado por x”. A respeito
dessa coloracao, Vizing (1968) e Behzad (1965) estabeleceram a Conjectura
da Coloragao Total (Total Coloring Conjecture (TCC) em inglés).

Conjectura 1.3 (TCC, Behzad, 1965, Vizing, 1968) Todo grafo simples G
satisfaz A +1 < x(G)" < A+ 2.

Se a diferenca entre a quantidade de vezes que quaisquer duas cores

foram usadas na coloragao total for no maximo 1, entao ela é dita equilibrada.
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Denotamos por x”(G) o menor inteiro positivo k para o qual um grafo G
possui uma k-coloragao total equilibrada. Wang (2002) conjecturou um limite
superior para o nimero croméatico total equilibrado. Tal resultado é conhecido
como a Conjectura da Coloragao Total Equilibrada (Equitable Total Coloring
Conjecture (ETCC) em inglés).

Conjectura 1.4 (ETCC, Wang, 2002) Todo grafo simples G satisfaz A+1 <
X(G) < A+2.

Acerca das coloragoes apresentadas, cumpre esclarecer que a palavra
“propria”, utilizada nas defini¢goes entre parénteses, refere-se ao fato de que
elementos incidentes e adjacentes ndo devem receber a mesma cor. Omitimos
o termo posteriormente pois coloracbes em teoria dos grafos, em geral
procuram evitar conflitos, que sdo representados pela incidéncia e adjacéncia
de elementos. Como falar de uma coloragdo que nao seja prépria nao faz
sentido, assumimos que a caracteristica de ser prépria ja esta incluida no
termo coloracao, nao sendo necessario usar o adjetivo, portanto. Além disso,
salientamos que, embora seja possivel utilizar qualquer conjunto de elementos
para representar as cores, nés usaremos o conjunto dos inteiros {1,2,---  k}

quando nos referirmos a uma k-coloragdo de um grafo.

1.6
Objetivos, questao norteadora e organizacao do trabalho

O objetivo geral deste trabalho é apresentar uma pesquisa em coloragao
de grafos, subarea de teoria de grafos em que se busca atribuir o menor niimero
possivel de cores a elementos do grafo respeitando certas propriedades. Os
objetivos especificos, por sua vez, sdo: (a) estudar os principais resultados
sobre coloracao de arestas, investigando, em particular a coloracao de arestas
por listas de multigrafos bipartidos; (b) abordar os principais resultados
sobre coloracao total de grafos, com foco na coloracao total equilibrada
das classes dos grafos r-partidos completos p-balanceados, para os quais
determinaremos seus numeros cromaticos totais equilibrados. Para tanto,
introduziremos novas técnicas ao apresentarmos algoritmos para colorir total
e equilibradamente todos os grafos do tipo K «,. Contribuir-se-4, dessa forma,
com novos resultados para a ETCC.

A fim de nortear o trabalho, a seguinte questao foi elaborada: apds
uma analise de dois tipos diferentes de coloracoes de grafos, quais novas
contribui¢oes podem ser dadas para essa area, tendo em mente, em particular,
grafos multipartidos? Para responder a pergunta proposta utilizaremos revisao

bibliografica como principal metodologia.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712691/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1712691/CA

Capitulo 1. Introducio 16

Além das Consideracoes finais, este trabalho possui trés capitulos.
No presente capitulo, Introducao, é feita uma exposicao do surgimento de
teoria dos grafos; menc¢ao de defini¢des relevantes sobre grafos, enfatizando,
sobretudo, as mais importantes a respeito de coloracao de grafos; e explicitacao
dos objetivos, da questao norteadora e da metodologia do trabalho. No segundo
capitulo, Sobre coloracao de arestas, exibiremos os principais resultados
de coloragao de arestas e de coloracao de arestas por lista, focando, em
particular, nos fatos conhecidos mais relevantes para a determinacao do indice
lista-cromético de multigrafos bipartidos. Galvin (1995) verificou a LCC para
essa classe de grafos e faremos um estudo desse resultado. No terceiro capitulo,
Sobre coloragdo total, apresentaremos resultados gerais e relevantes sobre
coloracgao total de grafos. Também investigaremos a coloragao total equilibrada
dos grafos r-partidos completos p-balanceados, verificando a ETCC para as

seguintes classes de grafos:
1. Koxp, Xl = A+2;
2. K,x, com r par (r > 4) e p impar, x7 = A + 2;
3. K,xp com 7 par (r > 4) e p par, xi = A+ 1;
4. K,y, com r impar e p impar, x7 = A+ 1.
5. K,x, com r impar e p par, x, = A+ 1;

Os resultados do terceiro capitulo foram apresentados no Latin-American
Workshop on Cliques in Graphs (LAWCG) em 2016. Uma versdo completa
do artigo foi recentemente publicada na Discrete Applied Mathematics (DAM)
(da Silva et al., 2018). Os resultados mais novos serao submetidos a conferéncia
Latin and American Algorithms, Graphs and Optimization Symposium
(LAGOS), que ocorrerd em 2019 e foram apresentados na conferéncia Cologne
Twente Workshop (CTW) em 2018. No quarto e ultimo capitulo, Consideragies
finais, retomaremos a questdo norteadora e mencionaremos os principais
resultados do trabalho, com destaque para os novos resultados na area
de coloracao de grafos. Abordaremos também as perspectivas de trabalhos
futuros. Destacamos que no segundo capitulo faz-se um estudo de resultados
j& conhecidos da area de coloragao de arestas. No terceiro capitulo, por
sua vez, sao apresentados resultados do autor da presente dissertacao, que
foram desenvolvidos em colaboracdo com as professoras Simone Dantas, da
Universidade Federal Fluminense (UFF) e Diana Sasaki, da Universidade do
Estado do Rio de Janeiro (UERJ).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712691/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1712691/CA

2
Sobre coloracao de arestas

Considere o seguinte problema: os dois professores de Matematica de
uma escola que possui trés turmas estao planejando o horéario das aulas e
querem se organizar de modo a minimizar a quantidade de tempos de aula
para as turmas. Suponha que um professor tem que lecionar dois tempos na
primeira turma, um tempo na segunda e um na terceira, enquanto o outro
professor deve lecionar um tempo na primeira turma, um na segunda e dois
na terceira. Denotando por x; e x9 os professores, por y;, y» € y3 as turmas
e representando por uma aresta cada tempo de aula que cada professor deve
ministrar em determinada turma, o problema consiste em colorir as arestas
do multigrafo da Figura 2.1 com o menor ntimero possivel de cores, ou seja,

deve-se determinar o indice cromatico do seguinte multigrafo.

X )

Y1 Yo Ys

Figura 2.1: Multigrafo que modela o problema do horario de aulas

Naturalmente, duas arestas adjacentes no multigrafo acima representam
uma incompatibilidade, seja porque um professor nao pode lecionar em duas
turmas simultaneamente (arestas xiys e x1ys, por exemplo) ou porque uma
turma nao pode ter aula de dois professores ao mesmo tempo (caso das arestas
T1Y2 € Tays, por exemplo). Assim, arestas adjacentes devem receber cores
diferentes. Sendo assim, uma possivel solucdo para o problema apresentado

é retratado na Figura 2.2.
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X1 )
2 1
3 3
Y1 Y2 Y3

Figura 2.2: Solugao do problema do horario das aulas

O multigrafo acima deve ser interpretado da seguinte forma: no primeiro
tempo, o professor z; deve dar aula para a turma y,, enquanto o professor x,
deve estar na turma ys. O raciocinio para os demais tempos de aula ¢ analogo.

Conforme dissemos no capitulo anterior, o problema de coloragao em
grafos teve inicio com a indagacao acerca da possibilidade de se colorir qualquer
mapa utilizando no maximo quatro cores. O problema em questao foi resolvido
em 1976 por Appel e Haken (Appel e Haken, 1976; Appel et al., 1977). Em
1997 uma demonstracdo um pouco mais simples foi apresentada por Robertson
et al. (1997). A primeira tentativa errada de demonstrar o teorema foi feita por
Kempe em 1879. Apesar do erro, uma ideia de Kempe (que ficou conhecida
como cadeias de Kempe) foi utilizada para a demonstragdo do Teorema de
Vizing. Dado um grafo G com uma coloracao de arestas, uma cadeia de
Kempe consiste em um subgrafo de GG formado pelas arestas coloridas com
duas cores dadas e pelas extremidades dessas arestas. O Teorema de Vizing,
cujos enunciado e demonstracao serao apresentados apos a demonstracao do
seguinte lema, permite a classificacao de grafos simples em duas categorias de

acordo com o valor de seu indice cromatico.

Lema 2.1 Um grafo é 2-reqular se e somente se seus componentes coneros

sao ciclos.

Demonstracgao. De fato, seja G um grafo cujos componentes conexos sao
todos ciclos. Entao, G' é claramente 2-regular. Seja G um grafo 2-regular. No
que segue, os rotulos dos vértices de GG sdo dados de maneira conveniente. Tome
um vértice qualquer de GG, digamos, v;. Como G é 2-regular, v; tem 2 vizinhos.
Seja v um desses vizinhos. Novamente, v, tem dois vizinhos: um deles é v, e o
outro chamaremos de vs. Procedendo com este raciocinio, como G ¢ finito, em

algum momento obteremos um vértice vy, que tera o vértice v; como vizinho,
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além de v,_1. Se v ndo fosse o outro vizinho de vy, implicaria que um vértice
v; seria o outro vizinho de vy, onde j € {2,3,--- .k — 2}. No entanto, v; ja
tem dois vizinhos, a saber: v;_; e v;41. Assim, v; seria um terceiro vizinho
de v;, o que contradiria nossa suposicao de que G ¢ 2-regular. Assim, G' tem
um componente conexo que é C. O grafo G — C}, também deve ser 2-regular.

Procedendo analogamente obteremos outro ciclo e assim sucessivamente. W

Teorema 2.2 (Vizing, 1964, Gupta, 1966). Todo grafo simples G satisfaz

Demonstragao. A primeira desigualdade é satisfeita trivialmente. Basta
tomar um vértice cujo grau seja A, o grau maximo do grafo. Assim, para colorir
as arestas incidentes em tal vértice sao necessarias A cores diferentes para que
a coloracao seja propria, como desejado. Agora suponha por contradi¢ao que
nem todo grafo satisfaz a segunda desigualdade, isto é, suponha que existe um
grafo G tal que \'(G) > A(G)+1. Assuma, sem perda de generalidade, que G é
minimal, ou seja, suponha que a remo¢ao de uma aresta e = vgv; € E faz com
que H = G\e satisfaca x'(H) < A(H) + 1. Se x'(H) fosse estritamente menor
que A(H)+ 1, bastaria colorir a aresta e com uma nova cor e, assim, terfamos
uma coloragao de G com y'(H)+1 < A(H)+1 < A(G)+1, contradizendo nossa
suposicao a respeito do indice cromético de G. Podemos ter A(G) = A(H) ou
A(G) = A(H)+1. No segundo caso, basta colorir a aresta e com uma cor nova.
Assim, G ficaria colorido com A(G) + 1 cores, contradizendo nossa suposi¢ao
inicial.

Vamos supor, entdo, que A(G) = A(H). Se x'(H) = A(H), novamente
bastaria colorir e com uma cor nova, o que iria contradizer nossa hipotese.
Podemos assumir, entdo, que x'(H) = A(H) + 1. Como estamos supondo que
H tem uma coloragao com A(H) + 1 cores, todo vértice de H tem pelo menos
uma cor disponivel'. Suponha que a cor disponivel em vy seja ¢y e que a cor
disponivel em v; seja ¢;. Seja vy 0 vértice tal que a cor de vouy € ¢ e seja ¢y
a cor disponivel em vy. Procedendo assim, seja G’ o subgrafo de G construido
do seguinte modo: as arestas de G’ sdo da forma vgv;, onde i = 1,2,--- | k, de
modo que a cor ¢; esteja disponivel em v; e seja a cor da aresta vov;y; para
todo i = 1,--- ,k — 1. Temos que k < dg(vg). Mas além disso é necessério
que a construcao de G’ termine em apenas uma das seguintes situagoes com a

cor ¢;: quando ¢, for uma cor disponivel em vy ou quando ¢, = ¢; para algum

Dada uma coloracdo de arestas de um grafo, dizemos que uma cor ¢ estd disponivel em
um vértice se ela ndo é usada em nenhuma das arestas incidentes em tal vértice.
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i=1,2,---,k— 2. Na Figura 2.3 exibimos o subgrafo G’ construido segundo

a descricao acima.

Figura 2.3: Subgrafo de G

1° caso: ¢, é uma cor disponivel em vy.

Neste caso, basta colorir a aresta vyv, com cor ¢ e, parat=1,--- , k—1,
as arestas da forma wvgv; devem ser coloridas com cor ¢;. Pela construcao
do subgrafo G’ sabemos que tal distribuicdo de cores é possivel. Assim,
encontrariamos uma coloragao de G com A(G) + 1 cores, contrariando nossa
suposicao inicial.

2° caso: ¢ = ¢; para algum i =1,2,---  k — 2.

Se ¢y, a cor disponivel em vy, estiver disponivel em vy, a aresta vyvy
pode ser colorida com ¢y e as arestas da forma wvyv;, com cor ¢;, onde
i =1,2,--- ,k — 1. Pela construcao do subgrafo G’ isso é possivel. Se ¢q estd
disponivel em v;, semelhantemente, a cor da aresta vov; pode ser ¢ e as arestas
vovj, com j = 1,2, -+, i—1 podem ser coloridas com ¢;. Em qualquer um desses
casos obterfamos uma (A(G)+1)-coloragao de arestas de G, contrariando nossa
hipétese inicial.

Se ¢y nao estiver disponivel em v; nem em wv;, considere o subgrafo
G" = G[M,,UM,,], onde M, e M., sdo, respectivamente, os emparelhamentos
que contém todas as arestas de H que, pela nossa coloracao, receberam cores
Co € Ck.

Afirmamos que os componentes conexos de G” sdo caminhos ou ciclos
de comprimento par. De fato, um vértice de G” possui grau no maximo dois,
em cujo caso ha uma aresta de cor ¢y e outra de cor ¢ incidentes no vértice
em questao. Qualquer outra aresta incidente nesse vértice s6 poderia ter cor ¢
ou ¢, 0 que seria uma contradi¢ao, pois haveria arestas adjacentes recebendo
mesma cor.

Se todos os vértices de um componente conexo tem grau dois, pelo
Lema 2.1, tal componente é um ciclo. Neste caso, o ciclo deve ser de

comprimento par, pois nao ha coloragao de ciclos de comprimento impar com
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duas cores. Isso ocorre porque se colorirmos as arestas do ciclo em sequéncia
alternando duas cores, a ultima aresta deveria receber a mesma cor da primeira;
mas, como se tratam de arestas adjacentes, elas nao poderiam receber a mesma
cor.

Se todos os vértices de um componente conexo tem grau um, tal
componente é apenas uma aresta com suas extremidades, pois se qualquer uma
das extremidades fosse adjacente a outro vértice, o grau de tal extremidade
seria no minimo dois.

Por fim, se ha vértices de grau um e dois, podemos chamar um vértice
de grau um de w; e seu vértice adjacente de wq. Este, por sua vez, possui um
outro vértice adjacente, que chamaremos de ws. Prosseguindo com o raciocinio,
chegaremos, pela finitude do grafo, a um ultimo vértice, que nao pode ser
adjacente a nenhum dos anteriores. Assim, este vértice também tem grau um
e é o ultimo na sequéncia que forma o caminho que descrevemos.

Em G”, os vértices vy, v; e vy, sdo extremidades de caminhos, pois a cor
co estd representada® em vy e v;, enquanto a cor ¢ estd disponivel neles. J4
o vértice vy tem a cor ¢y disponivel e a cor ¢, representada em si. Logo, vy,
v; € v nao podem pertencer ao mesmo componente conexo de G”. Tome um
caminho em que apenas um dos trés vértices faz parte. Suponha que o caminho
em questao contém vy. Trocando as cores ¢g e ¢ das arestas desse componente
conexo, obtemos que a cor ¢y passa a estar representada no vértice vy, enquanto
a cor ¢ passa a estar disponivel nele. Assim, podemos aplicar cor ¢; nas arestas

vou; para todo i =1,2,3,--- , k. Os demais casos sao semelhantes. |

Teorema 2.3 (Vizing, 1964) Seja M multigrafo com grau mdximo A e

multiplicidade mdxima p. Entdo
A<X(M)<A+p

Omitimos a demonstragao deste teorema tendo em vista que ela é andloga

a prova do teorema anterior.

Teorema 2.4 (Shannon, 1949) Seja M um multigrafo com grau mdzimo A.
Temos

X'(M) < A

[\CR V]

Demonstragao. Suponha, por contradi¢do, que o resultado é falso e seja M
3
um contraexemplo minimal, ou seja, M é um multigrafo com /(M) > §A

tal que, se removida uma aresta e = uv, o grafo H = M\e satisfaz x'(H) <

?Dada uma coloracio de arestas de um grafo, dizemos que uma cor esta representada em
um vértice se ela é usada em uma aresta incidente nele.
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3
§A(H ). Observamos que podem haver arestas distintas de e que tenham como

extremidades u e v, ja que M é um multigrafo.
3
Afirmamos que x'(H) = EA(H )J Se o indice cromatico de H fosse

3
menor, existiria k € Z; tal que x'(H) = {QA(H)J — k e poderfamos
atribuir a aresta e = wv uma cor distinta das x'(H) ja usadas e obterfamos

3
uma coloragao de M com LQA(H )J — k + 1 cores. Independentemente da

paridade de A(H) essa coloragdo de M teria no maximo ;A(M ), j& que
k>1eque A(H) < A(M). Isso iria contradizer nossa suposicao inicial que
(M) > A1),

O grau maximo de H pode assumir dois valores, a saber: A(M) ou

A(M) —1, ja que H foi obtido pela remog¢ao de uma aresta. No segundo caso,

3
basta colorir a aresta removida e = uv com cor xY'(H)+1 = LQ(A(M) — 1)J +

1< EA(M)J Entao, assumimos que A(H) = A(M).

Afirmamos que x'(H) = x'(M) — 1. Como H tem coloragdo com

3 .
bA(M )J cores, usar uma nova cor em e ja garante uma coloracao prépria

3
de M. Dal, x'(M) < EA(M)J + 1. Se x/(M) fosse estritamente menor que

o limite dado, isso implicaria que x'(M) < ;)A(M )J, contradizendo nossa
suposicao inicial.

Denotando por dy(u) o grau do vértice v no multigrafo H, temos que
dy(u) < A(M) — 1. Assim, hé pelo menos x'(M) — 1 — (A(M) — 1) cores
disponiveis no vértice u. Se alguma dessas cores nao estiver representada em
v, podemos aplicar a cor em questdo na aresta e = uv e, assim, teriamos uma
coloracao de M com EA(M )J cores, contradizendo nossa suposigao inicial.

Entao devemos assumir que as cores disponiveis em u estao representadas
em v e vice-versa. Assim, na coloracao de H, o total de cores representadas
nos vértices u e v é dado por 2x'(M) — 2A(M) + 1, onde @ é a multiplicidade
das arestas que ligam u e v no multigrafo H. Logo, 7 < — 1, com pu sendo a
multiplicidade méxima de M.

Se i < p— 1, temos
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!/

2 (M) = 2A(M) + < 2x' (M) —2A(M) +p— 1
=2\Y'(H) = 2A(M) +p+1
<3A(M) —2A(M) 4+ p+1
<AM)+p+1

Temos que A(M) + p+ 1 < BA(M)J = 2AM)+2u+2 <

3 A(M
Z{QA(M)J <BAM) = 2u+2<AM) & p+1< (2 ) Por outro
lado, o Teorema 2.3 nos garante que Y (M) < A(M) + p e a nossa hipétese

3
inicial é que §A(M ) < X' (M), o que implica que < p. Em particular,

A(M)

< p + 1, contradizendo a conclusao a que chegamos anteriormente.
Entao podemos assumir que g = p — 1.
Isso implica que a quantidade de cores usadas para colorir as arestas

incidentes em u e em v em H é 2 (M) —2A +pu—1 > 2x(H) — 2A(M) +
A(M)

+ 1. Independentemente da paridade de A(M) conclui-se que esse

3
valor é estritamente maior que §A(M ), contradizendo o fato de que x'(H) =

3
LA(M)J. m
2
~ 3

Observagao 2.5 Como §A < A+ p <= A < 2u, temos que se o
grau mdximo do multigrafo for menor ou igual ao dobro da multiplicidade
maxima do grafo, entdo o limite dado pelo Teorema 2.4 é melhor do que a
cota do Teorema 2.3. Como o Teorema 2.4 depende apenas do grau mdzimo

do multigrafo, isto representa uma vantagem de utilizd-lo.

2.1
Determinando o indice lista-cromatico de multigrafos bipartidos

No problema citado no inicio deste capitulo, nosso objetivo era obter
uma coloracao das arestas de um multigrafo. Porém, ha situacoes em
que desejamos obter uma coloragao de arestas de um determinado grafo
para o qual ha uma lista prévia de cores que podem ser escolhidas para
cada aresta, conforme esclarecemos melhor através do exemplo a seguir.
Suponha que em um departamento de uma universidade, trés alunos queiram
encontrar-se individualmente com trés professores para tirarem duavidas acerca
das disciplinas. Suponha ainda que as reunioes duram 30 minutos e podem

ocorrer as 8 h, as 8h30, as 9 h ou as 9h30. Estes horarios serao denotados
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respectivamente pelos nimeros 1, 2, 3 e 4. Na Figura 2.4 abaixo os vértices
ai,as e az denotam os alunos, enquanto os vértices p;, po € p3 representam os
professores. Perto de cada aresta esta a lista de cores que indicam os horarios
disponiveis em comum entre cada par de professor e aluno. Assim, o aluno a;

e o professor p; podem encontrar-se no horario 1, 2 ou 3, por exemplo.

Figura 2.4: Problema das reunides com professores

Note que se os professores e alunos escolherem aleatoriamente um dos
horarios em que ambos estejam disponiveis, outros encontros podem ser
inviabilizados. Por exemplo, se o aluno a; e o professor p; se reunirem no
horario 3 e se o aluno a; encontrar o professor p, no horéario 2, o aluno
a; nao teria um horario em comum com o professor p3 para que eles se
reunissem. Também, temos que arestas adjacentes precisam ser atribuidas a
cores diferentes por um entre dois motivos: pelo fato de um aluno nao poder
estar em reuniao com dois professores diferentes ao mesmo tempo ou pelo fato
de professores nao poderem atender a dois alunos simultaneamente. Dessa

forma, uma possivel solucao para o problema é dada pela Figura 2.5 abaixo.

Figura 2.5: Problema das reunides com professores

O mais importante resultado ainda em aberto sobre coloracao de arestas

por listas é a Conjectura da Coloracao por Listas (LCC), segundo a qual, todo
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grafo sem lagos tem indice lista-cromatico igual ao indice cromatico. Galvin
(1995) verificou tal conjectura para multigrafos bipartidos. Este resultado
passamos a expor a seguir tomando como base a demonstracao encontrada
em Galvin (1995), de onde também tiramos as principais notagoes e conceitos.
Antes, no entanto, faz-se necessario apresentar algumas defini¢des e resultados
preliminares que serao importantes na demonstracao do teorema.

Seja G = (V, E) um grafo e sejam f,g: V — N fungoes que associam a
cada vértice de G um numero inteiro nao negativo. Para todo v € G, associe
um conjunto L(v) tal que |L(v)| = f(v). Dizemos que G é (f, g)-escolhivel se,
para qualquer escolha das listas L(v), existem conjuntos B(v) C L(v) (para
todo v € V) tais que |B(v)] = g(v) e B(v) N B(u) = () se uwv € E. Se G
é (f, g)-escolhivel para f(v) = n e g(v) = 1, entdo G é dito n-escolhivel. O
menor inteiro positivo k£ para o qual um grafo G é k-escolhivel é denotado
por ch(G) e é dito o nimero lista-cromdtico do grafo. Em outras palavras, se
atribuimos a cada vértice de um grafo G uma lista de cores e somos capazes
de obter uma coloracao de vértices de tal modo que a cor dada a cada vértice
pertence ao conjunto das cores previamente designadas a elas, entao temos uma
coloragdo de vértices por listas de G ou simplesmente uma coloragdo por listas
de G. Os conceitos aqui apresentados sao analogos aqueles apresentados para
a coloragdo de arestas por listas no Capitulo 1. Introduzimos tais defini¢oes
aqui pois ha uma relagao entre o indice lista-cromatico de um grafo e o niimero
lista-cromatico de seu grafo linha.

Seja M um multigrafo. O grafo linha de M, denotado por L(M), é o grafo
em que cada vértice representa uma aresta de M, isto é, V(L(M)) = E(M),
e em que dois vértices de L(M) sao adjacentes se e somente se as arestas
correspondentes em M sao adjacentes. Na Figura 2.6 exibimos um multigrafo

M e seu grafo linha correspondente.

1
113 A
3 2

M L(M)

Figura 2.6: Multigrafo M e seu grafo linha L(M)

A afirmagao a seguir foi feita por Galvin (1995), porém nao demonstrada

pelo autor. Apresentamos uma demonstragao para a mesma.

Afirmagao 2.6 Seja M wum multigrafo. O indice cromdtico de M ¢é

igual ao mimero cromdatico do grafo linha L(M). De modo andlogo, o
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indice lista-cromdtico de M € igual ao nimero lista-cromdtico de L(M).
Simbolicamente, x'(M) = x(L(M)) e ch’'(M) = ch(L(M)).

Demonstragao. Provaremos apenas a afirmacao que x'(M) = x(L(M)), visto
que a outra é andloga. Sejam M um multigrafo e ¢ : B — {1,2,--- x/(M)}
uma coloracao de arestas de M. Quando obtemos o grafo linha L(M), este
possui naturalmente uma coloragao de vértices em que a cor de cada vértice é
a cor da sua aresta correspondente em M. A coloragao de vértices de L(M) é
propria. Com efeito, suponha por contradicdo que a coloragdo nao é prépria.
Entao ha dois vértices u,v € V(L(M)) adjacentes que recebem a mesma cor.
Se u e v sdao adjacentes em L(M), entdo suas arestas correspondentes em
M sao adjacentes pela construcao do grafo linha. Dai, as cores das arestas
correspondentes seria a mesma, contradizendo o fato de que a coloracao ¢ é
prépria. Isso implica que x(L(M)) < x'(M).

Suponha, agora, que o niimero cromético de L(M) é estritamente menor
do que o indice croméatico de M. Entao considere uma coloragao de vértices de
L(M) com x(L(M) cores. Afirmamos que se as arestas de M forem coloridas
com as cores dos vértices correspondentes de L(H), a coloragdo obtida sera
propria. Caso contrario haveria duas arestas adjacentes e e f (correspondentes
aos vértices u e v, respectivamente) em M que recebem a mesma cor. Isso
implicaria que u e v sdo adjacentes em L(M) e que teriam recebido a mesma
cor, o que é uma contradicdo. Assim, seria possivel colorir as arestas de
M com uma quantidade menor do que seu indice cromatico, o que é um
absurdo. Como x(L(M)) nao pode ser estritamente menor que x’(M), segue
que x(L(M)) = x'(M), como desejado. |

2.1.1
Um lema sobre digrafos para auxiliar na demonstracao do teorema

Para nés, um digrafo ou grafo dirigido D = (V, E) ¢ um par ordenado
composto por um conjunto nao vazio de vértices V(D) (ou simplesmente
V', quando o contexto nao suscitar duvidas) e por um conjunto de arestas
orientadas ou arcos EZ(D) (ou E), cujos elementos sao pares ordenados de
vértices distintos. Dados dois vértices u, v € V admitimos que eles sejam
ligados por no méximo um arco em cada dire¢ao. Denotamos por (u, v) um arco
direcionado de u para v, que sao chamados, respectivamente, de cauda e cabeca
do arco. Em um digrafo, temos duas defini¢bes analogas a definicao de grau
de vértice. Como os arcos sao orientados, temos as nogoes de grau de entrada
e grau de saida de um vértice v, respectivamente denotados por deg™ (v) e
deg® (v), com deg~(v) = |[{u : (u,v) € BH e degt(v) = |{u: (v,u) € EH A

vizinhanga fechada de um vértice v é o conjunto N[v] = {u : (v,u) € E}U{v}.
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Logo, |N[v]| = deg* (v)+1. O grafo subjacente a D é o grafo G = (V, E) em que
o conjunto de arestas de GG sao os arcos de D sem orientacao, isto €, as arestas
uv tais que (u,v) ou (v,u) sdo elementos de E. Um nicleo de um digrafo D é
um conjunto independente K C V tal que para todo u € V\ K, existe v € K de
modo que (u,v) € E. Seja D um digrafo e S C V(D). O subdigrafo F induzido
por S é um digrafo tal que V(F) = S e, dados u,v € S, (u,v) € E(F)
se e somente se (u,v) € E(D) (ou (v,u) € E(F) <= (v,u) € E(D),
analogamente). Neste caso, um nicleo de F' é também dito um niicleo de S.
Usamos a Figura 2.7 para exemplificar os conceitos de grau de entrada e de

saida, bem como o de ntcleo.

>
v D w v D' w'

Figura 2.7: Digrafos

Na Figura 2.7 temos que deg®(u) = 1 e deg” (u) = 2. Note que nem
todo grafo possui nicleo. Por exemplo, em D, qualquer nticleo (caso existisse),
deveria ser um conjunto unitario. No entanto, nenhum dos vértices é cabeca de
arcos que tenham como caudas os demais trés vértices. J4 D' tem K = {u/, '}
como um nucleo. O seguinte lema relaciona o conceito de nicleo com a ideia

de um grafo ser (f, g)-escolhivel.

Lema 2.7 (Bondy, Boppana e Siegel) Seja D um digrafo em que todo
subdigrafo induzido possui um nicleo. Se f,g : V(D) — N sao tais que
f(v)> > g(u) sempre que g(v) > 0, entao D € (f : g)-escolhivel.

uEN[v]

Demonstragao. Seja D = (V, ﬁ) um digrafo em que todo subdigrafo induzido

por um conjunto S possui um niicleo K. Sejam f,g: V(D) — N fun¢bes com

f(v) > > g(u) quando g(v) > 0. Provaremos este resultado por indugao
u€EN[v]

sobre > g(v), o somatério das imagens da funcao g.
veV

Base: Se g(v) = 0 Yv € V, o resultado é vélido para qualquer funcao
f V(D) — N simplesmente por nao haver v € V tal que g(v) > 0 para
verificar.

Hipotese de indugao: Assuma, agora, que > ¢g(v) > 1 e assuma que o
veV
lema é vélido para algum k € Z, com k < Y g(v).

veV
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Passo indutivo: Seja W o conjunto dos vértices cuja imagem pela funcao

g é diferente de 0. Em outras palavras, W = {v € V : g(v) > 0}. Sejam L(v)yev
as listas de cores permitidas nos vértices. Assim, |L(v)| = f(v) Vv € V. Seja

¢ uma cor qualquer pertencente ao conjunto |J L(v) e seja S o conjunto
veW
de vértices v tais que ¢ € L(v) e que estdo em W ao mesmo tempo, isto

é, S = {v e W : ¢ € L)} Por hipétese, o subdigrafo de D induzido
por S possui um nicleo K. Sejam f';¢ : V — N definidas por ¢'(v) =

=L v e R ) < LA
g(v), caso contrario

Como ¢'(v) < g(v) Yv € V, entao Y. ¢'(v) < ¥ g(v). Dado v € V, ha
veV veV
trés possibilidades: v € K, v € S\K ou v € V\S. Afirmamos que nos trés
casos, temos f'(v) > > ¢'(u) quando g(v) > 0.
ueN[v]
De fato, suponha que v € K. Entao ¢'(v) = g(v) — 1 e, como todos

os vértices em S possuem ¢ como uma de suas cores disponiveis, entao

P = 10 = 1 Dat, 0 = 1) 1> (% aw) ~ 1= gt =1+
(L5, 50)> 5 s
ueN[v\{v} ueN|v]
Suponha, agora, que v € V\S. Entao ¢'(v) = g(v). Se ¢'(v) =
nao ha o que verificar. Se ¢'(v) > 0, entdo v € W e ¢ ¢ L(v) (Caso

contréario, terfamos v € S, pela construcao de S). Dai, f'(v) = f(v). Segue

que f'(v) = f(v) = > g(u) > 3 g¢'(u), como desejado.
u€N[v]

u€EN|[v]
Por fim, suponha que v € S\K e seja N[v] = {v, vy, -+ ,vx}. Como v €

S\ K, pela defini¢ao de nicleo de S, v; € K para algum i = 1,--- | k. Suponha,
sem perda de generalidade que v; € K. Entao, ¢'(v;) = g(v1) — 1. Também,
g'(v) = g(v). Pela construgdo de S, ¢ € L(v) e, por isso, f'(v) = f(v) —

Entdo, f'(v) = f(v) -1 = Z g(u) —1=gW)+g(v)+--+glv)—1=
g(v) + (g(v1) = 1) +- +g(vk) > P g'(w).

Nlv]
Portanto, podemos aphcar a hlpotese de inducao e, dela, segue que

D é (f : g')-escolhivel. Assim, ha conjuntos B'(v) C L(v)\{c} tais que
|B'(v)] = ¢'(v) e B'(u) N B'(v) = 0 se u e v sdo adjacentes. Sejam B(v)
dados por B(v) = B'(v) U{c} se v € K e B(v) = B'(v), caso contrario.
Assim, B(v) C L(v) Vv € V, com |B(v)| = g(v). Na construgao dos conjuntos
B a partir de B’, somente os conjuntos associados a vértices do nicleo K
receberam um novo elemento, a saber: a cor c. Portanto, como K ¢ um conjunto
independente, isto é, seus elementos sao dois a dois ndo adjacentes, tem-se que

B(u) N B(v) = 0 para quaisquer dois vértices adjacentes u e v. |
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Corolario 2.8 Seja D digrafo com grau de saida mdximo n — 1, com todo
subdigrafo induzido de D possuindo um nicleo. Entao D é (kn,k)-escolhivel

para todo k € N. Em particular, D ¢é n-escolhivel.

Demonstragao. Sejam k£ € N, n — 1 o grau de saida maximo do digrafo e

v € V tal que g(v) > 0. Como o somatério > ¢(u) tem no méaximo n
uEN|v]

parcelas, todas iguais a k, segue que > g(u) < kn = f(v). [ |
uEN[v]

2.1.2
A demonstracao do teorema em si

Antes de enunciarmos e demonstrarmos o teorema principal desta secao,
faz-se necessario apresentar mais algumas defini¢oes e indicar um resultado.

Um clique em um digrafo é um subconjunto do conjunto de vértices em
que ha um arco em pelo menos uma direcdo para cada par de vértices do
subconjunto em questao. Um digrafo D pode ser visto como uma orientacao
das arestas do seu grafo subjacente G, isto é, a atribuicao de diregao as arestas
de G. Um digrafo ¢ dito normal se todo clique possui um ntcleo. Nesse caso,
tal nicleo deve ser composto por um tnico vértice, ja que os vértices de um
clique sao dois a dois adjacentes. Assim, uma orientacdo normal de um grafo
G é o digrafo D, subjacente a GG em que todo clique possui um ntcleo. Um
grafo é dito soluvel, por sua vez, se toda orientagao normal possui um ntcleo.
De acordo com Galvin (1995), todo subgrafo induzido® de um grafo solivel é
também solavel. Por fim, um grafo perfeito é aquele em que todo subgrafo

induzido H tem ntmero cromatico igual ao tamanho do maior clique em H.

Teorema 2.9 (Maffray, 1992) Seja M um multigrafo e L(M) seu grafo linha.
L(M) é solivel se e somente se L(M) é perfeito.

Omitimos a demonstracao do Teorema 2.9, que pode ser encontrada em
Maffray (1992). Maffray (1992) provou que o grafo linha de um multigrafo é
perfeito se e somente se o multigrafo nao contém ciclos impares de comprimento
pelo menos 5. Como todo multigrafo bipartido M nao possui ciclos de tamanho
impar, segue que L(M) é perfeito. Dai, é valido o seguinte corolario do

Teorema 2.9.
Corolario 2.10 O grafo linha de um multigrafo bipartido é solivel.

Observacao 2.11 Seja D uma orientacio normal do grafo linha de um

multigrafo bipartido. Segue, do fato de que todo subgrafo induzido de um

3Dado um grafo G, um subgrafo H de G ¢ dito subgrafo induzido se V(H) C V(G) e
e=w € E(H) < u,ve V(H).
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grafo soluvel € também soluvel, que todo subdigrafo induzido de D ¢é solivel

e, portanto, possui nicleo.

Teorema 2.12 (Galvin, 1995) Sejam M um multigrafo bipartido e L(M) seu
grafo linha. Suponha que x(L(M)) =n. Entao L(M) é (kn : k)-escolhivel para
todo k € Z.; em particular, L(M) é n-escolhivel.

Demonstracao. Seja [X, Y] uma partigao do conjunto de vértices de M, ou
seja, X e Y sdo conjuntos independentes e sdo tais que XNY =0 e XUY =
V(M). Sejam x € X ey € Y. O conjunto {e € E(M) : x e e sdo incidentes}
¢ chamado de linha, enquanto o conjunto {e € E(M) : y e e sdo incidentes} é
uma coluna. Para todo e € E(M), denotamos a linha e a coluna que contém e
por R(e) e C(e), respectivamente. Assim, duas arestas e e €’ sdo adjacentes se
R(e) = R(¢') e/ou se C(e) = C(e).

Seja ¢ : E(M) — {1,---,n} uma colora¢do prépria das arestas de M.
Vamos obter o seguinte digrafo D = (V(L(M), E (L(M))) (= (V(D), E (D)),
para simplificar a notagdo) a partir da orientagao das arestas de L(M): dados
e, f € V(L(M)), (ef) € EZ) se R(e) = R(f) e c(e) > c(f), ouse C(e) = C(f)
e cle) <c(f).

Afirmamos que degt(e) < n para todo e € ﬁ, pois ¢ é injetiva em
Nle]. De fato, seja N[e|] = {e, ey, - ,e,} a vizinhanca fechada de e. Note que
eee (VI <i < k) sdo adjacentes em L(M) pela definigdo de Nle]. Isso
implica que, em M, as arestas e e e; sao adjacentes e, portanto, recebem cores
diferentes. Tome entdo vértices e;,e; € Nle|, com e; # e; (1 < 4,5 < k).
Se e; e e; sao adjacentes em L(M), entao c(e;) # c(e;) pelo raciocinio do
caso anterior. Assuma, entdo, que e; e e; nao sao adjacentes em L(M ). Como
e;,e; € Nle], (ee;, ee; € E. Logo, R(e) = R(e;) ou C(e) = C(e;). Faremos
o primeiro caso apenas, ja que o segundo é analogo. Se R(e) = R(e;), entao
R(e;) # R(e;). Caso contrario, e; e e; seriam adjacentes em L(M ). Dai, segue
que C(e) = C(e;). Temos que c(e) < c(e;) e c(e) > c(e;), o que implica que
c(e;) # c(ej). Entao, ¢ é, de fato, injetiva em N[e]. Como a coloracao usa n
cores, segue que degt(e) < n, como desejado. Pelo Coroldrio 2.8 temos que
provar que todo subdigrafo induzido de D possui um nicleo. Mostraremos que
D ¢ orientacao normal e, pelo Coroléario 2.10, seguira o resultado desejado.

Seja {e1,--- ,er} um clique em D. Entdo os elementos desse conjunto
sdo dois a dois adjacentes em L(M) e em M também. Dali, existe um vértice
em M no qual as arestas ej, - - , ¢ incidem. Logo, R(e;) = --- = R(ex) = R
e/ou C(ey) = --- = C(er) = C. Vamos supor que vale o primeiro caso, ja que
o segundo é analogo. Como c ¢é injetiva em R, o clique contém um elemento
e; (1 <i <k)tal que c(e;) < c(e;) V1< j <k, j# i Pelomodo como a
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orientagao D foi definida, (eje;) € B para todo 1 < j <k, j #1. Dai, e; é 0
nicleo do clique. Isso mostra que D é orientacao normal.

Vimos que D ¢ orientacao normal. Isso implica, pelo Teorema 2.10 e pela
Observacao 2.11, que todo subdigrafo induzido de D possui ntcleo. Isso e o
fato de que deg®(e) < n em D implicam, pelo Corolario 2.8, que L(M) é
(kn : k)-escolhivel para todo k € Z,. Em particular, L(M) é n-escolhivel.

Com esse teorema mostramos que x(L(M)) = ch(L(M)). Pela
Afirmacio 2.6, segue que Y/ (M) = ch'(M), verificando, dessa forma, a LCC

para a classe dos multigrafos bipartidos. [
Corolario 2.13 Seja G um grafo bipartido simples. Entdo ch'(G) = A(G).

Demonstragao. Konig (1916) provou em 1916 que grafos bipartidos simples
sao classe 1 (X'(G) = A(G)). Uma demonstracao para este fato pode ser
encontrada em Bondy e Murty (2008). Pela tltima frase da demonstragao
do Teorema 2.12, segue que ch’'(G) = A(G). |

Conforme mostramos ao longo deste capitulo, ha resultados importantes
ja conhecidos no sentido de determinar os indices cromatico e lista-cromatico
de grafos. Além dos teoremas aqui apresentados, destacamos ainda o trabalho
de Erdés e Wilson (1977), que provaram que a maioria dos grafos é classe 1.
Diversas classes de grafos ja tiveram seu indice cromatico determinado. Alguns
exemplos sao: os grafos bipartidos, cujo indice cromatico é A. Este resultado foi
demonstrado por Kénig (1916). Os grafos completos® K,,, com x(K,) = A sen
for par ou x(K,) = A+ 1 se n for impar (n > 2). Apresentaremos no capitulo
seguinte uma coloragdo para essa familia de grafos como proposto por Soifer
em Soifer (2008). As drvores® possuem indice cromético igual a A. Apesar
dos avangos, ha ainda problemas em aberto envolvendo coloracao de arestas.
Além da Conjectura da Coloragao por Listas, aqui discutida, destacamos a
Conjectura de Goldberg-Seymour, proposta pelos autores independentemente
por Goldberg (1973) e por Seymour (1979).

Para um multigrafo GG, definimos sua densidade impar por
XCV(G),[X[>8 fmpar| | X| — 1

se [V(G)| > 3 e W(G) = 0, caso contrario. O subgrafo de G induzido
por X é denotado por G[X]. A Conjectura de Goldberg-Seymour ¢é a seguinte

W(G) = max HE(G[XM

afirmacao.

4Um grafo completo é aquele em que quaisquer dois vértices sdo adjacentes.
5As arvores sdo grafos conexos que ndo possuem ciclos.
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Conjectura 2.14 (Conjectura de  Goldberg-Seymour,  Goldberg, 1973,
Seymour, 1979) Seja G um multigrafo. Entao,

X' (G) < max{W(G), A(G) + 1}

A conjectura em questao é importante pois apresenta um limite para o

indice cromatico de multigrafos.
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Sobre coloracao total

Além da definicdo de coloragao total apresentada no Capitulo 1, este
conceito pode ser definido simbolicamente da seguinte forma: uma coloragao
total de um grafo G = (V, E) é uma fungado ¢ : EUV — Z, de modo que
c(a) # ¢(B) para qualquer par de elementos adjacentes ou incidentes « e 3.

H& algumas classes de grafos para os quais o nimero cromatico total
foi determinado, entre as quais citamos os grafos completos, os ciclos (Yap,
1996) e os multipartidos completos balanceados (Bermond, 1974). H4 muitas
familias de grafos cujo niimero cromatico total ainda nao é conhecido. Alguns
resultados importantes no sentido de ao menos limitar o valor que x” pode
assumir sdo a TCC (Behzad, 1965; Vizing, 1968), o artigo de Hind, Molloy,
Reed (1998) e o artigo de Molloy e Reed (1998). No primeiro artigo mostra-se
que X"(G) < A(G)+81n® (A(G)) para A(G) suficientemente grande, enquanto
que no segundo é provado que x"(G) < A(G) + 10%.

Dito isto, passamos agora a apresentacao de resultados preliminares sobre
grafos r-partidos completos p-balanceados para, na sequéncia, partirmos para
a determinagao do niimero cromatico total equilibrado da referida familia de
grafos. O texto que segue é baseado no artigo de Silva et al. (2018) e no
artigo intitulado “Equitable total chromatic number of two classes of complete
r-partite p-balanced graphs”, apresentado na conferéncia CTW 2018 e que
sera submetido para a conferéncia LAGOS 2019, conforme explicitamos na
Tabela 3.1.
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Tabela 3.1: Resultados obtidos

Krxp
r p
r=2 P A +2 | DAM (2018)
r >3 impar | impar | A+1| DAM (2018)
r > 4 par impar | A+2 | DAM (2018)
r > 4 par p=2 A +1 | LAGOS 2019

Xo | Referéncia

r >4 par p= A+1 | LAGOS 2019
r>4par | p>6par | A+1|LAGOS 2019
r >3 impar | p= A+1 | LAGOS 2019

r >3 impar | p >4 par | A+ 1| LAGOS 2019

3.1
Coloracdo total equilibrada de X,

Lembramos que um grafo r-partido completo p-balanceado, denotado por
K,«p, € aquele em que o conjunto de vértices V' pode ser particionado em r
conjuntos independentes (V = O XZ»>, cada um tendo cardinalidade p e onde
h& uma aresta ligando quaisquellr:cllois vértices de partes diferentes da particao.
Desse modo, é facil ver que tais grafos possuem rp vértices e, como ha (r —1)p

(r —1)rp?

arestas incidindo em cada vértice, ha um total de arestas. O total

— Drp?
w +7rp. Esses grafos sao requlares,

de elementos a serem coloridos ¢ de
ou seja, todos os vértices possuem o mesmo grau. No caso dos grafos K, ., seu
grau maximo é (r — 1)p.

Quando uma cor é aplicada em um vértice ou em uma aresta que
incide neste vértice, diz-se que a cor foi representada em tal vértice. Em toda
(A+1)-coloragao total equilibrada de grafos regulares todas as cores devem ser
representadas em todos os vértices, ja que devem ser usadas A cores diferentes
para as arestas incidentes em um mesmo vértice e uma cor para o vértice
em questao. Usaremos este fato na coloracao dos grafos r-partidos completos
p-balanceados em que r é impar ou r e p sdo pares, com r > 4, pois eles
possuem (A + 1)-coloragao total equilibrada.

Denotamos o j-ésimo vértice da i-ésima parte da particao de V' por ;.
Sendo assim, temos X; = {z;1, Ti2, - - - , T }. Conforme dissemos no capitulo 1,
nao ha uma forma unica de desenhar um grafo. Apesar disso, sempre que
desenharmos um grafo K,,, disporemos os vértices como em uma matriz com

r colunas e p linhas, em que cada coluna corresponde a uma parte X; e o
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vértice x;; estara na j-ésima linha e na i-ésima coluna. Na Figura 3.1 abaixo

exemplificamos isto.

11 @ ® o
CU21 e rl

T12 @ [ ] ... @ Ty
X292

13 @ o o

Tipe e ... g
xgp p

Figura 3.1: Disposicao dos vértices de K.,

Pensando na disposicao dos vértices como em uma matriz, definimos
uma aresta horizontal como uma aresta do tipo z,2y. Também, se citarmos
os vértices de uma dada linha a, estamos nos referindo a x14, 24, " , Tra,
com 1 < a < p. Analogamente, os vértices de uma certa coluna b sao
Tp1, Tp2, -+ 5 Tpp, com 1 < b < r. A disposicao de vértices tal qual exibimos
auxilia nao sé a visualizagdo, mas também a compreensao das duas defini¢oes

seguintes, que serao usadas nas coloragoes que mostraremos.

Definicao 3.1 Um emparelhamento horizontal de distancia i ligando os
vértices das linhas a e b (1 < a < b <p) é o emparelhamento {x;,xj4;p|l <

Jj <r}, sendo o indice j + 1 tomado modulo 7.

Na Figura 3.2 exibimos emparelhamentos horizontais de distancia 1 e 2

ligando os vértices das linhas 1 e 2 do grafo Kj3xs.

T11 T21 x31

x13 x23 x33

Figura 3.2: Emparelhamentos horizontais de distancia 1 e 2 ligando os vértices das
linhas 1 e 2 do grafo Ksx3 representados respectivamente por linhas continuas e
tracejadas
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Observamos que 1 <7 < r — 1. Também, tanto aqui quanto no decorrer
do texto, ao mencionarmos um resultado tomado médulo «, se o mesmo for
congruente a 0 médulo «, entao usamos a em vez de 0.

Como 1 < j < r, cada emparelhamento tem r arestas. Logo, se
aplicarmos uma cor ¢ em um emparelhamento horizontal de distancia ligando
vértices de duas linhas quaisquer, entao ¢ fica representada em todos os
vértices das linhas em questao. Note que dadas duas linhas quaisquer, ha r —1
emparelhamentos horizontais de distancia entre elas, ja que 5 + ¢ ¢ tomado
modulo 7 e o fato de que 7 > 1 implicam que 7 < r — 1.

E facil verificar que os — 1 emparelhamentos horizontais de distancia sdo
disjuntos entre si. Com efeito, sejam {z;,2;4+ip|1 < J <71} e {xjaxjinpll <j <
r}, respectivamente emparelhamentos horizontais de distancia ¢ e k ligando os
vértices das linhas a e b. Supondo por contradicdo que existem ¢ e k para os
quais as arestas T ;o yip € TjaLjtkp SA0 iguais, obterfamos que 7 = £ mod r.
Isso, somado ao fato de que 1 < i,k <r — 1, implica que i = k, contradizendo

a hipdtese de que os emparelhamentos de distancia tomados sdo distintos.

Definicao 3.2 Analogamente, definimos emparelhamento vertical de distancia
i entre as colunas a eb (1 < a < b <r) como o emparelhamento {xqjxp ;1|1 <

Jj < p}, sendo o indice j + i tomado modulo p.

Na Figura 3.3 sao exibidos os emparelhamentos verticais de distancia 0,
1 e 2 do grafo Koys.

/ N
T13 é——e I3

Figura 3.3: Emparelhamentos verticais de distancias 0, 1 e 2 ligando os vértices das
colunas 1 e 2 do grafo Kox«3 representados, respectivamente, pela linha preta, pela
linha tracejada e pela linha de cor cinza

Observe que, diferentemente do caso anterior, agora ¢ pode assumir o
valor 0. Entao, dadas duas colunas quaisquer, héd p emparelhamentos verticais
de distancia entre as mesmas e todos eles sao disjuntos entre si, como se pode
verificar com argumento similar ao usado na definicdo anterior. Além disso,

como 1 < j < p, os emparelhamentos desse tipo possuem p arestas.
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As duas afirmacbes que apresentamos a seguir serao relevantes para
determinar agrupamentos disjuntos de pares de linhas ou de colunas de K, .
Salientamos que em alguns momentos faremos mencao a grafos completos com
uma quantidade de vértices que faz alusdo as r partes ou aos p vértices em
cada parte do grafo r-partido completo p-balanceado. Quando isto ocorrer,
denotaremos seus emparelhamentos respectivamente por R; e P; em vez de

M;, que é a notagao usual para emparelhamentos.

Afirmagao 3.3 (Soifer, 2008) Seja K,, um grafo completo com n > 3 impar.

Tal grafo possui n emparelhamentos disjuntos.

Demonstragao. Seja V' = {vy,vq,- -+ , v, }. Para obter os n emparelhamentos
desejados, desenhe um poligono regular com n vértices dispostos em sentido
horario. A aresta v;v;11, ¢ = 1,2,--- ,n, deve pertencer ao emparelhamento
M;, sendo os indices de v e de M tomados moédulo n. As arestas da forma
V;—jVi+14; devem pertencer ao mesmo emparelhamento que as arestas v;v;11

1
nTh g

Note que o intevalo de variacao de j se deve ao fato de que se repetissemos

para todoi=1,2,--- ,n eparatodoj=1,2,---,
. n —

0 processo para j = ————, obteriamos U n1U;y ni1. Como esses indices
sao congruentes modulo n, concluimos que a aresta dada seria um lago,
uma contradicao. Como o grafo K, tem ordem impar, entao ele nao possui
emparelhamento perfeito e o vértice que sobra em cada emparelhamento M; é
vi+nT+1,i:1,2,---,n. |

Na Figura 3.4 mostramos como obter, a partir do algoritmo apresentado,
os 7 emparelhamentos disjuntos de K. Note que, geometricamente, o algoritmo
consiste em colocar cada um dos lados de um heptagono regular em
emparelhamentos distintos e, depois, atribuir todas as diagonais paralelas a

um lado ao mesmo emparelhamento do lado em questao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712691/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1712691/CA

Capitulo 3. Sobre coloracio total 38

U1 (% U1

/

U1
U7 o \. V9 V7 x () V7 @ Vo (% ._.—. Vg
~ Voo 4
\. \ \ /
V3 Vg @ \

Vg \ \ v3 Vs // V3 Vg &———————@ U3
° 0/ *—o
Us V4 Us V4 Us V4 Us V4

U1 U1 U1

o N \\ ® U2 vr f vr / U2
N\

)

\ ] / /f ./.
Vg \\ vy Vg /’ | @ vg vg ~ e v
\ / o« e
(% V4

Figura 3.4: Emparelhamentos de K7

Afirmacgao 3.4 (Soifer, 2008) Seja K, um grafo completo com n > 4 par.

Tal grafo possui n — 1 emparelhamentos disjuntos.

Demonstragao. O algoritmo é semelhante ao anterior. Dado um grafo K,
com n > 4 par, basta tomar cada emparelhamento do grafo K,_; unido
com a aresta que tem como extremidades v, e a aresta que sobra em cada
emparelhamento M; de K,,_1, 1 <1 <n—1. [ |

Observe a Figura 3.5 a seguir, em que os emparelhamentos de Ky sao
obtidos a partir dos emparelhamentos de K7;. Geometricamente, para um n
qualquer, o algoritmo consiste em desenhar um poligono regular com n — 1
lados e colocar o n-ésimo vértice no centro do circulo circunscrito ao poligono
de n — 1 lados. Dai, basta tomar os emparelhamentos como no caso anterior e,

para cada um deles, acrescentar a aresta composta pelos dois vértices restantes.
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U1 U1 U1
V7 e \o V2 vr K \ V2 v7 vz V7 ¢—
N2 \ \ /
/
Vg %‘ V3 Vg US V3 Vg Ug // V3 Vg @&——— —. (253
& 0/ *—o
Us Uy Us Uy Vs V4 Us Uy
U1 U1 U1

vy \ .\ Vg VU7 f U7 .//. /. V9

\ U2
N
Vg s v3 Vg /’ .1/8\’\0 v3 Vg o/ Y;/o V3
\ \ l o/ ZaS
U5 Uy Us (2 Us V4

Figura 3.5: Emparelhamentos de K

Feitas estas observagoes de carater preliminar, podemos determinar o

nimero cromatico total equilibrado de K.

K2><p

Em 1994 Fu determinou que o nimero cromético total equilibrado de
Ky p ¢ igual a A + 2. Embora o nimero cromatico total equilibrado para esta
classe de grafos ja tenha sido determinadao, descrevemos a seguir um algoritmo
elegante, por nés desenvolvido, para obter uma coloracao total equilibrada
para Koy, com A+ 2 cores. Além da elegancia do algoritmo, outro motivo que
justifica sua apresentacao é o fato de que a técnica nele empregada também

serd usada em no caso dos grafos K, com r par (r > 4) e p impar.

Teorema 3.5 (Fu, 1994) Ky, tem x. = A+ 2. Embora o teorema seja de

Fu, apresentamos a demonstracao similar a demonstracio de Silva, Dantas e
Sasaki (2018).

Antes de apresentarmos o algoritmo, mostraremos que Ksy, nao tem
coloracgao total com A + 1 cores. Assim, x” # A + 1 para essa familia de

grafos.

Lema 3.6 (Chetwynd e Hilton, 1988) Seja G um grafo regular. G é
conformable se e somente se possui uma coloracao de vértices com A+ 1 cores
1,62, ,catn tal que iy = g = -+ = iap = |V(G)| (mod 2), onde i,

1 <35 <A+1, éo nimero de vértices coloridos com cor c;.
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Por outro resultado que pode ser encontrado em Chetwynd e Hilton
(1988), sabe-se que se G é regular e nao é conformable, entdo G nao é tem
coloracao total com A + 1 cores, nao podendo ter, portanto, coloragao total
equilibrada com A + 1 cores.

Afirmamos que Ksy, nao é conformable. Com efeito, caso fosse, Ky,
teria coloracao de vértices com A + 1 = p + 1 cores em que cada uma das
classes de cor tem cardinalidade par. Para isso, seria necessario que cada uma
das p + 1 cores fossem usadas pelo menos 2 vezes, o que totalizaria 2p + 2,
vértices. No entanto, hd p vértices. Logo, Ky, nao é conformable e, portanto,
nao admite (A + 1)-coloragao total.

Demonstracao.

Algoritmo

1° passo - coloracao das arestas:

Atribua cor i + 1 ao emparelhamento vertical de distancia ¢ ligando os
vértices das colunas 1 e 2 (isto é, entre as partes X; e X3). Conforme explicado
no subcapitulo 3.1, hd p emparelhamentos disjuntos desse tipo. Portanto, sao
usadas p cores distintas nessa parte do processo e cada uma delas é usada p
vezes.

2° passo - coloracao dos vértices:

Atribua cor p + 1 aos vértices da parte X; e cor p + 2 aos vértices da
parte Xs.

Precisamos mostrar que elementos adjacentes e incidentes recebem cores
diferentes e que a diferenca entre as cardinalidades de duas classes de cor é no
maximo 1.

De fato, os vértices de X7 sao nao adjacentes, ja que o grafo é bipartido,
assim como os vértices de X,. Como a cardinalidade de cada um desses
conjuntos é p, isso significa que as cores p + 1 e p + 2 sao usadas exatamente
p vezes cada. Como essas cores nao sao usadas em arestas, nenhuma aresta
recebe a mesma cor que suas extremidades.

Como as arestas sao coloridas de acordo com os emparelhamentos
verticais de distancia, segue da propria definicdo deste tipo de emparelhamento
que arestas adjacentes recebem cores distintas. Da observacao feita no
subcapitulo 3.1 apés a Definicao 3.2 segue que cada uma das cores empregadas
em arestas foi utilizada p vezes. As cores p+ 1 e p + 2 sdo usadas exatamente
p vezes cada na coloragdo dos vértices do grafo. Isto prova que a diferenca
entre as cardinalidades de quaisquer duas classes de cor distintas é 0. Assim,
a coloragao total apresentada é equilibrada, como desejado.

Seja Ax,x, = [a;;] uma matriz de coloragao de arestas de ordem p X p

em que a entrada a;; representa a cor atribuida a aresta que tem zy; e
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x9; como suas extremidades. Note que toda entrada pode ser escrita como
Qi Vi =1,2,--- ,p,onde 1 < 1,5 < pe o indice i + j é tomado modulo p.
O algoritmo que apresentamos acima em termos de emparelhamentos verticais
de distancia equivale a afirmar que a entrada a;;;; da matriz Ax,x, é j + 1
mod (p), isto é, que a aresta x1,x2,4; recebe cor j +1 mod (p).

J& que os vértices recebem cores nao usadas em arestas, para mostrar
que o algoritmo funciona em termos matriciais, basta verificar que arestas
adjacentes recebem cores diferentes.

Note que duas arestas 1,294, € £17T2 4, sa0 adjacentes se ¢ = i’ ou se
i+j=1+j,coml<i7i,j,j <peosindices i+ je i + j sendo tomados
modulo p, o que implica que suas entradas correspondentes em Ay, x, estdo
na mesma linha ou coluna.

Sejam ;7245 € T1#T2+j arestas adjacentes e assuma que ¢ = 7. Entao
i+j #i+7, ouseja, j # j (caso contrario, as arestas seriam as mesmas).
Se as arestas em questdao recebessem a mesma cor, teriamos j+ 1 = j' + 1
mod (p), o que implica j = j* mod (p). Como 1 < 5,7 < p, entdo j = 7'
mod (p) é equivalente a afirmar que 7 = j', que é absurdo, pois contradiz a
afirmagao acima de que j # j'. Assuma agora, que i+j =i+ 5 mod (p), isto
é,1—1i' =7 —j mod (p). Devemos ter, entao i # ¢ para que as arestas sejam
distintas. Suponha, por contradi¢dao, que as arestas adjacentes que tomamos
recebem a mesma cor, ou seja, suponha que j +1 = j'4+ 1 mod (p). Entao,
=7 mod (p) = j'—j =0 mod (p). Pelas duas afirmagoes, concluimos
que i —i =0 mod (p), o que implica que i = 7', ja que 1 < 7,7 < p. Absurdo,
pois neste caso temos ¢ # /. Assim, as arestas recebem cores diferentes, como
desejado.

Cada entrada da matriz Ax, x, representa a cor que uma aresta de Kyy,,
recebe e, de acordo com o algoritmo descrito, usamos as cores do conjunto
{1,2,--- ,p} para colorir as arestas de tal grafo. O que provamos acima
mostra que cada cor aparece no maximo uma vez em uma dada linha ou
coluna da matriz de coloracao de arestas. Se houvesse alguma cor do conjunto
{1,2,--- ,p} que ndo aparecesse em uma linha (ou coluna, respectivamente),
entao haveria p — 1 elementos em tal linha (coluna). Consequentemente, todo
elemento de {1,2,---,p} aparece exatamente uma vez por linha (coluna).
Assim, cada uma dessas p cores é usada precisamente p vezes na coloragao de
arestas de Kyy,. J& as cores p+1 e p+ 2 sao usadas p vezes cada na coloragao
dos vértices do grafo. Isto prova que a diferenca entre as cardinalidades de
quaisquer duas classes de cor distintas é 0. Assim, a coloracao total apresentada
é equilibrada. [ ]

Apresentamos a seguir o grafo Ky, colorido de acordo com o algoritmo
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descrito acima.

T21 6

T2 6

T23 6

T24 6

Figura 3.6: Coloragao total equilibrada de Kox4

Para o caso do grafo Ksy.4, cuja coloragao foi mostrada acima, a matriz

de coloracao de arestas é dada por:

12 3 4
412 3
Ao =\a
9 3 4 1

3.1.2
K,«p, com r > 4 par e p impar

Inicialmente mostraremos que x7 # A+ 1 para estes grafos. Em seguida
apresentaremos um algoritmo para mostrar que x” = A + 2, confirmando,

assim, a validade da ETCC para K,,, com r > 4 par e p impar.

Afirmacao 3.7 (da Silva, Dantas e Sasaki, 2018) Se K, tem r > 4 par e p
impar, entdo X, # A+ 1.

Demonstracao. Suponha, por contradi¢dao, que grafos completos r-partidos
p-balanceados, em que r > 4 é par e p é impar, tem coloracao total com A+ 1
cores. Assim, cada cor deve ser representada em cada um dos vértices.

O caso p = 1 é particular, porque tais grafos sao completos e sao de
ordem par. Sabe-se que tais grafos nao possuem coloragao total com A + 1
cores (Kubale, 2004). Entao, assumiremos que p > 3.

Afirmamos que uma quantidade impar de vértices nao pode receber a
mesma cor em qualquer (A 4 1)-coloragao total equilibrada. De fato, suponha,
por contradicao, que uma quantidade impar y de vértices recebem a mesma cor
i (y < p, pois para haver mais de p vértices recebendo a mesma cor, isso iria

requerer que vértices de partes diferentes recebessem a mesma cor, o que nao
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pode ocorrer, ja que vértices de partes diferentes sdo adjacentes). Neste caso,
uma quantidade impar (rp — y) de vértices sobraria (este niimero é impar ja
que rp é par e y é impar) e a cor i seria representada em arestas que tem estes
vértices como suas extremidades. Como cada aresta tem duas extremidades,
pelo menos um vértice nao teria a cor ¢ representada.

Afirmamos que uma quantidade par de vértices nao pode receber a
mesma cor em qualquer coloragao total equilibrada dos grafos desta secao
com A + 1 cores. De fato, suponha que existem cores ay,as,--- ,a; usadas
bi,ba, -+ , by vezes (b; é par Vi = 1,--- k), respectivamente, para colorir os
vértices de uma parte arbitraria X ;. Concluiriamos que uma quantidade impar
(p— (b1 + by + -+ - + b)) de vértices nao foram coloridos. Pelo provado acima,
nao existe cor usada para colorir um nimero impar de vértices; logo, temos

uma contradigao. [ |

Teorema 3.8 (da Silva, Dantas e Sasaki, 2018) O grafo K,y, com r > 4 par
e p impar tem X7 = A+ 2.

Demonstracgao.

Algoritmo

1° passo - obter emparelhamentos de K, para colorir as arestas:

Usando a Afirmacao 3.4 é possivel organizar as matrizes de coloragoes
de arestas como segue. Se R; = {Uaq,Vay, " ,Va, Vet ¢ um dos r — 1
emparelhamentos perfeitos de K, entdao as matrizes {Ax, x,,,  * , Ax, X, }
devem ter como entradas os elementos do conjunto {(i — )p+1,(: — 1)p +
2,-+- ,ip}, de modo que o preenchimento seja feito de maneira anéloga
ao caso Koy, Equivalentemente, a cor (i — 1)p + 1 deve ser aplicada em
emparelhamentos verticais de distancia 0 ligando os vértices das colunas a;
e ag, -+, ap_1 € a,; a cor (i — 1)p+ 2 deve ser aplicada em emparelhamentos
verticais de distancia 1 ligando os vértices das colunas a; e as, -+, a,_1 € a, e
assim sucessivamente.

Como |R;| = g, cada cor de 1 até p(r — 1) foi usada "D Vezes em arestas
(p vezes em cada emparelhamento vertical de distdncia). Quando dividimos
as matrizes em r — 1 grupos, em cada um destes grupos, a parte X; aparece
precisamente uma vez. Portanto, quando o mesmo conjunto de cores é atribuido
a matrizes determinadas pelos emparelhamentos de K., quaisquer duas arestas
adjacentes nao recebem a mesma cor.

2° passo - substituir as cores de algumas arestas determinadas

pelo passo anterior:

Substituimos as entradas da diagonal principal de matrizes pela

r—2

cor (r—1)p+1ede matrizes pela cor (r — 1)p 4+ 2, que nao foram
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usadas ainda. A substituicao é feita como segue. Ax, x,, Ax, x5, Ax, X,
tem suas entradas da diagonal principal substituidas alternadamente por
(r—1p+1e (r—2)p+ 2. Observamos que estas matrizes sdo elementos
de Ry, Ry,---, R, 9, respectivamente. Além disso, todas as matrizes que
tem algumas de suas entradas mudadas haviam recebido previamente cores
diferentes, ja que estavam associadas a diferentes emparelhamentos R; do grafo
K..

Note que os elementos da diagonal principal de uma matriz de coloracao
Ax, x, sao todos iguais, ja que as arestas associadas a essas entradas sao um
emparelhamento vertical de distancia 0 entre as colunas k e [. Para cada ¢+ =
1,2,--- ,r — 1, as matrizes de coloragao determinadas pelos emparelhamentos
R; possuem como elemento da entrada principal a cor (i — 1)p + 1.

3° passo - coloragao dos vértices:

As cores dos vértices serdo as cores (r — 1)p+1,(r — 1)p + 2 e as cores
que foram mudadas em algumas diagonais secundarias, que sao (i — 1)p + 1,
onde¢=1,2,---,r—2. Aos vértices de X, para todo 1 < j < r —2, atribua a
cor (j — 1)p+ 1, aos vértices de X,._1, atribua a cor (r — 1)p+ 1 e aos vértices
de X,, atribua a cor (r — 1)p + 2.

r—2
A cor (r—1)p+1 é usada 2)p vezes em arestas e p vezes na coloracao

de vértices, totalizando % vezes. O resultado é andlogo para a cor (r—1)p+2.

As cores que estavam inicialmente na diagonal principal de algumas
matrizes e foram substituidas, originalmente foram usadas p vezes em %
matrizes. Posteriormente, elas foram substituidas por uma nova cor em p
entradas de uma matriz de coloragao. Por outro lado, essas cores sao usadas
para colorir p vértices de uma das partes da particao de V. Entao, essas cores
sao usadas T—QS —p+p= % vezes no total. Cada cor é usada exatamente P
vezes. Consequentemente, a diferenca entre as cardinalidades de duas classes
de cor é 0 e isso conclui a demonstracao. [ |

No caso do grafo Kgys por exemplo, inicialmente teriamos os seguintes
emparelhamentos de Kg e as seguintes matrizes de coloracao de arestas:
Ry = {U1U2>U3U5,U4U6},Rz = {02U3,U1U4>Usvﬁ},33 = {Usv4>?)2v5,1)1?)6},R4 =

{U4U5,U1U3, UQUG} e Ry = {U1057'027J4;'U3UG}

AXng = AX3X5 = AX4X6 =

N W = Ot =
W =~ Ot =N
=~ Ot = NN W
ST =N W
— N W e Ot
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6 9 10

10 8 9

Axoxs =Axix, = Axsxs =19 10 6 7 8
10 6 7

9 10 6

11 12 13 14 15
15 11 12 13 14
Ax,x, = Axoxs = Axyxe = |14 15 11 12 13
13 14 15 11 12
12 13 14 15 11

16 17 18 19 20
20 16 17 18 19
Ax,x: = Ax,xs = Ax,xs = (19 20 16 17 18
18 19 20 16 17
17 18 19 20 16

21 22 23 24 25
25 21 22 23 24
Ax,xs = Axox, = Axyxe = |24 25 21 22 23
23 24 25 21 22
22 23 24 25 21

Pelo segundo passo, as matrizes Ax, x,, Ax,xs, Axsx, € Ax,x, de Kexs

sao transformadas em

26 2 3 4 5] 27 7 8 9 10]
5 2 2 3 4 10 27 7 8 9
Axx,= |4 5 26 31, Ax,xa= |9 10 27 7
3 5 26 2 9 10 27
2 3 5 26 8 9 10 27|
26 12 13 14 15 27 17 18 19 20]
15 26 12 13 14 20 27 17 18 19
Av,x, = |14 15 26 12 13|, Ax,x, = [19 20 27 17 18
13 14 15 26 12 18 19 20 27 17
12 13 14 15 26 17 18 19 20 27

e as demais matrizes permanecem inalteradas.
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Por fim, pelo terceiro passo temos a seguinte coloracao de vértices do
grafo Kgys: os vértices de X recebem cor 1, os de X5, cor 6, os de X3, cor 11,
os de Xy, cor 16, os de X5, cor 26 e os de Xg, cor 27.

3.1.3
K.+, com 1 e p pares (r > 4)

Antes de enunciarmos e provarmos as trés partes do principal teorema
deste capitulo, trataremos de aspectos de um conceito necessario para a
demonstracao do resultado. Um quadrado latino é uma matriz de ordem k
cujas entradas sao k simbolos diferentes que aparecem exatamente uma vez
por linha e por coluna. Dado um quadrado latino de ordem k, um conjunto de
k entradas diferentes de linhas e de colunas diferentes é chamado de transversal.

A respeito dos transversais, McKay et al. (2006) provaram o seguinte teorema.

Teorema 3.9 (McKay, McLeod e Wanless, 2006) Definindo T'(k) como o
numero mdzrimo de transversais sobre todos os quadrados latinos de ordem
k, temos que b* < T(k) para k > 5, onde b~ 1,719.

Lema 3.10 (da Silva, Dantas e Sasaki, apresentado no CTW 2018 e a ser
submetido para o LAGOS 2019) Eziste pelo menos um quadrado latino de
ordem k (k > 4 e par) cujos elementos da diagonal principal sdo todos

distintos.

Demonstracao.

Para k = 4, considere a seguinte matriz:

W N =~ =
— R D W
N W =
=~ =W N

A matriz apresentada é um quadrado latino e, além disso, suas entradas
da diagonal principal sdo distintas, como desejado.

Para k > 6, o Teorema 3.9 garante a existéncia de um quadrado latino
com pelo menos um transversal. Seja A, um quadrado latino de ordem k que
possui pelo menos um transversal. A partir de operagoes de trocas de linhas,
obteremos A que satisfaz as condigoes do lema.

Sejam a1, G2, -, ark as entradas que formam um transversal de A,
onde 1 <[; <k paratodoi=1,2,--- ,k e os [; sdo diferentes entre si.

Seja L; a i-ésima linha de A. Denotaremos a troca entre as linhas L; e

L; por L; <+ L;. Fazemos as seguintes trocas de linhas: L;, <+ L;. Com isso,
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o elemento a;,; se torna o elemento a;; da nova matriz obtida com a troca de
linhas. A partir da nova matriz, fazemos a troca L;, <+ Lo. Assim, o elemento
que ocupava a posicao ajo em A passa a ocupar a segunda linha e a segunda
coluna. Procedemos semelhantemente até a troca L;,_, <+ Ly_1.

Como as alteracoes sao feitas sempre sobre linhas, garantimos que, em
cada passo, todos os elementos aparecem uma vez por coluna. Como a ordem
das entradas de cada linha permanecem inalteradas e, desde o principio, essas
entradas ja eram diferentes entre si, entdo, em cada etapa a nova matriz obtida
continua sendo um quadrado latino. [ |

Considere o seguinte quadrado latino, onde os elementos de um

transversal estao em negrito:

6 5 1 2 3 4
2915 4 6 3
5231 4 6
4326 5 1
3465 1 2
16 43 25

Observe, agora, as sucessivas trocas de linhas de acordo com o algoritmo

apresentado acima:

6 51 2 3 4 43265 1 4326 5 1

215 46 3 215 46 3 16 4325

5 2 31 4 6| 0|5 2314 6|,0,152314G6

EARES LARAS

4326 5 1 651 2 3 4 6 51 2 3 4

3465 1 2 3465 1 2 346 5 1 2

16 43 25 16 4325 2915 46 3

4 3 2 6 5 1] 4 3 2 6 5 1 (4 3 2 6 5

16 43 25 16 43 2 5 16 4 3 2

reora 12 15 46 3| or |2 15 46 3| e |2 15 46
S AR AR

651 2 3 4 5231 4 6 5 2 3 1 4

3465 1 2 3465 1 2 651 2 3

59231 4 6 651 2 3 4 346 5 1

Teorema 3.11 (da Silva, Dantas e Sasaki, apresentado no CTW 2018 e a
ser submetido para o LAGOS 2019) O grafo K,y, com r > 4 e p pares tem
X=A+1.

N A~ O W Ot
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Demonstragao. Algoritmo para o caso p = 2:

1° passo - obter quadrado latino com entradas distintas na
diagonal principal para colorir vértices e arestas nao horizontais:

Vamos construir uma matriz de coloracao Ay, de ordem r em que a
entrada a;; representa a cor que a aresta x; ;o recebe se i # j e, se i = j,
a entrada a;; representa a cor que os vértices da parte X; recebem. A matriz
Ap, L, deve ser um quadrado latino cujos elementos da diagonal principal sao
todos distintos. O Lema 3.10 garante a existéncia de tal matriz. Como os
vértices de partes diferentes sao adjacentes, o fato de os elementos da diagonal
principal serem distintos entre si implica que vértices de partes diferentes nao
recebem a mesma cor. O fato de que elementos nao se repetem nas linhas
ou nas colunas implica que arestas nao horizontais e vértices adjacentes ou
incidentes nao recebem a mesma cor.

2° passo - colorir as arestas horizontais com os emparelhamentos
de K,:

Como A + 1 = 2r — 1 neste caso, faltam ser usadas r — 1 cores. Elas

serdao aplicadas em arestas horizontais da seguinte forma: obtenha os r — 1

emparelhamentos de K,. Suponha que R, = {v4Vay, "+ ,Va,_,Va,}. Entao
as arestas Tq,1Tas1s s Lap_11%a,1 € Tay2Tay2s** 5 La,_,2Lq,2 devem receber a
mesma, cor. Isso deve ser feito para cada i =1,2,--- ,r — 1.

Como as r — 1 cores finais sdo aplicadas em arestas horizontais
determinadas pelos R;, entdao arestas adjacentes nao recebem a mesma cor.
O primeiro conjunto de cores aparece r vezes na matriz de coloracao Ay, p,,
sendo r — 1 vezes em arestas e 2 vezes em vértices, totalizando r + 1 vezes. O
segundo grupo de cores é usada em um emparelhamento perfeito de K, o, ou
seja, em r arestas. Logo, a diferenca entre as cardinalidades de duas classes de
cor é de no maximo 1, como desejado.

Para K449, por exemplo, se tomarmos

3
2
Arpr, = 4
1

W N = =
N W e
_~ = W N

entao as arestas nao horizontais e os vértices do grafo K,y fica colorido

conforme a Figura 3.7:
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Figura 3.7: Coloragao de vértices e arestas nao horizontais de Ko

Os emparelhamentos de Ky sao Ry = {vivg, v3v4}, Ry = {vous, v1v4} €
R3 = {v1v3,v9v4}. Portanto, as arestas horizontais devem ser coloridas como

a Figura 3.8 a seguir:

6

'\

T11 Z21 T31 T4

Z12 5 Z22 6 Z32 5 L42

6

Figura 3.8: Coloragao de arestas horizontais de K4x2

Algoritmo para o caso p = 4:

1° passo - coloragao de vértices:

Para colorir os vértices, usamos uma cor diferente para cada um dos
seguintes pares: Tii € T12; T13 € Ti4; T € Tag; Taz € Tog; = T(r-1)1 € T(r-1)2;
T(r—1)3 € T(r—1)4} Tr1 € Tpa; Tro € Tpo. Note que a parte X, € a tinica que segue
um padrao diferente de coloracao.

2° passo - coloracao de arestas horizontais:

As cores usadas nos vértices das linhas 1 e 2 das partes X;, Xo, -+, X, 1
serao aplicadas nas linhas 3 e 4 em arestas horizontais de acordo com os
emparelhamentos de K, enquanto as cores usadas nos vértices das linhas
3 e 4 das partes Xy, Xo,---, X, 1 serdo aplicadas nas linhas 1 e 2 em

arestas horizontais de acordo com os emparelhamentos de K,. Se R; =

{Vb,Vbyy*** Vb, W, }, entdo use a cor dos vértices xy; e xyp nas arestas
TpyiThyis "+ s Th,_,iTpq (1 = 3,4) e use a cor dos vértices x13 e w14 nas arestas
TpyiTyis "+ Tp_yiThq (1 = 1,2). Proceda de maneira andloga em relagdo as
cores dos vértices das partes X5, X3,---, X, _1.

3° passo: coloracao de arestas nao horizontais das matrizes Ay, ;.
143

e AL2L4Z
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A exemplo do caso anterior, definimos, matrizes Ay, 1,, Arsr,s AL,Ls,
Ariry, Arin, © Ap,r,, de ordem 7, em que a entrada a;; da matriz Ap, g,
representa a cor da aresta x;,x;; recebe se i # j e, se i = j, a entrada a;; fica
vazia, neste caso.

Devemos usar r — 1 cores (distintas das usadas em vértices) em
emparelhamentos horizontais de distancia ligando vértices das linhas 1 e 3, e
das linhas 2 e 4. Em termos das matrizes Ay, 1, e Ar,1,, 0 preenchimento das
entradas é feito de modo analogo ao preenchimento da matriz Ax, x, definida
na secao 3.1.1, com a diferenca que aqui, as entradas da diagonal principal
ficam vazias.

4° passo - preenchimento das matrizes Ay ;, e Ar.1,:

Antes de explicarmos esse passo, considere o seguinte algoritmo. Seja n
um numero par, n > 4. O seguinte algoritmo fornece um quadrado latino de
ordem n com um transversal na diagonal principal. Seja A o quadrado latino
que estamos buscando construir e seja a;; a entrada da i-ésima linha e j-ésima
coluna de A. Antes de apresentarmos o algoritmo em si, esclarecemos que os
indices devem ser lidos médulo n. Caso o indice seja congruente a 0 moédulo
n, entao tal indice deve ser n, em vez de 0.

Seja ¢ um dos elementos de {1, - -+, n}, que serao as entradas do quadrado
latino A. Para 1 < ¢ < n — 2, faga o seguinte: as entradas do tipo a; (i4et1)
devem receber o elemento ¢ para 1 < 7 < ¢ — 1; a entrada a. deve
receber o elemento ¢; as entradas a; (4. devem receber o elemento ¢ para
c+1<1i<n-—1;aentrada a, 4) deve receber o elemento c.

Para ¢ = n — 1, faca o seguinte: as entradas do tipo a;2; devem receber o
elemento n — 1 para 1 <i < n/2; as entradas do tipo ;,(2i—n+1) devem receber
o elemento n — 1 para (n/2) + 1 < i < n. Para ¢ = n, faca o seguinte: as
entradas da forma a; 2;41) devem receber o elemento n para 1 < i < n/2; as
entradas do tipo a; (2;—,) devem receber o elemento n para (n/2) +1 < i <n.

E facil ver que o algoritmo acima descreve como se obter um quadrado
latino de ordem n (n par maior ou igual a 4) com um transversal na diagonal
principal.

Para preenchermos a matriz Ay, e Ar,r, precisamos de quadrados
latinos cujas entradas na diagonal principal sejam distintas entre si (embora
tais entradas sejam omitidas). O Teorema 3.9 garante a existéncia de tais
quadrados latinos e o algoritmo acima indica como obter tal quadrado latino.
As entradas da matriz Ay, 1, serdo as cores usadas nos vértices das linhas 1 e
2 das partes X1, X, -+, X,_1, enquanto as entradas da matriz Ay, sdo as
cores usadas nos vértices das linhas 3 e 4 das partes X, Xo, -+, X,_1. Como as

matrizes em questao sdo de ordem r e, nesse momento elas serdo preenchidas
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com r — 1 cores, algumas entradas ficarao vazias. Obtenha um quadrado latino
cujas cores sao as descritas acima e cujos elementos da diagonal principal sao
todos distintos e as entradas que devem ficar vazias sao aquelas que teriam o
mesmo valor da entrada a,.,.

Acima da tultima linha, exatamente uma entrada em cada linha fica vazia
e, a esquerda da tultima coluna, exatamente uma entrada fica vazia em cada
coluna por se tratar de um quadrado latino. Com isso, representamos as cores
usadas nos vértices das partes Xq, X5, -+, X,_1 em todos os vértices.

Como A + 1 = 4r — 3 neste caso e, até o momento, usamos 2r + (r — 1)
cores (2r usadas em vértices e r — 1 sao aquelas usadas nas matrizes Ay, r,
e Ar,1,), falta usarmos r — 2 cores, além de faltar representar as cores dos
vértices de X, em arestas. Das r — 2 cores que ainda nao foram usadas em
nenhum elemento do grafo, 2 serdo usadas em 2 emparelhamentos especiais e
as outras r — 4, em emparelhamentos horizontais de distancia ligando vértices
das linhas 2 e 3; e das linhas 1 e 4, ou seja, serao aplicadas nas matrizes Ay,
e AL1L4 .

5° passo - aplicagao as cores dos vértices x,; e xr,o nas matrizes
AL2L3 e AL1L4

Suponha que as cores a e  tenham sido usadas respectivamente nos
vértices x,1 € T,4; € nos vértices x,0 e z,3. Entdo, na matriz A, a
cor a deve ocupar as entradas aj,_i,0a21,as2, @43, - ,Qr_1,—2, €Nquanto a
cor 5 deve ser usada em um emparelhamento horizontal de distancia 1
ligando os vértices das linhas 1 e 4, isto é, a cor 8 deve ocupar as entradas
12, A23, A34, " ** , Ar_1,,Qr1. Na matriz Ay,;, as entradas ocupadas por « na
matriz anterior devem ser ocupadas por 3 e vice-versa. E facil ver que podemos
enxaixar r — 4 cores em emparelhamentos horizontais de distancia ligando
vértices das linhas 1 e 4 e das linhas 2 e 3. Isso é possivel porque a cor «,
ao ocupar as entradas acima citadas na matriz Ay, ;, € aplicada nas arestas
T11Tr—1,4, L21T14, T31T24, L4134, """ , Tpr—1,1Tr—2.4- A primeira dessas arestas é do
emparelhamento horizontal de distancia r — 2, enquanto as demais sao arestas
do emparelhamento horizontal de distdncia r — 1 (conferir se¢ao 3.1). Como a
cor  é usada em um emparelhamento horizontal de distancia 1 ligando vértices
das linhas 1 e 4 e como ha r — 1 emparelhamentos horizontais de distancia,
isso significa que sobram os r — 4 emparelhamentos horizontais de distancia,
como afirmado acima.

Note que a cor 3, ao ser aplicada em entradas da matriz Ay, r,, ndo é
aplicada em algumas arestas que fazem parte dos emparelhamentos horizontais
de distancia r — 1 e r — 2, que sao representadas pelas seguintes entradas

da matriz Ay, 1, asr, asi, aaa, as3, -+, App_2, a1, € apr—1. Isso significa que na
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matriz Ay, 1, duas entradas da tltima linha e duas entradas da ultima coluna
nao sao preenchidas e, da terceira até a penultima linha, uma entrada por linha
nao é preenchida. O resultado ¢ andlogo para a matriz Ay, ,.

6° passo - utilizacao das duas tltimas cores:

Até agora ha entradas das matrizes Ay, r,, Ar,r,, A, € AL, que
nao foram preenchidas. Ao olharmos a i-ésima linha da matriz Ap g,
todas as entradas dessa linha reresentam arestas que tem como uma das
extremidades o vértice z;;. Analogamente, se olharmos a i-ésima coluna
da mesma matriz, as entradas desta coluna representam arestas que tem
como uma das extremidades o vértice z;;.. Pelo preenchimento das matrizes
ALy ALarys ALyLs € Ar, 1, que fizemos acima pode-se verificar que as entradas
nao preenchidas formam um subgrafo H de K4 2-regular. Pelo Lema 2.1, um

grafo é 2-regular se e somente se seus componentes conexos sao ciclos.

Afirmacgao 3.12 (da Silva, Dantas e Sasaki, apresentado no CTW 2018 e
a ser submetido para o LAGOS 2019) Nenhum dos componentes conexos do

subgrafo H é um ciclo de tamanho impar.

Demonstragao. De fato, as arestas que ainda nao foram atribuidas a nenhuma
cor sao entradas das matrizes Ay, 1., Arsn,, AL,y © Az, ou seja, ligam
vértices das linhas 1 e 2, 3 e 4, 2 e 3, 1 e 4. Suponha, por contradi¢ao, que o
subgrafo H possui um ciclo C} de comprimento impar. Assuma, sem perda de
generalidade, que o primeiro vértice de C}, aqui denotado por v; é um vértice
da primeira linha. Consequentemente, o vértice vy devera ser um vértice da
linha 2 ou da linha 4. Independentemente da possivel linha em que se encontra
o vértice v, temos que o vértice vy devera ser um vértice da linha 1 ou da linha
3. Prosseguindo com o raciocinio, temos que o k-ésimo vértice de Cj devera
estar nas linhas 1 ou 3, ja que estamos assumindo que C} é um ciclo fmpar.
Entretanto, como o vértice viv, faz parte de Cy, segue que v, nao pode estar
na linha 1 (caso contrério, v1vy seria uma aresta horizontal) e v, também nao
pode estar na linha 3 (caso contrario, vivy ligaria vértices das linhas 1 e 3,
que nao é possivel, pelo que foi explicado no inicio da afirmacao). Com isso,
obtemos uma contradicdo. Dai, segue que nenhum dos componentes conexos
de H é um ciclo de comprimento impar. [ |

Assim, os componentes de H sao ciclos de comprimentos pares, que
possuem coloracao com 2 cores, como desejado. Uma das cores é a cor A e
a outra, a cor A + 1.

E facil ver, pela construcdo do algoritmo, que algumas cores séo usadas
em 2 vértices e em 2r — 1 arestas, enquanto as demais cores sao aplicadas em
um emparelhamento perfeito do grafo, ou seja, em 2r arestas. Logo, a coloragao

total ¢ equilibrada, como desejado.
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Tomando o grafo Kyy4, temos que determinar os emparelhamentos de
Ky, que sao: Ry = {vjvg, v3v4}, Re = {vous, 104} € Ry = {vyv3, 0904}, Assim,

a coloracao de vértices e arestas horizontais fica conforme a Figura 3.9 abaixo.

Figura 3.9: Coloracao de vértices e arestas horizontais de K4x4

Pelo terceiro passo do algoritmo obtemos, no caso do grafo Ky«4, que

9 10 11
11 9 10
A=A =1, 4 9
9 10 11
1 3 4 2
. 4 2 1 3
Por exemplo, tomando o quadrado latino 5 4 3 1 como base para
31 2 4
as matrizes Ay, 1, € Ap,r, obtemos:
3 x 2 6
* 1 3 * 4
A, = 9 x s Arsr, = 5
31 2 6 4 5
Pelo quinto passo, segue que
Ap,L, = 3 7 AL, = - 3
7T * % 8 * %

Por fim, pelo sexto passo, no exemplo que estamos apresentando, usamos
as cores 13 e 14 para colorir estas arestas que faltam e isso conclui a coloragao
do grafo em questao.

Algoritmo para o caso p > 6:
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1° passo - coloragao de vértices:

Para colorir os vértices, obtenha o emparelhamento P; do grafo
K, de acordo com o algoritmo apresentado na secao 3.1. Se P =
{Vb, Vb, Vb Vb, -+, Uy, Uy, }, entao atribua uma cor diferente para cada um
dos seguintes pares de vértices: Ty, € Tiy,; Tivs © Tipy; Tip,_, € Tap, Para todo
i =1,2,---,r. Como ha rp vértices em K,,, e usamos uma cor diferente para

P ~ rp

cada par de vértices, ao todo sao usadas 5 cores nesta etapa.

2° passo - usar as cores dos vértices em arestas nao horizontais:

Considere as matrizes ALblLbQ’AngLb4’ s AL L, Como descrito no

bp_1
inicio de 3.1.1 para o caso p = 2. Para isso, aplicamos o Teorema 3.9 e o
Lema 3.10 e obtemos quadrados latinos cujos elementos da diagonal principal
sao todos distintos. Além disso, a entrada ax, de uma dada matriz Ap,; deve
ser a cor dos vértices xy; e x;. As entradas de cada matriz A Ly, L, S80 as cores
usadas nos vértices das linhas b; e b;.

3° passo - representar as cores usadas na coloracao de vértices
onde elas ainda nao haviam sido utilizadas:

Ao fim do segundo passo, as cores 1,2, -, % foram usadas em todos os
vértices de duas linhas. Entretanto, elas ainda precisam ser representadas nos

vértices das demais linhas. Para isso, usamos o seguinte resultado de Alspach

e Gavlas (2001):

Afirmagao 3.13 (Alspach, Gavlas, 2001) Para inteiros positivos pares m en
com 4 <m <mn, o grafo K,, — I pode ser decomposto em ciclos de tamanho m

se e somente se o numero de arestas em K, — I for um mailtiplo de m.

Salientamos que K, — I denota um grafo completo com n vértices
menos um 1-fator, isto é, menos um emparelhamento perfeito (K, possui
emparelhamento perfeito ji que n é par).

Para o préximo passo do algoritmo precisaremos obter P iclos de

tamanho p — 2 do grafo K, menos um 1-fator. Observamos que K, — I possui

-2
}2? — g = ]9(]72) arestas. Fazendo m = p — 2 e n = p na afirmacgao 3.13,

concluimos que K, — I pode ser decomposto em g ciclos de tamanho p — 2,
como desejado.

Suponha, sem perda de generalidade, que K, —I = K,\ P;, com P, sendo
o emparelhamento perfeito de K, obtido pela afirmacao 3.4. Sabe-se que todo
ciclo de comprimento par possui uma coloragao de arestas com 2 cores. Entao
dividimos cada ciclo em dois emparelhamentos determinado pela sua coloragao
de arestas e os associamos com as arestas de P;, de modo que cada aresta de
P, seja associada aos emparelhamentos do ciclo de K, — I que nao contém os

vértices v; e v;.
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Com o processo de decomposigao de K\ P;, obtemos g ciclos. Sejam M, e
Mj, os emparelhamentos obtidos do k-ésimo ciclo da decomposigao de K,\ P,
que nao contém a aresta v;v;. Entao as cores usadas no ¢-ésimo e j-ésimo
vértices das partes Xi, Xo,---, Xz devem ser usadas em emparelhamentos
horizontais de distancia ligando vértices das linhas determinadas por Mj,
enquanto as cores usadas no i-ésimo e j-ésimo vértices das partes Xr 1, , X,
sao usadas em emparelhamentos horizontais de distancia ligando vértices das
linhas determinadas por Mj. Como ha r — 1 emparelhamentos horizontais
de distancia ligando vértices de quaisquer duas linhas e como usamos apenas
£(< r — 1) emparelhamentos deste tipo nesta etapa, concluimos que esta é
uma acao valida.

4° passo - utilizar <£ — 1) (p — 2) cores em emparelhamentos
perfeitos de K, ,:

O objetivo de decompormos K, \ P, em ciclos para aplicarmos as cores que
foram usadas em vértices em emparelhamentos horizontais de distancia é para
garantir que, ao final desse processo, nos emparelhamentos P, Ps, -, Py_1,
cada par de linhas do grafo K, foi usado a mesma quantidade de vezes. Com
o passo descrito acima, garantimos que cada par de linhas e, consequentemente,
cada emparelhamento de P, até P,_; foi usado r vezes em emparelhamentos
horizontais de distancia, de um total de r — 1 emparelhamentos desse tipo.
Isso significa que ainda ha r — 1 — Ty emparelhamentos horizontais
de distancia disponivel em cada emparelhamento P; (2 < i < r). Em outras
palavras, (; — 1) (p — 2) cores podem ser aplicadas nesses emparelhamentos
de distancia disponiveis. Note que cada uma dessas cores é aplicada em um
emparelhamento perfeito de K, ,, ou seja, as cores sao representadas em todos
os vértices, como necessario por se tratar de uma coloracao total equilibrada
com A + 1 cores de um grafo regular.

5° passo - coloragao das arestas horizontais:

Para finalizar, aplicamos r — 1 novas cores em arestas horizontais
determinadas pelos emparelhamentos de K, da seguinte forma. Se R; =
{Va1Vays VasVays "+ 5 Va,_,VUr }, €ntao aplicamos uma das novas cores nas arestas
TayiTagis TagiTayis* > La,_1ila,s Para todo ¢ = 1,2,---  p. Usando uma cor
diferente para cada emparelhamento R; de K, concluimos que r — 1 cores
sao usadas nessa etapa, como afirmamos.

Por fim, usamos % + (g — 1) (p—2)+ (r—1) = A+ 1 cores e, por
construcao, elas nao foram aplicadas em elementos incidentes ou adjacentes
do grafo. Também da construcao do algoritmo segue que a diferenca entre as

cardinalidades de quaisquer duas classes de cor é, no maximo 1, como desejado.
[ |
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Observe, na Figura 3.10 abaixo, o esquema de coloracao dos vértices do

grafo Kjyxg. Temos que o emparelhamento Py de Kg é Py = {v1vs, v30s5, U406}
le 2e¢ 36 4e
le 2@ 3e 4e
56 Ge Te Se
Qe 10e 11e 12
Se (e Te Re
Qe 10e 11 12

Figura 3.10: Esquema de coloracao de vértices de Kyxg

Pelo segundo passo do algoritmo aplicado ao grafo Ky«g, podemos

1 3 4 2
4 2 1
escolher Ap, ., 5 4 3 Analogamente, tomamos Ap.r.
31 2 4
5 7 8 6 9 11 12 10
8 6 5 7 12 10 9 11
eAL4L6:
6 8 7 5 10 12 11 9
8 5 6 8 11 9 10 12

Pelo terceiro passo, tomamos (v3v4v50603), (V2U4V1V6V2) € (V1V3V2U5V1)
como decomposicao de K¢ — {vyv2, v305, 0406} € associamos, respectivamente
tais ciclos a wvivg, v3v5 € v4v6. Assim, devemos aplicar as cores 1 e 2 em
emparelhamentos horizontais de distancia 1 e 2, respectivamente, em arestas
que ligam vértices das linhas 3 e 4; e 5 e 6. Representaremos a aplicagao das

12 cores até entao utilizadas na tabela abaixo.
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Tabela 3.2: Aplicacdo das cores 1, 2, ---, 12 em emarelhamentos horizontais de
distancia

Cor | Distancia | Combinacgao de linhas

1 1 3ed; Heb

2 2 3ed;5eb

3 1 4ed;3eb

4 2 4eb;3eb

) 1 2e4;1e6

6 2 2e4;1e6

7 1 4el;2eb6

8 2 4el;2eb6

9 1 le3;2ed

10 |2 le3;2eb

11 1 3e2;1lebd

12 2 3e2;1lebd

Aplicando o quarto passo ao grafo Kjs.g, segue que ainda temos um
emparelhamento horizontal de distancia 3 para Ps, P3, Py e P5. Assim, usamos
as cores 13, 14, 15 e 16 para cada um dos emparelhamentos de distancia 3
ligando vértices de linhas determinadas por P, P3, Py e Ps.

Como r = 4 no exemplo que estamos colorindo, para aplicar o quinto
passo devemos obter os emparelhamentos de Ky, que sdo: Ry{vivq,v304},

Ro{vavs, v1v4} € R3{vivs, v9vy }. Assim, usamos cor 17 nas arestas x1;T2; € £3;T4;

para todo ¢ = 1,2,--- ,6. Analogamente, usamos cor 18 nas arestas x9;x3; €
21;x4; € cor 19 nas arestas x1;x3; e T9;x4; para todoi =1,2,---,6.
3.1.4

K,«p, com r e p impares

Fu (1994) determinou que K, com r e p impares tem x” < A+2. Aqui
nos melhoramos este limite apresentando um algoritmo para colorir tais grafos

com A + 1 cores.

Teorema 3.14 (da Silva, Dantas e Sasaki, 2018) O grafo K,y, com r e p
impares tem xo = A+ 1.

Demonstracgao. Se p = 1, entao temos K,y = K,, que é o grafo completo
com 7 vértices. E sabido que tais grafos possuem coloragao total equilibrada
com A + 1 cores (Kubale, 2004). Portanto, assuma que p > 3.

Como o grafo K,, ¢ regular e ja que estamos propondo uma coloragao

total equilibrada com A + 1 cores, cada uma delas deve ser representadas
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em todos os vértices, isto é, ser atribuida ao vértice em si ou a uma aresta

que tenha tal vértice como extremidade. Se ¢ vértices recebam a mesma

™ —4dq
2

. Como rp é impar, q deve

TPQO"—-1)>

2
rp+1
e

. O ntmero

cor i, entdao o nimero de arestas coloridas com cor i é
D+ q

total de elementos que recebem cor 7 é

ser impar. Além disso, o nimero de elementos do grafo (Tp—i—

dividido pelo nimero de cores ((r — 1)p + 1) tem quociente igual a

. P — . . . . .
resto igual a . Isso pode ser verificado da seguinte maneira. Primeiro,

é necessario que o resto seja estritamente menor do que o divisor, ou seja,

-1 3(p—1 3(p—1 3
L<(r—1)p+1 = T>M.Comow—>fquando
2 2p 2p 2

p — oo er > 3, entdo essa parte é verdadeira. Depois, multiplicando-se o
quociente pelo divisor e adicionando-se o resto, obtém-se o dividendo, como
desejado. Isso prova que o resto esta correto e, como, pela divisao euclidiana,

resto e quociente sdo Unicos, concluimos que o quociente também esta certo.

—1 3 —1
vezes e ((7"— Dp+1-— 292>

cores sao usadas

. . p
Isso implica que

_ r
cores sao usadas

1
vezes. Portanto, ¢ = 1 ou ¢ = 3. Concluimos que

3(p—1)
2

triplas de vértices recebem uma cor cada e os demais rp — vértices
recebem uma cor diferente cada.

1° passo - obter triplas de vértices:

Para formar as triplas, usamos a Afirmacao 3.3 para obter os
emparelhamentos P; do grafo K,. Tome somente os emparelhamentos com

—2-1
indice impar de 1 até p — 2, ou seja, Py, Ps, -+, P,_2, que totaliza b

1=2

cada P; usado, precisamos das extremidades da primeira aresta e do vértice que

emparelhamentos, o nimero exato de triplas que precisamos. Em

sobra, ou seja, v;, V11 € U (todos os indices tomados médulo p). Como

i+ 2541
usamos apenas 3 vértices de cada emparelhamento tomado, usaremos a notagao
P! para nos referirmos a eles. Distribua por linhas os P/’s em uma tabela
em que as colunas representam as partes Xi, X, -+, X,. A primeira linha
da tabela é 1/7 3/»7 é? 7P2/r717 a segunda ¢é P2/r+17 2/r+37 2/r+57"' ) 47",1,
e assim sucessivamente. Temos P| na coluna de X; e P/ = {vy, v, v, +pT—l}
(isto é, as extremidades do primeiro elemento de P, e o vértice restante
nesse emparelhamento). Isso significa que os vértices x1, 12 € Ty gyt devem
receber a mesma cor. O processo deve ser repetido para cada P/ em que
1=1,3,5,--- ,p—2.

Suponha que 1 < i < j < p — 2. Note que pode ocorrer de P/ e P; na
mesma coluna da tabela terem um vértice em comum. Neste caso, translade

os elementos da linha que contém P} uma unidade para a direita (o elemento
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dessa linha na coluna X, deve ser movido para a coluna X;). Pela construgao
do algoritmo da Afirmacao 3.3 observa-se que um vértice de K, aparece no
primeiro elemento de um emparelhamento P; (i impar) precisamente uma
vez e ¢ o vértice restante de exatamente um emparelhamento de K. Isso
implica que qualquer P/ tem um vértice comum com um unico PJ’ Assim,
transladar os elementos da linha que contém PJ’ uma unidade para a direita
resolve o problema sem a possibilidade de, apés a translacdo, o novo P
que ficar na mesma coluna de P/ ter vértice em comum com P;. Com esse
procedimento, determinamos as triplas de vértices que vao receber, cada uma,
uma cor diferente e, consequentemente, cada um dos demais vértices recebe
cores diferentes entre si e diferentes das usadas nas triplas.

Para fixar as ideias, exibimos abaixo dois exemplos: um em que nao é
necessario fazer translacao dos elementos da tabela e outro em que a mudanca
¢ necessaria.

Considere o grafo K3yq1. Temos

Py = {v1v9, v3013, V4012, V5V11, VgU10, V70 } € O Vértice que sobra é vg;

P3 = {30y, vo0s5, V106, U7U13, UgV12, VoU11 } € O Vértice que sobra é vyo;

P5 = {v5vg, v407, 308, UaUg, V1010, V11013 } € O Vértice que sobra é vyg;

P; = {v7vs, vgv9, U510, V4U11, U3U12, UaU13} € O vértice que sobra é vy;

Py = {vgv19, V11, U7U12, UgU13, U1 U5, Vo } € O vértice que sobra é vs;

PH = {vnvlg, V1013, V1V9, VoV, U3V7, U4U6} e o vértice que sobra é Us,

Daia Pll = {017/027/08}7 Pé = {U37 U47U10}7 PE: = {U5av67/012}7 P7, = {U7>U87
Ul}, Pgl = {’Ug, Ulo,Ug}, Plll = {Ull,Ulg,UE,}.

Temos

Tabela 3.3: Distribuigao de Pf, Ps, Pi, P;, Pj e Py, entre as partes X1, X2 e X3 antes
da translacao

X1 | Xo | X3
AL
AT

Note que P] e P; tem um vértice comum, assim como P; e Py, e P, e P[;.
Portanto, ¢ necesséario transladar em uma unidade os elementos da segunda

linha da tabela neste caso. Temos

Tabela 3.4: Distribuicao de Py, Pi, Pt, Pi, P§ e PJ; depois da translagiao

Xi | Xo | Xy
PP B

/ / /
11 7 9
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ASSiIIl, as triplas de VéI‘tiCGS S30: (xn,xlg,xlg); (1'1711,$1’12, l’15);
(1'23,5624,33'2,10); (1'27,1'28,51721); (3735,517367373,12); € (33'39,5173,10,5533)-

Considere, agora, o grafo K3y9. Temos

Py = {v1vs, v309, 0408, U507} € 0 Vértice que sobra é vg;

3 = {30y, Vo5, V106, V7U9 } € O Vértice que sobra é vg;

P5 = {v5vg, v407, V308, 1209 } € 0 Vértice que sobra é vy;

P; = {v7vg, vgvg, V105, Va0 } € O Vértice que sobra é vg;

Dai, Pll = {Ul, UQ,UG}, Pé = {Ug, V4, Ug}, Pé = {’U5, Vg, 1)1}, P7, = {’U7,’Ug,

Ug},.

Temos

Tabela 3.5: Distribuicao de Pj, P, P} e Pj entre as partes X1, X2 e X3

Xi | Xy | X3
PP B
B

Como nao hé vértices em comum entre P| e P;, nao ha o que alterar
na tabela acima. Assim, as triplas de vértices sao (11, T12, T16); (%23, Taq, Tog);
(735, 736, 731); € (17, T1g, T13).

2° passo - coloracao de arestas horizontais:

Para colorir as arestas horizontais precisamos dos emparelhamentos
de K, (Afirmagao 3.3). Se um vértice wz;; recebe uma certa cor, entdo
devemos buscar o emparelhamento R; de K, em que v; é o vértice
restante. Usamos o grafo completo K, porque ha r vértices em cada
linha. Temos R; = {4, Vay, "+ , Va,_oVr—1} <|Rl| _r-d

2
Ta,jTasjs " »Tay_sjTa,_,; devem receber a mesma cor mencionada acima.

). Entao as arestas

Fazendo isso, se uma dada cor é usada em um certo vértice, entdo a cor
¢ representada em todos os vértices daquela linha. Como estamos propondo
uma coloracao total equilibrada com A + 1 cores, cada uma delas precisa ser
representada também em todos os vértices das demais linhas.

3° passo - concluir a representacao das cores usadas em triplas
de vértices:

Para representar as cores que ja foram usadas em 3 vértices e nas linhas
que contém tais vértices, usamos os emparelhamentos P; de K, (Afirmacao 3.3)
do seguinte modo. Como explicado acima, os vértices x11,x12 € Ty gyt
recebem a mesma cor k e tal cor foi representada nos vértices das linhas

-1
1,2e 2+ pT Assumindo que P, — {vjva} = {v,vp, -+ , 004}, em que

-1
a,b,-+-c,de{3,4,--- ,p} — {2 + ]92}’ atribua cor k£ ao emparelhamento

horizontal de distancia 1 (conferir Se¢do 3.1) ligando vértices das linhas a e
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b; ---; e ¢ e d. Repita o processo para todas as cores usadas em 3 vértices
cada. Note que ao final desta etapa, como as cores das triplas foram aplicadas
em emparelhamentos de distdncia 1 relacionados a P, — {vjv2}, P3 — {vsvys},
o, Pp_o —{vp_2v,_1}, as arestas de emparelhamentos de distancia 1 ligando
vértices das linhas 1 e 2, 3e 4, ---, p—2 e p— 1 nao foram coloridos.

4° passo - concluir a representacao das cores usadas em apenas
um vértice:

Agora precisamos representar as cores usadas em apenas um vértice (e nas
linhas que o contém) nas demais linhas. Para fazer isso, vamos da parte X; até
X,, procurando do vértice z;; para x;, em cada parte para tomar aqueles que
foram os tnicos vértices a receberem uma certa cor. E importante deixar um
vértice da tltima linha (z,,) para ser o ultimo vértice a aplicar este passo. Seja
T14 O primeiro vértice em X7 que satisfaz a condicdo de nao ser parte de uma
tripla de vértices que recebe a mesma cor. Assim, a cor usada em tal vértice foi
representada nos vértices da linha a (em arestas horizontais) e ainda precisam
ser representadas nas outras linhas. Tome o emparelhamento de K, em que
v, foi o vértice restante e atribua a mesma cor de x1, no emparelhamento de
distancia 1 se tal distancia nao foi previamente usada por qualquer uma das
cores das triplas ou emparelhamento de distancia 2, caso contrario. Repita
o processo para cada cor que foi usada em um vértice na ordem descrita
usando sempre o proximo emparelhamento de distancia disponivel. Como ha
r — 1 emparelhamentos de distancia entre quaisquer duas linhas e aplicamos
um emparelhamento de distancia ¢ por cor e tal cor estd associada com um
emparelhamento P; (ha p destes emparelhamentos), isto significa que podemos
repetir o processo (r — 1)p vezes. Em outras palavras, este processo pode ser
feito para (r — 1)p cores. Contudo, devemos usar (r — 1)p + 1 = A + 1 cores.
O vértice z,, a que nos referimos acima recebeu uma cor que foi representada
em todos os vértices da ultima linha. Sendo assim, tal cor ainda precisa ser
representada nas demais linhas. Lembre que quando usamos as cores das triplas
de vértices em arestas, o emparelhamento de distancia 1 ligando as linhas 1
e?2,3ed,--- linhas p—2 e p — 1 nao foram usados. Portanto, a cor usada
em z,, deve ser usada nos emparelhamentos de distancia 1 ligando os pares
de linhas acima citados.

Por construcao, é facil ver que usamos exatamente A+ 1 cores e cada cor
foi representada em cada vértice. Também por construcao, elementos incidentes
ou adjacentes nao receberam a mesma cor. Cada cor usada em uma tripla de

/ . . /7 7(.‘I) ~
vértices foi também usada em —5 arestas. Entao, cada uma dessas cores

rp+ 3

foi usada em elementos. As cores usadas em apenas um vértice foram
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T 1
usadas também em pT arestas cada. Entao, cada uma dessas cores foi usada
rp+1 rp+3 rp+1

em elementos. Como = 1, concluimos que a diferenca
entre as cardinalidades de quaisquer duas classes de cores é no maximo 1.
Portanto, o algoritmo descrito prové uma coloracao total equilibrada com A+1
cores para o grafo K., quando r e p sao impares, como desejado. [ ]

Observe o exemplo seguinte, em que exibimos uma coloracao total
equilibrada de K311 com 23 = A + 1 cores. Temos

Py = {v1v9, 3011, V4010, UsVg, UgUs } € O Vértice restante é vr;

Py = {vgus, v104, V5011, U610, U709 } € O Vértice restante é vg;

P3 = {v3vy, vo0s5, V106, 7011, UsV10} € O Vértice restante é vy;

Py = {v4vs, v306, Vo207, U108, VgU11 } € O Vértice restante é vy;

P5 = {wsvg, 407, U308, UaUg, V1010 } € O Vértice restante é vyq;

Ps = {v6v7, v508, V409, V3010, V2011 } € O Vértice restante é vy

P; = {v7vs, vgv9, U510, U4U11, V3V1 } € O Vértice restante é vs;

Py = {wgvg, v7010, VgV11, V105, U204} € O Vértice restante é vs;

Py = {vgv1g, U311, U107, VoVg, U3U5 } € O Vértice restante é vy;

Py = {v19v11, 0109, Vovs, U3U7, Vg4 } € O Vértice restante é vs;

P11 = {1011, 02010, V309, V4V, V57 } € O vértice restante é vg;

Dai, 1/ = {Ul, Vo, U7}, P3/ = {Ug, V4, Ug}, Pé = {1)5, Vg, UH}, P7/

{v7,v8,v9} e Py = {vg, v19,v4}. Temos

Tabela 3.6: Distribuicao de Py, P;, P, Py e Py entre as partes X, Xo e X3 antes da
translacao

Xi | Xy | X5
PP B
BB

omo P e ue estdo na mesma coluna) possuem vértices em comum
C PleP; t 1 t
e Pj e Py também, entdo é necessario transladar os elementos da segunda linha

uma unidade para a direita. Fazendo isso, a nova tabela obtida é

Tabela 3.7: Distribuicao de Pj, P, Pi, P, e P§ entre as partes X1, Xs e X3 depois da
translacao

X | Xy | X5
ERERRE
Py | Py

Com isso, as triplas de vértices formadas sao (x11, T12, T17); (T3, Toa, T29);

(I27,l’28,l’22); <I3571’36,I‘3,11); e (1'39,.733710,%’34). Apresentamos a CO]OI‘&Q&O de
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vértices e arestas horizontais de K347 segundo o algoritmo proposto, na

Figura 3.11 a seguir
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Figura 3.11: Coloracao de vértices e arestas horizontais de K3x11

A tabela a seguir mostra a distribuicdo de cores entre as arestas que
nao sao horizontais. Observe, por exemplo, que na linha onde aparece a
cor 1, ao lado temos distancia 1 e, na coluna pares de linhas, lé-se P,
\{v1ve} = {v3v11, V4010, V509, VeUs }. Isso significa que a cor 1 deve ser aplicada
em emparelhamentos horizontais de distancia 1 ligando os vértices das linhas
3ell;4e10;5e9; 6 e8 O mesmo raciocinio deve ser aplicado para cada

uma das cores na tabela abaixo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712691/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1712691/CA

Capitulo 3. Sobre coloracio total 64

Tabela 3.8: Distribuicdo de cores entre as arestas nao horizontais de K3x11

Cor | Distancia | Pares de linhas
1 1 Py \{vive}
2 1 P3 \{vsv,}
3 1 Pr \{vrvg}
4 1 Ps \{vsve}
5 1 Py \{vgvip}
6 |1 Py

7 2 P,

8 1 P

9 1 Py

10 1 b

11 |2 Py

12 1 P,

13 |2 P

14 |1 Py

15 |2 P

16 2 Py

17 |2 P,

18 |1 {109, V304, V5V, V7S, V9V }
19 |2 Py

20 |2 P

21 |2 Ps

22 |2 P,

23 |2 P,

3.1.5
K,+,» com r impar e p par

Algoritmo para o caso p = 2:

1° passo - coloracao de vértices e de arestas horizontais:

Os vértices da parte X; devem receber cor i, i = 1,2,--- ,r. A cor 1
também deve ser usada em arestas horizontais como segue. Suponha que o
emparelhamento R; = {v v, - , 004} tem como vértice restante v;. Entao
a cor ¢ deve ser usada nas arestas T, 1Tp1, - ,T.Tq1 € também nas arestas
Ta2Tp2, "+, TeaZao. Como 7 é o vértice restante no emparelhamento R; e as
arestas que recebem esta cor estao associadas ao emparelhamento em questao,

os vértices e as arestas que receberam cor ¢ nao sao incidentes e nem adjacentes,
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r—1
por construcao. Como cada emparelhamento de K, tem cardinalidade 5

concluimos que cada uma das r cores foi usada 2 + 7;12 =1+ 1 vezes.

2° passo - coloracao de arestas nao horizontais:

Como esta é uma coloragdo com A + 1 = 2r — 1 cores e o primeiro
passo usou 7 cores, sobraram r — 1 cores para serem usadas em arestas nao
horizontais, ja que vértices e arestas horizontais foram coloridos na etapa
anterior. Usamos cada uma das r — 1 cores restantes em um emparelhamento
horizontal de distancia terminando, assim, a coloracdo. Note que, conforme
explicado no capitulo 3.1, cada emparelhamento horizontal tem r elementos.
Assim, a diferenca entre as cadinalidades de duas classes de cor é, no maximo
1, como desejado.

Observe a Figura 3.12, onde mostramos as cores dos vértices e das arestas

horizontais de K34o de acordo com o primeiro passo.

Figura 3.12: Coloragao de vértices e arestas horizontais de Ksyxo

J& a coloragao das arestas nao horizontais do grafo Kj.s fica conforme a
Figura 3.13.

Figura 3.13: As arestas pontilhadas devem receber cor 5 e as arestas pretas, cor 4

Algoritmo para o caso p > 4:

1° passo - distribuicado inicial de algumas cores em
emparelhamentos horizontais de distancia:

O primeiro passo para obter uma (A + 1)-coloracao total equilibrada
dessa classe de grafos consiste em obter os p — 1 emparelhamentos de K,
conforme a Afirmacao 3.4. Entdo devemos montar uma tabela em que cada
emparelhamento ¢ escrito r — 1 vezes. Nesta etapa sao usadas (p—1)(r—1) =
rp—p—1+ 1 cores.

Suponha que na i-ésima linha da tabela a seguir a distancia seja j e

o emparelhamento seja P, = {v,vp, -+ ,v:0q}. Isso significa que a cor i deve
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ser aplicada em um emparelhamento horizontal de distancia j entre as linhas

determinadas pelo emparelhamento Py, isto é, entre as linhas a e b, ---, c e d.

Tabela 3.9: Distribuicao inicial de algumas cores nas arestas de K,y

Cor Distancia | Emparelhamento
1 1 Py

2 2 P
r—1 r—1 Pl

r 1 P2

T —I— 1 2 P2
2(r—1) r—1 P,
p—(r-1+1 Pr—s
p—4)(r—1)+212 P, s
(p=3)(r—1) r—1 P, 3
p=3)(r—1)+1]1 P,
p=3)(r—1)+212 P, 5
(p—2)(r—1) r—1 P,
p—2)r—1)+1]1 P,
p=2)(r+1)+21|2 P,
(p—1)(r—1) r—1 P,

2° passo - fazer mudancas na tabela obtida pelo passo anterior:

A segunda etapa da coloragdo consiste em alterar parte do que foi
feito no primeiro passo. Todas as cores que, na Tabela 3.9 estdo na mesma
linha dos emparelhamentos P;, onde ¢« = 1,3,5,--- ,p — 3 e também cada
cor que estd na mesma linha da primeira vez que os emparelhamentos P;
(j =2,4,6,--- ,p—2) aparecem na Tabela 3.9 devem ceder o primeiro elemento
do emparelhamento para novas r cores que serdo inseridas na tabela!. Note que
ao todo sao alteradas (g — 1) r linhas, pois elas sao alteradas em sequéncias

de r (r — 1 referentes a um emparelhamento de indice impar e 1 referente

1Observamos que como i varia de 1 até p — 3, se p fosse 2 essa parte do algoritmo nao
faria sentido. Isso justifica a apresentacdo de um algoritmo diferente para o caso p = 2.
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ao emparelhamento de indice par seguinte) e ¢ é impar e varia de 1 a p — 3,
—3-1
totalizando pT +1= g — 1. Lembramos que a etapa anterior utilizou

rp—r—p+1corese A+1=rp—p-+ 1. Entdo, ao introduzirmos novas r
cores a tabela anterior, completamos a quantidade total de cores que devem

ser usadas na coloragao. Assim, a Tabela 3.9 se transforma em

Tabela 3.10: Distribui¢ao de algumas cores nas arestas de K,y

Cor Distancia | Emparelhamento

1 1 Pl\{UlUQ}

2 2 Pl\{’Ulvg}

r—1 r—1 Pl\{vlvg}

T 1 Pg\{UgUg}

r 4+ 1 2 P2

2(r—1) r—1 P,

(p—4)(r-1+1]1 Pp-3\{vp-3vp—2}
p—4)(r—-1)+2|2 Py 3\{vp_3v, 2}
(p—3)(r—1) r—1 Pp—3\{vp—3vp—2}
(p=3)r—1)+1|1 Py2\{vp-2vp-1}
p=3)(r—1)+2|2 P, 5

(p—2)(r—1) r—1 P, 5

(p—2)(7’— 1)+1 1 P,

p=2)(r+1)+2|2 P,

(p—1)(r—1) r—1 P, 4

p—1Dr—-1)+1]1 {v1v9, V304, V5VG, -+, Vp_3Up_2}
p—1D(r—-1)+2|2 {v1ve, V304, V5V, - -, Up—3Up—2}
(7“ - l)p r—1 {012}2, U3Vq4, UsVg, - - - 7Up—3vp—2}
(r—=1)p+1 1 {vavs, v4vs, VeUT, -, Up—2Up_1}

3° passo - coloracao de vértices:
p . o
As (= —1)r cores que, pelo passo anterior, cederam o primeiro

elemento v, do emparelhamento ao qual estavam associadas deixaram de ser
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representadas nos vértices das linhas a e b. Como estamos apresentando uma
coloracao com A + 1 cores, todas as cores devem ser representadas em todos
os vértices. Para isso, usaremos estas (12) — 1) r cores e as ultimas r cores na
coloragao de vértices e de arestas horizontais que, até o momento, nao foram
coloridas.

Se uma cor ¢ havia sido aplicada em um emparelhamento horizontal de
distancia j e cedeu o elemento v,, do emparelhamento P, com k impar, entao
a cor ¢ deve ser usada na coloracao dos vértices z;, € ;. Se o indice k do
emparelhamento P, for par, entao a cor 7 deve ser usada para colorir os vértices
Trq © Typ. Ja as cores que foram inseridas apenas na segunda etapa devem
colorir os vértices x;,_1 € ¥y, se a distancia correspondente a essas cores na
Tabela 3.10 for ¢ e se nao se tratar da tltima cor. Esta deve ser empregada nos
vértices x,1 € x,,. As arestas horizontais devem ser coloridas como no grafo

K, «p com 7 e p impares.

Teorema 3.15 (da Silva, Dantas e Sasaki, apresentado no CTW 2018 e
a ser submetido para o LAGOS 2019) O algoritmo acima apresenta uma

(A +1)-coloragdo total equilibrada de K,y,, com r impar e p par.

Demonstragao. Algumas cores foram usadas somente em arestas. Tais
cores foram usadas em emparelhamentos horizontais de distancia entre
linhas que foram determinadas pelos emparelhamentos de K,. Como
cada emparelhamento é disjunto, os pares de linhas determinadas pelos
emparelhamentos K, sao distintos e nao hd, portanto, cores sendo aplicadas
em arestas adjacentes.

Outras cores foram usadas em vértices e em arestas (horizontais e
nao horizontais). Com relagao as arestas nao horizontais, a aplicagdo seguiu
o mesmo processo das cores anteriores e, por isso, nao houve aplicacao
de uma cor em arestas adjacentes. Tais cores cederam um elemento do
emparelhamento de K, ao qual estavam relacionadas e, com isso, perderam
a representacao nas linhas determinadas pelo elemento de K, cedido.
Posteriormente, estas cores foram aplicadas justamente em vértices (na mesma
parte da parti¢ao do conjunto de vértices) daquelas linhas onde haviam perdido
a representacdo. Assim, nao ha elementos incidentes recebendo uma mesma
cor. Por fim, tais cores foram usadas em arestas horizontais (daquelas linhas
onde haviam perdido representacao, nao havendo, portanto, possibilidade de
arestas adjacentes terem recebido mesma cor) da mesma maneira que no caso
K,«, com r e p impares. Logo, conforme explicado em capitulo anterior,
estas arestas horizontais e os vértices coloridos por uma mesma cor nao
sao incidentes. Assim, conclui-se que, por construcao, elementos incidentes e

adjacentes receberam cores distintas.
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As cores wusadas em arestas apenas foram empregadas em
. . . rp ‘
emparelhamentos perfeitos do grafo, totalizando, assim, 5 vezes. J& as

cores usadas em vértices e arestas foram usadas em 2 vértices, em arestas

r—1
horizontais de duas linhas, totalizando QT vezes e também em r

- . . - . mp+2
arestas nao horizontais. Entdo, cada uma dessas cores foi usada ———

esse numero difere em 1 unidade em relacdo a quantidade de vezes que as
outras cores foram empregadas. Portanto, a coloracao total é equilibrada,
como desejado. [

Pelo primeiro passo, obtemos a Tabela 3.11 para o grafo Ksys:

Tabela 3.11: Distribuicao inicial de cores nas arestas de K3xsg

Cor | Distancia | Emparelhamento

{U1U27U3U77U4U67U5U8}
{0102,U3U7yv406,v508}
{U2037U1@4705U7,U608}
{U2U37U1U47U5U77U6U8}
{Usv4,U2U5,U106,U7U8}
{U3U47U2U57U1U67U7U8}
{U4U5,U3U67U2U7,U1U8}
{v4vs, v3v6, V207, V1V8 }
{U5U67U4v77U1U37U2U8}
{U5U6,U4U77U1U3,U2U8}
{vev7, v1Us, VU4, V3Vs}
{U6U77U1U5,U2U4,U308}
{0107,U2067U3U5,U4US}

{v1v7, vovs, V3V, V4V }
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NN R IN NN~

,_.
W

A Tabela 3.12 foi obtida com as alteragoes do segundo passo para o grafo
K3><8
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Tabela 3.12: Distribuicdo final de cores nas arestas de K3xg

Cor | Distancia | Emparelhamento
1 ]. {U3U7, V4Vg, U5U8}
2 2 {U3U7, V4 Vg, ’U5Ug}
3 1 {v1vs, vsv7, VU8 }
4 2 {Ugvg, V1V4, U507, UGUB}
5 1 {U2U5, V1Vg, Uﬂlg}
6 2 {5, V1V, V7V8 }
7 ]_ {U3U6, V2V7, Ulvg}
8 2 {405, V306, VoV7, V1V }
9 1 {v4v7, V103, VoV8 }
10 2 {’U4U7, V13, Ugvg}
11 |1 {105, vovyg, V3V8 }
12 2 {U6U7, V1VUs, VU4, U3’U8}
13 1 {’011)7, V2Vg, U3Vs, U4U8}
14 |2 {v1v7, voug, v3Vs, V4vs }
15 1 {Ulvg, V3Vy4, U5U6}
16 2 {01112, V3V4, ’05116}
17 |1 {vavs3, v4v5, VeUT }

No caso do grafo K3yg, a coloragao de vértices é como segue: x1; € 1o
recebem cor 1, x13 e x14 recebem cor 5, x15 e x16 recebem cor 9, x17 € Ty
recebem cor 15, x91 € X9y Tecebem cor 2, x93 € xoy recebem cor 6, Tos € Tog
recebem cor 10, x97 € x9g Tecebem cor 16, x3s e w33 recebem cor 3, x34 e T35

recebem cor 7, x3 € x37 recebem cor 11 e x3; e x35 recebem cor 17.
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Consideracoes finais

O problema de coloracao de grafos foi motivado pela percepcao de que
quatro cores sao suficientes para colorir qualquer mapa que pode ser desenhado
no plano, de modo que regides que partilhem uma fronteira sejam coloridas
com cores distintas. Esta percepgao gerou uma conjectura cuja veracidade foi
finalmente comprovada apenas mais de um século depois de sua proposicao.
Apesar das demonstragoes erroneas, muitos avancos foram feitos na area de
coloragao de grafos.

Abordamos neste trabalho dois tipos especificos de coloracao: de arestas e
total. Sobre a coloracao de arestas, apresentamos a demonstracao de teoremas
importantes, que limitam os valores que podem ser assumidos pelo indice
cromatico. Um tipo particular de coloracao de arestas é a coloracao de arestas
por listas. Sobre isso, foi determinado o indice lista-cromatico de multigrafos
bipartidos conforme é feito em Galvin(1995). Em seguida, passamos a tratar
da coloracao total de grafos. Mencionamos ainda alguns resultados acerca
dos valores que o nimero cromatico total pode assumir e expusemos, na
sequéncia, um tipo particular de coloragao total: a equilibrada. A esse respeito
apresentamos resultados novos, determinando x” (K, x,).

A pergunta proposta para nortear este trabalho dizia respeito a novas
contribui¢oes que poderiam ser dadas na area de coloracao de grafos, com
foco, sobretudo, em grafos multipartidos. Utilizando novas técnicas, verificamos
a ETCC para a classe dos grafos r-partidos completos p-balanceados. Esse
resultado conclui a investigacdo do niimero cromatico total equilibrado dessa
classe de grafos. Além disso, fornecemos algoritmos para que se obtenha uma
coloragao total equilibrada deste tipo de grafos. Resultados parciais a respeito
deste assunto foram apresentados por Fu (1994) e também por da Silva et
al. (2018). Bermond (1974) determinou o ntimero cromatico total dos grafos
r-partidos completos balanceados e aqui determinamos y” para a mesma classe
de grafos.

Futuros trabalhos incluem, mas nao se limitam a verificar a ETCC para
diferentes classes de grafos. Uma das classes de grafos para a qual pretendemos
determinar o numero cromatico total equilibrado é a classe dos r-partidos

completos nao balanceados. Outra familia de grafos que pretendemos investigar
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a fim de verificar a ETCC ¢é a dos grafos de Petersen generalizados, classe
de grafos 3-regulares (ou cibicos), formados pela unido dos vértices de um
poligono regular com os vértices de um poligono estrela. A respeito dos
grafos fortemente regulares, pretende-se responder a seguinte questao: o indice
cromético de um grafo fortemente regular de ordem par é determinado pelos
seus parametros? Um grafo é dito fortemente regular com parametros v, k, A, u
ou um gfr-(v, k, A\, 1) se ele é k-regular de ordem v, quaisquer dois vértices
adjacentes possuem exatamente A\ vizinhos em comum e quaisquer dois vértices
nao adjacentes e distintos possuem exatamente p vizinhos em comum.

Na Tabela 4.1 temos uma comparacao do niimero croméatico total com
o numero cromatico total equilibrado para os grafos r-partidos completos

p-balanceados.

Tabela 4.1: Comparacdo do nimero cromatico total com o nimero croméatico total
equilibrado para K,y

Ky xp Coloragao total Coloragao total equilibrada
r P X" | Referéncia X7 | Referéncia
Behzad, Chartrand Behzad, Chartrand
r=2 P A+2 A+2
e Cooper (1967) e Cooper (1967)

1974
1974
1974
1974

A +2 | DAM (2018)
A+1 | DAM (2018)
A +1 | LAGOS 2019
A +1 | LAGOS 2019

r > 4 par | impar | A 4+ 2 | Bermond
impar | impar | A+ 1 | Bermond

r>4par| par | A+ 1 | Bermond

(1974)
(1974)
(1974)
(1974)

impar par | A+ 1 | Bermond
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